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Encuentra la solucion p((x,y),t) del siguiente problema de transporte:

ap op op 9
20 2L —32F —(t—x— > R
2 T 225, 3ay(< yht) =@t —xz—y)p, t>0, (v,y) € R

p(:E? y? O) = ez+y'

Puesto que conocemos la formla de la solucion de FNC (sin término fuente f = 0, en este caso):

p((@y)t) = po(X(0;(2,y),1), Y (0; (z,1), 1)) el=Jo a0l X(s:en)0.Y (si(rw)0)ds}

siendo, en este caso, ag((z,y),t) = x +y —t y po(z,y) = €Y. Asi pues, solo resta calcular las curvas
caracteristicas y sustituir en esta férmula. Para ello, planteamos y resolvemos su ecuacién, usando el campo
que nos proporciona la ecuacion: a((z,y),t) = (2z, —3):

{ ()= L), s>0
(X(1),Y(t) = (z,y), t>0,y (z,y) € R? fijos.

Como las ecuaciones para X e Y estan desacopladas, se pueden resolver por separado (ambas lineales de
orden 1) y no es preciso trabajar con matrices; obtenemos:

/ _
{ X2 220 2 X —oee,

X(t) ==,
Y'(s)=-3, s>0 ) B
{ Y(t) =y, = Y(s;(z,y),t) = =3(s—1t)+y.

Sustituimos en la féormula anterior y obtenemos el resultado final:

o((z,y),t) = X O@) Y O5@y)0) ol lols=X (s3(z,9) )Y (si(2) )lds} _ we 243ty {fyls—z 2D 43(s—t)—ylds}
t2 —2— 1) — 3% — 2yt
:exp{me’2t+3t+y+ tole 2) k / }:exp{t(?»—y)—t2+§xe*2t+(y—g)}.

2
Si definimos la densidad de energia cinética de un fluido como e, = p‘ ul , calcula el flujo de energia
cmetlca a través de la frontera de un conjunto 2 para un fluido 1ncompre81ble que cumple la ecuacién de
Euler (en ausencia de fuerzas externas).

Realizamos directamente el célculo para obtener el flujo:

dl/ |ul*d / Ju |2+ d
ul|*dx = — u - udx
dt 2 1Y th 2 puUL * 3

y usamos aqui la LCM: 0;p + div(pu) = 0 y la ecuacion de Euler: p(u; + u-Vu) = —Vp, obtenemos

d1 2 : Jul?
—— | plul*dz = — [ div(pu)— + (pu-Vu + Vp) - udz,
a2 Jo 0 2
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lo que, desarrollando y agrupando derivadas, produce (observar la estructura (fg)'h + (fg)h' = (fgh)’)

3
=1

3 d(puy) 3 u?, 3 O,
— _/Q <;3$k><mZ:12) —|—pmz (;ukaxk)umda:— /Qu-Vpdx
10, (pugum)

2 2
/ d(pu) uy, n (puk)M de — / u-Vpdzs
Q Oy, Q

2 2
u;”)) dx—i—/ﬂu-Vpda:z—/gdiv(,ouJu)dw—/gu-Vpd:c.

Para el tltimo término, como div(u) = 0 (por ser incompresible), tenemos div(pu) = u - Vp, quedando todo
en forma de divergencia, y pudiendo finalmente aplicar el Teorema de Gauss:

_ -l . _ s
= /de(pQu) dx /lev(pu) dr = /89 (pT —i—p)u -ndS.

Por lo tanto el flujo de energia cinética a través de la frontera de un conjunto € es: (e. + p)(—u - n).

Si f € LY(R?) N L*(R3) y definimos

o(z) = /R LY by dy,

s |z —yf?
prueba que v esté acotada.

Razonamos como en clase en el caso de w = K # p. Primero tomamos la norma de v(x) y
seguidamente partimos la integral resultante dentro y fuera de la bola: B := {y € R® : [z —y| < 1}

lo(x)] = ‘ /RJ ;:y‘y’g f(y) dy) < /Rg |Lf£y;‘z dy = /B \:Lffyjj{g dy+ /B !lffyzi;? w

En la primera integral (dentro de la bola) usamos que h(y) = 1/|y — z|? esta en L3/*(B) (sabemos, por los
ejercicios de clase, que esta en cualquier LP(B) con 2p < 3), por lo que podemos aplicar la desigualdad de
Holder con exponentes p = % y p' = 4, quedando

/B rlffy;;Q wslg = d

En la segunda integral (fuera de la bola) el argumento es méas simple si cabe, usamos directamente que
1/]y — z|? en B€ esta acotada por 1y que f es L', quedando

/()]
< .
/BC ‘.%' — y‘g dy = ||f”L1(R3)

Juntando sendas estimaciones, obtenemos el resultado pedido

N v

o(@)] < ClIfla+ Ifll1 para todo = € R®.
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Determina si un gas ideal a temperatura constante se puede considerar o no un fluido isentrépico y, en
caso afirmativo, determina la entalpia.

Ayuda: Un gas ideal cumple p = pRT, siendo T la temperatura y R una constante fisica llamada constante
de los gases ideales, cuyo valor es R = 8.314472.J /(K mol).

En realidad, este es un caso particular de fluido en que la presion es funcion de la densidad y

que, por lo tanto, es isentropico. En este caso,
p = P(p) = pRT = constante p.

Buscamos pues una funcion W (r) tal que nos proporcione funcionalmente la entalpia: w = W (p). Imponemos
la condicion que define la entalpia, y obtenemos:
Vaup P'(p)V.p RT

Vow = = W(p)Vip=—""-"==—"Vyup,
p p p

Por lo tanto, buscamos W (r) tal que W'(r) = RT/r. Podemos pues tomar como entalpia w = RT In(p) y
concluir que el fluido es isentrépico.

Si T = div(u)l + 2A(u) (donde A(u) es la parte antisimétrica de la matriz jacobiana de u) y Tn es el
producto de la matriz T por el vector n, escribe la siguiente integral como una integral (simplificada) sobre

todo el conjunto €.
/ TndS.
o0

Se trata de invertir el Teorema de Gauss, en cada componente. Primero detallamos el tensor 7"

0u1+r)’112+% Qui _ Jug Qui _ Ous
dy 0z oy oz 0z oz
T =T = div(u)l + 24(u) = Ga_gu  Gufu, s Gu_&s :
Ouz _ Ouy Ouz _ Oua ()711 + Jua ()U;g
ox 0z dy 0z 01/

y ahora aplicamos Gauss en cada componente, obteniendo

7((9[“ Jug + ()u3)+ 0 (6u1 0u2)+%(8u1 %)
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(los subrayados, al derivar, cancelan) = / Pup 4 9 ay 2+ a 7 | dr= / Audex,
Q Q

82U3 B u3
Ox2 + By F+

con lo que concluye el ejercicio.



