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1. (Tema de teoria: Ecuaciones diferenciales.)

2. Se disena una carpa para cubrir un coliseo de 40 m de didmetro. Dicha carpa tiene como
., x .
seccion transversal la curva y = 31 — 20 cosh (%> Calcule el volumen en m? que encierra

dicha carpa.
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Respuesta: Dado que es un volumen de revolucién en torno al eje Y, aplicamos la formula de
tubos:

Vol = /b27ra:f(x)dx

En nuestro caso, la funcién a girar es f(z) = 31 — 20 cosh (%) en el intervalo [0, 20]. Por lo tanto:

20
Vol

/020 oIt 1 (31 —20 cosh(%)) dr = {31952 + 16000 cosh(%) - 800xsenh(2£0>}0

- 7r(12400 — 16000 cosh(1) + 16000 senh(1)) - 7r<16000 cosh(o)) — 36007 + 16000_.
e

Nota: para buscar la primitiva descrita se ha de usar integracién por partes.
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3. Sea f:(0,00) — R la funcién definida por: f(z) = o P
a) Calcule las funciones primitivas de f.

b) Estudie si f es impropiamente integrable en (0, 00).

Respuesta: Para buscar las primitivas primero descomponemos f en fracciones simples:

1L _ A, B _(A+Betdd 1 1
r(x+4) = x+4  z(z+4) YT T

y segundo integramos directamente

1 14, /4 1 1 1z

Para ver si es impropiamente integrable en (0, c0) primero integramos en [a, b] y luego hacemos los
limites a — 07 y b — oo:

b —00 a—
/x(xl+4)dx:[leln(x—ﬂf—élﬂa:jlln(b—}—bll)_leln(aj—él) ’ o +00

por lo que NO es integrable. Nota: obsérvese que el bhm si existe, el que falla es hm+.
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4. Sea f:R? — R la funcién definida por f(z,y) = ey

a) Calcule el plano tangente a la funcién f en el punto P = (1,1,1).

b) ;Tiene la funcién f extremos absolutos en D = {(z,y) : 22 + y* < 1}? Justifique la
respuesta y en caso afirmativo calcilelos.

Respuesta: Para calcular el plano tangente sélo necesitamos las derivadas parciales de la funcién
en el punto (1,1) y aplicar la férmula:

of of

plano tga Z_f(aab):%(aab)(x_a)—i_aiy(a?b)(y_b)
Calculamos las parciales:
of _ x2—y? . of —
%(az,y) = 2ze , en el punto (1,1) : a:L‘(l, 1) =2,
af B 22y? - of B
%(ac,y) = —2ye , en el punto (1,1) : 8:6(1’ 1) =-2,

por lo tanto el plano tangente es:
z—1=2xz-1)-2(y—-1) = z—-2x+2y=1

Como la funcién es continua (por ser composicién de la exponencial y un polinomio, ambas
continuas) y el conjunto D es compacto (cerrado y acotado), el teorema de Weierstrass nos garantiza
la existencia de maximo y minimo absolutos de la funcién en D.

Como la funcién es derivable, sabemos que los extremos absolutos han de ser bien puntos criticos
(en el interior de D), bien puntos criticos restringidos (en el borde de D), por lo que pasamos a
calcularlos: Los puntos criticos: resuelven el sistema:

8f 22 g2

e 2ze” 7Y =0

afx s = =0 |e| y=0 |, unico punto critico: (0,0).
% = —2ye v = 0

Para calcular los puntos criticos restringidos en este caso es muy facil usar sustitucién, ya que si
despejamos, por ejemplo, 32 en la restriccién a2 + 4> = 1 queda y?> = 1 — 22 y al sustituirlo en
la funcién obtenemos f = e~ con z € [—1,1] que es muchisimo mds simple, al ser de una séla
variable. Pero como casi todos los alumnos han optado por usar multiplicadores de Lagrange, lo
haremos por ese método. Primero definimos: L(z,y, A) = e* ~¥* + A(22 +y% — 1) y ahora resolvemos

oL 2,2

%:2.%61: Y42 =0 c(A+ e ¥) =0 [2=0]6|)=—er"¥
8L 2_,2 —

@:—dem v 4 2ay =0 e yh—e" ) =0 & é
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2 2 _
:x2+y2—1:0 ¢4y =1 $2+y2:1

Visto lo cual, vamos haciendo primero los casos méas simples y discutiendo paso a paso:
-caso = (sustituyendo en la 3%) = ¢y? =1 = ’y = 1‘(’) ’y = —1‘
-subcaso = (sustituyendo en la 2%) A=e!
-subcaso = (sustituyendo en la 2¢) = [\ =e~!
-caso = (sustituyendo enla 3?) = 22 =1 =|z=1|6|z=—1
-subcaso = (sustituyendo en la 2%) =
-subcaso = (sustituyendo en la 2%) =

—caso’y#()‘y’:z;éo‘:(usandolalay2“):> e’ =y’ 2—y?

= A=Y =27 = Nl o
que es imposible y por lo tanto este caso no puede darse nunca.

Asi los puntos criticos restringidos de f, seran: {(0,1), (0,—1), (1,0), (—1,0)}




Por 1ltimo, para localizar el maximo y el minimo, simplemente evaluamos f en los 5 puntos obte-
nidos:
punto (z,y) | (0,0) | (1,0) | (=1,0) | (0,1) | (0,—1)
valor de f(z,y) 1 e e 1/e 1/e

por lo que el minimo absoluto sobre D es 1/e y lo alcanza en los puntos (0,1) y (0, —1) y el méximo
absoluto sobre D vale e y lo alcanza en 2 puntos (1,0) y (—1,0).

5. Sea D = {(z,y) € R?: 22 +9y> <2 e 1y > 0} una plancha metdlica semicircular cuya
densidad viene dada por la funcién

z? +y?
10

p(z,y) =2+ si (z,y) € D.

Hace falta sostener la plancha de un tnico punto y de forma que permanezca horizontal,
,qué punto tendriamos que emplear para ello? Calcule dicho punto

Respuesta: El punto que equilibra el peso de la placa para mantenerla horizontal es su centro de
masas. Para calcularlo necesitamos calcular:

M= [ ). X =7 [ soden) e V=57 [ vtenda)

Para hacer estas 3 integrales, dado que D es la parte superior (ya que y > 0) de una circunferencia
de centro (0, 0) radio v/2, haremos un cambio a coordenadas polares.
Pasamos a hacer los cédlculos; primero la masa:

x =1 cos(f)
C

M = /DQ—i—le—Bde(x,y): y_(’”s‘i%]) Jac=r :/Oﬂ</0ﬂ<2+r2/10)rd9>dr
€[0,m)

_ 2 _[2, .4 _
= /0 7T(2+7’ /10)7“ dr—ﬂ[r +r /40}0 =27+ 0" = 10"

En segundo lugar la componente X del centro de masas (hacemos el mismo cambio a polares):

Xy = M/ 2+$ +y (x,y):]b/oﬂ(/oﬂ <2+r2/10>r2cos(9) d9> dr

= ]\14/0\/§<2+r2/10>7"2 {sen(ﬁ)}z dr = 0.

Y por ultimo la componente Y del centro de masas:

1 2 2
Yu = M/Dy<2+x 1—2 d(z,y M/ </ 2+r2/10)r2sen(9) d9> dr
1 2 rd 1 rdrd  r5v2
= M/(; <2+E)7’ |:7COS(9)i|Od M/ 47" + dT—M[ ]
<8\/§ 4\/§> ~10(200 + 12)v2  424V2
217\ 3 25 ) 21775 3157

3+%0

~ 0.61.

4242 )

Por lo tanto, el centro de masas es el punto (0, Som




