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1. Considera la funciénn f : R? — R definida por f(z,y) = 2% + 2y?; ;tiene extremos absolutos en el
disco D = {(z,y) € R? : (x — 1)? + y? < 4}? Razona la respuesta. En caso afirmativo, calctilalos.

Respuesta: Dado que el disco D es un conjunto cerrado y acotado (compacto) y la funcién es continua
(por ser polinémica), el Teorema de Weierstrass nos garantiza la existencia tanto de maximo absoluto como
de minimo absoluto.

Pasamos a buscarlos; si los extremos estan en el interior del disco, han de ser puntos criticos, y si estan
en el borde, puntos criticos restringidos, por lo tanto pasamos a buscarlos todos.
e Puntos criticos: resuelven el sistema:

of

= :0 :0, t t :0’0.
of x ely tnico punto critico: (0,0)
x

e Puntos criticos restringidos: Usamos el método de los multiplicadores de Lagrange. Primero definimos:
L(z,y,\) = 22 + 2y% + M((x — 1)% 4+ y? — 4) y ahora resolvemos

oL

oL .
87;243/+2y)\:0 = y2+XN) =0 » & y=0[6[A=-2
I BELY 24— 12 24—
g)\:(xfl)2+y2—420 (z—1)*+y*—4=0 (x—1)*+y*—4=0

-caso = (sustituyendo en la 3%) = 22— 22 —3=0 = |2 = —1|6[2 = 3]
-subcaso = (sustituyendo en la 1*) = -1 -2\ =0 =
-subcaso = (sustituyendo en la 1*)=34+2A =0 =
-caso = (sustituyendo en la 1*) = —z+2=0 = = (sustituyendo en la 3%)
= -3+y>=0 =|y=V3|6|y=—V3|
Asfi, los puntos criticos de L son 4: {(—1,0,—1/2), (3,0,—-3/2), (2,3, —2), (2,—v/3,—2)} y los que nos
interesan, los puntos criticos restringidos de f, serdn: {(—1,0), (3,0), (2,v/3), (2, —v/3)}
Por tdltimo, para localizar el maximo y el minimo, simplemente evaluamos f en los 5 puntos obtenidos:

punto (l’,y) (030) (_170) (330) (25 \/g) (27 _\/g)
valor de f(z,y) 0 1 9 10 10

por lo que el minimo absoluto es 0 y lo alcanza en el punto (0,0) y el maximo absoluto es 10 y lo alcanza
en 2 puntos (2,v/3) y (2, —V3).

2. La ecuacién 22 + 2y + 23 — 3xyz — 2y + 1 = 0 determina de forma implicita una funcién z = z(z,y)
en un entorno del punto (0,1, —1). Calcula la direccién en la cual la derivada direccional de z en el
punto (0,1) es minima.



Respuesta: Como la derivada direccional es minima en la direcciéon opuesta al gradiente, lo que tenemos
que calcular es justo el gradiente, es decir, las 2 derivadas parciales. Para ello derivamos en la ecuacién con
respecto a x y con respecto a y (viendo z = z(x,y) como funcién de x e y).

02 0z 02 3y — 32”
cwe 32?3270 = 3yz —Bayo - =0 = (n,y) = o
resp. T x°+ 3z or Yz —oryo ox (2, y) 322 — 3zy
0z 0z 9z 2+ 312 — Gy
Y byt +827 08 = Bre = Bayon —2=0 =5 oe(ny) = g
resp.y 6y 32250 — 3wz — Bay g TR =
Sustituyendo en el punto (0,1, —1) obtenemos las parciales:
9 3z — 32 -3
50 = B
o 324 — 3xy (z,y,2)=(0,1,-1) 3
5 94 3w — 62 —4
Fon =S B
Dy 324 — 3xy (z,9,2)=(0,1,—1) 3

y por lo tanto la direccién pedida es ¥ = —Vz(0,1) = (1,4/3).

3. Calcula mediante una integral impropia el area que queda encerrada entre la grafica de la funciéon
y = In(z), el eje X y las rectas verticales z =0y = = 1.

Respuesta: Como la funcién logaritmo es negativa entre 0 y 1, el drea pedida sera:
1 1
Area = / —In(z) de = 11'm+ —In(z) dz, (ya que es una integral impropia).
0 a—07 Jq
Calculamos primero la integral (por partes) y luego tomamos limite:
| u=In(z) = du=1/zdx | -
/—ln(x)dzv— {dv:—ldac N e = —z1In(x) (—1)de = —zIln(z)+ x4+ C

por lo tanto

/al —In(z)dx = {x - xln(m)}l = (1 - 1ln(1)> - <a - aln(a)) =1—-a+aln(a)

y al tomar limite aparece una indeterminacién que resolveremos usando I’Hopital:

"Hop. 1
Area = lim (1—a+aln(a)):1—0—lH:Op 1—ali%1+_1//22:1+ lim a =1.

a—0 a—07t

202 —1

4. Calcula una primitiva de f(z) = 2@ =12
x(x —

Respuesta: Como las raices del denominador estan claras, puesto que estd factorizado, pasamos directa-
mente a la descomposicién en fracciones simples de f.
222 — 1 A B C Az(z—1)+Bz+C(z—1)? (A+C)x*+(-A+B-20)z+C

x(acfl)Q:xfl—’_(xfl)z r z(zr —1)2 x(zr —1)2

igualamos los coeficientes de x2, z y 20 para obtener:

A—B+2C=0 = B=A+2C } < B=1

o= o=

y finalmente calculamos la integral

222 — 1 3 1 1 1
2T = [ 2 " dr— | Sdr=3mlz—-1- —— —1 ,
/x(x—1)2dw /x_ldx—i—/(x_l)?dw /xdas 3ln|z — 1 p— nlz|+C




