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Isometrias

Practica de AlgebraLineal, E.U.A.T., 2004/05

Unaisometra esuntipo especialde aplicacid lineal: esunaaplicacid lineal que"muevelascosagigidamente"Precisa
mente,unaaplicacid lineal f deun espaciovectorialV enV esunaisometra cuando paracualesquier&ectoreau,vdeV,
se cumpleque <f(u),f(v)>=<u,v> (trataremossiemprecon el productoescalarusual). Como se ha visto en teorf, esto
significa queunaisometra no "deforma"las cosaspuedegirarlasentorno a un puntoo unarecta,reflejarlas,o las dos
cosasalavez,peronopuedepor ejemplo,"aplastarlas".

En estapré&ctica vamosa construiralgunasisometras; esdecir, vamosa dar la matriz quelas representagle forma que
podamodgarla imagenpor la isometra de cualquiervectorquequeramosLo haremogle unaformau otradependiendalel
tipo de isometra. Sdo trataremodas isometrasen dosy tresdimensionegen R2 y en R3), que sonlas que podemos
imaginarmés facilmente.Paraentendeestaprécticaesnecesari@ntendebienla précticasobreaplicacionedineales.

m Matrices ortogonales

La matriz de unaisometra respectade una baseortonormaltiene unapropiedadcuriosa:su inversaesigual que su
traspuestdo lo queesequivalentegl productode ella por sutraspuestalala matrizidentidad).La matricesquecumplen
estosellamanmatrices ortogonales Cuandocalculemoda matriz enla baseusualde variasisometrasenlos apartados
siguientes,podig comprobaiquesonverdaderamentmatricesortogonales.

m Isometri as en el plano

m Una rotacion

Parahablarde rotacionesiempretomaremodos angulosenradianesun angulo det radianescorresponde t*360/(2*Pi)
grados.Porejemplo,Piradianeson180° (mediavuelta),Pi/3 radianeson60°..

La matrizde unarotacid (siempreconrespectal origen,ya queaquitratamossdo conaplicacionedineales paralasque
f(0)=0) esmuy simple.Si el angulo dela rotacid, ensentidocontrarioa lasagujasdel reloj, est (enradiane$, entoncesu
matrizes

Nat £ xPor i rot het onp 111 S RLE] CosLELE

Cos[t] -Sin[t]
(Sin[t] Cos [t ] )

Desdeluego,parahallarla matrizde unarotacit enel sentidodelasagujasdel reloj no hay mé quetomart negativo.

Porejemplo,la matrizde unarotacid de angulo Pi/3 (enradianesks:
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t =Pi /3;
rotacion  // MatrixForm
1 43
2 2
ER 1 ]
2 2

Desdeluego,usandda matrizpodemostalcularlaimagende cualquierpunto:

rotacion . {2, 5}

1-22 3.

2 2"
Comprobamosjuela matrizdela rotacidn esortogonal(si cumpleA.A” = I):
rotacion . Transpose [rotacion ] // MatrixForm
10
[0 1)

» Una simetria

Queremosencontrala matrizde unasimetra S conrespecta unarecta.Porejemplo,tomemoda recta3x-y=0.Un vector
director(unvectoralo largodela recta)espor ejemplo(1,3),y comolo quehaceunasimetra el planoes"reflejar” sobrela
rectadela quesetrate,vemosqueS(1,3)= (1,3) (porquela rectano semueve).Porotraparte,un vectorperpendiculaa la
rectaes(3,—1)(cualquiervectorperpendiculaa (1,3) vale, claro). Comolos vectoregpependicularea la rectasereflejan,
sabemogjueS(3,—-1)=(-3,1Lonestoya sabemosa matrizde S enla base{(1,3),(3,-1)}.Es

matrizl = Transpose [{{1, 0}, {0, -1}}]

{{11 O}v {01 _1}}

Paracalcularahorala matriz de la simetra conrespectaa la baseusualno hay més que multiplicar por las matricesde
cambiode baseadecuadagecordada précticasobreaplicacionedineales):

cambio = Transpose [{{1, 3}, {3, -1}}1;
matriz2 = cambio . matrizl . Inverse [cambio ];

MatrixForm [matriz2 ]

R

o~ 0w
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m Isometri as en el espacio de tres dimensiones

m Rotacion de angulo t respectoa unarecta

Seguiremoda mismaideaqueantes:hallamosla matrizde la rotacid respectale unabaseparticularmentdacil, y luego
cambiamos la baseusual.Supongamospor ejemplo,quequeremosalcularla rotaciéh de angulo Pi/2 entornoala recta
generadaoor el vectoru=(1,2,-1)Si R esla rotacid que buscamossabemosjue R(1,2,-1)=(1,2,-1porqueal girar
alrededorde la recta,la rectano cambia).Si encontramoslosvectoresortonormaley perpendicularea la recta,sabemos
gueR actla sobreestosvectorescomounarotacidn endosdimensionegquehemoscalculadoantes) Busquemogstosdos
vectores:

{v, w} = NullSpace [{{1, 2, -1}}]
{{1, 0, 13}, (-2, 1, 0}}
Estonosdaunabasedel subespaciale vectoresperpendicularea la rectav=(1,0,1)y w=(-2,1,0)Peronecesitamoademé&

gue estosvectoresseanortonormalegparaque la matriz de la rotacié seala que queremos)paraesopodemaospor
ejemplo,aplicarGramm-Schmith

W=W- (W.V) / (V.V) V

{-1, 1, 1}

Asi qguecambiamosv=(-2,1,0por w=(-1,1,1)Entoncesrormalizamodos vectoress y w (los dividimospor sunormapara
guetengamormal) y tenemoda basedesedada:

u={1, 2, -1}
v =Vv/Sqrt [v.V]
w=w/Sgrt [w. w]

(1, 2, -1}
1 1
{W’ 0, W}

(L, 1,
V37 A3 3
La matrizenestabasees(ya quesabemosgjueR(u)=u,y queR actla sobrev, w comounarotacit enR2):

t =Pi /2;
rotacionl = {{1, 0, 0}, {0, Cos[t], -Sin [t]}, {0, Sin [t], Cos[t]1}};
MatrixForm [rotacionl ]

1 0 O
0 0 -1
01 O

Ahorapodemoscomoantescalcularla matrizde R enla baseusual:
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(» Matriz de cambio de la base {u,v,w} a la base usual =)
cambio = Transpose [{u, v, W}];

(» La matriz de R en la base usual =)

rotacion2 = cambio . rotacionl . Inverse [cambio ]

MatrixForm [rotacion2 ]

1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1
Us 3 s y3bhlz g3 3 mhlies 3 75 &l
R e
1 1 2 1 1
EREG 3 "3t s

1 2 1 1 1
N3 T3 8 6
Podés comprobaquesumatrizesortogonal:

rotacion2 . Transpose [rotacion2 ] // Simplify  // MatrixForm

1 00
010
0 01

m Simetria respectoa un plano

Paracalcularla simetra conrespecta un plano(enla basecandica) podemosaceralgo parecidoelegimosunabaseque

tengaun vector perpendiculaal planoy dosvectoresdel plano,y entoncesesmuy fécil calcularsu matrizen estabase;
luegopasamos la basecandica.

Calculemospor ejemplo,la simetra respectal planodadopor x+y+2z=0.Un vectorperpendiculaes(1,1,2)(seve a ojo,
sonlos coeficienteslela ecuacid del plano).

u={1, 1, 23;
Conseguiunabasedel planoesfécil:

{v, w} = NullSpace [{u}];
v
w

{-2, 0, 1}

{-1, 1, 0}

Escogemogpuesla base{u,v,w}. La matrizenestabasees(sabiendaueS(u)=-u, S(v)=v, S(w)=w):

simetrial = {{-1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, O, 1}};
MatrixForm [simetrial ]

-1 00
0 10
0 01

La matrizenla baseusualseobtienecomoantes:
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cambio = Transpose [{u, Vv, W}];
simetria2 = cambio . simetrial . Inverse [cambio ];
MatrixForm [simetria2 ]

w|n

MNMNMH
W[ w|N Wl

wN W[

Podemosomprobaiguesimetriazhacelo quedebeconlos vectoregjueescogimoantescomobase:

simetria2 . u
{-1, -1, -2}
simetria2 .v
{-2, 0, 1}

simetria2 . w

{-1, 1, 0}

m Ejercicios

Todas las matrices que se pida calcular a continuacion serefieren a la matriz en la basecandica del espacio
correspondiente.

1. ¢(Esla siguientematrizortogonal?
{{12,3}.{021} {2.1,-7}}

2. ¢{Cud esla matrizdela simetra conrespectal ejeverticalenR2?
3. ¢{Cud esla matrizdela rotacith enR2 demediavueltaenel sentidodelasagujasdelreloj?

4. Calculala matriz de la rotacidh en tres dimensionesde dngulo Pi/4 alrededorde la rectade ecuacionedx—
y=0,x+y+2z=0} .

5. Calculala matrizdela simetrarespectal planox=2y enR3.



