Tema 10

Gravedad y espaciotiempo

10.1 Relatividad de las medidas del tiempo

Por la relatividad especial sabemos que cuando un reloj se mueve rdpidamente respecto
a un observador, el intervalo entre cada “tic” es distinto (mas largo) al medido cuando el
reloj estaba en reposo. Esta es la dilatacion temporal cinemitica. Es de esperar que ocurra
algo parecido cuando el reloj se mueva a velocidad variable.

Por otro lado, segtin el principio de equivalencia, los efectos producidos por la gravi-
tacion son los mismos que los producidos por una aceleracién. Por tanto, la simple pre-
sencia de materia en las proximidades de un reloj hard también que éste marche mds despacio,
aunque el observador no se mueva respecto a él. Esta es la dilatacion temporal gravitatoria.

Einstein sugirié un experimento imaginario con el que puede calcularse, para un
campo gravitatorio débil como el de la Tierra, el valor de la dilatacién temporal gravi-
tatoria (Fig. 10.1). Se deja caer una masa m desde lo alto de una torre de altura h sobre
la superficie de la Tierra. Al llegar al suelo su velocidad serd v = /2¢h y por tanto su
energia inicial, E; = mc?, habrd aumentado en una cantidad igual a la energia cinéti-
ca adquirida, de modo que en el suelo vale E; = E; + %mvz = mc? + mgh (expresién
aproximada, no relativista). Supongamos que toda esa energia se convierte en un fotén
de energia E; = hv, que es emitido hacia arriba, donde h es la constante de Planck. Por
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Figura 10.1: Experimento que muestra la dilatacién temporal gravitatoria.
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82 Tema 10: Gravedad y espaciotiempo

P

Figura 10.2: Dilatacién temporal gravitatoria en el experimento de Hafele y Keating.

conservacion de la energia, la energia del fotén cuando alcanza la cima de la torre debera
ser E; = hv; < Ej, es decir, su frecuencia v habrd disminuido: un fotén que escapa de un
campo gravitatorio se desplaza al rojo. Por tanto,?

Bt omd 1 g
Er» hvy, mc24+mgh 1+gh/c2 c?
h - h
= ﬁ:l—g—z o bien u:g—z. (10.1)
vy c 1y c

Este es un experimento ideal, pero una versién préctica del mismo pudo llevarse a cabo
por Pound y Rebka en 1960: la emisién 7y de una transicién atémica se debe desplazar al
rojo una fraccién 2.46 x 10~° cuando se mide tras ascender los 22.6 m de altura de la
torre del Jefferson Physical Laboratory en Harvard. Esta pequefiisima diferencia se pudo
apreciar gracias al efecto Mossbauer, y la prediccién fue verificada con una precisién del
1%.

Este cambio en las frecuencias debe ser el mismo que experimentan los tics de un
reloj. Recordemos que el tiempo entre dos tics (periodo) es el inverso de la frecuencia.
Por tanto, deducimos que el tiempo transcurre mds lentamente cuanto mads intenso es el
campo gravitatorio. Asi, si t es el intervalo de tiempo entre dos sucesos medido a una
altura h sobre la superficie de la Tierra y ¢y es el medido a nivel del suelo tenemos que:b

_ gh
t=to (1 1 c2> . (10.2)

En el experimento de Hafele y Keating (1971), que hemos mencionado en un capitulo
precedente, con el que se midieron los comportamientos de relojes abordo de aviones
comerciales, se combinan la dilatacién temporal cinematica y la gravitatoria (Fig. 10.2).
La primera es debida al movimiento relativo entre los relojes en vuelo y el reloj de
referencia en Washington, que a su vez se mueve respecto al centro de la Tierra (sistema
localmente inercial por ser un sistema en caida libre hacia el Sol). Su efecto es el retraso
de los relojes que vuelan hacia el este y el adelanto de los que vuelan hacia el oeste. La
segunda se debe a que la intensidad del campo gravitatorio para los relojes abordo es
menor que para el que se queda en tierra, lo que se traduce en un adelanto adicional,
que podemos deducir explicitamente usando (10.2). Véase Ejercicio 10.1. El resultado
confirma las predicciones con una precision del 10 %.

2Estamos asumiendo que i < Rg, el radio de la Tierra. Podemos sin embargo conseguir un resultado
GNMg  GNMg

— 2 )
Rs re— Recordemos que § = GyMg /RZ,, donde Mg es la masa

mads general cambiando gh por

de la Tierra.
PLa expresion exacta, valida también cuando el campo gravitatorio es intenso, se puede deducir de las
2GyM ]1/2 |: ZGNM:| -1/2

ecuaciones de campo de Einstein: = £ {1 T ®RimA TR
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10.2. Relatividad de las medidas espaciales 83

En 1976 el Smithsonian Astrophysical Observatory lanz6 un cohete Scout hasta una altu-

ra de 10000 km. A esa altura un reloj debe marchar 4.25 partes en 10! mas rapido que a
nivel del suelo.® Durante dos horas de caida libre, el cohete estuvo transmitiendo pulsos
de un oscilador maser que actuaba como reloj, los cuales se comparaban con los pulsos
de otro reloj similar situado en tierra. El resultado confirm¢ la dilatacién temporal gra-
vitatoria al 0.02 % [Vessot et al, Phys. Rev. Lett. 45 (1980) 2081], su mejor determinaciéon
hasta la fecha.

10.2 Relatividad de las medidas espaciales

Ya sabemos que el movimiento relativo entre dos observadores hace que no estén de
acuerdo en las medidas de longitudes que realizan. Por tanto, segtun el principio de
equivalencia hemos de esperar que las medidas de longitudes también deban alterarse
cuando exista una masa en las proximidades, aunque el observador se encuentre en
reposo. Este hecho implica un cambio en las reglas de la geometria, que no son otra cosa que
las reglas para definir distancias. Para comprender este cambio hemos de hacer un inciso
con el fin de introducir el concepto de métrica. Hemos podido hablar de relatividad
especial sin mencionar la métrica, pero en relatividad general este concepto es ineludible.

10.3 Meétrica, curvatura y geodésicas

10.3.1 El concepto de métrica

Los objetos fisicos tienen significado independientemente del sistema de coordenadas
que usemos. En cambio, las coordenadas cambian de un sistema de referencia a otro.
Pues bien, el tensor métrico g;; es la herramienta que nos permite determinar longitudes a
partir de las coordenadas de los puntos del espacio (matematicamente, convierte vectores
en esc:alalres).Ol Asi, el cuadrado de la longitud del vector a = (ay,az,...,a,) es

\“’2: Z 8ijaidj, (10.3)

i,j=1n

donde 7 es el nimero de dimensiones del espacio. La métrica es expresable en distintos
sistemas de coordenadas, pero la longitud del objeto fisico es siempre la misma (inva-
riante). Ahora bien, tal longitud depende de cudl sea la geometria del espacio.

A continuacién discutiremos distintas geometrias, es decir distintas métricas, y dare-
mos ejemplos ilustrativos de una misma métrica expresada en sistemas de coordenadas
diferentes.

¢Compruébese que At/t = GyMazh/(c?Re(Re + h)).

dEn general, un tensor de rango 7 tiene n indices (cada uno de los cuales abarca las d dimensiones del
espacio vectorial correspondiente) con propiedades bien definidas bajo un grupo de transformaciones. Asi,
en el espaciotiempo de 4D (indices p, v, ... = 0,1,2,3), y bajo las transformaciones de Lorentz, un escalar es
un tensor de rango cero (invariante); un vector como x* = (ct, x) o pt = (E, pc) tiene rango uno; la métrica
g" y otros tensores de dos indices tienen rango dos; etc.
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84 Tema 10: Gravedad y espaciotiempo

(a)
Figura 10.3: Espacios bidimensionales con curvatura constante positiva (a) y negativa (b).

10.3.2 La geometria euclidea

Es la geometria del espacio plano. Se caracteriza por cumplir los cinco postulados de Eu-
clides, de los cuales el mds representativo es el quinto: en el plano, por un punto exterior
a una recta pasa una y sélo una recta paralela a la recta dada (nunca llega a cortarla).
En general llamaremos geodésica a la minima distancia entre dos puntos, que es estricta-
mente “recta” en la geometria euclidea. Existen ademads otras formas de caracterizar el
espacio plano:

— La suma de los angulos interiores de un tridngulo suman 180°.

— El cociente de la longitud de una circunferencia y su didmetro es 7.

Veamos a continuacién dos ejemplos de geometrias, una euclidea y otra no euclidea,
para fijar los conceptos bésicos.

Ejemplo A: Espacio euclideo bidimensional

Se trata de una superficie bidimensional plana.

Coordenadas cartesianas:

Las coordenadas cartesianas de un vector en 2D son a = (ay, a,) Para determinar la
meétrica lo mds sencillo en general es considerar el vector elemento de linea d¢ = (dx, dy),

de> = dx? + dyz = Sax=8w=1 &uw=8x=0, (10.4)

g:<(1) ?) (10.5)

o en forma matricial,

Coordenadas polares:

Las coordenadas polares de un vector en 2D son a = (ar,a(p), donde x = rcos¢,
y = rsin ¢. Usando de nuevo el vector elemento de linea,

dr* = dx* + dy? = dr* + r*dg? = gr=1 8pp =1 Sro=8ger =0. (10.6)
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10.3. Métrica, curvatura y geodésicas 85

Longitud de una circunferencia:

dr=20 = C=2nr. (10.7)

Ejemplo B: Superficie de una esfera en 3D (geometria no euclidea)

Véase Fig. 10.3a. Lo mdas cémodo es usar coordenadas esféricas (r, 9, ). Como la su-
perficie de la esfera tiene dos dimensiones, s6lo dos coordenadas serdn suficientes para
determinar un punto en este espacio (el radio r = R, es constante y es el inverso de la
curvatura).

Coordenadas esféricas:

Recordemos que en 3D, x = rcos¢sin®, y = rsingsind, z = rcos®. Por tanto,
usando que r = R, y dr = 0, tenemos

dr? = R2(dd? + sin® dd ¢?) = gew =Rl 8o =RIsin®8, gs,=gpe = 0(10.8)

Coordenadas polares:

Conviene hacer el cambio de variables:

r=RY = dl? = dr* + R%sin® <£) d¢? (10.9)

c

que podemos comparar con la métrica del espacio euclideo (10.6): d¢? = dr? + r?dg? .

Longitud de una circunferencia:

dr=0 = C =27R, sin (1:) [C — 27ty cuando ¥ < R(]. (10.10)
c

Vemos que el cociente de la longitud de la circunferencia y su didmetro d = 2r es C/d <

T.

10.3.3 La geometria de Minkowski

Es la geometria de la relatividad especial, la geometria del espaciotiempo plano. Como
sabemos, un punto en el espaciotiempo (suceso) queda determinado por cuatro coor-
denadas (xo,xl,xz, x3) = (ct, x,y,z) en un sistema de referencia dado. Las coordenadas
de un suceso en distintos sistemas de referencia (es decir, segtin distintos observadores
inerciales) estan relacionadas mediante las transformaciones de Lorentz. Ya hemos visto

que estas transformaciones dejan invariante el intervalo entre dos sucesos:
ds* = (cdt)* — dx® — dy? — dz* = (dx°)? — (dx')? — (dx®)? — (dx®)?. (10.11)

Por tanto la métrica de Minkowski, es (en coordenadas cartesianas):

1 0 0 O

o -1 0 o
E=1=10 0 -1 o (10.12)

0 0 0 -1
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86 Tema 10: Gravedad y espaciotiempo

La métrica no es definida positiva. En coordenadas esféricas es facil ver que:
ds* = (cdt)? — dr* — 1*(d6* + sin® 0d¢?) . (10.13)

Recordemos que la distancia propia viene dada por el intervalo (tipo espacial) entre
dos sucesos segtin un observador para el que éstos son simultdneos (dt = 0): d¢ =
vV —ds? = \/dx2 + dy? + dz2. Por otro lado, el tiempo propio viene dado por el intervalo
(tipo temporal) entre dos sucesos que tienen lugar en el mismo lugar para un observador

(dx = dy = dz = 0): cdt = Vds? = cdt.

10.3.4 Otras geometrias no euclideas

Son aquellas en las que el postulado de las rectas paralelas (o sus caracterizaciones equi-
valentes) se sustituye por otro postulado distinto.

Eliptica

En el plano, por un punto exterior a una recta no se puede trazar ninguna recta paralela
a la recta dada. Un ejemplo de esta geometria es la superficie de una esfera (Fig. 10.3a),
siendo las lineas rectas (geodésicas) los circulos méximos. La suma de los dngulos de un
tridngulo es siempre mayor que 180° y el cociente entre la longitud de una circunferencia
cualquiera y su didmetro es siempre menor que 7r. Se dice que su curvatura es siempre
positiva.

Hiperbélica

En el plano, por un punto exterior a una recta se pueden trazar infinitas rectas paralelas a
la recta dada. Se trata de la geometria de la superficie de una silla de montar (Fig. 10.3b).
La suma de los dngulos de un tridngulo es siempre menor que 180° y el cociente entre
la longitud de una circunferencia cualquiera y su didmetro es siempre mayor que 7. Se
dice que su curvatura es siempre negativa.

General: geometria de Riemann

Tanto la geometria eliptica como la hiperbélica tienen curvatura constante. La geometria
de Riemann es la més general posible y por tanto, en cuatro dimensiones, es la geometria
del espaciotiempo. En ella la curvatura varia de un punto a otro. Un ejemplo ilustrativo en
2D aparece en la Fig. 10.4.

En resumen: las geometrias euclidea y de Minkowski son casos particulares de las geo-
metrias riemannianas y pseudoriemannianas.
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10.4. Las ecuaciones de campo de Einstein 87

Figura 10.4: Espacio bidimensional con curvatura variable.

’ Tipo ‘ Nombre Curvatura Meétrica def. + Ejemplos ‘
Plana | Euclidea cero si espacio plano (tradicional)
Minkowski cero no espaciotiempo plano (RE)
Curva | Eliptica® const > 0 si superficie esfera, universo
Hiperbdlica™ const < 0 s superficie silla de montar
Pseudo-riemanniana variable no espaciotiempo de la RG

* Riemannianas
10.4 Las ecuaciones de campo de Einstein

Las ecuaciones de campo de Einstein (ECE) determinan la métrica del espaciotiempo a
partir de la distribucién de materia. Se trata de igualdades que involucran las compo-
nentes del tensor métrico g, el tensor de Ricci Ry, (tensor curvatura que se construye
a partir de segundas derivadas del tensor métrico), la curvatura escalar R (que se ob-
tiene a partir del tensor curvatura) y el tensor de energia-impulso T, que describe la
configuraciéon de masa y energia en un punto del espaciotiempo:

1 87IGN
R‘IJV - ER g‘lﬂ/ - A g],“/ - CTT]/“/ (10.14)
donde los indices y y v van de 0 a 3 (las cuatro dimensiones del espaciotiempo) y Gy es la
constante de Newton. La constante A es la llamada constante cosmolégica que introdujo
Einstein en un principio para obtener un universo estdtico y que luego retiré ante la
evidencia experimental de un universo en expansién. Curiosamente y desde hace pocos

anos los datos experimentales parecen favorecer una constante cosmolégica no nula.

Atendiendo a la simetria del campo gravitatorio que se pretenda describir puede
anticiparse la forma del tensor métrico que lo representa, antes de resolver las ECE. Dos
casos son de especial relevancia: el campo estético e is6tropo (el creado por un planeta o
una estrella, por ejemplo) y el campo homogéneo e isétropo (el universo a gran escala,
de acuerdo con el principio cosmolégico). La primera se conoce como métrica general
estdtica e isétropa, que conduce a la métrica de Schwarzschild cuando se aplican las ECE:®

-1
i — (1 N Z(iICVZM ) 2 <1 - Z?CVZM ) dr? — 2 (d9* + sin? 0dg?) . (10.15)

(Notese que se reduce a la métrica de Minkowski lejos de la masa M). La segunda es
la métrica de Robertson-Walker, que conduce a los diferentes modelos de universo (los

¢Noétese que de la métrica de Schwarzschild se deduce la expresién de la dilatacién temporal que
habiamos adelantado.
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88 Tema 10: Gravedad y espaciotiempo

Figura 10.5: Un observador B gira alrededor de un observador inercial A.

estudiaremos en un préximo capitulo) cuando se aplican las ECE:

dr/Z

2 2442 2

+ (8> + sin’ 19dg02)) : (10.16)
Otros ejemplos de configuraciones del espaciotiempo para las que se conoce la soluciéon
de las ECE son la métrica de Kerr (campo creado por masas en rotacion), las cuerdas
césmicas (campos creados por hilos de materia) y las paredes de dominio (campos crea-
dos por planos de materia).

10.5 Volviendo al principio de equivalencia

Consideremos un observador A inercial (en caida libre) alrededor del cual gira una pla-
taforma sobre la que se encuentra un segundo observador (por tanto, no inercial) B
mirando hacia A (Fig. 10.5). Podemos imaginar que ambos se encuentran en el espacio
exterior, lejos de cualquier masa.

Ambos discrepan sobre si B estd fijo o mévil respecto a A. Segin A, B se mueve: esta
girando a su alrededor. Segtin B, él no se mueve, pues siempre ve a A en el mismo lugar.

Para averiguar quién tiene razén deciden someterse a una serie de pruebas. Veamos
que ninguna prueba permite distinguir entre reposo o movimiento (principio de equivalencia)
y que las observaciones de ambos son simplemente interpretadas de modo diferente por cada
uno de ellos: A usa la relatividad especial y B la relatividad general.

1. ¢Siente B ‘algo” que le empuja en direccién radial hacia el borde de la plataforma?
e Deduccién/observaciéon: Si (ambos de acuerdo).

e Interpretaciéon de cada uno:

A: B sufre una fuerza centrifuga en direccion radial y hacia fuera. Se trata de una
fuerza ficticia, como todas las fuerzas de inercia, consecuencia de una elec-
cién ‘poco conveniente’ del sistema de coordenadas: en realidad B tiende a
seguir una trayectoria rectilinea y uniforme segin A, pero como (el sistema
de referencia) B gira, aparece una fuerza, que para A no existe.
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10.5. Volviendo al principio de equivalencia 89

B: B dice permanecer estitico en un campo gravitatorio. Tiene derecho a pensar asi,
pues la aceleracién de la gravedad es localmente indistinguible de cualquier
otra aceleracién. Piénsese en la nave giratoria de la pelicula “2001: una odisea
del espacio” que "genera’ gravedad artificialmente.

Para B no existe ninguna fuerza (la gravedad no es una fuerza sino una distorsién
del espaciotiempo) pero tiene que pagar un precio: sus medidas tienen lugar en
una geometria extrafia, un espaciotiempo curvo.

2. Medir el intervalo de tiempo At entre dos sucesos.
e Observaciones: Aty > Atg (ambos de acuerdo).

e Interpretacién de cada uno:

A: Debido a la dilatacién temporal cinemdtica, Aty = yAtgp > Atg, donde el factor
de Lorentz v = 1/v/1—0v?/c?, siendo v = wr, w la velocidad angular de B
y r su radio de giro. Noétese, por cierto, que el radio » medido por A y por
B coinciden porque el movimiento de B respecto a A es perpendicular a la
direccién radial.

B: Debido a la dilatacion temporal gravitatoria, el reloj de B marcha mads lento que
el de A y por eso Aty > Atp.

3. Medir la longitud C de una circunferencia centrada en A y radio r igual a AB.
e Observaciones : C4 < Cp (ambos de acuerdo).

e Interpretaciéon de cada uno:

A: 2rtr = C4 = Cp/v < Cp (contraccion de Lorentz debida a que B se mueve a
velocidad v = wr respecto a A).

B: B afirma encontrarse en un espaciotiempo curvo, lo que significa que la rela-
cién entre la longitud de una circunferencia y su radio no es la misma que en
un espaciotiempo plano. En nuestro caso, Cg/ 7t > 2r (curvatura negativa).

4. ;Observa B que un rayo de luz emitido por él transversalmente a la direccion AB
se deflecta?

e Deduccién/observacion: Si (ambos de acuerdo).

e Interpretacién de cada uno:

A: B gira asi que un rayo de luz parece deflectarse como consecuencia de que
sus ejes de coordenadas van rotando. Piénsese en un rayo de luz transverso a
un cohete que acelera rectilineamente: para el astronauta el rayo también esta
curvado.

B: B insiste en que él no gira: lo que ocurre es que un rayo de luz se deflecta
en presencia de un campo gravitatorio, sigue una geodésica en un espaciotiempo
curvo.
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90 Tema 10: Gravedad y espaciotiempo

Ejercicios

10.1 Completa! las predicciones del experimento de Hafele y Keating (tabla siguiente),
sabiendo que los aviones en ruta hacia el este volaron durante 41.2 h a una altura
media de 8900 m mientras que los que iban en ruta hacia el oeste volaron durante
48.6 h a una altura media de 9400 m. El calculo real exige conocer las hojas de ruta
y las velocidades de los aviones en diferentes tramos en los que se subdividieron
los vuelos [Hafele & Keating, Science 177 (1972) 166].

’ Diferencia de tiempos \ Hacia el este \ Hacia el oeste ‘

Dilatacién cinematica —184 +18 ns 96 + 10 ns
Dilatacién gravitatoria 144 £ 14 ns 179 £18 ns
Efecto total —40 4+ 23 ns 275+ 21 ns
Efecto observado —59+10ns 273 +£21 ns

10.2 Los satélites de la red GPS se encuentran orbitando alrededor de la Tierra a una
altura h = 20000 km, y por tanto a v = 14000 km/h. Compara tu reloj con otro
situado en un satélite GPS. (i) ;Qué efectos influyen en el ritmo de ambos relo-
jes y qué consecuencias tienen? (ii) ;Cudnto atrasan o adelantan los relojes de los
satélites GPS respecto al tuyo cada dia debido a esos efectos? (iii) ;Es relevan-
te el movimiento de rotacién de la Tierra? [Datos: § = GnMg/ R%B = 9.8 m/s?,
Gy = 6.67 x 107! m3kg~1s72, Mg = 5.97 x 10* kg, Re, = 6370 km.]

fLos efectos de dilatacion cinematica fueron estimados en el Ejercicio 4.1.
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