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3. Cuantizacidon de campos libres
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= Recordemos que para cuantizar un sistema clésico de coordenadas q' y momentos -

p' en la imagen de Schrodinger promovemos ¢' y p' a operadores e imponemos
las reglas de conmutacion (en unidades 71 = 1):

4P =i6y, [9,9] =[p' Pl =0. (1)
» En la imagen de Heisenberg, en la que los operadores dependen del tiempo,
T(t) = eMgle™,  py(t) = Hiple ey
(=diqly = iHqly —iqyH = —ilqu, H], sidwg’ =0)
imponemos las reglas de conmutacion en tiempos iguales,

(), Py (D] = i85, [k (8), qy (D] = [P (), phy()] = 0. 3)
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= En teoria de campos hemos reemplazado g;(t) por ¢(t, %) y pi,(t) por I1(t, %), as
que para cuantizar los campos los promovemos a operadores e imponemos?

—

p(t, %), 11(t,§)] =i6° (¥ —7), [p(t, %), ¢(t,7)] = [I1(t, %), 11(£,7)] = 0] (4)

segunda cuantizacion

> Estudiaremos en primer lugar el caso del campo escalar real.

4Este procedimiento se llama cuantizacién candnica. Existe un procedimiento alternativo, el forma-
lismo de integrales de camino que resulta particularmente 1til para cuantizar teorias de campos gauge.
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» Consideremos un campo escalar real libre,

d3p

es facil comprobar que (4) implica

o(x) = [ (age 7% 4 atel™),  p® = By = 4\ /n2 + P2,
(27)3,/2E; " ’ \/
donde ahora ¢, a5y a;_; son operadores. Recordando que
d’q Ej
o g O iqy _ gtelqy
[1(t,y) = op(t,Y) /(27‘()3 ( 1 2) (a‘le aq )
a5,08) = @nPR(F ), lag.ag] = la},at] = 0

ww.ugr.es/local/jillana

()

(6)

(7)
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> En efecto,
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i d3p .« — — — - — — —
— ip(-9) L o 1P (31| — is3(% — i/
donde se ha usado que
d3y .- -
307 — P igx 3/ 2y _ 3(%
5 (%) /(2n)3e , B(=x) = 5(). ©9)
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> Las reglas de conmutacion (7) nos recuerdan a los operadores creacion y

ww.ugr.es/local/jillana

destruccién de modos de energia licw de un oscilador armoénico con hamiltoniano *

2
P 1 2.2
H_— -
+ —mwx*,

cuyas soluciones se hallan introduciendo los operadores
(reinsertamos las 7 para refrescar mejor la memoria):

B h f . [hmw +
X = 2mw(a+a), p = —iy/ > (a—a"),

que satisfacen las reglas de conmutacion,

[x,p] =ih = [a,a'] =1, [a,a] =[a",a'] =0.
De ellas se deduce que

H = hw(a'a+1).

(10)

(11)

(12)

(13)
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Definiendo el estado de minima energifa (el vacio) |0) como aquél que es
aniquilado por el operador a y aplicando (12)

[H,a"| = hwa', [H,a] = —hwa, (14)

tenemos que, normalizando (0|0) = 1,

al0) =0=a"aln) =n|n), |n)= ﬁ(cfr)” |0) (15)

de donde a'a es el operador niimero de modos, |0) tiene energia Eg = 3w
(energia del punto cero) y |n) tiene energia E, = hico(n + 3).

Los autoestados {|n)} del hamiltoniano forman el espacio de Hilbert del sistema,
llamado espacio de Fock.

w.ugr.es/local /jillana
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= Volviendo a nuestra teoria de campos, vemos que (7) son las relaciones de

www.ugr.e

conmutacién de un conjunto infinito de osciladores armoénicos, uno por cada

valor de p, excepto por un factor de normalizaciéon que es el volumen (infinito)
del sistema, pues

lim (277)36%(F — §) = lim [ d®x e 1P-0)% = V(= o0). (16)
p—q pP—1q
> Podemos construir entonces el espacio de Fock de estados usando los operadores
creacion (a;fy») y destruccion (a3) de modos de momento p, a partir de (7) y

a5 |0) = 0. Asi obtenemos los estados multiparticula:

|ﬁ1,ﬁ2,...> = \/2Eﬁl\/2Eﬁ2a%1a;2|0> (17)
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> La normalizacién ha sido elegida convenientemente de modo que es invariante

ww.ugr.es/local/jillana

Lorentz. En efecto, tomemos por simplicidad el estado de una particula de
momento 7,

7) = \/2E; a%|0) = \/215 \/215 (0] aza’;|0) = 2E;(2m)%6°(F — )  (18)

que es una normalizacién invariante pues si hacemos e.g. un boost en direccién z,

E'=Y(E+Bp:), Pv="px Py="py Pr=7BE+p:) (19)
vemos que
5 (p—1q) EF(p—q) E
53 —»/_—»/ — — :_53 —»_—»
(P —7) 5F ~Bp.rE) EC P
v | p=—+1
P

= Ez0°(F' — 7)) = Ez6°(F—7) - (20)
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En el primer paso se ha usado

ww.ugr.es/local/jillana

S(f(x) — f(x0)) = d‘}(?’“’)) F() = plp) = 7(BE+ps) @D
a X = X0

y en el segundo,

dE _ p- _ 2 4R
dp. " E pues E = \/m= + p~ . (22)
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» Veamos ahora cudl es la energia de los estados multiparticula. Para ello
expresaremos primero el hamiltoniano en términos de operadores creacion y

destruccion (hacemos el calculo en t = 0 por simplicidad, pues el hamiltoniano es
una constante del movimiento):

Ehi/&xﬂ() /ﬁ%l(ﬁz(vw-+m¢)

=5 [ @< ﬁ/
2 (27)3, [2E5 7/ (27)? 2E~

piq q q pra
— -7 (aﬁaqel(PJrq) Xy a;g»a;—r»e i(p+9)x _ aﬁa;—ﬁel(ﬁ_@'f — a;—;aqe i(p=4) ’?)
_%Tnz(ﬁﬁaqeﬂﬁ+ﬁ)f_ka;a;e—ﬂﬁ+q)x4_aﬁa}edﬁ—ﬁ)Y_Fa%aqe Nﬁ—ﬁ)f):}

— %/ ((21:;3 Eﬁ(a;g»aﬁ + aﬁa;%) = / ((2:1:;3 E; (a;%aﬁ + %V> (23)
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> El segundo término es la suma de la E del punto cero de todos los osciladores,

1 d3p  Ewe 1 [ &p
Evac — VE/ (27_C>3Ep :>pvac — % — E/ (27_() E* (24)

No nos preocupa que la energia total del sistema, que tiene un volumen infinito,

www.ugr.e

sea divergente. Pero vemos que, ademas, la densidad de energia del vacio pyac €s
infinita. Esto tampoco es un problema, pues estamos interesados en diferencias de
energia,® asi que podemos substraer la energia del punto cero y declarar que H es

H = /d3x : % <H2+ (V(p)Zerz(pz) = / (;173;; Ez aaap (25)

donde : O : es el orden normal de O, que consiste en escribir todos los operadores
de creacion a la izquierda de los de destruccion. Asi,

cqat o= T
DaApay = Agdp. (26)
4Esto no puede hacerse si se incluye gravedad, pues entonces la energia del vacio es relevante. La

energia del punto cero esta relacionada con la constante cosmoldgica. Véase la discusion de Maggiore

[Maggiore], p. 141.
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> De este modo el vacio tiene energia cero y

H\ﬁlﬁz...>:/ &y s Epabagy/2Ez,\/2Ep, - .- |0)

:(Ep1+Ep2_|_"')|p1P2“'>/

donde se ha aplicado aﬁa;%i = 2m)38% (P — 7)) + a ajde (7)y az|0) = 0.

ww.ugr.es/local/jillana

(27)
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> En cuanto al momento,

/ d’x :9%0a'¢p :

ww.ugr.es/local/jillana

/dsfznﬁ/m 2E;

X { — Eﬁqiaﬁaqe ip+a)x _ E_ 5’ a aae i(pa)x 4 E5q' aﬁaqe_l( p=a)x Eﬁqia%aqei(p_q)x}

1 d&’p t ot t .t p iy

donde los dos primeros sumandos son nulos porque resultan de la integracion de
una funcién impar en un intervalo simétrico.

Por tanto,

P 517 ...) :/ 5 papap\/ZEpl\/ZE .- 10)
:(P1+P2 ) [P ) (29)
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= Notese que los estados multiparticula |17 . ..) son simétricos bajo intercambio
de dos particulas cualesquiera, porque los operadores creaciéon conmutan entre si. -

) www.ugr.es/local/jillana

> Por otro lado, recordemos que del teorema de Noether se deduce que los campos
escalares tienen espin cero, asi que los cuantos que crea y destruye un campo
escalar son particulas de espin cero.

> Tenemos por tanto justificada la conexion espin-estadistica que establece que las
particulas de espin entero (0, 1, 2, ...) son bosones, es decir, obedecen la
estadistica de Bose-Einstein, que implica que sus estados son simétricos bajo
intercambio.

> Veremos que la imposicion de reglas de anticonmutacion para la cuantizacion de
campos de espin %, para evitar que el hamiltoniano no esté acotado inferiormente,
conduce también de forma automatica a estados multiparticula antisimétricos
bajo intercambio, como corresponde a los fermiones.

> Es decir, en Teoria Cuantica de Campos la conexiéon espin-estadistica no es un
postulado sino un teorema.
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» Si el campo escalar es complejo,
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_ d’p ipx | ptoipx
ox) = [ o (ape=#* + e, (30)
_ d3p 1px —1ipXx
¢+(x) _/(27—5)3 ZEﬁ (a;-;»ep —|—bp’e P ) (31)
Entonces,
[@(t,X), T1(t, )] = 10°(X — §) N (a5, a%] = [bg, bF] = (2m1)°6° (P — 4)
p(t, %), ¢(t,y)] = [11(t, X),11(£, )] =0 a5, a5) = [bp, bg] = [ag, bg] = [ag, b}] = 0.

Andlogamente al caso del campo real, construimos el espacio de Fock a partir de
a5 |0) = b5 |0) =0, (33)

aplicando a;g, y b;_;, sucesivamente.
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s Es facil demostrar que, tomando el orden normal,

s/local/jillana
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H = / pE aa +bb) Pi:/dBP p( p+bb) (34)

(271)°

Vemos que los cuantos de un campo escalar complejo son dos especies de igual
masa creadas por a;% y b;fj, respectivamente.
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» La carga U(1) conservada es

. N d’p d’q
Q_1/d3x 9 ao¢'_1/d3x/ (271)3\@/ (zn)s\@
X { ( pe e'P* + bge lpx) do (aqe 19x 4 b qu) —do (a%eipx + bﬁe_i’”) (aqe_iqx + b}eiqx)
/ d'x / (27) \E / 2E~
x { ( &P + bye IP’C) E; (aqe igx _ bﬁeW) +Ej (a;geipx - bﬁe_ipx) (aqe 9 1 pe qu)
/d3 / / E ; (a;;aqe( p)x — by b+ U )x) ;

:/ (277)3 5 (a5 — byby). (35)

> Por tanto, el estado a;% |0) tiene carga Q = +1y b;% |0) tiene carga Q = —1.

ww.ugr.es/local/jillana
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> Ya estamos en situacion de interpretar las soluciones de energia negativa de la
ecuacion de Klein-Gordon:

* El coeficiente de la solucién de energia positiva de un campo complejo ¢ se
convierte al cuantizar el campo en el operador destruccion de una particula

es /local /jillana

www.ugr.e

(carga unidad) mientras que el coeficiente de la solucion de energia negativa se

convierte en el operador creacion de su antiparticula (carga opuesta).

e Para el campo ¢' ocurre lo contrario, pues se intercambian los roles de
particula y antiparticula.

* Si el campo es real, a3 = by, entonces crea y destruye particulas que coinciden

con su propia antiparticula.
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s Para cuantizar el campo de Dirac, que es un campo complejo,

__ d3p 1, (8) (R a—ipx t . (S) (32) alPX g
lP(X)/(ZﬂPF ) (aplsu (P)e " + by v (pe ), (36)

ZEﬁs:LZ

d3 . .
ty) — q t (0 (2)elf* | p (1) () a—igx
e /(271)3\/21507 r_Zl;Z (a””u (§)e" + by, (e ) (37)

convertimos los coeficientes a5, bj s y sus complejos conjugados en operadores y
sus operadores adjuntos, como hicimos con el campo escalar.
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> Antes de imponer ninguna relacion de (anti)conmutacién sobre los mismos,
veamos qué forma tiene el operador hamiltoniano resultante (de nuevo hacemos *
el calculo en t = 0 por simplicidad):

H = /d3x900 /d3x1/J idgy = /d3 / /
27T «/ZEH 27’( ZEH

< S {ahsase TP O @B (5) — by, b T T (‘7)]5;37’(5>(I7)

—al, rb; . —i(r7+p)-fu(r)+(q)]5ﬁv(s) (F) + bq/raﬁlsei(%’?)'fv(r”(c_]’)E~u<S) (ﬁ)}
1

d3 r — S) /= r = S) (R
=2 G bt B () ~ by b2 5o
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donde hemos usado

u"(F)ul) () = 2E50s, o (B)o') (F) = 2Epdis,
w1 (=)o) (B) = o (=p)ul®) (p) = 0. (39)
> Si ahora impusiéramos las mismas reglas de conmutacién que al campo escalar
complejo y aplicdramos el orden normal (substraccién de la energia del vacio),
obtendriamos un hamiltoniano no acotado inferiormente, pues los estados
creados por b%, que llamaremos antiparticulas, contribuyen con energia negativa

arbitrariamente grande. Para obtener un espectro de energias que tenga sentido,
debemos imponer las reglas de anticonmutacion:

(2, (L7)) =i°(F—§), {p(LD),p(L7)} = {Ty(5,7),TTy(1,7)} =0
{aﬁﬂ”’ ag’,s} — {bﬁ,r/ qur’,S} — (27—5)353<ﬁ_ H)érs

{aﬁ,r/ aq:s} — {bﬁ/r, bq’ls} — {aﬁ’r, bc—ils} = {aﬁ,i’l b%,/s} = (.
(40)

ww.ugr.es/local/jillana

=
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Y definir, consistentemente, el orden normal para operadores fermionicos,

t t . t . t
g5, t = —05,05,, -bﬁ,rbﬁ,r bp,rbp,rr

lo que conduce al hamiltoniano

Hz/d3x : PTidoy : =

Z p,s pS psbﬁ,s)‘

S

Andlogamente, para el operador momento se obtiene

:/d3x :GOi::/d3x o'y - =

; pis ”S+bpsbpl )-

s/local/jillana
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@1y

(42)

(43)
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» El momento angular (carga de Noether conservada asociada a la invariancia bajo
rotaciones) tiene una parte orbital (idéntica a la del campo escalar) y otra de espinxE
(adicional). Aplicando las expresiones generales para las corrientes de Noether, se
puede demostrar que la parte de espin en la representacion quiral es

S= [ &3 :¢v'lZy: dondeX = ot 0 44
= X 1P Sy onde X' = 0 e (44)
0

Expresado en el espacio de Fock, el espin en la direccion del eje z queda

_ % / 13y / (271;3\}92@ / (Zn;fﬁ

XZ { —i(7-p)-% at p15u<r)+(c7)23u(5>(;5’)+ei<‘7_ﬁ>'fb(7,rb;g

4+ e Hd+P) X, qrb;;s (T (07)230(5>(ﬁ) +ei<7+ﬁ)'qu»,raﬁlsv(r>+(07)23u(5)(ﬁ)} .
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> Entonces el espin |, del estado creado por a .10) o b% . |0) en su sistema de ‘
referencia en reposo (p = 0) se obtiene aphcando S. a estos estados. Recordemos: *

u(0) = ug) (0) = vVm &9, 0[)(0) = =0} (0) = vVm 49 (46)

o= (Y, o (?), o= (P, o= (47)
0 1 1 0
La ultima linea en (45) se anula aplicando (39) y obtenemos
1 1
Sc s 0) = +3ala 10), Sz al[0) = —3ab,10), 49
1 1
52 3100 = +380,10), S B 10) = ~320,10), 9
donde se ha tenido en cuenta que : bysby, : = —b by . Notese que gracias a que
dado un s hemos introducido 7(8) = —ig?&()* para los espinores de las

antiparticulas, que es autovector de o> con autovalor opuesto al de ¢*), los
estados de particula y antiparticula con el mismo s tienen el mismo espin.
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> Como [Kz, J;| =0, el estado resultante de hacer un boost en la direccion del eje z
(en la que hemos definido el espin) sigue siendo un autoestado del espin. A la
proyeccion del espin en la direccion del movimiento se le llama helicidad y se
puede comprobar usando las expresiones explicitas de los espinores que

p-ZuV(@) =+uV(p), p-Zu?(p)=—-u?(p) (50)
p-Zo(p) = —oW(@E),  p-ZoP(F) =+ (p), (51)

con lo que el resultado de (48) y (49) es extensible a los estados de helicidad:

p-Sby,|0) = +§b;g,1 0), p-S b%,|0)= _ib;z 0), (53)

es decir, los estados de particula y antiparticula con el mismo s tienen la misma
helicidad. Recordemos por ultimo que las helicidades son invariantes Lorentz
solamente para estados sin masa (quiralidades).
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= En cuanto a la carga U(1),

:/d3x :l[)+l/)::/

Por tanto, el campo cudntico ¢ destruye particulas y crea antiparticulas de igual
masa, espin 5 y carga opuesta.

S

s/local/jillana

s P, p,sbp, ) (54)
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= Veamos ahora qué significan las etiquetas s = 1,2 de los autoestados de espin.

ww.ugr.es/local/jillana

Asociamos s con el espin del fermidn correspondiente a lo largo de una direccion ©

dada. Consideremos una direccion cualquiera 71(6, ¢). Entonces los autoestados
de espin en esa direccion son

6

2(1) = D (6, 9)c M) = ( COSZH), pues (- 3)E(1) = +&(1),  (55)

19 o317 0
e SlIl2

1 —e 19gin 2
¢<¢>D2<9,<p>§<2>< ) ngz)/ pues (- )¢(1) = —¢(1).  (56)

COS 5

(En particular, ) = (¢(1), #2)) son los autoestados de espin a lo largo del eje z.)
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> Pues bien, el estado que tiene autovalor opuesto a cualquier & es 7 = —ic?¢*, pues

si (i1-0)¢ = ¢ entonces

(1-3) = (1-3)(—ic%¢) =i0%0 - = —(—io%E) = -y, (57)
donde se ha usado que do? = —¢?7*. Asi que podemos denotar también
¢ =) = —io?e = (2 (1), —¢(1) (58)

para recordarnos que son autoestados con autovalor opuesto al dado.
— Notese, por cierto, que una doble inversion del espin de ¢ lo lleva a
—ig?y* = —io?*(—i0?E*)* = 0?0 E = —¢ (59)

que no coincide con ¢, lo que refleja el hecho de que un giro de 27t no devuelve

un sistema de espin % a su estado original (para ello hay que rotar 47).
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> Resumiendo, los espinores que introdujimos en el tema anterior son

(s) (—s)
O = [V, o = [ VST (60)
\/ﬁg(S) _\/ﬁ g(—S)

Asf que, dado el campo (x) de (36), el operador a;,, destruye particulas cuyo
espinor #(®) (7) contiene a &®) y el operador b;_;, . Crea antiparticulas cuyo espinor
(%) (5) contiene a ¢(~%).

Esto simplificard mucho las cosas. Por ejemplo, veremos més tarde que el

conjugado de carga del campo (x) intercambia particulas por antiparticulas
preservando el mismo estado s, es decir, con el mismo espin o la misma helicidad.
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d3p

P(x) = / (277)3\@521’2

» En el limite ultrarrelativista (E >> m) recordemos que

Por tanto:
e El campo ¢:
o destruye particulas de helicidad h = —% (espinor u(?))
o y crea antiparticulas de helicidad h = —|—% (espinor o).
e El campo ¢r:
o destruye particulas de helicidad i = +% (espinor u(1))
o y crea antiparticulas de helicidad h = —% (espinor v(2)).

(a5 (F)e™* + bt o) (p)e'™™)

ww.ugr.es/local/jillana

(61)
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» El conjugado de carga del campo de Dirac clésico (representacion quiral) es

iy (x)

10?0 (x .
Ve (x) = ( Vil )> — i (x) (= - T (1), ©)
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> Veamos como actta la operacion conjugacion de carga sobre los estados de una
particula. Para ello necesitamos introducir un operador unitario C, con C?2=1,
que transforme los operadores creacion de la siguiente manera,
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Caﬁ,SC — Ucbﬁ,s p Cbﬁ/sc = ﬂcaﬁls p (63)

donde 72 = 1, asi que ¢ = *1. Entonces, a partir de (60) tenemos

o) ()] = VPO (—ie?g ) *_ _io? p g
o —/po(—ic?¢) - io2,/po* )

_ 0 _iUZ \/W@(S) _ - 2.(8) (=
) ( 0 ) (W ¢<s>) S

(64)
(primero hemos usado 0?¢o? = —3* con (¢?)? = 1y luego 0** = —0¢?) de donde
u®) (p) = i’V ()], o(F) = —ir* [ (F)]" (65)

(pues (y2)? = —1)
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> De esta forma se satisface la version operatorial de (62):

d3p

(271)3\@; (bﬁ'su(s><ﬁ> - ps (ﬁ)eipx)

Cy(x)C =1 [

d3 . .
_ 2 p [ (8) (3 1* a—ipx T 1,,(8) (3)]*elPx
incy /WB — Y (b 0O (PPl WO ()] )

2E5 s
= —incy’ 9" (x). (66)

Es decir, la conjugacion de carga intercambia particulas y antiparticulas
preservando el estado de espin, es decir, manteniendo las helicidades.
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> Para campos de Majorana, que a nivel clédsico satisfacen

se tiene que® P (x) = T Pm(x)
Cihm(x)C = P ()

d3P N + o\
=1c / by '™ (F)e™ P + af; 01 (F)eP”
(27)3, 2E; ; ( ’ & )

:/ d3p Z(aq u(s)(ﬁ)e—ipx+b1; v(s)(ﬁ)eipx)

=a5s = 1c bys
es decir, particula y antiparticula coinciden, pues

.l.
C”ﬁ,s

0) = Ca;g»,SCC 0) = ’7Cbt,s 0) = al

donde se ha tomado C |0) = |0).

s/local/jillana
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(67)5

(68)

(69)

4La fase compleja ¢* a la derecha de la igualdad (67) esta incorporada en la definicién (63) que se
introduce a la izquierda de la igualdad (68), de modo que podemos decir que ¢ = (, y es por tanto

necesariamente real, pues yc = =£1.
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s Para un campo escalar complejo, basta ignorar espinores e indices de espin,
Cop(x)C =ncop™(x) = Ca;%C = ncbt, Cb;gC = Wcﬂ;%-

El campo de Majorana es el analogo al campo escalar real.

w.ugr.es/local/jillana

70)
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s El transformado bajo paridad del campo de Dirac clasico (rep quiral) es

lP(X) — ll)L(X) — ll)R(Jf) _ ()/() lPL("i) — ,)/Ow(f)’ donde 7= (t, —3_(,")
Pr(x) Yr(%) Yr(%)
(V1)
> Buscamos que sobre los estados de una particula la paridad actae
P&Zﬁ’SP — ﬂaa_ﬁ,S p Pbﬁ/sp — qbb—ﬁ,s p (72)

donde P es un operador unitario, con P? = 1, v 1,, #;, son fases que llamaremos
1% Y as b S|
paridades intrinsecas de particula y antiparticula, respectivamente.

Suponemos P |0) = |0).
Como los observables dependen de un ntimero par de operadores fermidnicos, de

la condicién P? = 1 podemos tomar 72, 77 = +1
(el signo menos serd necesario para campos de Majorana).
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= Entonces,

P (t,f)P:/ aa_jsu(s)(_’)e_ipx—l— *bi_)sv(s)(—»)eipx
’ <zn>3ﬁz(’7 et P 150 e (Pre)

ﬁ S

d3p L .
-/ Y (1aap st (= e #% + 505 o) (— p)eie)
(271)3, /2E ’

I‘j S

d3 . L
_ A0 P (8) (A a—ipX _ L xpt . (S) (33)aipX
= / =) (Matpstt™ (P)e b0 (e

(2ﬂ)3 oF Z( p b™p, )

T
=127 (t, =%), sin. = —n, (73)
donde primero se ha cambiado p por —p que implica sustituir px por pX y luego
u(=p) =1 (F), o (=p) = =" (). (74)
Si el campo es de Majorana entonces a = b y la condicion 7, = —7; obliga a
tomar 1, = =i (2 = —1), como habiamos anticipado. Para cualquier otro caso

podemos tomar paridades reales, siendo la paridad intrinseca de un fermion
1, = =1 opuesta a la de su antifermion 77, = —#,.
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= Si bien el valor de 7, (0 ;) es irrelevante para cualquier observable que involucre -
solo fermiones (o antifermiones), la diferencia de signo tiene consecuencias si

ambos estan presentes

(vid. el sistema del positronio, estado ligado de electrén y positron).
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» Para un campo escalar, ignorando espinores e indices de espin, es facil concluir
que

Pp(t, X)P = na¢(t, —X), sitja =1y, (75)

es decir, la paridad intrinseca de una particula de espin cero y la de su
antiparticula son iguales.
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» Necesitamos que la inversion temporal T cambie

-

t— —t, P —0, J— —J. (76)

Notemos primero que si H es invariante bajo inversién temporal entonces T ha de
ser un operador antiunitario pues Te ! = e!H!T,

Entonces para dos estados cualesquiera,
(Ta|Tb) = (a|b)” = (bla), T(zl|a)) =2z*T|a). (77)
La accién de T queda definida por
TagsT=a_z5_s, TbzsT=0b_5_, (78)

donde

a5 s=(a po—ap1), b s=(b_52-bp1) (79)
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> Por tanto,

Tt/)(t,a‘c’)T:/

=717 p(—t, %), (80)
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donde primero se ha usado que

u(—s)(_—»)_ \/ﬁ(—iaz(’:“)*) B —iaz\/Wg(S)*
we VP (—io2ge) |

2.0
. (" 2) u® ()] = =" (p)*
0 o
= [P =117 (=p), (81)
0 ()] = 710 (—p), (82)

y después se ha cambiado s por —s y J por —p que implica sustituir px por —px’
con x' = (—t,X).
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» Para un campo escalar, es facil obtener

To(t,%)T = ¢p(—t,%).

C, P, T de bilineales fermiénicos

ww.ugr.es/local/jillana

(83)

= A partir de las propiedades de transformacién de (x) se pueden obtener las de

los bilineales fermidnicos:

C P T CPT
5(x) = p(x)p(x) 5(x) 5(%) 5(=%) 5(=x)
P(x) = ¢(x)rsp(x) P(x) ~ —P(x)  P(=%)  —P(-x)
VE(x) = 9(x)ry'p(x) | =Vix)  Vu(®)  Vu(=%)  —VF(-x)
Al(x) = p(x)y'rsp(x) | AF(x)  —Ap(X)  Au(=%) —AF(—x)
(x) = p(x)e™p(x) | =T (x) Tw(x) —Tw(-%) TH(-x)
con ¥ = (t, —X).
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s Recordemos que en el gauge de radiacion,
Adx) =0, V-A=0, (84)

las tres componentes no nulas de A¥(x) satisfacen una ecuacién de Klein-Gordon
sin masa,

OA' = 0. (85)

Sus soluciones son de la forma

3
Ax) = / (27Td K ) (E(E)\)m e b L g*(k, A\)at Aeikx) (86)

kA
) /2wy A=172 &

con

k-&k,A) =0 = V-A=0 (87)
y €(k,1), &(k,2) dos vectores de polarizacién ortogonales entre si.
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> Hallemos los momentos conjugados,

ww.ugr.es/local/jillana

oL 1
0 — o = —— 4
IT"(x) 33070} 0, pues L 41—“;“/13 (88)
oL

Hi(x) =

300/ = —F%x) = —3A’(x) = E/(x) (campo eléctrico). (89)

Vemos que A%(x) = 0 (en este gauge) y I1'(x) = 0 (en general),
asi que no son variables dindmicas.

> Para cuantizar el campo electromagnético promovemos, como hasta ahora, A(x) a
operador e imponemos

[El]—{”/\, a;,)\’] — <27T>3(53 (k o El’)é‘)\/\’ ’ [aE,/\’ aEl’,/\’] — [a%’/\, Cl%-»’/\/] = O, (90)

donde a%l \ (az ,) son operadores sobre el espacio de Fock que crean (destruyen)
fotones.
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> Notese que las relaciones de conmutacion anteriores implican

o . . d3k d3
[A'(t, %), E/ ()] = —1/ (2m)3, /2w | (2m)3 qzwﬁ

Pk gz -
— / e DY {el(f e (K A) + € (=, A)el (=K, A)}
A
Bk e [ KK L
i [ Ser e (51] - ) = ig/i6u (¥ — ) 91)
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> En el tltimo paso se ha usado que el término entre llaves debe ser covariante bajo -
rotaciones y por tanto es una combinacion de los tensores de dos indices bajo
rotaciones que pueden construirse con 0" y k*, es decir,

1 ) -
AS' +BQ = 12{ (K, A)e* (K, A) + € (— k,A)ef(—k,A)}. (92)

Multiplicando por k', a partir de (87) tenemos que
Akl +BK =0= A= —B, (93)

y tomando, por ejemplo, k = (0,0, wE), é’(l?, 1)=(1,0,0)y 5(%,2) = (0,1,0) basta
mirar el término i = j = 1 para fijjar

A:%(1+1):1. (94)
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> Sino fuera por el término k'kl /K% en (91) habriamos obtenido

y 3 o . N
g / (sﬂ’;?,elk-(x—y) — _idis(% — ) = ig6(% — 7). (95)

Pero este término se encarga de mantener la condicion de transversalidad del

campo electromagnético en el gauge de radiacion (k-€=0), que proviene de
V-A =0y también V- E = 0. Asi,

. . . 3 o .
VA R), B 7)) = ValA(R), () = —i [ st D - k) =0,

(27)
(96)
. S . S 3k e .
[Al(t,X),V - E(t,§)] = Vy[A(t,%),E(t, )] = —i / (zﬂ)3elk'<x—y> (K —k)=0.
97)

Por eso hemos introducido en (91) la delta transversa dy (X — ¥).

ww.ugr.es/local/jillana
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= Ya podemos construir el espacio de Fock actuando con af T sobre el vacio deflmdo

por ay , 0) = 0. Aplicando el orden normal a la expresion clasica, por razones que
ya conocemaos, obtenemos entonces

1 By 2482 = d°k a
=5 x :E“°+4+B°: = (271)32607{ kAkA’

A=1,2

3
:/d3x:E><§:: dk Z g 0 (98)
=1,2

> Por tanto /2wy a% 1 10) es el estado de una particula sin masa, energfa wy y

momento k con dos estados de polarizacién que ahora analizaremos.
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s Aplicando el teorema de Noether puede encontrarse (demuéstrese) que la
cantidad conservada bajo rotaciones es

ww.ugr.es/local/jillana

MY = / d3x 99 AR (x'0) — /') Ay + / d3x (A'9gAl — AlgyAY). (99)

El primer término es el momento angular orbital y el segundo es la parte de
espin. Concentrémonos en el espin:

S — / d3x : Al9gAl — AJgyA® :

. d3 i(= % (= I% (=
— 1/ (27{‘;3 Z (e (@, A")el* (7, A') — €*(F, A )GJ(qI )\//)) g\ AG A (100)

/\/I/\//
Por tanto, usando (90),

agaray , |0) = [agan af ]10) = (27)%6° (7 — k)6, |0) (101)

obtenemos

Say  10) = 12( (k A)el(k,A") — €™ (k, A)el (k, /\)) gy

0). (102
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> Tomemos ahora k = (0,0, w; z) y hallemos la helicidad de los fotones, es decir, el

espin en la direccién del eje z, S = S'2. Elijamos la base de estados de
polarizacién lineal &(k,1) = (1,0,0) y €(k,2) = (0,1,0), es decir, €!(k, ) = 5.
Entonces,

3ai1 0) = +ia%2 0)

ww.ugr.es/local/jillana

k, ,
12 5)\5)“ 5)\’5/\ k)\/ |O> = (103)

361%,2 0) = —ia%/l |0)

Vemos que las polarizaciones lineales no son autoestados de helicidad. Sin
embargo, si lo son las polarizaciones circulares,

1

ek, + é(k,1) +ié(k,2 104

bues (k, £) = ﬁ( (k,1) £ié(k,2)) (104)
1 .

$%a} |0)=+a} |0), ap = \ﬁ(a;g’1 +iaf,) (105)
1 .

s3a;g’_ 0) = —a%,_ 0), a%,_ — \ﬁ(a;g’ - 151%,2) . (106)
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+ . . . ,
> Por tanto, los estados /2wy a |0) describen particulas sin masa, espin 1y
helicidad =+1.

» Conviene destacar finalmente que, a pesar de que la covariancia Lorentz esta rota
por la eleccién de este gauge, se puede comprobar que si se escriben los
generadores de Poincaré en términos de operadores creacion y destruccion se

satisface el dlgebra.

192



Campo electromagnético || Cuantizacién covariante

ww.ugr.es/local/jillana

= Nos gustaria poder imponer una cuantizacién covariante,
A (4, %), 11 (7)] =g (F—7), [A'(LT), A (D] =0, (107

sin embargo eso no es posible pues, como hemos visto en (88) y (89), IT(x) = 0.
En cambio, si el lagrangiano fuera

1 1
L= = FuF" - E(a},Aﬂ)Z , (108)

que no es el langragiano de Maxwell, tendriamos

oL’ IT(x) = —0, A (x)

N (109)
d(doAy) [T (x) = —F% = E{(x) (como antes)

[T (x) =
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> Reescribiendo
1 1
;C/ — _E(a‘uAyayAv — aHAVaVAV) - Egyva‘uAya“A“
las ecuaciones de Euler-Lagrange son

a_ﬁ’_a oL’

0A, 19(9,A,)
= LAY —9"9, A" +9"9, AF =0
= HJA" =0,

es decir, A" tiene masa cero, donde se ha usado

= 0= 9, (F" + g9, A) = 0

3, F" =9, (d" A — 3" A") = DAY — 9”0, A™
3, (5" 9, A%) = 39, AF

cuyas soluciones son

u _ d°k : u —ikx W (7 t  ikx
Af(x) = ( Y (e (k,A)a + e (k,A)ag e :

3 S
271 Zwk 10

ww.ugr.es/local/jillana

(110)

(111)

(112)

(113)
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> Como ahora no hemos impuesto €’ = 0 ni k,e/ = 0, el campo A tiene cuatro
grados de libertad, que etiquetamos mediante A = 0,1, 2, 3.
Obviamente el lagrangiano £’ no es invariante gauge.
En particular, si tomamos k* = (k,0,0, k) entonces eP‘(E, A) = 5%, es decir,

e'(k,0) = (1,0,0,0),

e'(k,1) = (0,1,0,0),
el (k,2) = (0,0,1,0),
el (k,3) = (0,0,0,1).

Solamente e*(k,1) y e*(k,2) satisfacen ket = 0.
> Es facil comprobar que las reglas de conmutacién (107) implican
g af ] = Cadan (21)°6°(k—7) ,

donde

[aE,/\’ a(j’,)\’] — [alj(’-’A/ a}/)\’] =0, (114)

Co=-1, G1=0=0=1. (115)
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s Los estados de una particula,

E,A> = \@ at o) (116)5

tienen norma negativa para A = 0, ya que

(i

k,A> = 2wy (0] ama%,)\ 0) = 2cwy (0] [az 5, ab] 0) = {x2wy(27)°8 (k — 7) .
(117)

Esto no es aceptable, pues la normas se interpretan como probabilidades.
De todas formas, el lagrangiano £’ no es el del electromagnetismo v, si lo fuera,

los estados 75,0> y

k, 3> no son fisicos.
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= Nos podemos plantear recuperar el electromagnetismo imponiendo que sobre los -

estados fisicos,
(fis'| 9, A¥ |fis) = 0. (118)

Es decir, en lugar de tomar 9, A¥ = 0 a nivel del lagrangiano, supondremos que el
lagrangiano es £’ pero imponemos la ecuacioén anterior sobre los estados fisicos,

lo que se conoce como cuantizacion de Gupta-Bleuler.
Veamos que en efecto esto es suficiente para eliminar del espacio de Fock todos

los estados no fisicos.
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> Para ello, notemos que

ww.ugr.es/local/jillana

2 Al = (3,AM)" + (2,AM) (119)

donde hemos separado los estados de frecuencia positiva de los de frecuencia
negativa,

d’k : . .
(9, AT = —i / ket (B, Aas e

H (27‘[)3\/27&)]—{’);0 H kA

— . d3k 5 % (1. i
(9 Af)” = 1/ (27)3 /2wy 2 Kue! <k’)‘)a£)\e " (120)

k A=0
Como (9,A*)~ = [(9,A*)*]", la condicién (118) se satisface siempre que

(0, AM)* |fis) =0 . (121)

Ademads, como (9, A*)™ es un operador lineal, si |fis;) y [fisp) son estados fisicos
también lo son una combinacién arbitraria « |fis) +  |fisp).
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> Entonces, si tenemos un estado fisico de una particula
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=Y cral, |0) (122)
— AT,

la condicién (121) implica

3
0= (9,A")" |p) = —i/ (27T§\6}7 Y cagquet( q,/\’) k,A 0)

AN

w—»
ZCAcAkye” k A)|0) =0= 1\/ —k(Co+C3) 0) =0=co+c3=0
/2w 2
si kM = (wz OOw)ye (k,A) = 6h. (123)

Es decir, un estado fisico es:

e Una combinacién arbitraria |¢7) de estados transversos creados por a’

al
k1 Y k2’
como esperabamos.

e Pero también es fisica una combinacién de la forma (cg + c3 = 0):

p) = (a}, —az,)[0) - (124)
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> Asi que el subespacio de estados fisicos de una particula de momento k mas
general es de la forma

¥) = lgr) +clo) . |yr) = Y, caag, [0), (125)

A=1,2

donde vamos a ver que, primero

@lp) =0, (Prig) =0= (P[p) = PrlPr) (126)

y, segundo, |¢) y 1) tienen la misma energia, momento, momento angular, etc.
Por tanto, podemos introducir una relacién de equivalencia

) ~ |dr) st [§) = |pr) +c|@) (127)

y elegir cualquier |¢) de la clase |i1) ya sea transverso o no, pues esta eleccion
no tiene consecuencias fisicas.
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> En efecto, demostremos lo primero,

(@l¢) = (0

:<()

(rlp) = (0

ww.ugr.es/local/jillana

(128)

(129)
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> Y ahora demostremos lo segundo: la energia y el momento vienen dados por

&k
H = 2 —ama%ﬁ Z aj o ) (130)

1,2,3

, d’k -
lP:/(zﬂ) <—a;:0ak0—|— Y, a0 M) . (131)

A=1,2,3

Si calculamos los elementos de matriz de estos operadores, que contienen siempre
la combinacién (—a k %0 + aq 29 3), entre dos estados fisicos, tengamos en cuenta
que sobre un estado fisico |1,b> = Y1) + @),

(aﬁp'_'aﬁ3)‘4» ::C(QEQ'_'aﬁg)‘4» ::C(a%@'_'aﬁ3)(a%ﬁ'_'a£3)|O>:::0 (132)
y, por tanto

(fis'| (—a kO ag o+ aks r5) [fis) = (fis'| (= kO ag o+ ar o —ags) + a%,?)am) fis)
: i :
— <ﬁs" (—a ko ag 5+ ak3 k3) fis) = — <f1s" kO E,s)”%s) ) =0, (133)

i.e. a energia y momento solamente contribuyen los osciladores transversos.
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= Finalmente, hallemos las propiedades de transformacién de A*(x) bajoC, Py T.

> Como CyyHypC = —ipy"y, para que C sea una simetria del lagrangiano de QED
necesitamos que Lqogp O qPy*PA, permanezca invariante, es decir

CAF(x)C = —AF(x) = Cay . C =1ncaz ., (134)

de donde la conjugacion de carga del foton es ¢ = —1.

> En cuanto a P, como A(x) es un vector tenemos que

PA¥(t,x)P = Au(t,—X) = Pay P =mnpa 1, (135)
donde la paridad intrinseca del fotén es 7p = —1, como corresponde a un estado

que tiene momento angular | = 1, consistentemente con la paridad de un sistema
de momento angular orbital L = 1, cuya funciéon de onda viene dada por el
armonico esférico YM (6, ¢), que vale (—1)F = —1.

> Por dltimo, TAK(E,X)T = Au(—t,X) = Tag T=a_z_ , (136)

del mismo modo que el vector T[¢(t, X)y"p(t, X¥)|T = p(—t, X)yup(—t,X).
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» Con esto completamos las propiedades de transformacién bajo C, Py T de los
campos escalares (70, 75, 83), espinoriales (66, 73, 80)? y vectoriales? (134, 135,
136), que son los ladrillos que se usan para construir los lagrangianos que
describen la fisica de particulas elementales. Sus interacciones involucran
productos invariantes Lorentz de los campos y sus derivadas.

> Sabemos que las interacciones débiles violan C, P, CP y T, aunque las
interacciones fuertes y electromagnéticas preservan las tres simetrias discretas.

> El teorema CPT establece que cualquier teoria cudntica de campos (lagrangiano
hermitico invariante Lorentz) es invariante bajo la accién combinada de CPT,

CPT L(x) CPT = L(—x) . (137)

Esto puede comprobarse sobre cualquier combinacién hermitica de campos
escalares y bilineales covariantes contraidos con derivadas o campos vectoriales.

4En particular, es util deducir de ellas las propiedades de transformacién de los bilineales fermiénicos
a partir de las de los campos espinoriales,
PPara un campo vectorial complejo la conjugacién de carga no es (134) sino CA*(x)C = — AF*(x).
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