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Rotaciones en un espacio 3-dimensional: SO(3)

Ejercicio 1: Ángulos de Euler

Demuestra que

R(α, β,γ) =







cαcβcγ − sαsγ −cαcβsγ − sαcγ cαsβ

sαcβcγ + cαsγ −sαcβsγ + cαcγ sαsβ

−sβcγ sβsγ cβ






.

y que se puede expresar en términos de rotaciones eje-ángulo de dos formas distintas:

R(α, β,γ) = Rẑ(α)Rŷ(β)Rẑ(γ) (ejes fijos)

R(α, β,γ) = Rẑ′(γ)Rŷ′ (β)Rẑ(α) (ejes solidarios con el vector rotado).

Ejercicio 2: Relación entre las parametrizaciones de Euler y de eje-ángulo

Deriva la relación entre los ángulos de Euler (α, β,γ) y los parámetros (ψ, θ, φ).

Ejercicio 3: Álgebra de SO(3)

Un modo alternativo de escribir el álgebra de SO(3) puede obtenerse definiendo Jkl =

ǫklm Jm como generador para las rotaciones en el plano k − l (nota que J12 = J3, etc).
Muestra que

[Jkl , Jmn] = i(δkm Jln − δkn Jlm − δlm Jkn + δln Jkm) .

Aunque esta forma puede parecer menos compacta, se generaliza con más facilidad a

3+ n dimensiones.

Ejercicio 4: Casimir

Verifica que [J2, Jl] = 0 para l = 1, 2, 3 usando el álgebra de SO(3).

Ejercicio 5: Generadores y matrices de rotación

Halla los generadores y las matrices de rotación de las irreps con j = 1
2 y j = 1.

Ejercicio 6: Representación con j = 1

Demuestra que las matrices

J1 =







0 0 0

0 0 −i
0 i 0






; J2 =







0 0 i
0 0 0

−i 0 0






; J3 =







0 −i 0

i 0 0

0 0 0






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están relacionadas con

J3 =







1 0 0

0 0 0

0 0 −1






; J+ =







0
√
2 0

0 0
√
2

0 0 0






; J− =







0 0 0
√
2 0 0

0
√
2 0







mediante una transformación de semejanza.


