EJERCICIOS DE MECANICA CUANTICA RELACION # 2
Departamento de Fisica Teérica y del Cosmos Curso 2005/06

Postulados de la Mecanica Cuantica

Ejercicio 1: Experimentos de Stern-Gerlach

Un dispositivo de Stern-Gerlach (SG) es capaz de separar particulas segin la tercera
componente de su momento angular. Considérense particulas de espin 1 y sin momento
angular orbital. Llamemaos filtro positivo a un SG que sélo deja pasar las particulas con
componente +2 y medidor a un SG que mide la componente de espin. Realicemos los
siguientes experimentos:

i) Un filtro segtn el eje z (SGZ) seguido de un medidor segtin el mismo eje (SG2).
i) Un filtro segtin el eje z (SGZ2) seguido de un medidor segtn el eje z (SGZ).

ii1) Un filtro segin el eje z (SGZ) seguido de un filtro segtin el eje z (SGz) seguido de
un medidor segtn el eje z (SGZ).

Razoénese cudl seré el resultado de las medidas en cada caso.
(Son iguales las respuestas de (i) y (iii)? ;Por qué?

‘ Ejercicio 2: Conmutacién y diagonalizacion simultinea de operadores

Probar que dos operadores que conmutan pueden diagonalizarse simultdineamente.
(Qué pasa si anticonmutan, es decir, si {A, B} = AB+ BA = 0?

‘ Ejercicio 3: Relaciones de incertidumbre

i) Sean A y B dos observables. Demuéstrese la relacién de incertidumbre
1
AyAAyB > §\<wI[A,B]Iw>\,

donde (A), = (¢|A|y) es el valor esperado de A en el estado 9 y su incertidumbre
(dispersion cuadratica media) es Ay A = [([(A— (A)y)2[W)]"/? = [(A2%)y — (A)Z]V/2.

ii) Utilicese la relacién de conmutacién canénica [X, P| = ifil y la relacién (i) para
demostrar el famosa relacién de incertidumbre posicion—momento de Heisenberg,
h
Ay X AyP > B
iii) A partir de la ecuacién de la evolucién temporal del valor esperado de cualquier
observable A que no dependa explicitamente del tiempo y la relacién (i), encuén-
trese la relacion de incertidumbre energia—tiempo
h AyA

Ty AwH 2 =, Ty = d
T |G
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donde 7, es el tiempo caracteristico de evolucién del observable A, que puede
considerarse como un tiempo caracteristico de evolucién del sistema, y A, H es la

incertidumbre de la energfa.

Ejercicio 4: Autovalores, autovectores, valores esperados y matriz densidad

El operador hamiltoniano H de un cierto sistema fisico viene dado por la matriz

100
H=m| 0 2 0
0 0 2
y otros dos observables Ay B por
0 A O 2u 0 0
A= Xx0 0o |, B=| 0 0 u |,
0 0 2 0 p 0

siendo A y p ntimeros reales distintos de cero.

i) Encuéntrense los autovalores y autovectores de H, Ay B.

ii) Supongamos que el sistema estd en un estado descrito por el vector

(a) Encuéntrese la relacién entre las constantes ¢y, ¢, y ¢3 para que ¢ esté norma-
lizado a la unidad.

(b) ¢Qué observables son compatibles? ;Constituyen un conjunto completo?
Hallar su base de autoestados simultaneos, la expresion de los operadores H,
Ay B en esta nueva base y la matriz de cambio de base.

(c) ¢Qué valores de la energia se pueden obtener al hacer una medida? ;Con qué
probabilidad se encuentran estos valores? ;En qué estado queda el sistema
tras obtener cada uno de esos valores?

(d) Encuéntrense los valores esperados de H, Ay B en el estado .

(e) ¢(Cual es la incertidumbre AFE en la energia del estado ?
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iii) Consideremos una colectividad de sistemas fisicos, todos ellos descritos por el
mismo estado .

(@) ¢Qué matriz densidad la describe?

(b) ¢Qué matriz densidad describe a la colectividad tras la medida de la energia?

‘ Ejercicio 5: Formula de Baker-Campbell-Hausdorff y reglas de cuantizacion

Sean Ay B dos operadores que verifican [A, [A, B]| = [B,[A, B]] = 0y f una funcién
desarrollable en serie de potencias.
df(B)

i) Probar que [A, f(B)] = [A,B]dT.

ii) Sea G(t) = e'e'®, donde t una variable real. Apliquese el resultado anterior a la
G(?)
dt

expresion de para demostrar la relacién

eAaB — oA+B+[AB)/2

Este es un caso particular de la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff.
iii) Consideremos las reglas de cuantizacion en la forma de Weyl
UV = e_%‘s”a/BVgUa, donde U, = e_%aX’, Vg = e_%ﬂps,

con «, 3 reales, X, las coordenadas cartesianas de posicién y P, los momentos
conjugados correspondientes. Utilizando el resultado (ii), demostrar que la forma
infinitesimal de estas reglas conducen a las reglas de cuantizacién candnica

[X,, P,] = il

Ejercicio 6: Oscilaciones de neutrinos

Consideremos dos tipos de neutrinos de masa muy pequefia pero no nula. Supongamos
que los estados que se generan en interacciones débiles, v, y v,, no coinciden con los
autoestados de masa, v; y v, sino que son una combinacién de ellos dada por

Ve \ cosf siné 2
vy, ~\ —sinf cosh vy |

Si en el instante ¢ = 0 se produce un neutrino v, con energia F (en el Sol, por ejemplo),

[9(0)) = [ve),
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i) Resolver la ecuacién de Schrodinger para el estado estacionario |t(t)), siendo los
estados de masa bien definida los correspondientes a particulas libres relativistas

2.2
E; = \/p%*c® + mic* ~ pc (1+ mzz ) :
2p

ii) ¢Cudl es la probabiblidad de observar un neutrino v, a una distancia L de la

fuente?, ;y de observar un neutrino v,?

iii) ;Cuales son las condiciones para que se produzcan las oscilaciones de neutrinos?

Ejercicio 7: El sistema de kaones neutros

Despreciando violacién de CP, los estados de interaccién de kaones neutros, K 0 y K,
pueden expresarse en funcién de los autoestados de masa y vida media bien definida,
Kg y K, mediante

o 1
K = (s +IK)),
S0\ 1 B
K = (1K) + KL,

El hamiltoniano efectivo que describe estos estados metastables no es hermitico y sus
autovalores son complejos:

ES = m502 — %hrs, EL = mLc2 - %hFL,

donde mg 1, son las masas y I's , = 1/7s 1, son las anchuras de desintegracién (inversas
de las vidas medias) del Kg 1, respectivamente.
Si en el instante ¢ = 0 se produce un mesén en el estado |4(0)) = |K°),

i) ;Cual es la probabilidad de encontrar el sistema en el mismo estado K° al cabo de
un tiempo t?, ;y de que haya cambiado al estado K°?

ii) ;Se conserva la probabilidad con el tiempo?

iii) Discatanse las similitudes y diferencias entre el sistema de kaones y el de dos
neutrinos del ejercicio anterior.



