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Teoria Clasica de Campos

Ejercicio 1: De sistemas discretos a campos continuos ‘

Considera un sistema formado por un muelle o una cuerda eldstica sobre la que se hallan
situadas, regularmente espaciadas, un nimero n de particulas todas ellas de masa m. Toma
la constante caracteristica de la cuerda t/d, con T la tensién de la cuerday d = L/(n+1)
la distancia entre nodos.

i) Asumiendo oscilaciones pequenias, calcula la ecuacién de movimiento de la particula
j-ésima (a partir de la ecuaciéon de Newton o de la energia potencial).

ii) Escribe el Lagrangiano total del sistema y usando las ecuaciones de Euler-Lagrange,
la ecuaciéon de movimiento de la particula j-ésima. Comprueba que obtienes el mismo
resultado que en (i).

iii) El limite del continuo se obtiene haciendon — co,d - 0y m — O con (n+1)d =L
y m/d = p constantes. Tomar el limite continuo de la solucién de las ecuaciones de

movimiento, dada por
qi(t) = Z 1y (t) sinfjrrt/(n +1)], 7 (t) = ,B,ei“’ft,
r=1

iv) Haz el paso al continuo en la ecuacién de movimiento para obtener la ecuacién de
onda

g  pdy

ox2  Tof

Comprueba que la solucién del apartado anterior satisface la ecuacién de onda, us-

ando wy = \/7T/prmt/L.

v) Por ultimo toma el limite continuo directamente en el Lagrangiano y calcula las ecua-
ciones de Euler-Lagrange para el campo correspondiente.

Ejercicio 2: Dimensiones

La accién tiene las mismas dimensiones de masa que 7 y por tanto es adimensional en
nuestras unidades # = ¢ = 1. Usando los términos cinéticos como guia, encontrar las
dimensiones de masa de campos escalares, espinoriales y campos de gauge en cuatro di-
mensiones espacio-temporales. Comprobar que los términos de masa tienen dimensién de
masa 1. ;Cémo se generalizan estas dimensiones a un ntiimero d arbitrario de dimensiones

espacio-temporales?
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Ejercicio 3: Invariancia bajo dilataciones (I)

Considera la acciéon de Klein-Gordon con la masa igual a cero,

1
5= / d 272,40,
y una transformacién de dilatacién con pardmetro

)

= X =etxt,

p(x) — ¢'(x) = p(x)e %"

i) Muestra que dicha transformacién es una simetria global para el valor apropiado de
dg. Calcula la corriente de Noether asociada y mostrar que se conserva en soluciones
de las ecuaciones de movimiento.

ii) Afiade los siguientes términos al Lagrangiano
L 2o 4

y muestra que la dilatacion del apartado anterior no es una simetria si m # 0, pero
que A no rompe la simetrfa. ;Qué dimensiones tienen m y A?

Ejercicio 4: Invariancia bajo dilataciones (1I) ‘

Considera el Lagrangiano de QED con masa del electrén cero
1 —_
L= —ZP},VF*”’ + Py* (0, — gA,) Y.

i) Demuestra que es invariante bajo dilataciones, x* — e*x¥, AH — e*dA“Ay, Y —
e %%, para ciertos valores de d y dy.

i) Calcula la corriente conservada asociada y exprésala en términos del tensor energia-
momento. Demuestra que la conservacién de la corriente de dilatacién es consecuen-
cia de que la traza del tensor energia-momento es cero para la teoria sin masa. (Es
encesario afiadir o sustraer del tensor energia-momento canénico corrientes conser-
vadas para escribirlo como un objeto invariante gauge.)

iii) Incluye el término de masa del electrén
0L = —mpip.

Calcula la corriente asociada a las dilataciones con el nuevo Lagrangiano, muestra
que no es conservada y que su divergencia estd relacionada con la traza del tensor

energia-momento.
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Ejercicio 5: Dimensiones Extra

Considera un espacio-tiempo cinco dimensional, (,X,y), donde (t,¥) son las cuatro di-
mensiones espacio-temporales usuales e y es una dimensén espacial extra, que suponemos
parametriza un circulo de radio R. Considera la ecuacién de Klein-Gordon sin interacciones
en dicho espacio, (9? — ag,. — 85 + m?)¢. Usa el desarrollo en serie de Fourier

_ 1 v iny/R _ 1 R —iny/R
Py = e 0l a0 = o [ dygly) e,

para mostrar que, desde el punto de vista de un observador cuatridimensional, esta ecuacién
describe un conjunto infinito de particulas masivas y calcula sus masas. Estas particulas se
conocen como modos de Kaluza-Klein. ;Cudl crees que serd el limite experimental en el
tamafio de la dimensién extra?

Si en lugar de tener un escalar tuviésemos un bosén de gauge Ay con M = 0,1,2,3,5,
(como se verfan sus distintas componentes, desde el punto de vista de transformaciones de
Lorentz cuatridimensionales?

Ejercicio 6: Propiedades de soluciones de la ecuacion de Dirac

i) Escribe la forma explicita de los espinores de Dirac de momento p en la representaciéon
de Dirac y en la quiral. Demuestra que

Y P (pa(p) = ptm,

s=1,2

Y o (p)(p) = p—m.

ii) Usando la representacion quiral, donde sea necesario, comprueba que son ciertas las
siguientes (des)igualdades:

i (pu(p) = 2me”, o0 (p)ol)(p) = —2ms”,
WO PO (p) = 2,65 o (p)ol (p) = 2E,57,
i0(po(p) = 0, u(p)ol)(p) £ 0,
WP (p) = 0 p= (0P

Ejercicio 7: Base de bilineales de fermiones
i) Comprueba que las 16 matrices 4 x 4
I = {Lys = v’y 97, ", s, 0 = é[v}’lvv]}
tienen inversa I'g = (I?) ™' = {1, 5, 7, =745, 0w } y que satisfacen Tr(I'*Tg) = Og.-

ii) Demuestra que son linealmente independientes y que cualquier matriz 4x4 se puede
escribir como combinacién lineal de ellas.
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iii) Muestra que los productos

P, ors, pYI, Py sy, Potep,

definen representaciones de Lorentz, incluida la transformacién de paridad.

Ejercicio 8: Campos vectoriales masivos (Problema a entregar)

Considera el Lagrangiano de Proca

1 1
L= = FuF" + Sm* A AL,
i) Muestra que la teoria no es invariante gauge y que las ecuaciones de movimiento que
se derivan de este Lagrangiano son

(O+m*)AF =0,  9,A"=0.

ii) ;Cuantos grados de libertad contiene el boson vectorial masivo? Compadralo con un
bosén vectorial sin masa (bosén de gauge). Discute la diferencia entre el niimero de
grados de libertad en espinores con y sin masa y escalares con y sin masa. Relaciénalo
con las representaciones de estados de una particula del grupo de Poincaré.



