Ejercicios DE TEORIA DE CAMPOS Y PARTICULAS RELACION # 1
Departamento de Fisica Teérica y del Cosmos Curso 2013/14

Preliminares

‘ Ejercicio 1: Cinemdtica relativista

i) Dada una velocidad B € (—1,1) se define la rapidity como
n = arctanhp.

Considera una particula masiva moviéndose con 74 respecto a un observador O.
Muestra que para un observador O’ que se mueva a su vez con rapidity 1 en la di-
reccién opuesta a la particula se tiene que

A =1a+ 1
Es decir, la rapidity es aditiva bajo boosts.
ii) Escribe la velocidad y la rapidity de una particula de masa m en movimiento en térmi-

nos de su energia y momento.

Ejercicio 2: Transformacién de Lorentz del campo electromagnético

i) Calcula la forma explicita de la variacién infinitesimal bajo el grupo de Lorentz del
tensor antismétrico F*.

ii) Usando que
FOi — _Ei 1:1] — _eijkBk

calcula la variacién de E' y B bajo una transformacion de Lorentz infinitesimal.
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Teoria clasica de campos

Ejercicio 3: De sistemas discretos a campos continuos

Considera un sistema formado por un muelle o una cuerda eldstica sobre la que se hallan
situadas, regularmente espaciadas, un ntiimero n de particulas, todas ellas de masa m. Toma
la constante caracteristica de la cuerda 7/d, con 7 la tensiéon de la cuerdayd = L/(n+1) la
distancia entre nodos.

i)

ii)

ii1)

)

v)

Asumiendo oscilaciones pequefias, calcula la ecuacién de movimiento de la particula
j-ésima (a partir de la ecuacion de Newton o de la energia potencial).

Escribe el Lagrangiano total del sistema y, usando las ecuaciones de Euler-Lagrange,
la ecuacién de movimiento de la particula j-ésima. Comprueba que obtienes el mismo
resultado que en (7).

El limite continuo se obtiene haciendo n — oo, d - 0y m — Ocon (n+1)d = L
y m/d = p constantes. Toma el limite continuo de la solucién de las ecuaciones de
movimiento, dada por

qi(t) = ém(t) sin[jrtr/(n +1)], 7 (t) = ‘Breiw,t.

Haz el paso al continuo en la ecuacion de movimiento para obtener la ecuacion de
onda

g  pdqg

o2 Tor
Comprueba que la solucién del apartado anterior satisface la ecuacién de onda, usando

wy = +/T/p 7r/L.

Por dltimo, toma el limite continuo directamente en el Lagrangiano y calcula las ecua-
ciones de Euler-Lagrange para el campo correspondiente.

Ejercicio 4: Dimensiones

i)

ii)

La accién tiene las mismas dimensiones de masa que /1 y por tanto es adimensional en
unidades naturales 71 = ¢ = 1. Usando los términos cinéticos como guia, encuentra las
dimensiones de masa de campos escalares, espinoriales y campos de gauge en cuatro
dimensiones espacio-temporales.

(Como se generalizan estas dimensiones a un ntimero d arbitrario de dimensiones
espacio-temporales?
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Ejercicio 5: Propiedades de soluciones de la ecuacién de Dirac

i) Escribe la forma explicita de los espinores de Dirac de cuadrimomento p = (E, p) con
E = +/m? + p? en la representacion quiral y en la de Dirac.

ii) Demuestra que

Y. uD(pyu(p) =p+m,

s=1,2

Y. o (p)a(p) = p—m.

s=1,2

iii) Usando la representacion quiral, donde sea necesario, comprueba que son ciertas las
siguientes (des)igualdades:

ﬁ(r)(P)u<s)(P) = 2moys, 5(r)(P)U(S)(P) = —2mdys,
”(r)Jr(P)u(s)(P) = 2Edys, U(r”(l’)v(s)(l’) = 2Edys,
i (p)(p) =0, u*(p)o®(p) £0, u(p)o)(—p) =0.

Ejercicio 6: Base de bilineales covariantes de espinores de Dirac

i) Comprueba que las 16 matrices 4 x 4
I = {1,795 = i"v' 7>, o, s, o = %W‘,v”]}
tienen inversa I'g = (If)~—1 = {495, Yu =745, 0} y que satisfacen Tr(I*Tg) = (Sg.

ii) Demuestra que son linealmente independientes y que cualquier matriz 4 x 4 se puede
escribir como combinacién lineal de ellas.

iii) Muestra que los productos

P, brsy, PYIY, prytysy, Yoty

definen representaciones de Lorentz, incluida la transformacién de paridad.

Ejercicio 7: Campos vectoriales masivos (Problema a entregar)

Considera el Lagrangiano de Proca,

1 v 1 2
L= _EFVVFV + Em A‘uAV.
i) Muestra que esta teoria no es invariante gauge y que las ecuaciones de movimiento
que se derivan de este Lagrangiano son

(O+m*)AF =0,  9,A' =0.

ii) ;Cuantos grados de libertad contiene el campo vectorial masivo? Comparalo con un
campo vectorial sin masa (campo de gauge). Discute la diferencia entre el nimero de
grados de libertad en espinores con y sin masa y escalares con y sin masa. Relaciénalo
con las representaciones de estados de una particula del grupo de Poincaré.
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Cuantizaciéon de campos libres

Ejercicio 8: Simetrias discretas C, Py T

i) Comprueba que los espinores de Dirac escritos en la base de Weyl como

o= (k) - ()

con &0 = <(1)> £ — <(1)> £=5) = _ig?(gle)y*
=—¢

(nétese que —io?((%))* = —&()) cumplen

(
s)(

u(p) = Yu(=p), o (p) =% (—p),
Cl—p) = =P, o (=p) = = [0 (p)]7,
GOp) = =i (p)]", v9(p) = - [u(p)]".

ii) Usando estas propiedades, estudia las propiedades de transformacién bajo C, Py T
del operador (x) (véanse apuntes de la asignatura),
Cy(t,x)C = —inc, Y[yt x)]".
Pl/)(t, x)P = ;7ar>/01/)(t, —x),
Ty, )T = v’ p(—tx).

iii) Usando las propiedades de transformacion bajo C, Py T del operador ¢(x), calcula la
transformacion bajo C, P y T de bilineales fermiénicos covariantes arbitrarios.

iv) Usando las transformaciones bajo C, P y T de campos vectoriales y escalares, discute
la invariancia bajo CPT de Lagrangianos escalares (bajo transformaciones de Lorentz)
hermiticos.

Ejercicio 9: Propiedades bajo C, P de sistemas ligados, reglas de suma

i) El positronio se puede considerar un estado ligado no relativista de e~ y e™. Mues-
tra que un positronio con momento angular orbital L es autoestado de paridad con
autovalor P = (—1)L"1. Discute cuél seria el resultado si fuese un estado ligado de
particula-antiparticula escalar.

ii) El operador conjugacion de carga intercambia electrén y positrén, el positronio debe
pues ser un autoestado de C. Muestra que si el momento angular orbital y el espin

total del positronio son, L y S, respectivamente, el autovalor bajo conjugacion de carga
es C = (—1)L+5.

iii) Usando que QED es invariante bajo C y P, discute las posibles desintegraciones de
estados de positronio a un ntmero arbitrario de fotones. En particular, muestra que
el estado fundamental del para-positronio (espin total 0) puede decaer en dos fotones
pero el orto-positronio (espin total 1) no puede hacerlo, pero puede decaer en tres
fotones.



