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2. Teoria Clasica de Campos
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= Vamos a repasar primero el principio basico de la mecanica clasica para un
sistema de N particulas en el formalismo lagrangiano. Este sistema tiene 3N

grados de libertad descritos por un conjunto de coordenadas g;(¢),i =1,2,...,3N.

» El lagrangiano L es una funcion de las g; y de sus derivadas respecto del tiempo
gi, L = L(q,4). Generalmente, L(q,4) = ¥_; 3m;4? — V(q) (término cinético menos
potencial). Supondremos que el sistema es conservativo, de modo que el
lagrangiano no depende explicitamente del tiempo. La acciéon S se define como

5 = / dt L(q,4). (1)

s/local/jillana
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» El principio de minima accién establece que la trayectoria del sistema entre un

ww.ugr.es/local/jillana

estado inicial gin = ¢(tin) y otro final g5 = g(t5) fijos es un extremo (generalmente

un minimo) de la accién:

ti ti
0S5 =0 dt L(q,g) = dt (5L(q,67) = 0. (2)

tin tin

Podemos desarrollar

oL JL .| oL oL d
donde se ha usado que
.94 .9 (dg; ~d [og; d
0g; = %M =5 ( 3 ) o = T <$> o = a&ql (4)

siendo « un conjunto discreto de parametros tal que q; = g;(«, t) es
suficientemente suave de modo que las derivadas respecto a « y respecto a ¢
conmutan, pues podemos discretizar ambas variaciones.
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» Por otro lado, integrando por partes:®

i 9L d oL i d oL
g = | —8q7] — dt ———5g..
" df 4, 30 M O dtag; ™
Por tanto,

i oL d JL

i

oL doL

= 30 T 30 0| (Ecuaciones de Euler-Lagrange)

b b
do du
aEn efecto: / dt u— = [uv]? —/ dt v—.
. dt [wol; . dt

()

(6)

(7)
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» Recordemos también que en el formalismo hamiltoniano el objeto bésico es

_ oL
Hip.q) =L pidi =L pi=5,- (8)
1 1
» Diferenciando esta expresién obtenemos
. , oL oL | .

dH = le {qzdpz + pquz o (a—qidqz + 8—6]1'qu> } (9)
=Y _{qidp; — pidq;} (10)

i

donde se han usado las ecuaciones de Euler-Lagrange (7) y la definicion de

momento en (8). Esto demuestra que el hamiltoniano H es una funcién de p y 4.
La expresion anterior conduce a:

i ==—, Pi=—=—| (ecuaciones de Hamilton) (11)
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» Definiendo ahora el corchete de Poisson de dos variables dindmicas cualesquiera -

f1y f2

1, falp = z{?; R Shanl

es facil comprobar que
[5]1'/ PS]P = Oys

y las ecuaciones de Hamilton pueden reescribirse como

57r = [ﬂr; H]P ’ Pr — [Pr; H]P

y en general para cualquier variable dindmica f se tiene

~ Y+ Y

donde df /ot aparece si f depende explicitamente del tiempo.

(12)

(13)

(14)

(15)
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= Supongamos ahora que, en vez de un sistema con un ntmero finito de grados de -
libertad, tenemos un medio continuo. Entonces el sistema viene descrito por un

campo ¢(x),
qi(t) — ¢(t,X) = ¢(x) (16)

y su dindmica por un lagrangiano,

L= / d’x L(p,0,9). (17)

» En adelante, llamaremos lagrangiano a la densidad lagrangiana £. La accion es
entonces

S — /dt [ = /d4x L($,3,6). (18)
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» E] principio de minima accién se escribe:
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o aL ] . [__ aal B
5S = /d [ 0+ s /d gy 00 =0 19

donde la condiciéon de contorno ahora no es que ¢;(tin) v gi(t5) fijos sino que los
campos permanecen constantes en el infinito, pues

4 oL B 4 d B 4 oL
[ o g0 = [ vz 5| - [ dxduzsor o

y se ha usado el teorema de Stokes,

foon ] - foonlsiipe]

(n# es el vector normal a la superficie) y la mencionada condiciéon de contorno

6pls = 0. (22)
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= Asi que tenemos:

% —9 i:O (Ecuacion de Euler-Lagrange para el campo ¢). (23)

I

Notese que si se afiade al lagrangiano un término de la forma (derivada total)

L —s L+ 9,K"(¢) (24)

las ecuaciones de movimiento no cambian debido a la condicidn de contorno de

que los campos sean constantes en el infinito, pues usando de nuevo el teorema
de Stokes,

/ d*x 9, K" = / dA n,K", (25)
14 2

se afiade una constante a la accion y la ecuacion (2) queda inalterada.
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= En el formalismo hamiltoniano definimos el momento conjugado del campo ¢,

y la densidad hamiltoniana (o simplemente hamiltoniano),

siendo,

_ 9L(x)
~ 9(do¢)

IT(x)
H(x) = [1(x)dop(x) — L(x)

H= /d3x H(x).

ww.ugr.es/local/jillana

(26)
(27)

(28)
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» Vamos a discutir la relacion existente entre simetrias continuas y leyes de
conservacion en teoria cldsica de campos.

Una transformacion infinitesimal global, i.e. con |€*| < 1 independiente de las
coordenadas, de los campos ¢; de lo que depende la accion S(¢) se escribe

Pi(x) = ¢i(x') = Pi(x) + €"Fia(, 99) (29)
y para las coordenadas

XM xt = xt 4 5xt = M 4 e Al (%), (30)
donde “a” puede ser un indice, dos, ... o ninguno.

» Decimos que esta transformacion es una simetria si deja invariantes las
ecuaciones del movimiento, i.e. si la accién no varia:

S(¢) — S(¢") = S(¢). (31)
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» Entonces, a primer orden en 0x,
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0=5(¢)—5(0) = [d% L)~ [t L) = [ A [£6) - L)+ 96 L()
donde se ha usado (32)
90xY 90 xY
1+ ——F ==
oxY ox1
4./ axl‘u 4 ax/,u o)
d*x’ = d*x, = 96x! 96x! =1+ 09,0x" + O(ox)~.
ox" oxV — 1+ = ...
oxY dxl
Ahora bien, como (33)
L'(x") = L' (x) + 5x"9,L(x) + O(6x)* (34)

y 0L(x) = L' (x) — L(x), la ecuacién (32) queda

0= /d4x {6L(x) 4 9, [6x*L(x)]} . (35)
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= Por otro lado,

[acpz ot (%@)“aﬂi)}

L
2{!@—8 5] )

¢i(x') = ¢i(x) + €"Fy = ¢i(x'F — €"Al) + €°F,

y a partir de

tenemos
¢i(x) = pi(x! — e AL) + €"F;p = Pi(x) — e"AL9uepi(x) + € Fig

de modo que

5i(x) = Pi(x) — pi(x) = —€"[AFduepi(x) — Fiz)
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(36)

(37)

(38)

(39)
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s Por tanto, si ¢ = ¢ es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange,
(35) queda

0= / d*x 9, [Z o 5q>1- + 5xM L(x) (40)
y sustituyendo 6x* de (30) y 8¢ de (39) tenemos
0= e / d*x i (da), (41)
donde
#0) = T g A0~ Fualp )] — AL L[ @

73



Teorema de Noether

gr.es/local/jillana

» Supongamos por un momento que hacemos una transformacién local, €* = €”(x), -
sobre esta accion invariante solo bajo transformaciones globales. Entonces no
quedara invariante sino que

S(¢) = 5(0) + [ alxle()Ko(9) — (0, ()] + O@3€) + O(), @3

donde el coeficiente K,(¢) es cero, porque en el caso particular de €” constantes la
invariancia global implica [ d*x K,(¢) = 0, para cualquier ¢. Veamos por qué
hemos llamado precisamente —jb (¢) al otro coeficiente. Si los €/ (x) van
suficientemente rdpido a cero en el infinito, podemos deducir del teorema de
Stokes que

/d4x oy (€5 (¢)) =0 = — /d4 d,€")] /d4x e”(x)dujh (¢) (44)
de donde

S(¢ / dx ()3, (¢). (45)
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» Ahora bien, si tomamos en particular ¢ = ¢}, una solucion de las ecuaciones de

www.ugr.e

Euler-Lagrange, que es un extremo de la accion, la ecuacion anterior expresa una -
variacion lineal de la accidn en torno a ese extremo y por tanto se anula. Es decir,

0= [ dtx e (x)2,! (¢a). (46)
Como esto ocurre para cualquier €*(x), tenemos que

Iujh () =0, (47)

es decir, j} (¢) son corrientes conservadas. Asi que (41) no solo implica que la
integral se anula, sino también el integrando.
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= Si definimos las cargas

www.ugr.e

Q, = / d3x jO(t, X) (48)

vemos que la conservacién de la corriente j} (x) implica que la carga Q, se
conserva, i.e. es independiente del tiempo, pues

0:Q, = /de 20j0(t, %) /d3x 9 (t, %) = (49)

ya que los campos decrecen suficientemente rdpido en el infinito (de nuevo el
teorema de Stokes).

Las simetrias pueden ser internas, si no cambian las coordenadas, i.e. Al (x) =0,
o espaciotemporales. La conservacion de la carga eléctrica, el isoespin, el nimero
baridnico, etc., son consecuencias de las primeras. Veamos ahora todos los
ejemplos de las segundas: invariancias bajo traslaciones espaciotemporales,
rotaciones y boosts.
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» Vienen dadas por las siguientes transformaciones de coordenadas y campos
(cualquier componente, si tienen alguna):

s Xt =xt el = e =€, Al(x) =46 (50)
$i(x) = ¢i(x) = ¢i(x) = Fia(9,00) = 0. (1)

Por tanto, hay 4 corrientes conservadas que forman el tensor energia-momento,
0", =) oL dvp; — 6L L, 9,0", =0 (52)

v ia(aygbi)vz v~y uv v
y 4 “cargas” que son constantes, la energia y las 3 componentes del momento,
P :/d3x60:/d3x Yy oL dyi — O0L (53)
! ' =d(dop) T

Es decir, la invariancia bajo traslaciones espaciotemporales implica conservacion

del cuadrimomento, :P'=0, v=0,1,23. (54)

Notese que el Py definido en (54) coincide con el Hamiltoniamo, definido en (28).

ww.ugr.es/local/jillana
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Rotaciones y boosts

s Consideremos por simplicidad un campo escalar. Las transformaciones de

Lorentz son de la forma

1

xH s x'H = xt Ewp”(égé}; — 5£5;)x,, =" = W’ = —w’’,

= Por tanto,

1
Al(x) = S (853} — da)x,

p(x) = ¢'(x') = ¢(x) =F(p) =0.

oL 1., :
a(a‘u¢> §(5px0' — 50'xp)a1/qb — 5(55360 — 5gxp)£
oL 1 :
(aﬂ(P) i(apﬁbxa — BUC,DXp) — E(éf;xa — (Sg_xp)ﬁ
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(55)
(56)

78



Teorema de Noether || Rotaciones y boosts

» Es decir, el siguiente tensor contiene seis corrientes conservadas:

THP? = —(0HPx” — 0"7xP), 0, THP =0 (58)
y hay seis cargas o constantes del movimiento,

MF? = / dx T = / dx (x°0% — x79%), 9, MF” = 0. (59)

de las cuales MY (momento angular) se deben a la invariancia bajo rotaciones y

MY a la invariancia bajo boosts.

es /local /jillana
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s Conviene ahora hacer dos comentarios:

1. Notese que la ecuacion (58) implica que el tensor energia-momento debe ser
simétrico, pues 9,0 =0y

0 = 9,,(xPO1T — x7GP) = xPD, 0" — x70,,0M° + G175, — GHPST = BT — 7P, (60)

Como el 6*¥ definido en (52) no es necesariamente simétrico, hay que afiadirle
una derivada total de la forma 9, f**, con f* = — fF\V para que

01 = 01V + 0p fM,  9,0M = 3,0 + 9,0, fM =9,0 =0  (6)

y cOmo

/ d’x 9, f1 = / dP’x 9;f" =0= P’ = / d’x 0% = / dx 6%, (62

las cargas conservadas son las mismas, siempre que los campos, de los que
depende f, se anulen suficientemente rdpido en el infinito.

80
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s Conviene ahora hacer dos comentarios:

2. Estamos acostumbrados a la conservacién del momento angular (9;MY = 0)
pero no a la conservacién de cantidades asociadas a los boosts (9; MY = 0).

En efecto, en mecanica cuantica,

es /local /jillana
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K* = MO = pky — / d3x 6% = MOk(t) (imagen de Heisenberg) (63)

y recordemos que 9;M% = dM% /dt = i[H,K*] + 9K¥ /9t = i>P* 4 PF = 0.
Sin embargo, a diferencia de energia, momento y momento angular, estas
cantidades conservadas no sirven para etiquetar estados, ya que los
operadores que representan a los generadores de los boosts no siempre son
hermiticos y ademdas no conmutan con el hamiltoniano.

> Notese que estos KX son la representacion de los generadores en el espacio
infinitodimensional de campos escalares y que, a diferencia de los operadores

matriciales 4 x 4 introducidos en el primer tema, dependen de las coordenadas

espaciotemporales.
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» Consideremos para empezar un campo escalar real, ¢(x) = ¢*(x). Una accién que-
describa una dindmica no trivial del campo debe contener derivadas, d,¢. Los :
indices Lorentz deben estar contraidos, pues la accion es un escalar. La accion
mads sencilla es

S = % / d*x (9,9t — m*¢p*) = / d*x L(x). (64)
s La ecuacion de Euler-Lagrange para ¢ es entonces la ecuacion de Klein-Gordon,
oL 0L ’ B _ o

Sus soluciones son ondas planas,

¢ o< e, con px = puxty p* = pupt = (p°)* — p2 = m”.

El parametro m es la masa, que por definicién tomaremos m > 0.
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s La solucion mds general de la ecuacion de Klein-Gordon es por tanto,

d3p : :
P(x) = / age V' 4+ ase't (66)
(27)3, /2E; ( ’ g )
pU=Eg=-—+/m>+p?

La normalizacién de los campos se ha elegido por conveniencia. Vemos que entre

las soluciones hay modos de energia positiva (e 'P*) y modos de energia negativa
(ePY), cuya interpretacion surgira solo al cuantizar el campo.

» FEl signo de la accién se ha elegido para tener un hamiltoniano definido positivo:

oL 1
= 3o0g) — 209 = H=Tlgdop — L =5 (09)* + (V)2 +mP¢?| > 0. (67)

2
El tensor energia-momento es directamente simétrico,

11y

BV — ' p — gV L (68)
y, en efecto, H = 6.
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» En cuanto a las cargas conservadas asociadas a las rotaciones,
M = /d3x (x'0% — x19%) = %/d3x [(pL 9o — LY ),

donde se ha usado la definicién de L7 = i(x'd/ — x/9") y se ha integrado por
partes con i # j,

/ d3x 9/ [px'dpp] =0 = / d3x d/px'dgp = — / d3x px'9/0y¢p,
/ d3x o/ [0gpx'p) = 0 = / d3x d/ogpx‘p = — / d3x dgpx'd/p.
Si definimos el producto escalar de dos campos reales como

(P1]92) = %/d3x $100¢2, fgg = fdg —9fg,

tenemos que

ww.ugr.es/local/jillana

(69)

(70)

(V1)

(72)
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Ecuacion de Klein-Gordon

M7 = (¢| LY |¢),

w.ugr.es/local /jillana

(73)

que es lo que uno esperaria, pues LY es la representacion del operador |V sobre el
espacio vectorial de los campos.

» Veamos que (¢ |¢,) es independiente del tiempo si ¢1 y ¢, son soluciones de la
ecuacién de Klein-Gordon, lo que estd de acuerdo con que MY es una cantidad

conservada. En efecto,

do (P1]¢2) =

/ d3x 9| [$100¢2 — dop1¢h2]

=5 /d x §00¢190¢2 + P195¢2 — P12 — 8049130492}

— % /d3x {4)1V2(/)2 — V210 — m*Pp1¢pn + m2</)1(/?2}
= %/d‘o’x {=V¢1 -V + V¢, -V} =0,

(74)
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donde se ha usado
(D —+ 7’}12)(/)1,2 =0= a%gbLz — VZQDLZ — legbLz

/ d’x V- (¢12Vr1) = 0= / d3x @1, V2r1 = — / d*x Vo1,- Vo1  (75)

= Anélogamente, podemos escribir

pH = / d’x 6% = (¢|i0" |¢). (76)

> En efecto, usando de nuevo la ecuaciéon de Klein-Gordon e integrando por partes,
PO = ($]id° |p) = (¢|ido |p) = —% / d’x [p95¢ — (309)’]
- / d>x [pV2p — m*¢® — (do¢)’]
/d3 (V)2 + m2p? + (3p)?] /d3x9°0
(77)
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. . 1 . .
P = (¢lid'Ig) = —5 [ &x [p9'20g — 2ol

= / d>x 9'pdggp = / d>x 07 = / d>x 0% (78)
m Y también,
MOi _ <§b| LOi |(P> _ /d3x (x090i . xiQOO). (79)

> En efecto,

M = (9| L” |¢) = —% / dx [p(x0" — x'9")dpp — dop(x"0" — x'0") ]

i

_ / dBx {xoaoqbaiﬁb + %[cpaéqb —~ <ao</>)2]}

—~ / d3x {xoaoqﬁqb - §[<a0¢>2 — oV + m24>2]} . (80)
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» Notese que, como habiamos anticipado, L*" y i0# son operadores hermiticos, por :
lo que tenemos una representacion unitaria de dimensién infinita del grupo de  ©
Poincaré. Asi que M*" y P¥ son cantidades reales.

» Finalmente, podemos generalizar la acciéon de Klein-Gordon para incluir
interacciones del campo escalar introduciendo un potencial V(¢),

s— [ atx { 9" p — m2g?] <q>>}. 51)

Términos proporcionales a ¢°, ¢*, ... en el potencial dan lugar a contribuciones
no lineales en las ecuaciones de movimiento, que corresponden a

auto-interacciones del campo:®

(O+m?)p = ——. (82)

A Afiadir un término lineal c>¢ al potencial es equivalente a reparametrizar ¢ — ¢ — c/m?, que

conduce a la misma dindmica.
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» Supongamos ahora un campo escalar complejo,

ww.ugr.es/local/jillana

¢=§;%+Mﬁ (83)

donde ¢ y ¢ son dos campos reales con la misma masa m. Entonces
S=/&x®¢ww—m%w>
/d4 Oup10M ey — m>Ppy) + /d4 up2d" Py — m*¢3)
= /d4x L(x). (84)

Esta claro que la ecuacion de Klein-Gordon para ¢ es la misma que (65), pues
tanto la parte real como la imaginaria la satisfacen. La solucién més general es

3 . .
d(x) = / d’p (aﬁe_wx + bielpx) (85)
(27)3, [2E; P
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s La accion de este campo complejo es invariante bajo las transformaciones globales -

de simetria del grupo U(1),

(x) = ¢'(x) = e Vp(x), ¢"(x) = ¢" (x) = 9" (x) (86)
lo que significa que existe una corriente conservada asociada (tomar ¢; = (¢, $*)):
= xt = xl = A (x) =0 (87)
00) = #() =90) —i090) Ly R =i
¢*(x) = @™ (x) = ¢*(x) + 169" (x) Fpra = i¢"

, oL oL . ) s A
' = _a(aueb)F"”“ B a(ay‘P*)Ep*’a =905 = 0Tp) =197 (59
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» La carga conservada es
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Q = / dx ) =i / dx g0 = (pl6), 0Q =0, (90)

consistente con que el generador de las simetrias e ¥ es el operador identidad y
definiendo el producto escalar de dos campos complejos ¢4 y ¢p como

(PalpB) = i/d3x ¢Z§o¢B- (91)
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s Consideremos espinores de Weyl ¢z v ¢1. Entonces
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RO YR, YL (92)
con c* = (1,7), c" = (1, —07), son cuadrivectores Lorentz.

> Para demostrar esto recordemos que

PR — exp {(—i§-|— 17) . %} PRr. (93)

Consideremos, por ejemplo, un boost infinitesimal de rapidity # en la direccién x,

ol ol
PROVPR = YRR + YR 0T PR + PRO PR

_ YR¥R = YRYR T YROTYR

. ! | (94)
YRoPR = PRoTYR + 18 PRR,

pues oo/ + oot = 26,
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Vemos que pLotipr se transforma bajo ese boost igual que un cuadrivector v¥,

[\ (1 4 0 0) [
ol n 100 ol
—> : (95)
v’ 0010]]|2
\»*)  \o 00 1)\
Consideremos ahora una rotacion infinitesimal 6 alrededor del eje z,
t t o O oty 0
YR PR > PRV PR +10PR 50V PR — 10PRoT YR
YRYR  — YRYR
t 1 t e — QT o2
N 1,[JR QDR ¢R lPR IIJR qu (96)

—
YRo*YR > PROCPR + OPRo PR
t + 3

Yrodyr — Yrodyg,

pues o'o/ — /o’ = 2ielkgk,
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Vemos que pLotipr se transforma bajo esa rotacion igual que un cuadrivector v#,

[\ (10 0 o)
ol 01 —6 0
2 06 1 0

\23) \0 0 0 1)

Y andlogamente para ] 7/ yy.

)

\*/

(97)

94



Campos espinoriales || Ecuacion de Weyl

s Concentrémonos en ¢r. Podemos construir la acciéon mds sencilla para estos
campos,®

S = i/d4x Proto,p = /d4x L(x). (98)

El factor i se introduce para que el lagrangiano sea hermitico. Hallemos sus
ecuaciones de Euler-Lagrange, considerando ¥y y 7 como campos
independientes:

Y7 Wayq)L =0
[r]: —idupiot =0

(ecuacion de Weyl para )

= "0, = 0 = (dg — 0'9;)P = 0. (99)

aAcabamos de probar que pioty; — AP YT TP = T AY 00", pues A y 0 acttian en distintos
espacios. Por otro lado, 9, AV‘T do. Entonces, el siguiente término es un escalar Lorentz pues usando:

Yiotopr — p1of AA TP = Y0P g 0s P = YITTd, L.

es /local /jillana
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s La ecuacién de Weyl para 1 es equivalente a una ecuacion de Klein-Gordon sin
masa para sus dos componentes,

doPr = o'y = Ay = V2 = Oy = 0 (100)
y ademads aporta informacion sobre la helicidad de los distintos modos del campo.

> Si tomamos un modo de energia positiva (negativa) de ¢,
Wy (x) = ure ¥ (upe'f¥) (101)

con uy un espinor constante y p* = (E, ) donde E = || (masa cero), pues

> 0 L= 1, .
]zij(p-])uinp-auLEhuL (102)
vemos que
ﬁya],ﬂ/JL = (80 — aial-)uLeﬂpx = :Fi(E + g - ]_O))MLGEiPx —0=07- ]5 urp = —uy, (103)

lo que significa que los modos de ¢, son todos de helicidad negativa h = —3.
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» Por otro lado, el tensor energia-momento es

oL
pv __ v G stz
0" = a(aylpL)a Y — ¢ L =iy 070"y,

donde se ha usado que para los campos que satistacen la ecuacién de

ww.ugr.es/local/jillana

(104)

Euler-Lagrange (99) el lagrangiano £ = 0. El hamiltoniano es H = 6% = i1 %y .

» Ademads la accién es invariante bajo transformaciones globales de simetria del

grupo U(1),

—i6
YL —e Ty,
asi que existe una corriente conservada

oL

]'M — _
a(azﬂ/’L

L = Yroyr, Ot =0

y una carga conservada

Q= [&xf = [@xyly, a0

(105)

(106)

(107)
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» Anélogamente puede verse que la ecuacién de Weyl para ¢ es

d"9,pr = 0 = (dg + '9;)yhr = 0, (108)\/

que es equivalente a una ecuacion de Klein-Gordon sin masa para sus dos
componentes,

dYr = —0'd;Pr = AgPr = V>r = Dypr = 0. (109)

Los modos de ¥ tienen helicidad positiva h = % El tensor energia-momento, la
corriente y la carga conservada correspondientes son, respectivamente,

o — ke e, ' = yho'vr, Q= [ Px ulyr (110)
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= Notese que, bajo una transformacion de Lorentz,
YL — ALy, Yr— ArYr, y AJAR = ARAL =1 (111)

Por tanto, YT g y L1 son escalares Lorentz.

> Bajo paridad (yr <> ¥r) las siguientes combinaciones hermiticas se transforman:

($Lor +¥RYL) —  (YIgr + Pryr) (escalar)
i(p1 PR — PRYL) — —i(PIYr — YRPL) (pseudoescalar) (112)

Asi que el lagrangiano de Dirac,

Lp = ip[d"dupr + iYgotdupr — m(PpyYr + Pryr) (113)

es invariante bajo paridad. El lagrangiano de Weyl no lo es.
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» Hallemos las ecuaciones de Euler-Lagrange:

=

—id, phot —myl =0

que es la ecuacion de Dirac en términos de espinores de Weyl.

> Notese que P y Pr ya no son autoestados de helicidad y que las 2 componentes
de ¢ vy las de ¥y satisfacen una ecuacion de Klein-Gordon de masa m, pues

ict0,pr, = mypr = (ic”dy)ic" 9, = mic” o, Pr
1

= — (07" + 0'7")0,0, L = m P = (O 4 m*)ypr =0,

2

donde se ha usado (108) y la identidad ¢#c" 4 ¢Vc" = 2¢*¥. Lo mismo para ¢,

(O +m*)ypr = 0.

—id, plot — myL =0 i079, L = mipg

)
)

l/)}k{] . iO'VaylPR — Ti’llPL =0 iO'VaPﬂ/JR = ml/JL,
)

ww.ugr.es/local/jillana
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s Es conveniente introducir el campo de Dirac, de 4 componentes,

ww.ugr.es/local/jillana

P(x) = ;fL Ex; (representacion quiral) (117)
R(x
y definir las matrices gamma de Dirac,
o [0 1 i [0 o . [0 o 5 .
v = Lol v = i = Y = g (representacion quiral),
(118)
que satisfacen el dlgebra de Clifford,

"y =" "M =281 (119)

> La ecuacion de Dirac queda entonces

(ig—m)p =0, A= YA,

(120)
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» Podemos escribir el lagrangiano de Dirac de forma compacta introduciendo
¥ =y’  (espinor adjunto). (121)\,j
En la representacion quiral, = (¢}, 97) y
Lp = p(id —m). (122)
= También se define la matriz v5 = iy%y!9%9° que es

—1 0
s = (representacion quiral) (123)
0 1

Por tanto, los operadores Py = %(1 —s5), Pr= %(1 + 75) son proyectores sobre
los espinores de Weyl ¢1 y ¢, respectivamente,

0
Py= "), Pry= - (124)

0 PR
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» Pueden elegirse otras representaciones,

¢'(x) = Uy(x), " =ury"ut, ¥'(x)=¢"(x)7" (125)
donde U es una matriz unitaria constante.

> De este modo,
Lp =y Uy’ (i7" — m)U'y' = @l(i’Ymay —m)y, (126)
tiene la misma forma que el lagrangiano original.

> Ademés el dlgebra de Clifford permanece invariante, 'V + 'Vo/# = 2¢H".
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» Una representacion que se usa con frecuencia es la representacion estandar o
representacion de Dirac, que se obtiene a partir de la quiral mediante

1 1 1

U= — . 127
V2 \ -1 1 (127)

> El campo y las matrices de Dirac quedan

YR+ YL
Yr — YL

P = , (128)

1
\/’
0 o 0 1
— | ;s =iy %0 = . (129)
—oct 0 1 0O

> La representacion de Dirac resulta comoda en el limite no relativista, mientras
que la quiral es mds conveniente en el limite ultrarrelativista.
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= La solucién general de la ecuacion de Dirac es una superposicion de ondas planas, -

(x) = u(p)e "P* (modos de energia positiva E > 0), (130)\/

(x) = v(p)e'”* (modos de energfa negativa —E < 0), E = +\/m2 + p%. (131)

Aplicando (120) a estas soluciones tenemos

(¥ —mu(p) =0, (¥ +m)v(p) =0. (132)
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» Hallemos ahora la forma explicita de estas soluciones en la representacion quiral: -

ui) = [P, o = [P 133;
7 (mm)’ 7 (mm) Y

> Tomemos primero el caso m # 0. Entonces, en el sistema de referencia en reposo,
pt = (m,0,0,0)

(f —m)u(0) =0= (7" = 1Du(0) = 0= ur(0) = ur(0), (134)

(¥ +m)v(0) =0 = (7" +1)v(0) = 0= v(0) = —vg(0). (135)

Entonces, centrandonos en el espinor de energia positiva u(p), podemos elegir

ul) (0) =ug) (0) =vm g®), sef{1,2}, eV =y,

#1) (1) £2) — (O) , (136)
0 1
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» Las soluciones para 7 arbitrario se hallan mediante boost en direcciéon p = 5/|p|, -

1,55 (s)
. e 2P %77 (0
4l (7) = ( L (LS)( )> . (137)

Desarrollando las exponenciales,

5.5 = 1 > 1
=P % | 5.3 2k+1
‘ k;o(zk)!’7 g 0’,§O<zk+1)v’7
= coshy & p-Fsinhy = %(Eiﬁ-(r’), (138)
con . _E . .l
coshy =y = - sinhy = yp = ” (139)
(po) =puo* =E—p-0, (po)=puot =E+p-0, (140)

(141)
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s Otra forma de escribir estas soluciones es

(|vesm (22 + ve=Ta (2
u(s)(ﬁ) — - i , (142)

(14D -0 —(1—9p-
| VEFT (<0 )+ VE=TF (5

donde se ha usado,

N >
Ql
N—
NS
D
-

QU
N—
Ia¥

©
~—

I\JIQ

+2p0 coshgi;ﬁ-(_f’sinhg:e

N
N
N >
NP
+
@)
N3
N\
o
H
N »
ol
N
VN
o
W
RS

%:\/coshqismhq—\/fyi’y E:l:\p\ (144)
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= Si hacemos el limite ultrarrelativista (E > m), p* — (E,0,0,E),

—02)¢ 0
(i) - ()

3} E[1-0%2@) ¢?)
2) p) — \/; ((1+03)€(2)) = @( " )

ww.ugr.es/local/jillana

(145)

vemos que u(!) solo tiene componente right-handed y u(?) solo tiene componente

left-handed, es decir son campos de Dirac con helicidad bien definida
(quiralidad), como corresponde a campos de masa nula.
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= Si repetimos el procedimiento para el espinor de energia negativa v(p) obtenemos

o) () = — ( Vpe) o1’ 0) ) _ ( Vpo) 1

- Mty — 6., (14
N ) "ty ,  (146)

() 03 (0) —/(p7) 1)
o bien
[ () e (g
o(F) = 14+p-7 1—p.7 - 1)
- VER () vETEL ()
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= Veremos que resulta conveniente elegir

n®) = g2 = 5l = (2) ( ) (148)

Entonces, en el limite ultrarrelativista (E > m), p* — (E,0,0, E

B (D
2o E ) ()
0

2z JE[ Q=m® ) _
v (5) — 2((1+a3);7<2> = —V2E /2 (149)

lo que significa que (1) solo tiene componente left-handed y v(?) solo tiene

componente right-handed, es decir son campos de Dirac con helicidad bien
definida y masa nula.

I

‘Gl
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» Introduciendo ahora los correspondientes espinores adjuntos,®
T=uty, =00
que satisfacen las ecuaciones de Dirac,

u(p)(p —m) =0, o(p)(y+m)=0,

pueden demostrarse las siguientes relaciones de ortonormalidad,

y las relaciones de completitud,

Y wO@a () =p+m L o0 H)(F) = p—m.

S:1,2 S:1,2

aUsese la identidad #T = 404#40.

ww.ugr.es/local/jillana

(150)5
(151)

(152)
(153)
(154)

(155)
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» Es importante notar que las 16 matrices,

|

1, vs, o, Y5, otV = ZW‘,V”]

s/local/jillana

www.ugr.e

(156)

son linealmente independientes y forman una base para las matrices 4 x 4. Asi

que se pueden definir los siguientes bilineales fermidnicos con propiedades de
transformacion bien definidas (covariantes) bajo transformaciones de Lorentz,

VY, Pysy, Py, Py sy, Pt

(157)

s Puede comprobarse también que las transformaciones de Lorentz del campo de

Dirac 1 pueden escribirse, en cualquier representacion de las matrices gamma, de

la forma

P — exp { 4wwﬂ“’} Y, ie JH = o

(Basta comprobar que J**

1

i
2

= JoM satisface el dlgebra de Lorentz.)

(158)
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» Una simetria global interesante que posee el lagrangiano de Dirac sin masa es la

simetria quiral,

Yr — e_ieLgbL, YR — e_iGRt/JR (0L y Or independientes),

que, en términos del espinor de Dirac, puede escribirse

— e %y, — e Py (a independientes).
¥ v, ¥ Py (ay p

En efecto, haciendo transformaciones infinitesimales,

l/JL _in (1 —10() . — 4
(¢R> — e l/J ((11“) ) = 0r =01 =

¥y

Yy

43 iprsy, _ [ (X HIB)YL Or = —0; = B.
(q)R)He (% ((11[3)4)12 = UR L=p

ww.ugr.es/local/jillana

(159)

(160)

(161)

(162)
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= Como
> e VY =1 > el (163)\2
= e P15y =1 1 PTelP15q0 = T le=1P75 — pe iP5 (164)
pues 72 =75, {7", 75} =0, (165)

la invariancia del lagrangiano bajo ambas transformaciones independientes es
clara:

P e M = L =1ipdyp — igede "y = iy = L (166)
P e P = L= igdp — ige P159H9,e P15y = ipgyp = L. (167)
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» Hay por tanto dos corrientes conservadas,

ww.ugr.es/local/jillana

jtr = Py (corriente vectorial), j, = Py ys5p (corriente axial). (168)

Si m # 0 solo la corriente vectorial se conserva. Basta usar la ecuaciéon de Dirac
para comprobarlo:

iYho,p = my
_iay¢7V — m@l pues ,YO,.)/],VI',)/O — f)u”
Ify = Ou(Pr!'p) = 9ty + POy = imipyp — imipy = 0

(ig — m)yp = 0 = (169)

-
Ay = 0u(Py!ystp) = 0,y ysp + Pytysdup = imprysyp + impysyp = 2imprysy.
(170)
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= Un campo de Majorana es un campo de Dirac autoconjugado,

M = v , Yr=Cic%yf, [¢]P=1. (171)
Yr

> Es evidente que 1 puede tener masa a pesar de estar generado por un solo
espinor de Weyl. Basta con escribir

(ig — m)pp = 0 = ic9,ypp = mpr = ifmo*p; (172)
que conduce a una ecuacion de Klein-Gordon con masa para ¢,
(O 4+ mz)tpL =0 (173)

independientemente de que ¥z venga o no dado por .
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» No escribiremos el lagrangiano clasico para ¢»; porque su término de masa serfa -

proporcional a

1 WL
1 0/ \igo*y;

= igplo*p] — i pro*ypL = —il"YLo*yP +he

VM = (Y1, —il"pro?)

(174)

que es nulo a no ser que las componentes de ¢s sean tratadas como cantidades

anticonmutantes (variables de Grassmann) pues

il oL = P — Yiyr.

(175)
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» Pero lo més interesante es que, si bien el lagrangiano de Dirac es invariante bajo
el grupo U(1) de transformaciones globales

es /local /jillana

P +— e_i“v,bL, PR — e_quR, (176)

esta simetria no pueden tenerla los campos de Majorana pues las componentes
left y right estdn conjugadas segun (171).

> Esto significa que un campo de Majorana no puede tener cargas U(1), como la
carga eléctrica, el namero barionico o el nimero lepténico.

> ;Es el neutrino un fermién de Majorana?
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El campo electromagnético viene descrito por el cuadrivector A¥.
Definiendo el tensor F*Y = d# AY — 9V A¥,

el campo eléctrico E y el campo magnético B son

ww.ugr.es/local/jillana

. . . . . 1 . Ny
E'=—F%=_9,A'—V'AY, B = —Eelﬂfpk = (V x A)}, (177)
de donde F// = —eY*B¥, pues ekt = gitgkm — simskt,

Es decir:

(0 —E' —E*> —E3)
E' 0 —-B® B?
E? BB 0 -B!
\E® —B2 B! 0 |

FHY —
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s Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange al lagrangiano de Maxwell,

1 1 = =
L= —EFWPW = E(E2 — B?) (178)

que también puede escribirse £ = —%(9,A,0* AV — 9,,A,0" A"), obtenemos las
ecuaciones de movimiento (ecuaciones de Maxwell en el vacio)

o0, F'W =0=V -E=0, VxB=0L (179)

Las otras dos ecuaciones de Maxwell se obtienen a partir del tensor dual
FHV — %GWW Fos, cuya cuadridivergencia es nula, pues d,F*" = €/"?9,0,A; = 0,

o, =0=V-B=0, VxE=—0B (180)
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= El lagrangiano de Maxwell es simétrico bajo transformaciones locales 6 = 6(x) de -

la forma

Ay(x) — Ay(x) —0d,8(x) (transformacién de gauge U(1)).

La existencia de esta simetria local implica que A, (x) hace una descripcion

redundante del campo electromagnético, pues podemos usar la libertad de
eleccién de gauge para restringir A, (x).

(181)
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» Podemos tomar Ap(x) = 0 eligiendo

ww.ugr.es/local/jillana

Au(x) = AL (x) = Au(x) — 3, / 4 Ao(t, ), (182)

pues asi Aj(x) = Ap(x) — Ap(x) = 0.

» Podemos también hacer otra transformacion, que no cambia la componente Ay,

Al(x) = Al(x) = Al (x) — 9,0(%), 6(%)

4r|X —ij| 9y

Aunque no lo parezca, esta 6 no depende de ¢, pues

_ / &y 0A"(t) (183)

El= —F = 304" 4 oA = 30 A" (184)

y como V - E = 9,E! = 0 en ausencia de fuentes tenemos que 990, A" = 0 y por
tanto dpf = 0. Asi que también Ay (x) = 0.
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> Veamos qué consecuencias tiene la transformacion de gauge anterior:

11 1

ay 47t|X — 1| ox!

donde se ha usado que

asi que

oM Al (x) =" A)(x) —0"9,0(%) = V- A" =V A - V?* =0.

Es decir podemos tomar también V - A = 0. A esta eleccién,

AY=0, V.-A=0

(185)

(186)

(187)

(188)

que solamente es posible en ausencia de fuentes, se le llama gauge de radiacion.

ww.ugr.es/local/jillana
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» Otra eleccion, que puede hacerse siempre, es
Ay Al = Ay — 0,0, 9,0'0 = 9, A" (189)
de modo que podemos tomar
0, Al = 0. (190)
Es el llamado gauge de Lorenz.? Entonces
0, F'"" =0 = 09,(d" A" — 9" Al) = A" = 0. (191)

Es decir, cada componente de A* satisface una ecuacion de Klein-Gordon sin
masa. Sus soluciones son de la forma (A* es un campo real de masa cero)

Au(x) = eu(k)e ™ + e (k)e™, K> =0. (192)

No debe confundirse a L.V. Lorenz (fisico y matematico danés), autor del gauge de Lorenz, con
H.A. Lorentz (fisico holandés, premio Nobel en 1902), que propuso las transformaciones de Lorentz.
Tampoco con E.N. Lorenz (matemadtico y meteor6logo norteamericano), fundador de la teoria del caos,
que acuf6 el “efecto mariposa” y propuso el atractor de Lorenz.
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Simetria gauge

> La condicion (190) implica que el vector de polarizacién ¥ (k) satisface

» En el gauge de radiacién, compatible con el gauge de Lorenz, el campo es

ke = 0.

transverso pues la polarizacion €’ =0y k- € = 0.

s/local/jillana

www.ugr.e

(193);

» Aclaracion: A diferencia de la condiciéon V - A = 0, que solo puede imponerse en

ausencia de fuentes, la condicién AY = 0 puede usarse siempre, aunque no suele

hacerse cuando hay fuentes.
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> Por ejemplo, consideremos un observador frente a una carga e en reposo a una
distancia r. En ese caso se suele tomar

- e
At = (9, A) = [ — 194
(@, 4) = (7=.0), (194)
que conduce al campo electromagnético
= - e N .
E=—-0tA—-V¢ = 47”21', B=VxA=0. (195)
Sin embargo, podriamos haber elegido un gauge en el que
- t
At = (¢, A" = (0,———¢ 1
(¢', A") (0, 4m2r) , (196)
que conduce al mismo campo electromagnético,
= vy, ;) € L 5 v
E=—-0A"—=V¢ = 12 B=VxA =0. (197)

Ambas elecciones estdn conectadas mediante la transformacion de gauge

A1) = Ag(x) - 3,68(), 0(x) =

- 1
4rtr (198)
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» Hallemos ahora el tensor energia-momento. Aplicando el teorema de Noether:

oL 1
UV __ v GV THPQV T SHV T2 2 _ v
orY = a(ay p)a Ay — gL =—F"9 Ap+4g F°, F*=F,F", (199)

ww.ugr.es/local/jillana

que no es invariante gauge ni tampoco simétrico!

> Podemos simetrizarlo afiadiéndole d,(F'* A"), que cumple 9,,0,(F/**AY) =0y
ademads lo convierte en invariante gauge,

1
TH = —FI'P9"Ap+ ;g F* +0,(F' A")
1
= FMFY 4 1 ¢"F*, cuando 9,F" =0. (200)
> Las cargas conservadas bajo transformaciones espaciotemporales son por tanto
1 — —
E= /d3x TV = 5 /d3x (E* 4+ B?) (energia) (201)

P = / d3x T = / d>x (E X E)i (vector de Poynting). (202)
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» En presencia de fuentes del campo electromagnético (cargas y corrientes) las
ecuaciones de Maxwell son
O FW =j"=V-E=p, VxB=&E+] j*=(0j), (203)
o0, F'" =0=V-B=0, VxE=-0B. (204)

> Notese que las dos tltimas son las mismas que en ausencia de fuentes, debido a

que E)yf”" = e'f?9,,0,Ay = 0 en cualquier caso. Estas ecuaciones se obtienen al
minimizar la acciéon

S = / d*x (—%FWFW — j”Ay) = / d*x L(x) . (205)
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» La accion es invariante gauge solo si j# es una corriente conservada, d,j" = 0,
pues

FA = A, — 10,0 (206)
y, como [ d*x 9,(6j") = 0= [d*x j#9,0 = — [ d*x 09,,j* = 0, tenemos que
/ d*x j# A, — / d*x j* A, < 9, = 0. (207)

> La invariancia gauge es el principio que guia como deben ser las interacciones.
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= Veamos cOmo funciona el método aplicdndolo al lagrangiano de Dirac en
presencia de un campo electromagnético. El lagrangiano de Dirac

Lp=(ig —m)y

no es invariante bajo transformaciones de gauge U(1)
(transformaciones de fase locales),

Sin embargo, el lagrangiano de Maxwell,

1
EA — _ZP‘L{VFVV

si es invariante bajo la transformacion de gauge

1

ww.ugr.es/local/jillana

(208)

(209)

(210)

(211)
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> Podemos conseguir un lagrangiano total invariante gauge si cambiamos la
derivada d,, por la derivada covariante

ww.ugr.es/local/jillana

D, =9, +ieqAy, (212)

pues entonces

Dy = (9, +ieqAy)p — (0, +ieqA, + iqBVH)e_iqegb

= e 1%(—iga,0 + 9, + ieqA, +1q0,0)yp = e D,

(213)
y el lagrangiano resultante,
_ . 1
— 1 —
= Y(d —m)p — TR " —eqAupy"y (214)

es invariante gauge.
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= De esta forma, hemos introducido una interaccion de la forma j* A,
(acoplamiento minimo) entre la corriente fermidnica,

www.ugr.e

" = eqpyMy (215)
y el campo electromagnético, que nos permite restaurar la simetria local.

> Notese que j# es una corriente conservada debida a la invariancia global de Lp
bajo transformaciones de fase U(1). Por tanto, la carga conservada es:

Q= /d3x Px) = eq/d3x P70 = eq/de ' (carga eléctrica).  (216)

> Otras interacciones invariantes gauge son posibles, pero involucran términos de
interaccién con dimensién canénica mayor que cuatro, que deben ir multiplicados
por constantes con dimensiones de masa elevada a una potencia negativa.

Por ejemplo, la interaccion dipolar magnética: £ = apo'yF,,, [a] = M.
Tales acoplamientos surgirdn de forma natural al cuantizar la teoria y son
correcciones al acoplamiento minimo de siguiente orden en TP.
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= En general si {T"} son los generadores del grupo de simetrias gauge, {W;;(x)} los
bosones de gauge asociados a cada generador y {6%(x)} los parametros de la :
transformacion, es facil comprobar que si los campos se transforman

(irrep fundamental) l/) — UIIJ, U = exp{—iT“Q“(x )} (217)
(irrep adjunta) W‘u —> UW;M U+ + é(ay U) U+, WV = TaWﬁ, (218)

introduciendo la derivada covariante

Dy, = 9y, + igW, (219)
se tiene que
D, — UDyy (220)
y el lagrangiano resultante
L =i —m)y (221)

queda invariante.

134



Campo electromagnético || Acoplamiento minimo con la materia

ww.ugr.es/local/jillana

> Para un grupo de simetrias no abeliano, el lagrangiano invariante de los campos
de gauge (210) debe generalizarse e incluye, ademds de los términos cinéticos,
autointeracciones cubicas y cudrticas fijadas por las constantes de estructura:

1. (~ ~ 1
Lo=—3Tr {WWWW} = — Wi, W (222)
— ['kin T Ecubic T ['quartic (223)
donde
1
Liin = —Z(ang — BVWﬁ)(a”W“'V — " W™H)
1
Lcubic — ngabc (aﬂwg o avwﬁ)wb,}lwcﬂ/ (224)
1
Lauartic = =78 f" f WiWSWoH W (225)
y
Wy = 0, W, — W), +ig[W,, W,] — UW,, U" (226)

= Wi, = 0, W) — 9, W5 — g f"WIW,. (227)
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> En el caso del grupo U(1) del electromagnetismo el tinico generador es un
multiplo de la identidad:

T = g (la carga del campo en unidades del acoplamiento g = e).

En adelante la llamaremos Qy, pues sera la carga eléctrica (en unidades de ¢) del
fermién f que aniquila el campo cudntico .
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