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1. Introduccion
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Introduccion || ;Por qué campos cuanticos?

s La teorfa cuantica de campos (TQC) surge al combinar
— relatividad especial y

— mecanica cuantica

[Es posible escribir una version relativista de la ecuacién de Schrodinger. De
hecho fue él el primero en encontrar lo que hoy se conoce como ecuacion de
Klein-Gordon, pero la desech6 por no describir correctamente la estructura fina
del 4tomo de hidrogeno, asi que se qued6 con su limite no relativista]

» Sin embargo, las ecuaciones de ondas (sean o no relativistas) no pueden explicar
procesos en los que cambia el namero de particulas.
Ademas las ecuaciones de ondas relativistas sufren patologias:

— existencia de “densidades” de probabilidad negativa
— existencia de soluciones de energia negativa

— violacion de causalidad
(probabilidad no nula de propagar particulas fuera del cono de luz)

es /local /jillana
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Introduccion || ;Por qué campos cuanticos?

s La TQC:

— proporciona marco natural para manejar un niimero arbitrario de particulas
(estados del espacio de Fock)

— da sentido a las soluciones de energia negativa
(antiparticulas)

— resuelve el problema de la causalidad
(la propagacion de un particula fuera del cono de luz es indistinguible de la de
su antiparticula viajando en direccidon opuesta y sus amplitudes se cancelan)

— explica la relacion entre espin y estadistica
(consecuencia de la cuantizacién)

— permite calcular observables con elevadisima precision y de acuerdo con el
experimento (secciones eficaces, vidas medias, momentos magnéticos, ...)

exp: g./2 =1.001159652182032 (720)

= a~ ! = 137.035999 150 (33)
teo: QED (5 loops!)
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Introduccion

Notacidn, unidades y convenciones

» Usaremos unidades naturales 7 = ¢ = 1. Entonces las siguientes magnitudes

tienen las mismas dimensiones: [longitud] = [tiempo] = [energia]_1 = [masa] !

» Una relacion muy 1til es:

he = 197.3269631(49) MeV fm
fic ~ 200 MeV fm = 25 GeV 2 ~ 1073° m?2 = 10 mbarn

1fm=10"m (un Fermi, del orden del radio del proton), 1 barn = 107%* cm

= Nuestra convenciéon de signos para la métrica de Minkowski es

gyy:g’“”’:

(1 0 0 0)

0O -1 0 O

O 0 -1 O ’ 8Mv:g”“gm=(55£=

\0 0 0 -1/

S O =k O

S = O O

2

(1)

(2)

ww.ugr.es/local/jillana



Introduccién || Notacion, unidades y convenciones

s Usaremos la convencion de Einstein de suma sobre indices repetidos:

AuB' =Y A,B' =g, A'B" = A’B’ — A'B' — A°B* — A°B’, (3)
u=0
donde se han usado indices contravariantes A¥ = (AO, /T) = (AO, Al A2 A3) y
covariantes A, = gAY = (A%, —A) = (A9, —Al, — A%, — A3) = (Ao, A1, Az, A3).
En particular, x# = (x*, %) = (t,%) y

%) %)
— P —
O =00 =95—V?, V>*=0;+0,+0;. (5)

Los indices griegos (u, v, ...) toman valores 0,1,2,3. Reservaremos indices latinos
(1,7,...) para las componentes espaciales. El cuadrimomento es entonces

pl =id" = (p", ) = (E.P), pup' =E°—p =m", (6)
: . 0 : . 0 . 0 : :
p? =id" = i pk = id* = 18—xk = i = —i9, = —iV*. (7)
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Introduccién || Notacion, unidades y convenciones

s Usaremos el sistema de unidades de Heaviside-Lorentz para el

electromagnetismo, en el que la constante de estructura fina es

62

= 47thce

— 1/137.035999 074 (44) . (8)

Asi la unidad de carga eléctrica si i = ¢ = 1 es ¢ = v/ 47« (adimensional), las
ecuaciones de Maxwell se escriben

V-E=p, VXxB—0E=7] 9)

y el potencial de Coulomb entre dos cargas Q1 = eq1 y Q2 = eqs es

V(T") L QlQZ o

= TAnr | T2 (10)
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Grupos de Lie

= Un grupo es un conjunto de elementos G, no necesariamente numerable, con una °

es /local /jillana

ley de composicion interna que satisface las propiedades asociativa, existencia de °

un elemento neutro e, y existencia del elemento inverso 2~ ! de cada elemento a.

s Los elementos ¢ de un grupo de Lie dependen de forma continua y diferenciable
de un conjunto de parametros reales 6,,a = 1,..., N, es decir g(0), siendo:
2(0) =e (el elemento neutro)

¢ 1(0) = g(—0) (elemento inverso).
N es la dimension del grupo.

s Un subgrupo es un subconjunto de G que también es grupo.
Un subgrupo invariante H es tal que Vh € H y Vg € G, ghg™! € H.
Un grupo simple es aquél que no tiene ningtiin subgrupo invariante propio.?
Por ejemplo SU(n) es simple y U(n) no es simple.

4Un subgrupo propio es uno no trivial: ni el formado solo por el elemento neutro, ni todo G.



Grupos de Lie

» Una representacion R asigna a cada elemento ¢ un operador lineal Dg(g) de un
espacio vectorial, ¢ — Dg(g), tal que:

(i) Dr(e) = 1 (operador identidad),

(i) Dr(81)Dr(82) = Dr(8182)-

En un espacio vectorial de dimension finita, ¢ estd representado por una matriz
n x n, [Dr(g)]’ i» que induce una transformacion lineal del espacio vectorial cuya

actuacion sobre la base (¢, ..., ¢") viene dada por ¢' — [Dr(g)]’ ]-cpj :

= Dos representaciones R y R’ son equivalentes si 35 tal que Dg(g) = S™'Dg/(g)S,
Vg¢. Es decir, estdn relacionadas mediante un cambio de base.

» La representacion R es reducible si deja invariante un subespacio no trivial. De lo
contrario es irreducible (irrep). Se dice que R es completamente reducible si Vg,
Dr(g) puede escribirse a bloques, es decir, si puede elegirse una base {¢'} de
forma que existan subespacios de vectores que no se mezclan con otros bajo la
accion del grupo. En ese caso, R puede escribirse como suma directa de varias
irreps: DR = D1 ® Dy D ...

es /local /jillana
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Grupos de Lie

= 5i un elemento del grupo de Lie es infinitesimalmente préximo a la identidad
entonces Dr(60) =1 —i06,T¢. Los operadores T} = i0Dg/96,|y_,, con
a=1,...,N, son los generadores del grupo en la representacion R. El nimero de
generadores es la dimension del grupo. Para una transformacion arbitraria:
Dr(0) = exp{—i6,T§ }. N6tese que si Dy es una representacién unitaria (el
inverso de cada elemento es su adjunto) entonces los generadores son hermiticos.
Ademas toda representacion unitaria es completamente reducible.
Recordemos que en fisica los observables son operadores hermiticos.

= Los generadores satisfacen el dlgebra de Lie: [T%, T?] = if%T¢, donde f** son las
constantes de estructura del grupo, que son independientes de la representacion.
Para hallar la representacion del grupo basta con encontrar las representaciones
del algebra.

= Si G es abeliano, [T%, T?] = 0y exp{—ia®T?} exp{—iB’T?} = exp{—i(a®+ B°)T*}.
Las irreps de un grupo abeliano son unidimensionales.

es /local /jillana
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Grupos de Lie

r.es/local/jillana

s Los operadores de Casimir son aquéllos que conmutan con todos los generadores.
Son muiltiplos de la identidad y la constante de proporcionalidad A sirve para -
etiquetar las irreps.

Por ejemplo, SU(2) (grupo de las rotaciones en tres dimensiones) tiene tres
generadores, los operadores momento angular | kconk=1,2,3, que satisfacen el
algebra de Lie [J¥, J'] = i ] tiene un operador de Casimir:

P=0U+P)P+ (PP =AM, conA=j(j+1)yj=071...
etiquetando las irreps (cuya dimension es 2j + 1).

El tensor € es el tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita,

( +1 si (ijk) es una permutacion par de (123),

e =40 —1 si (ijk) es una permutacién impar de (123), (11)

\ 0 en otro caso.
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Grupos de Lie

» Hablamos de grupo compacto si su variedad paramétrica es compacta.
Ejemplo: el grupo de las rotaciones es compacto (el de las traslaciones no lo es).

— Si un grupo es compacto el pardmetro que etiqueta cada irrep toma valores
discretos (e.g. el espin j del grupo de las rotaciones) y si no es compacto toma
valores continuos (e.g. el momento p de las traslaciones espaciales).

— Las reps de dimension finita de un grupo compacto son unitarias.
Las reps de dimension finita de un grupo no compacto simple no son unitarias.?

» El grupo de Lorentz, que repasaremos a continuacion, es un grupo de Lie
simple y no compacto. Sus representaciones de dimension finita no son unitarias
y sus representaciones unitarias son de dimension infinita (espacio de Hilbert de

una particula).

© www.ugr.es/local /jillana

aPero si no es simple pueden ser unitarias o no. Ejemplo de grupo no compacto no simple con
representaciones de dimension finita unitarias son las traslaciones espaciales en una dimensién; y con

representaciones no unitarias son los boosts a lo largo de una direccién dada. Noétese que éste ultimo es

un subgrupo no invariante, no simple, del grupo de Lorentz, que es simple.
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Grupo de Lorentz

» Se define como el grupo de las transformaciones lineales de coordenadas
s = ANxY, u,ve{0,1,2,3}, x'=(txvy,z)

que dejan invariante la cantidad

2 2

xuxt = guatx! =2 —x* —y* — 2%

Es por tanto isomorfo al grupo O(1,3). Formalmente,
guvxx" = g (A pxf ) (A'Gx7) = goox¥x”  (Vx)
=8pr = &uApAy = (A1) gAY,
=¢=AlgA.

w.ugr.es/local /jillana

(12);
(13)

(14)
(15)
(16)
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Grupo de Lorentz

s Por otro lado, mirando la componente 00 de (15),
0) : 2
1= (A% Al ) >1 =
l; A% < -1

y a partir de (16),

(detA)?> =1 = detA = +1.

Asi que podemos distinguir cuatro tipos de transformaciones de Lorentz:

ww.ugr.es/local/jillana

(17)

(18)
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Grupo de Lorentz

1. Ortocronas (AOO > 1) propias (det A = +1)

Forman grupo. Es isomorfo a SO(1,3). En adelante llamaremos
grupo de Lorentz a este grupo. Sus elementos son transformaciones continuas
(grupo de Lie) que se pueden conectar con la identidad mediante sucesivas

© www.ugr.es/local /jillana

transformaciones infinitesimales. Sus elementos son:

y' 4 y

D

» rotaciones en las tres dimensiones espaciales:

= boosts (transformaciones de Lorentz puras):

> >
> >

$/ T

Las demaés transformaciones obviamente no forman grupo y se pueden escribir
como producto de inversiones (transformaciones discretas) y transformaciones de

Lorentz ortocronas propias Ap. Son las siguientes.

16



Grupo de Lorentz

2. No ortocronas (AO0 < —1) propias (det A = +1)
Transformaciones tipo:
AP X {dlag(_l Y _)/ dlag(_l T —|_/ _|_)/ dlag(_/ —|_/ T _|_)/ dlag(_; —|_/ —|_/ _)}
Incluye a las inversiones totales, diag(—, —, —, —).

3. Ortocronas (A% > 1) impropias (det A = —1)
Transformaciones tipo:
AP X {dlag(—|—/ —l_/ +/ _)/ dlag(—|—/ —|_/ T —"_)/ dlag(+/ T —l_/ —"_)/ dlag(+/ A _)}
Incluye a las inversiones espaciales, diag(+, —, —, —).

4. No ortocronas (AOO < —1) impropias (det A = —1)
Transformaciones tipo:
AP X {dlag(_/ Y —|_)/ dlag(_/ T —|_/ _)/ dlag(_/ —|_/ Ty _)/ dlag(_/ —|_/ —|_/ +)}
Incluye a las inversiones temporales, diag(—, 4+, +, +).

ww.ugr.es/local/jillana
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Grupo de Lorentz

gr.es/local/jillana

s Veamos cudntos parametros tiene el grupo de Lorentz (de transformaciones
ortocronas propias), tomando una transformacion infinitesimal arbitraria :
AF, = 68 + Wt 1a ecuacion (15) implica:

— AL AV — (5Pl_|_wﬂ)(5v_|_w1/)
Spo = Suvi phh ¢ = Zuvip p)\0r T Wo

Por tanto, w es antisimétrica y tiene 6 pardmetros independientes.

Cualquier A puede escribirse como producto de rotaciones (R), que se pueden
parametrizar con 3 angulos 6 € [0,27] en torno a ejes x, y, z en sentido dextrégiro,
y boosts (L), que se pueden parametrizar especificando las 3 componentes de la
velocidad B € (—1,1) a lo largo de los ejes x, v, z.

A = RL

18



Grupo de Lorentz

ww.ugr.es/local/jillana

» En particular,

(100 0) (1 0 0 0) (1 0 0 O0)

R, = 01 O 0 ,Ry: 0 Co 0 S0 R, = 0 Co —Sp 0 , (20)
OOCQ —5¢0 0 0 1 0 059 Co 0
\0 0 sp cp / \0 —s¢ 0 cp/ \0 0 0 1/

(v 7B 0 0) [y 0 98 0) (v 0 0 98)
|7 oo oo fotoog
0 0 10 B0 4 0 0 01 0
\0 0 0 1 \0 0 0 1/ \78 0 0 7

con ¢y = cosb, sg =sinfyy=1//1-p>

19



Grupo de Lorentz

» Conviene sustituir el parametro de velocidad B por la rapidity # € (—oo, )

1. 1+p
= =1
T=2M1 "8
que es un parametro aditivo, como lo es también 6. Es decir, si hacemos dos

boosts con rapidities 774 y #p a lo largo de una misma direccién 7 entonces

La(na)La(ng) = Lia(na + np). Esto es facil de comprobar a partir de las
propiedades de las funciones hiperbolicas, pues

(22)

v = coshn, B = sinhy. (23)

20
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Grupo de Lorentz

y' A

0)

&3

S

cosf —sinf
sinf cosf

()60

v = coshy

vB = sinhy

X

Yy

|

ww.ugr.es/local/jillana
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Grupo de Lorentz

gr.es/local/jillana

» Hallemos el dlgebra de los generadores tomando transformaciones infinitesimales: -

00 0)

R.(56) =

Ry (66)

R (60)

(1

1
0 1 —o6
0

=1-i69]' = Jt =

=1—1i60]* = J* =

=1—-i68]° = J° =

(0

o o o O

0 0)

0 O
0

i
i 0)

o O O O
o

(24)

(25)

(26)

22



Grupo de Lorentz

>,
=

o O -

c OO =R, O O O = O

S = O O

oS = O

S = O O

=1 —isnK! = K! =

=1 —idnK* = K* =

=1 —inK> = K° =

o O O O O O O o o o O w-

o o o O

S O O o O o O =

(27)

(28)

(29)

23



Grupo de Lorentz

= Notese que, como la variedad paramétrica de los boosts no es compacta, sus

generadores no son hermiticos ((K™)T = —K™).

» E] dlgebra de Lie es

Uk/ ]6] _ iekﬁm]m, [Kk, KK] _ _iekém]m,

ww.ugr.es/local/jillana

J5, K] = iK™ (k,6,m € {1,2,3})

(30)

= Vemos que las rotaciones cierran algebra, pues SU(2) es un subgrupo del grupo
de Lorentz. Sin embargo, los boosts no son un subgrupo.

= Conviene reescribir estos 6 generadores como

1

am = L opigemy, pmo= L gy,

2

2

A"y B™ son hermiticos y verifican el dlgebra de Lie:

[Ak, AK] _ iekEmAm’

[Bk, Bg] — iekmem’

[AF,B*] = 0.

(31)

(32)

24



Grupo de Lorentz

ww.ugr.es/local/jillana

s Es decir, el grupo de Lorentz es localmente isomorfo a SU(2) xSU(2) pues tienen
el mismo algebra.

> Esto nos permite etiquetar sus irreps como (ji, j»), de dimensién (2j1 +1)(2j2 + 1).

> Notese que hemos encontrado irreps del grupo de Lorentz de dimension finita,
pero no son unitarias, porque no es compacto:

A = exp{—i(0"]" + ""K")} = exp{—i(8 -
AT =exp{i(f- T+ - K)} # A" = exp{i(f -

-K)}, (33)
.K)}. (34)

25



Grupo de Lorentz

gr.es/local/jillana

s Otra forma de escribir los generadores del grupo de Lorentz es la siguiente.
Tomamos como pardmetros los 6 elementos independientes de una matriz

antisimeétrica wyy = —wyy. Los generadores son entonces las 6 componentes
independientes del operador antisimétrico [ = —J"#,
1
A =exp {—Ewwli’”’} (35)

(el factor % compensa el hecho de que sumamos Vu, v en vez de Vi < v) con

p

: ]1 — ]23 — _]32
]k _ Eekémlém = ]2 _ ]31 _ _]13 (36)
]3 — ]12 — _]21

Kk _ ]Ok _ _]kO. (37)

26



Grupo de Lorentz

» Los pardmetros se relacionan con dngulos y rapidities mediante

01 — 2 = —w = Wy = —cwy
ok _ %ekﬁmwﬁm = 02— ¥ = — B = wyy = —wrs

%= W= —w? = wiy = —wy
N

» Los generadores pueden escribirse de forma covariante como
() = (805 — 8" ).
> El algebra de Lie de estos generadores es:

U;w, ],00'] — i(gvp];w . gyp]va . gVO']‘up _|_ g“ucfll/p).

es /local /jillana
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(38)

(39)

(40)

(41)
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Grupo de Lorentz || Representaciones tensoriales

s Lo que acabamos de ver es la representacion en cuatro dimensiones del grupo de -

Lorentz, que nos ha servido para definir el grupo. Podemos plantearnos si es
irreducible (lo es) y si es su representacion no trivial de dimensién mds pequenia
(veremos que no lo es). Se llama representacion vectorial del grupo de Lorentz:

2 2o 2] i #
4. A, = [exp{—l(é SESE K)}} o= [exp {—iwaﬁf"‘ﬁ}] (42)

14

Un cuadrivector V¥ (6 V)) es un vector del espacio vectorial invariante e
irreducible sobre el que actia A,

VE = ARVY, V= ANV (43)

Nétese que A y A,/ son representaciones equivalentes, pues estdn relacionadas
mediante una transformacion de semejanza S = gy,

AVU p— glupApO'gm/. (44)

Con frecuencia se identifica el término representacion con el de espacio de
representacion. Asi, diremos que V¥ y V), son irreps equivalentes.

es /local /jillana
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Grupo de Lorentz || Representaciones tensoriales

= V), es el vector asociado al V¥ en el espacio dual, asi que la matriz A/ es la

inversa de A",. En efecto, usando (15):
AYNY = AN goy = A Quo ) M = grpgh? = 6.

» Pueden construirse representaciones de dimensiones mayores mediante el
producto tensorial 4 ® 4 ® - - -. Se llaman representaciones tensoriales y sus
vectores son tensores con varios indices (su nimero se llama rango). Asi, un
tensor de dos indices (contravariantes) T"" se transforma como:

44: T AN A THY

La representacion producto tensorial es reducible. En particular, si T#" es
simétrico (antisimétrico) su transformado también es simétrico (antisimétrico).
Ademas, su traza es invariante (escalar).?

%En efecto, T = g,y T" gWAV pAVUTP‘T = oo I?? = T, donde se ha usado (15).

es /local /jillana
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(45)

(46)
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Grupo de Lorentz || Representaciones tensoriales

s De hecho, los tensores de rango dos pueden escribirse como suma directa de
subespacios invariantes e irreducibles:

4R4=1D6D9I9,

de modo que cualquier tensor de rango dos puede descomponerse en

TH = %LgWT + A*Y + SHY,

T =guTh = TP; (traza),
1
AW = E(TW — T"")  (parte antisimétrica),
1 1
SH = E(TW + TVH) — 1 ¢"'T (parte simétrica de traza nula).

Por el mismo razonamiento de antes, T#Y, Tﬁl,, TVV y TMV son representaciones

(47)

(48)
(49)

(50)

(51)

(reducibles) equivalentes del grupo de Lorentz. Un ejemplo de tensor de rango
dos es el tensor ¢,, que ademas es invariante, por definicion de transformaciéon
Snv 9 p

de Lorentz (15).

ww.ugr.es/local/jillana
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Grupo de Lorentz || Representaciones tensoriales

s Una irrep importante de cualquier grupo de Lie es la representacion adjunta, cuya

dimension es igual al namero de generadores, que se construye a partir de las
constantes de estructura,

(Toy)™ = —if ™. (52)

En el caso del grupo de Lorentz, que es localmente isomorfo a SU(2) xSU(2), la
representaciéon adjunta es precisamente la de los tensores antisimétricos A’,,, que
son combinaciones lineales de la base de generadores (] #)F, de la ecuacion (40).
(Las constantes de estructura de SU(n) son antisimétricas en los tres indices).
Puede comprobarse que, en general, las constantes de estructura satisfacen el
algebra de Lie del grupo usando la identidad de Jacobi:

A/ [B,Cl] +[B,[C, Al +[C, A, B]] = 0, (53)
sustituyendo A = T% B = T?, C = T, lo que implica

fabd fcde 4 fbcd fade 4 fcad fbde —0. (54)

gr.es/local/jillana
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Grupo de Lorentz || Representaciones tensoriales

ww.ugr.es/local/jillana

» Es interesante ver como se transforman las irreps del grupo de Lorentz bajo el
subgrupo de las rotaciones. En general, son representaciones reducibles que se
pueden escribir como suma directa de varias irreps del grupo de la rotaciones,
etiquetadas cada una de ellas por un valor del espin j (recordemos que su
dimension es 2j + 1). Asi,

V¥ = (V9 V) € 4 bajo el grupo de Lorentz, (55)
V# € 0@ 1 etiquetadas por j = 0,1 bajo el grupo de las rotaciones,  (56)

i.e. V0 es un escalar bajo rotaciones (espin 0) y V un 3—vector (espin 1). Por otro
lado,

T €¢4®4 =1 6@9 bajo Lorentz (57)
=091)®(0®1)=06(161)d (06 162) bajo rotaciones, (58)

donde se ha usado que el producto directo de irreps del grupo de las rotaciones es

n®p=n1—p®lh-—fn+1o &1+l (59)
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Grupo de Lorentz || Representaciones tensoriales

= De modo que,

ww.ugr.es/local/jillana

1: TeO0 (es también un escalar bajo rotaciones) (60)\#/
A% (dos 3—vectores indptes bajo rotaciones
6: A elal L
%el]kA]k que se mezclan bajo Lorentz)
61
Por ejemplo, el tensor electromagnético F/Y contiene a los 3-vectores campo (61)
eléctrico E' = —F% y campo magnético B' = —Je'/¥Fik,
Otro ejemplo son los propios generadores (36,37).
(00
9. SWeomlm2 S
S con ZSii = 5%
\ i
(62)

En general, un tensor T#"P~ con N indices contiene espines j = 0,1,...,N.

33



Grupo de Lorentz || Representaciones tensoriales y espinoriales
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» Hemos visto que la representacion vectorial y todas las representaciones

www.ugr.e

tensoriales del grupo de Lorentz contienen representaciones de espin j entero
(0,1, ...) bajo el grupo de las rotaciones. Estrictamente, las representaciones de j
semientero (3, 3, ...) no son vélidas, pues para ellas R/(0) # R/(271) = —1. Sin
embargo, como los observables en mecénica cudntica son cuadréticos en la
funcién de onda, un signo menos global es admisible y podemos aceptarlas. El
grupo de las rotaciones fisicamente relevante no es entonces SO(3) sino SU(2)
(ambos tienen el mismo algebra y, por tanto, las mismas irreps). La representacion
fundamental de SU(2) (grupo de las matrices 2 x 2 unitarias de determinante
unidad) tiene j = % (dimensién 2) y se llama representacion espinorial o espinor.
Sus generadores son las matrices de Pauli:

0
]k — —o", ot = , 0'2 — , 0'3 — (63)
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» Todas las representaciones de SU(2) pueden obtenerse a partir del producto
tensorial de espinores. Por ejemplo,

=06 1. (64)

N —
N | =

» Del mismo modo, las representaciones (ji, j») del grupo de Lorentz pueden
construirse a partir del producto tensorial de las representaciones espinoriales
(3,0) y (0,3), que tienen dimensién (2j; + 1)(2j2 + 1) = 2. Sus vectores se llaman
espinores de Weyl ¢ € (3,0), ¥r € (0, %) y tienen dos componentes. Por razones
que veremos pronto se denominan left-handed y right-handed.
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= Hallemos la forma explicita de las representaciones espinoriales (3,0) y (0, 3):

A=

1.
5(]+1K), B =

y recordando (33) tenemos entonces que

YL -

YR :

— 1 — — — — . — —
S(J—iR)=]=A+B, R=—i(4A-B)
— 5' = - (_j\- iy .5'
A—E, B—Oj]—i, K——IE
- 0O
Ar :exp{(—19—17)-§}
- = 0 - 0 5 .0
0, 2#[ X is
—» o
AR :exp{(—19+17)-5}

ww.ugr.es/local/jillana

(66)

(67)
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= Notese que (3,0) y (0, 3) son representaciones conjugadas:

www.ugr.e

©8)

c*Aio? = Ag.
Para comprobarlo, tsese que 0?c’'c? = —c**. Podemos entonces definir el espinor
conjugado de ¥y, que se transforma como un ¥, del siguiente modo:
¢ =io*y; € (0,3) (seintroduce i por convenio) (69)
Z*HZ(A )_2A 2*:/\ 21 1y%
pues 07y — o (ALYPL N R(CYT).
» Entonces tenemos que definir consistentemente el conjugado de g, que se
transforma como un ¢ del siguiente modo, usando o = —¢g?,
_ .2 1
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» Es importante notar que las representaciones espinoriales son complejas, ya que

—
.

YL — exp {(—19 —7) -

N QU N

PR —> exp {(—i§—|— i) - } YR, (72)

de modo que, aunque ;. y Pr sean reales en un sistema de referencia no lo seran
en otro.

» Sin embargo, en la representacion vectorial y sus representaciones tensoriales de
rango superior se puede imponer la condicion de ser reales, V]j =V, T;jv = Ty,

etc., que es consistente para cualquier sistema de referencia pues A’, es real.

es /local /jillana
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} ll)L/ (71)
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= Por cierto, la representacién espinorial (3, 3) tiene dimensién compleja 4. Sus
vectores estdn compuestos por dos espinores de Weyl independientes

((¥L)a, (é’R)ﬁ), a, 5 € {1,2}. Puede verse que
Crotyr y oMy
se transforman como cuadrivectores contravariantes donde

= —iorzéjg, PR = iaztp{, ct=(1,0), o =(1,-0).

es /local /jillana
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» Un campo es una funcién de las coordenadas con propiedades de transformacién -

bien definidas bajo el grupo de Lorentz. En general, si las coordenadas se
transforman

i x™" = Af,xY  (infinitesimalmente: x'# = x# + §x#)
un campo ¢(x) (que puede tener o no indices Lorentz u otros) se transforma

p(x) = ¢'(x).

(73)

(74)
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= Nuestro objetivo es construir teorias de campos invariantes Lorentz. Para hallar
las representaciones del grupo de Lorentz en este espacio de funciones tenemos
que comparar ¢(x) con su transformacion infinitesimal ¢'(x) = ¢'(x" — dx):
6p(x) = ¢'(x) — p(x) = ¢'(x" — dx) — p(x)
= ¢'(x') = 6xP9pp(x) — p(x)

= ()~ 90) + S (" Vox0pp(x) = — ST} 9(x),
(75)

donde | (Zw son los generadores de la representacion infinito-dimensional del grupo
de Lorentz sobre el campo ¢. En el pentltimo paso hemos aproximado d,¢’(x)
por d,¢(x), pues difieren a siguiente orden en dx, y en el tltimo hemos escrito

5x° = — s (M)ox, (M) = (g8 — g 5}). (76)

ww.ugr.es/local/jillana
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Bajo transformaciones de Lorentz, los campos escalares cumplen
¢'(x') = o(x).
Entonces, a partir de (75),
i i

5p(x) = ([ (x) = — 5w L p(x)

=L" = —(J")F,x79, = i(x"9" — x'9").

es /local /jillana
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77)

(78)
(79)

Recordando que p* = id¥, vemos que los generadores son L¥' = x¥p" — xVp#. En

particular, el generador de las rotaciones es el momento angular orbital, como
de esperar:

i = _ez]kL]k _ €z]kx] k.
> p
Notese que las representaciones de dimension infinita del grupo de Lorentz si

pueden ser unitarias y ésta es unitaria porque los L*" son hermiticos.

era

(80)
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» Bajo transformaciones de Lorentz, los campos de Weyl cumplen
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Pr(x) = ¢p(x) = ALpr(x),  Yr(x) = Pr(x’) = ArYPr(x). (81);

» Entonces, a partir de (75) y centrdndonos en 1 (x),

S (x) = (AL~ 1)pr(x) + s o2 Bpipr (1)
= —SwuSPL(x) = sl PL(x) = el Yux),  (62)

donde hemos aplicado (78) al segundo sumando y hemos sustituido

i . N . N
AL —1= —Ewwsﬁv = —i(6-J+7-K), J= 5 K=-iz. (83)
= Por tanto, los generadores en la representacion de campos de Weyl son
Ji¥ = LM + SI". En particular, los generadores de las rotaciones (momento
angular total) son Ji = = =L+ G, que tiene dos contribuciones: la orbital,

L' = €/*x/p¥, y la debida al espin, S' =

|q¢
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de Weyl, Dirac y Majorana

= Los generadores de los boosts son JP* = L% —

ak, que no son hermiticos, y por

es /local /jillana

www.ugr.e

tanto la representacion infinito-dimensional del grupo de Lorentz en campos de

Weyl 11 no es unitaria.

» Del mismo modo, puede verse que para el ¥r(x),

i
OPr(x) = 5

donde
i nv

wyvlﬁvlpl{(x)/ ]1],;/ — [ + Sl/lv’

—~i(8-

J+i-K), J=5, K=i

I\)IQl
N | Ql

(84)

(85)

Sus generadores de las rotaciones, |, = L' + S, son los mismos que para el i (x).
Los generadores de los boosts son J% = L% + 5 10*, que no son hermiticos, y por

tanto la representacion infinito-dimensional del grupo de Lorentz en campos de
Weyl 1r no es unitaria tampoco.
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= Notese que bajo una inversion de las coordenadas espaciales, que llamamos

transformacion de paridad (la hemos excluido en nuestra definiciéon de grupo de
Lorentz),

—

—B=]—], K—-K=A+B (86)
//mlirror
o0— [ ¢

vl

«— P

» Esto significa que la representacion (ji, j») del grupo de Lorentz no es una
representacion valida si incluimos la paridad, a no ser que j; = j, pues el
transformado bajo paridad de un vector de (j1,j2) es un vector de (j, 1) En

particular, los espinores de Weyl, ya sean de (%,0) o de (0, 3), no forman
subespacios invariantes bajo paridad.

45



Representaciones sobre campos || de Weyl, Dirac y Majorana

» Sin embargo, podemos definir el campo de Dirac, de cuatro componentes

complejas:
o) = | ) (87)
Pr(x)

que bajo transformaciones de Lorentz (ortocronas, propias), x# + x't = AP xY,

AL 0
P(x) = ¢'(x') = App(x), Ap = ( - ) (88)
0 AR

01\
O R

y bajo paridad, x* = (t, %) — & = (t, —X),

px) o 9/ (5) = ("’R(

ww.ugr.es/local/jillana
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» El conjugado de carga de un espinor de Dirac es otro espinor de Dirac,

c _'0.2 * 0 0.2

¢f io*y; —o* 0

y, por supuesto, ()¢ = . Nétese que las coordenadas x# no cambian bajo
conjugacion de carga.

s Los campos de Dirac y no los de Weyl son los objetos basicos en las teorias de
campos invariantes bajo paridad, como la QED y la QCD.

ww.ugr.es/local/jillana

(90)
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de Weyl, Dirac y Majorana

» Finalmente, un espinor de Majorana es un espinor de Dirac en el que {1 y ¢)r no

son independientes sino que

YR = Jic*YP; = Py =

Y

Cio

7> = 1.

gr.es/local/jillana

91)

Tiene dos grados de libertad, como un espinor de Weyl, pero es autoconjugado de

carga,

Py

c
M

CYr

iy

= "Pm-

(92)
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» Bajo transformaciones de Lorentz, los campos vectoriales cumplen

VE(x) — VH (') = AL VY (x).

» Entonces, a partir de (75) y (78),

SVI(x) = (A", = 85)VV(x) — swpeLP7VH (x) = —zwpe ]t VF(x).

1 1

2 2

m Si escribimos, como antes, ]@U — [P7 4+ SP7 vemos que

T

|

2

1
w0po (S )y = —3wpa )y = S = J°°.

ww.ugr.es/local/jillana

93)

(94)

(95)
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» El grupo de Poincaré incluye las transformaciones de Lorentz y las traslaciones
espacio-temporales,

xt = x'* = xH + ak. (96)
= Si tomamos una traslacion infinitesimal a# = €¥,

Xt = (1 —ie,PP)xt = dxt = el = —ie, PPx
= PP =i0". (97)

Asi que los generadores de las traslaciones son las 4 componentes del operador
cuadrimomento P¥. La traslacion (96) se escribe, por tanto, exp{ —ia, P¥}.
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» El dlgebra de Poincaré, escrita en forma covariante, es

[P*,PY] =0, 98)

[PF, ] = i(g"P7 — g7 PP), (99)
JH TP = A(gP TR — gMPTY — g TR 4 gHTTP). (100)

» La dltima linea corresponde al dlgebra del subgrupo de Lorentz (41). Las
traslaciones son también un subgrupo. Conviene explicitar las relaciones de
conmutacion entre los generadores de las traslaciones y los de rotaciones y boosts:

[P°, "] =0, (101)
[Pk, J°] = iekmpm, (102)
[P, K] = iPk, (103)
[P¥ K‘] = iP5, (104)
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= Asi que, como el hamiltoniano es H = PY (generador de las traslaciones ‘
temporales), tenemos que [H, P¥] = [H, J¥] = 0 pero [H, K¥] # 0. Esto no significa -
que solo momento lineal y momento angular total son cantidades conservadas,
porque K' depende explicitamente del tiempo de tal forma que

d . ko, 9 ok
SKE =i[H, K] + S K = 0. (105)

Asi que también hay cantidades conservadas asociadas a los boosts, como
veremos al estudiar el teorema de Noether en el siguiente tema.
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* Ya hemos visto que los campos forman representaciones de dimensién infinita del
grupo de Lorentz, con generadores :

JH = LI + S, (106)
donde L* = i(x#9dV — xVo*) y S*¥ depende de si el campo es escalar, espinorial, ...

» Hallemos ahora la representacion de las traslaciones. Para ello, imponemos que
para cualquier componente, ya sea tensorial o espinorial del campo, se cumple

o (x) = p(x), x=x"+tat (107)
Entonces, haciendo una translacién infinitesimal a# = €¥,

op(x) = ¢'(x' —€) —Pp(x) = ¢'(x') — €"0up(x) — p(x) = —€"9up(x).  (108)

Por tanto, comparando esta expresion con

' (x' =€) = exp{—i(—ex) P'}¢'(x') = 0 (x) = iex PH¢(x) (109)

tenemos que P¥ = id¥.
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s Para ver que lo que hemos obtenido es consistente, podemos comprobar la regla
de conmutacion (99) usando la representacién sobre campos de los generadores
del grupo de Lorentz (106) y de las traslaciones (109) y teniendo en cuenta que

SH es independiente de las coordenadas espaciotemporales y por tanto conmuta
con o¥,

[PH, 7] = [P*, L] = [id*,i(xP0” — x70F)]
= —(gMP97 — gM79P) = i(gMPP7 — ¢H7PP), (110)

donde hemos aplicado la regla [A, BC| = [A, B|C + A[B, C] y sustituido
9", 5] = g
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= Ya hemos visto todo lo que necesitamos para construir lagrangianos de campos
invariantes bajo Poincaré. Cuando cuanticemos los campos veremos que éstos
crean y destruyen particulas (y antiparticulas). Es conveniente entonces identificar
el espacio de Hilbert de estados de una particula, invariante bajo Poincaré, es
decir, irreps del grupo de Poincaré etiquetadas por sus operadores de Casimir y
cuyos vectores vienen especificados por ntimeros cudnticos que son autovalores
de un conjunto de generadores que conmuten entre si (y de otros operadores que
conmuten con ellos), |7, /s, ... ).

» El grupo de Poincaré tiene dos operadores de Casimir:
m* = P,P" y W,WF, (111)
donde W# es el cuadrivector de Pauli-Lubanski definido por

1
WH = —2 €7y, Py, (112)

es /local /jillana
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= Ambos operadores conmutan, pues
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1
[WH, P*] = —2 el [Jyp Py, P*]

1

— _EevaU(]Vp Py, P*] + va/ P*|P;)
1

= —56”"”(82‘1’1/ — &vPp)

1 1
_ __eyvocapv 4=

: S€!"P7Py =0, (113)

» Ademas m? = P,P* y W,W¥ son invariantes Lorentz. Por tanto, son operadores
de Casimir (conmutan con P y Jf7) y podemos usar sus autovalores para
etiquetar las irreps y calcularlos en el sistema de referencia que queramos.
Tenemos que distinguir dos casos:
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m Casom #0

Usemos el sistema de referencia en reposo, p* = (m,0,0,0). Entonces,

Wl =0
w2
Wi — ko ik ik ik — i = W WH = —mj(j +1). (114)
2 2
Es decir, las irreps estdn etiquetadas por m, j y los vectores por |j3 = —j...]),

donde j es el espin. Vemos que las particulas masivas de espin j tienen 2j + 1
grados de libertad. Esto es asi porque, una vez que hemos hecho un boost para
llevar la particula masiva al sistema de referencia en el que su cuadrimomento es
pt = (m,0,0,0), tenemos total libertad para rotar en tres dimensiones el sistema.
Decimos que el grupo SU(2) es su grupo de Lorentz pequefio (conjunto de
transformaciones de Lorentz que dejan invariante una eleccion dada de p#*).
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m Casom =20
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No existe el sistema de referencia en reposo. Podemos elegir uno en el que

pt = (w,0,0,w), que describe una particula sin masa que se mueve en la
direccion del eje z. Entonces,

\

“WO0 = W3 = C(J]3
W = w(Jt + K?)
W2 = w(J? — K)

/

En este caso el grupo pequ

= WWH = —?[(J'+ K>+ (P - K. (115)

efo son las rotaciones en el plano perpendicular a la

direcciéon del movimiento (el plano (x,y) en nuestra elecciéon), que es SO(2), cuyas
irreps son unidimensionales (grupo abeliano) y se etiquetan por un ntimero

h € {0, +141,... } llamado helicidad (proyeccién del momento angular en la
direccién del movimiento):®

h=p-T. (116)

4Los elementos de SO(2) en la irre

p h vienen dados por R(6) = exp{—ih6}.
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» Casom =0
Notese que h = j3 en nuestra eleccion de direccion del movimiento, con j3 = +£j.

Las irreps h y —h son distintas (no se mezclan bajo transformaciones de Poincaré),
aunque en teorias simétricas bajo P las particulas sin masa correspondientes
reciben el mismo nombre; se dice que estdn en dos estados distintos de helicidad.
Asi se habla de fotén (m = 0, ] = 1) dextrégiro/levégiro si h = £1. También
decimos que el fotén es una particula sin masa de espin 1, aunque en realidad no
existe el estado con j3 = 0. Del mismo modo, veremos que los campos de Weyl sin
masa ;. y Yr (m = 0,j = %) tienen helicidad h = —3, h = +3, respectivamente y
representan a particulas distintas si la teoria no es simétrica bajo paridad

(e.g. en el SM si no tiene masa el neutrino es vy y el vg podria no existir).

Un dltimo comentario: siempre podemos hablar de helicidad como la proyeccién
del momento angular en la direcciéon del movimiento, pero solamente es una
cantidad invariante bajo transformaciones de Poincaré para particulas sin masa.

A veces se usa el término quiralidad, que tiene que ver con si la particula se transforma bajo la representacion left-handed
o la right-handed del grupo de Lorentz. La quiralidad coincide con la helicidad para particulas sin masa.
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