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Introduccion y motivacion

* En 1920s, Schrodinger, Heisenberg y otros: formulacion habitual de la MQ.

e En 1933, Dirac not6 que, en contraste con MC, la accion parecia irrelevante.

Asi que especuld, sin éxito, con que el propagador de la MQ fuera exp{iS/h}
con S la accion clasica a lo largo del camino clésico.

* En 1948, Feynman logr6 derivar una nueva formulaciéon de la MQ:
escribir propagador como una suma sobre todos los posibles caminos
(no solamente el camino clasico) entre un estado inicial y otro final,
cada uno de los cuales contribuye con exp{iS/%}.

= la particula cudntica toma todos los caminos y la amplitud de probabilidad de
cada uno se suma, de acuerdo con el principio de superposicion de la MQ.

es /local /jillana
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Introduccion y motivacion

* En realidad, en MQ de una particula las integrales de camino no ofrecen
ningtn resultado nuevo y los cdlculos son mas dificiles.

e Sin embargo, muy ttil en situaciones complicadas, como en teoria de campos.

* En cualquier caso, el formalismo de integrales de camino constituye una
aportacion fundamental a la MQ:

(i) Nueva forma muy interesante e intuitiva de visualizar los procesos cuanticos.

(ii) El limite cldsico de la MQ se entiende de una forma muy natural.

s/local/jillana
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Introduccion y motivacion

* En TQC (relativista o no) las integrales de camino juegan un papel central:

(i) Forma relativamente sencilla de cuantizar los campos: cuantizacion funcional.
Permiten obtener sistemdticamente las funciones de Green (amplitudes de
probabilidad de procesos fisicos: scattering y desintegracion de particulas).

ii) El tratamiento con integrales de camino de las teorias de campos gauge
& pos gaug
(especialmente las no abelianas) es muy elegante y casi imprescindible:
gauge fixing y campos fantasma aparecen sin esfuerzo.

(iii) Fendmenos no perturbativos, como solitones e instantones, se pueden
entender mds facilmente mediante integrales de camino.

(iv) Ponen en evidencia la estrecha relacion entre mecanica estadistica y mecéanica
cuéntica, o entre teoria estadistica de campos y teoria cudntica de campos.
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Repaso del formalismo de cuantizacién canénica

e Un sistema clasico con n grados de libertad g;, i = 1,...,n, viene descrito por el

w.ugr.es/local/jillana

lagrangiano L(g;, ;). En el formalismo hamiltoniano se sustituyen las velocidades

4; por los momentos conjugados p;,

oL | |
Pi= 5 7 H(qi, pi) = pigi — L(qi, 4i) - (1)

La cuantizacidn canénica consiste en promover a operadores las coordenadas (§;)
y los momentos (p;) e imponer relaciones de conmutacion (a tiempos iguales, en
la imagen de Heisenberg):

q:(t), pj(t)] = ind;; . (2)

e La generalizaciéon a un medio continuo descrito por un campo escalar ¢(x) es

ot
o

Campos bosonicos (fermiénicos) < relaciones de conmutacién (anticonmutacion).

Pz, t), g (y, t)] =ind(x —y), 7y (3)




Repaso del formalismo de cuantizacién canénica

* Los campos cuanticos libres son combinaciones de operadores creacion y
aniquilacién de modos particula y antiparticula con cuadrimomento bien
definido, que forman un espacio de Fock de estados multiparticula.

* En presencia de interacciones, la formula LSZ nos permite escribir la matriz de
scattering en términos de funciones de Green: valores esperados en el vacio de
productos de campos ordenados temporalmente.

e Expresando los campos en la imagen de interaccion las funciones de Green se
hallan perturbativamente, haciendo uso del teorema de Wick.

es /local /jillana
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La integral de camino en MQ

Para comprender el formalismo de integrales de camino, consideremos el sistema
cudntico més simple: una particula no relativista de masa m que se mueve en una
dimension sometida a un potencial V. Su hamiltoniano (insertamos i y *) es

A= vi), mp=in. (4)
Recordemos que en la imagen de Schrodinger los estados evolucionan con el tiempo,

s (1) = e M yo) (0) (5)

mientras que en la imagen de Heisenberg los estados son independientes del tiempo,

p, ) = el o) (1) (6)

(aunque recuerdan el t en que se han definido) y los operadores evolucionan.
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La integral de camino en MQ

En la imagen de Heisenberg llamaremos |x, t;) al vector que en un instante ¢; es
autoestado del operador posicién £(¢;) con valor x, es decir,

X(t) |x, t;) = x |x, t;) (7)
donde
x, t;) = elHhi/M | x;) (8)
siendo |x;) = |x) (#;) el mismo estado escrito en la imagen de Schrodinger.

Supongamos que queremos calcular la amplitud de probabilidad de que la particula
viaje desde un punto x; a otro punto xy en un tiempo At = {; — ;. En el formalismo
candnico esta amplitud viene dada por

A= (xp tylai ti) = (xp e A ) 9)

w.ugr.es/local /jillana
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La integral de camino en MQ
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Notese que en cada instante fijo ¢, los estados |x, t) forman un conjunto completo,

1= /dx |x, t) (x, t| (10);

donde en adelante se sobreentiende que las integrales van desde —oo hasta oo.
Tomemos tiempos intermedios t, € {fo,t1,...,tn} cont; =t <ty < --- <ty =ty

te—t;
ty =to+ndét, Ot= N (11)
Entonces la amplitud (9) puede escribirse
(xf, te|xity) = /dx1 (xp trlxr, tr) (e b fxi 1)
_ / duydxy (g, b |2, t2) (xa, to|x1, 1) (1, b1 [, 1)
N-1
_ / dxy - dxn 1 [T (st tga | % ) (12)

n=0
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La integral de camino en MQ

donde x; = x¢, xy = xn. Y para Jf suficientemente pequerio,

<xn—|—1/ bt |xn/ tn> = <xn—|—1| e 1HO/M ‘xn>

= (xy11| (1 —iH8t/R) |x,) + O(6t)* .

Utilizando ahora la base de momentos

1= [ dplp) (o

y la siguiente normalizacion de la onda plana,

1

_ ipx/h
(xIp) = Gy

e

que es consistente con

Sx =) = [ dp(xlp) (ply) = [ 5 beven
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(15)

(16)
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La integral de camino en MQ

podemos escribir, despreciando términos de orden (5t)?,

(Xpt1, bt | Xn, tn) = (x| (1 —iHSt/R) |x,)

— [ dpu (xusalpa) (al (1= iF16/1) |,

= [ dpu(asalpa) (1= iH(pu, 20)6 /1] (puf)

/dpn ipn(x,11— xn)/h —iH (pn,xn)ot/h
2mth

dpy i Xn+l — Xn
/Zrth exp {h [pn 5 H(pn,xn)] 5t} :

Sustituyendo en (12) obtenemos

. dpo  dpn-1
(xf,t|x,t;) = lim /dxl---de 1/271?1 oz

NZIT oy
X exp {;l Z [Pn +15t n _H(pn,xn)] 5t} :

ww.ugr.es/local/jillana
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XN, con extremos fijos:

. X(tN)

X0, - -

.,XN—1 Yy que cada conjunto de valores define un camino x(t) dado

La integral de camino en MQ
Notese que en la expresion anterior estamos integrando sobre todos los valores

por la interpolacion de x(fg)

posibles de xq, ..
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La integral de camino en MQ

Hay ademads una integral sobre N momentos pg, ..., pn—1. Esta expresion es por
tanto la version discretizada de la integral funcional

(xf, te|xiti) = /Dx(t)Dp(t) exp {;l/: dt [px — H(p,x)]} (19)

donde las funciones x(t) estan fijas en los extremos, pero las p(t) no. La medida
funcional es la integral estandar sobre el espacio fésico.

En nuestro caso (4) el potencial no depende de las velocidades. Podemos hacer la
integral sobre los momentos. La contribucién de V(x) factoriza y el resto se obtiene de

dpy, , idt (X1 —%n))  / m \1/2 im(x,.1 — xn)?
/ 271th eXp{ Pt TP - (2mh5t) P 2hot (20)

donde se ha usado

/ 0 (21)
oo 27T d7ta

y se ha prolongado analiticamente el integrando oscilatorio tratando iét como real.

ww.ugr.es/local/jillana
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La integral de camino en MQ

ww.ugr.es/local/jillana

Asi que,

N/2
<Xf, tf‘xi, ti> = lim (271'1;1(%) /dx1 - -de_1

N—o0
i N=1m [/« — Xy 2
X exP{h y° > ( n+1(5t ) — Vi(xy)

n=0

&} |
(22)

La expresion anterior es la version discretizada de la integral funcional:

(xf,te|xi ti) = /Dx(t) exp {;l/titf dt [%xz — V(x)}} . (23)

[Dx(t) involucra una normalizacién que en la versién de campos D¢ serd irrelevante]

16



La integral de camino en MQ

Es decir,
i o
(rpotylits) = [ Dx(tyexp { 5ix(o) } 24)
donde la accién S|x(t)] es un funcional de todos los posibles caminos, dada por:
'y : : m . »
S[x(8)] = / dt L(x,x), Lix®) = 252~ V(x) (25)
t;
B
A

17
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La integral de camino en MQ

El resultado que acabamos de obtener era esperable. En MQ), cuando un proceso
puede tener lugar por varios caminos la amplitud de probabilidad es la suma
coherente (principio de superposicion) de las amplitudes por cada camino.

Debemos interpretar el simbolo Dx(t) como suma sobre todos los caminos.
Piénsese en el experimento de la doble rendjja:

camino 1

camino 2

es /local /jillana
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La integral de camino en MQ
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Que la fase de cada una de las amplitudes sea sencillamente la accion dividida por i~
también tiene sentido: la diferencia de fase entre los dos caminos para una particula

que pueda pasar por ambas rendijas es

1 [ modt muit mDd  pd d
A‘P—h( 2 2 )Nm “h T

donde se ha usado que los caminos 1 y 2 se recorren con velocidades v; = D/t y
vy = (D +d)/t, respectivamente, siendo d < D, de modo que v = v; = v, y se ha
introducido la relacion debida a de Broglie p = h/A con p = mv.

(26)

19



La integral de camino en MQ
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Ademas, en el limite clasico (i — 0) obtenemos directamente que solamente hay un

camino que contribuye, el que minimiza la accién, como postula el principio de

Hamilton.

En efecto, la aproximacién de fase estacionaria establece que la tinica contribucién a la
amplitud de probabilidad cuando S > 1 es la que corresponde al camino clésico, en

el que la variacion de la accion es

ox(t)

S[x(t))

cl

=0

(27)
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La integral de camino en MQ
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Finalmente vamos a descubrir otro resultado interesante que nos serd util después.
Hemos escrito la amplitud de probabilidad <x fky ]xi, ti> como una integral de camino,

{
CTATIEA :/Dxeis/h, S:/fdtL. (28)

£
Veamos ahora que el elemento de matriz del operador posicién en la imagen de

Heisenberg £(t) entre esos mismos estados, en un instante ¢; cualquiera entre t; y t,
es la integral de camino pesada por la funcién x(t),

<Xf, tf‘ f(t1> \xl-, ti> — /Dxx(tl)eis/h (29)

y, lo que es atin mas interesante, el elemento de matriz del producto ordenado
temporal de n operadores posicion es la integral de camino del producto de funciones,

(g b T{2(t) - 2(10) ) i ) /Dxxt1 x(ty) €S/ (30)

21



La integral de camino en MQ

Probémoslo. Noétese que la integral sobre todas las funciones x(t) con extremos fijos
la podemos denotar como

x(tf):xf 00 x(t)=x x(tf):xf
/ Dx = / ] = / ds / dx] / dx] | (31)
x(t;)=x; —00 x(t;)=x; x(t)=x

que hemos separado por conveniencia en dos trozos. También podemos separar

t

tf 1 f
/ dtL= [ dtL+ [ dtL, (32)
t t

i t

asi que

22
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La integral de camino en MQ

/Dx x(ty)els"

[ </;:§“:w USTINY

1

> (X, 11 |xi, £)

(t1)=x

1

x(tf):xf :
[dx] exp {—

h

ww.ugr.es/local/jillana

Ly
[ )
t

(33)

Por otro lado, como los x(t;) son nimeros, que conmutan, podemos reordenar de

mayor a menor todos los tiempos {t1, ...,

t,} de modo que f; > - - -

trivialmente, iterando el procedimiento anterior, que

/Dxx ) - x(ty) et = /Dxx t) -

(fn) iS/h __

<3Cf, tf‘ T{x tl)

> t, y encontrar

R(tn) ;| xi £i)
(34)

23



Cuantizacion funcional de campos escalares || Funciones de Green

Podriamos haber hecho toda la discusiéon de la seccién anterior suponiendo un
sistema de particulas descrito por un conjunto finito de coordenadas generalizadas
{g;(t)} donde j va desde 1 hasta el nimero de grados de libertad.

Bastaria entonces cambiar la integral funcional / [dx| por / I [ldq]-
j

Si en cambio tenemos un medio continuo el sistema viene descrito por un campo, una
funcion de las coordenadas espaciales y el tiempo. Consideraremos para empezar el
caso mas simple, un campo escalar,

i) — ¢z, t) = ¢(x) . (35)

Entonces la amplitud de transicion, andloga a (24), desde una configuracion inicial del
campo ¢;(x) en t; a otra final ¢¢(x) en t¢ es

P(trx)=¢s(x) i [t
<(Pf(££),ff{§bi<w),ti> :/ D(P exp {—/ d XE} (36)
o(t;,@)=¢i(@) i,

ww.ugr.es/local/jillana
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Cuantizacion funcional de campos escalares || Funciones de Green

donde se ha introducido la densidad lagrangiana a partir de

w.ugr.es/local/jillana

= / d’x £ (37)5j

y se supone un potencial independiente de derivadas de campos con lo que el
hamiltoniano es cuadrético en los momentos, que pueden integrarse como en (20):

L= Lo~V = 5(@up)® — m? V(@) (39)

La medida de integracion D¢ involucra de nuevo una constante complicada que no
necesitaremos escribir explicitamente.

Ahora tomaremos |¢;(x), t; = —co) = |0, —0), |p¢(x),tf = 400) = |0, 4-00) (el vacio)

como configuraciones inicial y final de los campos en t — F oo, respectivamente. Esas

seran nuestras condiciones de contorno en adelante. Entonces (36) se convierte en

(0, +00[0, —co) :/D(peis/h, S :/d4x£. (39)

25



Cuantizacion funcional de campos escalares || Funciones de Green
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También podemos hallar, en analogia con (30), los elementos de matriz de productos
ordenados temporales de operadores de campos cudnticos como

(0, 00| T{P(x1) - - - p(x) } |0, —00) = / Dpp(x1) - -~ Pp(xn) " . (40)

A partir de ahora, denotaremos el vacio inicial simplemente como |0) = |0, —c0). Si el
vacio es estable, entonces al dejarlo evolucionar entre —oo y 400 seguiremos

encontrando el mismo vacio, lo que en mecénica cudntica significa que ambos estados
difieren a lo sumo en una fase:

0, +00) = el* |0, —co) = e = (0, +-00|0, —00) . (41)

Aplicando (39) obtenemos esa fase y podemos escribir

1) - b(x,) i/
O T{B(r) -} o) = LA g @)

[la normalizacién de la medida de integracion se cancela entre numerador y denominador]

26



Cuantizacion funcional de campos escalares || Funciones de Green
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> Hemos expresado los elementos de matriz en el vacio de productos ordenados

www.ugr.e

temporales de operadores de campos en términos de integrales de camino. Estos °©

objetos se llaman funciones de n puntos o funciones de Green pues, como
veremos, son funciones de Green G (x1,...,x,) de operadores diferenciales.

Los campos que aparecen en las expresiones anteriores no son en principio libres,
sino sometidos a un V(¢). En el formalismo candnico (campos son operadores),
las funciones de Green se obtienen escribiendo el miembro de la izqda en la
imagen de interaccién y aplicando el th de Wick a un desarrollo perturbativo.

Calcularemos las funciones de Green en el formalismo de integrales de camino
(campos son funciones), primero para campos libres y después en interaccion.
Para ello manipularemos el miembro de la derecha de (42). La ventaja es que, en
principio, este lado de la ecuacion estd también definido mads alla de la teoria de
perturbaciones, lo que permite calcularlo con otros procedimientos, por ejemplo,
discretizando el espaciotiempo en un reticulo (lattice).

> Pero antes, tenemos que incidir en un detalle importante que hemos ignorado.

27



Cuantizacion funcional de campos escalares || Rotaciéon de Wick
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En el caso de una particula, hemos visto en (24) que la amplitud de la transicién entre -
Xi, t; y xg,tf viene dada por :

(xf, te|xiti) = /Dxexp {%Atf dtL(x,fc)} (43)

con la condicion de contorno x(t;) = x;, x(tf) = xy, siendo H = p*/(2m) + V(x), lo
que es suficientemente general para nuestros prop0sitos.

Pero en teoria cuantica de campos las particulas son creadas (en una colisién o en una
desintegracion) en f; y destruidas al ser observadas (deteccion) en t;. El acto de
creacion puede representarse mediante una fuente y el de destrucciéon por un
sumidero, que puede verse también como la desaparicion de la fuente. Lo que
nececesitamos conocer es la amplitud de la transicién vacio-vacio en presencia de una
fuente que llamaremos J(t), es decir,

(0, 40010, —OO>] (tf = —t; — 00) . (44)

28



Cuantizacion funcional de campos escalares || Rotaciéon de Wick
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Esta representacion se debe a Schwinger (1969) y consiste en modificar el lagrangiano -

L — L+hj(H)x(t) . (45)

La fuente | # 0 solamente entre ¢; y ¢ I siendo T; < t; <t 5 < Ty. Entonces

. T
<Xf,Tf‘xi,Ti>]:/DxeXp{;l/T.fdt(L—i—hIX)} (46)

que podemos separar en

<Xf, Tf‘xl-, Ti>] = /dx’dx <Xf, Tf]x', tf> <x', tf X, ti>] <x, ti\xi, Ti> . (47)

Ahora usamos (8) e introducimos un conjunto completo de autoestados de la energia
¢n(x) = (x|E,) conlo que ...

29



Cuantizacion funcional de campos escalares || Rotaciéon de Wick

s/local/jillana

www.ugr.e

(xf, Tr|x' tg) = (x| o iH(Tf—ty) ) = Zq’m x7) @l (x e En Tt/ (48)
<X, ti|xi/ Ti> — <X| e_ H ‘xl Z(Pn % xz —iE, (t;—T;)/h . (49)

Si tomamos el limite T; — —coe ™ y Ty — o0 e %, con un dngulo de rotacién
arbitrario 0 < 6 < 71/2, conseguimos que a las sumatorias anteriores solamente
contribuya el estado con E,; més pequefio, Ey, (estado fundamental = vacio). Esto es
asi porque ImT; = i|T;| sin d y entonces el término (i/#)E,T; tiene una parte real
negativa que produce un factor de supresién e~ (1/ME:Tisind Jdem para término Ty

Ty

30



Cuantizacion funcional de campos escalares || Rotaciéon de Wick
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Entonces,
llm X ,T X;, T o llm X * X e_iEO(Tf_Ti)/h
Ti—>—ooe—i5< f f‘ ! Z>] Ti%—ooe—ifs g00< f)ql)O( l)
Tf—>—|—00 e— 10 Tf—>—|—00 e—i0
iEg(tr—t;) /N
x elfoltr—ti)/ /dx’dx @o (X ) po(x) (X, ts]x, ti>] (50)
Si ahora tomamos tf = —t; — oo, de la expresion anterior obtenemos:

, Jim (xf, Tg |xi, Ti),
Tf—>—|—00 e_i(S

0, +00|0, —00), = : (51)
< ‘ >] lim GDO(xf)qDS (xi>e—1E0(Tf—Ti)/h
T;——o0e™10
Tf—>+006_i(5
pues (x,t|Ey) = e iEot/7 (x|Eq) = e~ 1Eot/Tpy(x) y la segunda linea de (50) vale
(0, +00[0, —00); = tigr?oo dx'dx (Eo|x',ts) (x', tf]x, ti>] (x,t;|Eg) - (52)
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Cuantizacion funcional de campos escalares || Rotaciéon de Wick
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El denominador de (51) es simplemente un factor numérico. El numerador es el
término importante y viene dado por (46) tomando un limite de tiempos complejos:

www.ugr.e

. Tf
(0, 4000, —00); o Lim /Dxexp {1/ dt(L+h]x)} : (53)
T;——ocoe 10 h T,

Tf—>—+—OO e—10

Notese que, en vez de hacer la rotacion de Wick, podriamos haber aislado igualmente
la contribucién del estado fundamental afiadiendo al hamiltoniano en (48) y en (49)
1: .2

un término —ziex” con € > 0. Esto es equivalente a afiadir —I—%iex2 a L, asi que

tenemos alternativamente
: 0o 1
(0, +00[0, —00), m/Dxexp{%/ dt (L+h]x+§iex2>} (54)

donde ahora los tiempos se integran sobre la recta real y tomamos € — 07 al final

para lograr nuestro propésito sin alterar el lagrangiano. Esta es la prescripcién de
Feynman.

De forma analoga se procede si en vez de una particula tenemos un campo.
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Cuantizacion funcional de campos escalares || Rotaciéon de Wick

es /local /jillana

www.ugr.e

Como comentario final es importante notar que la introduccién de un término
complejo apropiado en el lagrangiano hace posible que la integral de camino (42) sea ©
convergente, lo que esta relacionado con la ordenacién temporal y la causalidad.

Una version simplificada del mismo tipo de integral es

/ dt e = ; siImz >0, (55)
0

que solamente es convergente si z tiene una parte imaginaria no nula y positiva,

aunque sea pequena.

Vamos ya a calcular las funciones de Green en el formalismo de integrales de camino,

primero para campos libres y después en interaccion.

Nota: En adelante, utilizaremos unidades naturales (i1 = 1).
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Definimos (en cuatro dimensiones) la derivada funcional, §/6](x), a partir de

0 0
= 0*(x — o bien /d4 = ¢P(x) . 56
1 1) =8 =) i | SYIWem) =9k . 6o
Se trata de una generalizacion a funciones continuas de la regla para vectores,
d . d
a—xix]' — 51] o bien a—xl X]:x]k] — ki . (57)

Para hacer derivadas funcionales de funcionales mas complicados basta con aplicar la
regla de la cadena. Por ejemplo,

5]((53() =P {i / dyJ (y)(P(y)} = i¢(x) exp {i / d*y ] (y)(l)(y)} - (58)

Y si el funcional depende de derivadas de la funcion |, integramos por partes antes de
hacer la derivada funcional:

5
0] (x)

[ dva Vi) = -0,V (x) (59

ww.ugr.es/local/jillana
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Funcional generador

El objeto basico que necesitamos definir es el funcional generador de funciones de
Green, Z|[]], que para la teoria de campos escalares es

20 = [ Dpep i [ dxlc+ 109 | (60

Noétese que Z[0] = [ D¢ e'® describe transiciones vacio-vacio (39), sin fuentes,
mientras que en Z|J| hemos anadido al lagrangiano £ un término fuente [(x)¢(x).
Aunque no se escriba, en adelante se supone implicitamente la prescripcion de
Feynman para asegurar la convergencia, como hemos visto en el apartado anterior.
Aplicando (58) es evidente que todas las funciones de Green se pueden generar a
partir de Z[J] tomando derivadas funcionales,

G(”)(x Xn) = | Dpp(x1) - '(P(xn)eis _ (—1)" §"Zl]]
b [ Dy e Z[0] 7 (x1) 6] (xn) |,

(61)
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Funcional generador

Equivalentemente,
Z[]] = Z/0] = Z 1—'/d4x1 .- d*x, G(”)(xl,...,xn)](xl) o J(xy) (62)

Veremos que nos resultard muy util también definir el funcional generador W|]J|:
Wi = —ilogZ[]], Z[J] =™, (63)

que genera las funciones de Green conectadas, y el funcional accién efectiva a partir
de la transformada de Legendre:

SW
6] (x)

que genera los vértices propios de interaccion. También veremos que W|J] y I'|¢] son
los andlogos a la energia libre y energia interna, resp., en mecdanica estadistica.

rlgl = Wil - [ d'xJ(x)o(x), o (64

w.ugr.es/local /jillana
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Consideremos ahora un campo escalar libre (£ = Lg). Entonces,
Zo[]] = / D¢ exp {i / d*x _%aycpaw ~ %(m2 —ie)¢” + fcp] }
= /qu exp {i/d4x _—%4)(D +m?* —ie)p + ]cp] } :
Para calcular las funciones de Green pasémos al espacio de momentos,

4 L 4 .
o) = [ GEe 7 6) 10 = [ e )

y recordemos que

/ dhxe 1(PHP)x — (20) 464 (p+ 1) .
Entonces la exponencial queda

~

o (i [ b [30(-r) (7 i) §p) + 1))}

ww.ugr.es/local/jillana

(65)

(66)

(67)

(68)
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La integral funcional puede reemplazarse por una integral sobre modos de Fourier,
que podemos discretizar

x) ~[]¢(p) (69)
p

Las constantes de proporcionalidad son irrelevantes, pues se cancelan en el cociente
(61). Ahora usaremos la siguiente identidad para integrales gaussianas,

+oo N
/_ del exp{_ Zyz 113/]+Zzzl/z}

1,j=1
= (2m)N/2(det A) 1/Zexp{ Z zi(A 1] ]} (70)
1,j=1

donde Ajx es una matriz invertible. Identificando términos, regresando al continuo y
eligiendo la normalizacién Zy[0] = 1 obtenemos inmediatamente

4 ~ ~
2] = exp {5 [ 5L T-p)De(p)](p) | 71)
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donde

1

ww.ugr.es/local/jillana

Dr(p) = 72)

- p2—m? +ie

es el propagador de Feynman en el espacio de momentos. Volviendo al espacio de
coordenadas tenemos que, para campos escalares libres,

20} = exp { =5 [ dtxdy (0D - 0)] )} 73)
donde
4 . ~
Dr(x —y) = / (‘;ﬂ@ e PV Dr(p) . (74)

Comprobemos que el propagador se puede obtener aplicando (61) a (73),

@) (31 x5) = (=i)*  6°Zo[]]
Go (¥1:%2) = 707 570176 (x2)

— Dp(x1 — XZ) . (75)
J=0
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En efecto,

682 (x1,2) = (i >25]fxl)5]‘5x2 o {3 [ Ay 10D DI }|
o 1 X2 —y L AT S Zo|]J]
=5 | /d yDr(x2 —y)](y) 2/d J(x)Dg( 2)] Z0[0]|]o
_ ) 4x x_x ZOU]
 8](x) | /d Jx )] Zy|0] ‘]o
= Dp(x1 — .'sz (76)

Notese que al hacer la primera derivada bajan dos términos, que hemos reagrupado.
La segunda derivada da varios mds, pero solamente cuando ésta acttia sobre el factor
a la izquierda de Zy|J| obtenemos términos que sobreviven al tomar | = 0.
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Del mismo modo podemos hallar el resto de las funciones de Green de la teoria de
campos escalares libres. Hallemos como ejemplo la funcién de cuatro puntos.

Para abreviar la notacion, en adelante:

1 =¢(x1), Jx=]J(x), Dys=Dp(x—x4), etcétera

y supondremos que se integra sobre los indices repetidos en cada bloque (... ).

Entonces
O 0 0 _1
Gy (x1, 02,33, %3) = (i )4(5]1 57,57, | D)l D J=0
— ii [—D34—|— (JxDxa) <] D 3” e—%<]xny]y>
5]1 5]2 * Y J=0
) 1
=5 [D34 (JxDx2) + Dos (JyDy3) + (JxDxa) Do3] e~ 2\xDxly)
1 J=0

ww.ugr.es/local/jillana

= D34D15 + D2sD13 + D14Do3 . (77)
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Deducimos ya facilmente que

www.ugr.e

Gén)(xl, ..., Xp) = 0 sinesimpar (78)\
y si n es par podemos expresarlas como productos de propagadores

G(()n)(xl,... =Y Dp(xi, —xj,) -+ Dp(x;,_, — xi,) (79)

donde la suma se extiende sobre todas las formas distintas de agrupar en pares el

conjunto {1,2,...,n}. Este resultado es el teorema de Wick, obtenido mediante
integrales de camino.
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Las funciones de Green admiten una representacion grafica sencilla en términos de
diagramas de Feynman. Asi, el propagador de Feynman es:

ww.ugr.es/local/jillana

G(gZ)(xl, Xz) — DF(Xl — XZ) — ]._'_ ? (80)

y todas las funciones de Green de la teoria libre se expresan como productos de
propagadores, como por ejemplo:

Gé‘” (x1,%2,X3,X4) = +

L

| (81)
/
3

43



Cuantizacion funcional || Interpretacion en términos de particulas

gr.es/local/jillana

El propagador de Feynman Dr(x —y) = G82> (x,y) es, en efecto, una funcién de Green;g

del operador de Klein-Gordon pues ©
d* p i

(27)%* p2 — m? +ie

(O m)De(x—y) = | (—p? +m2)e PV — _ighx —y) (82)

Las condiciones de contorno esta fijadas por la integral de camino y especificadas por
la prescripcién ie de Feynman. Por tanto, podemos interpretar Dr(x — 1) como la
amplitud de probabilidad de que una sefial se propague libremente desde y hasta x.
Las posibles sefiales son las soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon:

(O+m*)p(x) =0. (83)

Las soluciones son modos de energia positiva (negativa), p’ = +E,, con

E, = ++/m? + p?, que llamamos particulas (antiparticulas) de masa 1,

p(x) ~e P (p°>0), ¢(x)~e (p’<0). (84)
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> Las particulas (antiparticulas) se propagan hacia delante (atras) en el tiempo.

> Hay de hecho dos maneras de propagar un niimero cudntico (ej. una carga Q)
desde y hasta x: crear una particula de carga Q en y y destruirla en x, o bien,
crear una antiparticula con carga opuesta —Q en x y destruirla en v.

> Por definicién, en el primer caso x’ > y¥, y por tanto en el segundo x" < V.
> Si ¢ = ¢* no distinguimos ambas sefiales: particula = antiparticula.

Por tanto:

> El diagrama de Feynman que representa a G(()z) (x1, x2) (80) expresa la
propagacion libre de una particula entre dos puntos x; e x;.

> La funcién de Green G(()4) (x1, x2, x3, x4) (81) expresa las posibles transiciones libres
de una particula entre cuatro puntos.

Notese que éste ultimo es un objeto bastante desconectado. De hecho, el espacio de

posiciones no el marco més apropiado para describir la propagacion de particulas con
cuadrimomento p bien definido.
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Conviene por eso introducir la transformada de Fourier:
/ d*xp - - - dix, ellPvt ) GO0 (x| (85)

Como las funciones de Green s6lo dependen de diferencias x; — x;, debido a la
invariancia bajo traslaciones, su transformada de Fourier s6lo dependerd de n — 1
momentos, pues serd proporcional a 6*(p; + - - - + p,) que implica p1 + -+ - + p, = 0.
Por eso definiremos,

(27‘(’)454(791 + ..+ pn)é<n)(p1, . .,pn) = /d4x1 “. d4xn ei<p1x1—{—-..—|—ann>G(n> (x1’ . .’xn) .

(86)
Asi por ejemplo representaremos el propagador libre en el espacio de momentos
mediante el diagrama
Go ' (p,—p) = Dr(p) = > (87)

- p2—m?+ie
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En efecto, haciendo el cambio de variables x = x1 + x2, ¥ = x1 — xp,

1

/d4x1d4x2 el(P¥1+P22) D () — xp) = 5

/ d*xdty o3 (p 1+P2)xe%(P1—P2>yDF (y)

— (27)!64(p1 +p2) [ d'y e VD (y)

4 ~
— (27r)454(p1 —|—p2)/ (; ’; d4ye<P1 WDp(p)
= (271)*6*(p1 + p2) Dr(p1) (88)

donde se ha sustituido

4 . ~
2) 5k / dix ekt Dp(y) = / ((Zinl;4e—1Ppr(p). (89)

ww.ugr.es/local/jillana
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Veremos que en presencia de interacciones apareceran también otras funciones de
Green conectadas que representaremos en el espacio de momentos mediante

diagramas de la forma

(90)

Estas funciones de Green representan amplitudes de scattering de estados de
momentos entrantes pq, ..., pja estados de momentos salientes —Pj+1,-++s —Pn-

es /local /jillana
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El funcional generador (60) nos permite encontrar las funciones de Green de una
teoria de campos escalares arbitraria tomando derivadas funcionales (61). Hemos
podido expresar después el funcional generador para la teoria libre (£ = L) de
forma muy sencilla (73) en términos del propagador de Feynman, gracias a que las
integrales son gaussianas (el lagrangiano es cuadratico en los campos) y las hemos
podido calcular exactamente.

Consideremos ahora que exista una interaccion, £ = Lo+ L], donde L; = —V (¢) es
una funcién polinémica de los campos. Para manipular el funcional generador,
usemos la notacién abreviada introducida antes de (77) y la derivada funcional (58),

gey — (10N gy
¢xe (1 5]x> (91)

Lo mismo vale para cualquier funcién de ¢. Asi que

exp{—1/d4xV ¢x) } i{/e) —exp{—1/d4xV (155] )}eiw’> : (92)
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Este truco nos permite escribir

_ / D exp {i / d*x [Lo— V(9) +I<P]}

:/Dcp exp{—1/d4xV }exp {i/d4x [£o+](/>]}

— exp {—1/d4xV <15]x> } ZoJ]

cenf(af e (1)) e

Esto nos abre las puertas a un tratamiento perturbativo de la interaccién desarrollando
en serie la exponencial de la izquierda. Tomaremos como ejemplo la teoria A¢?,

V() =% *. (94)
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. 4
exp{—i/d4zV (%%)} =1 —% d*z (%%) +O(A%).

A orden AY, Z[]] es obviamente Z,[]]. Hallemos el siguiente orden paso a paso:

Entonces

ww.ugr.es/local/jillana

(95)
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li _% ]xDx]/]]/ — 1 —% ]xny]y f
i&]ze < >—1<]xsz>e ( ) (96)
2
G%) e 2{Puls) — [Dp(0) — (JuDsz)?Je2 UxPurl) (97)
(15)3e%<]xnxyfy> 2 (1.Dw) DE(0) — (D (0) — (J:D >z> (7.D >} o~ 1{Dayly)
15]2 il X=Xz F F xLxz xLxz
1

= - __3 <]xsz> DF(O) + <]xsz>3} e_%<]xny]y> (98)

e

C(SY e 2UPuls) = — | —3D}(0) + 3 {J:Dxz)” Dr(0) +3 (JxDxz)* Dr (0)

(D] e H (Db

= [3D3(0) = 6 (1sDx)? D(0) + (JxDs) | e 2UPu) - (99)
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Representado Dr(0) mediante un loop cerrado e introduciendo también diagramas de -

Feynman con fuentes (X ) e interacciones en un punto (x),

la expresién (93) a primer orden de teoria de perturbaciones queda:

Z|]] =

(D) Dr0) = () (JxDyz)* =

1——/d4z 3@@—6)(@)( ><

I\)IH

gr.es/local/jillana

— 5 (JxDxyly) (100)
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Tomando | = 0 eliminamos la contribucién de los diagramas con patas externas:

lie00)]

Vemos, por tanto, que el diagrama de vacio no contribuye al funcional generador
normalizado Z[]], que es la cantidad relevante para hallar las funciones de Green (61):

= a6 QO+ >< )| e300

(102)

De hecho puede demostrarse que los diagramas de vacio no contribuiran al funcional
generador normalizado, y por tanto, no contribuiran a las funciones de Green, a todo
orden en teoria de perturbaciones.

Ya podemos calcular las distintas funciones de Green a partir de (61) y (102):
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Puesto que hay que tomar dos derivadas y luego hacer | = 0, a la funcién de Green
de dos puntos solamente pueden contribuir los diagramas en (102) con un méaximo de*
dos fuentes. Por tanto, a primer orden en teoria de perturbaciones:

ww.ugr.es/local/jillana

57
G (xq,x0) = —
32 = = S|
_ ~2) il 0 /4 2 —1(1DuyJy)
= Gy "(x1,x2) + —(—6)Dr(0 d*z (JxDxz 2\xHayly
0 ( 1 2) 4'( ) F( )5]15]2 <] > € o
(103)
Hallando

d _1
5—]2(---) = /d4z {2D22 (JxDxz) — (JxDxz)? <]xpx2>} o3 (JxDxyJy)

52 1
511512(“')|]0 - [ atz20,.0. (104)
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tenemos el propagador libre (80) mas una correccion,

A
G®)(x1,%2) = Dr(x1 — x2) — 2 D¢(0) / d*z Dy (x1 — 2)Dp(x2 — 2)

o diagramaticamente:

6y = e~ [tz L

ww.ugr.es/local/jillana

(105)\#/

(106)

En el espacio de momentos, recordando (74) y (86), obtenemos el propagador libre

(87) mas una correccion:

G (p, ~p) = Dr(p) — 5 Dr(0)Dr(p) Dr (p)

(107)
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donde se ha hecho el cambio de variables z;1 = x1 — z, 20 = x» — zZ en
/ d4xpd*x, elPr¥tra) g4z Dp(xq — 2)Dp(xp — 2)

— /d4zld4zzd4zei(p1+V2)Zei<plzl+pzzz)DP(Zl)DP(Zz)

= (27)*6*(p1 + p2) Dr(p1) Dr(p2) - (108)
Introduciendo
A A d4q ~
~iB = =3 D¢(0) = —5 [ 5 3Dr(a). (109)

tenemos que

~

G (p, —p) = De(p) + De(p)(—iB)De(p) + O(A?) (110)
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Diagraméticamente la correccion se escribe como:

qu — Dr(p)(—iB)Dr(p)
p p

Podemos resumar todas correcciones de este tipo al propagador,

-0 00 -
LS amesiins eay sl amaserir ery

~

= Dr(p) + De(p)(—iB)Dr(p) + Dr(p)(—iB)Dr(p)(—iB)Dr(p) + . ..

ww.ugr.es/local/jillana

(111)

(112)

58



Interacciones || Funcion de Green de dos puntos

Vemos que suponen una correccion a la masa,
m? — m? + B.

Esta correccion (109) es de hecho infinita, y tiene que interpretarse mediante la
regularizacion y renormalizacion de la teoria, segtin veremos.

Nota:

A 6rdenes superiores hay también otras correcciones, como por ejemplo a O(A?)

es /local /jillana
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(113)

— @ > (que, a diferencia de B, depende de p?). Esto nos obligaré a a definir la

masa fisica m como el polo del propagador cuando p? = m?.
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El término de orden AY nos da la funcién de Green de cuatro puntos de la teoria libre

Gé4) (x1,x2,x3,x4) (81). A orden A tenemos dos contribuciones en (102) y ambas
sobreviven a cuatro derivadas respecto a | cuando hacemos | = 0. La primera es:
iA

Y A 0 4
i 6>DF(O)5]15125]3514/ 4z {1 o
iA

= _ E(_@(_Z)DF(O) /d4Z |D12D3;Dy; + D13D2; Dy, + D14D2. D3,

sz>2 e_% <]xny]y>

+ Dy3D1,Dy; + DpyD1, D3, + D34D1, Do, . (114)

La segunda contribucion es:

A ~1{JeDuyly)
4! 5]15]25]3(5]4/ 7 (JxDx)e - J=0

= — —24/d ZD12D22D3ZD4Z . (115)
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Diagramaticamente:
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(4) ° ° A [ 4 .Q.
G\*(x1,x2,x3,%4) =3 —— [ d*z |12 x 6 +24
— o 4!

o—0

donde los diagramas entre paréntesis denotan cualquiera de las posibles

(116)

combinaciones topoldgicamente equivalentes de los cuatro puntos, que son 3 en (81) y

6 en (114). No6tese que contiene diagramas desconectados, formados por la
combinacién de diagramas de dos puntos.
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Veamos ahora que el funcional generador W|]J] definido en (63) genera sélo funciones -

de Green conectadas,

S"WIJI
6](x1) -+ 6] (xn) J=0

" log Z|]]

6] (x1) - 0] (xn) |1
(117)

—iGén)(xl, e Xy) = (—1)"

_ (_i)n+1

con lo que también podemos construir Z[]] a partir de objetos mas simples mediante

log Z[]] /d4 WG (21, ) (1) -+ - T () (118)
Lo comprobaremos para las funciones de dos y cuatros puntos:®
&*W __ii(l‘S_Z)_ i 62072 i &°Z (119)
0J10]2 0J1 \Z9]> Z268]16]2  Z5N16)2

4Una demostracion general es intrincada. Puede encontrarse, por ejemplo, en H. Osborn, Advanced
Quantum Field Theory, p. 26 [www.damtp.cam.ac.uk/user/ho/AQFTNotes.pdf].
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Asi que

52W 1 527
- =1 — —ig®
0J10]2 | 1= 1Z[O] 0] (x1)0](x2) iG (x1,x2)

pues ya es una funcion de Green conectada. Y si seguimos derivando (119):

~iG (21, 32) =

S*W
5]15]25]35]4 J=0

=i [G<2>(x1,x2)G<2>(x3, x1) + G (xq, x3)GP (x, x4)

—iG§4> (x1, X2, Xx3,x4) =

‘|‘G<2) (xll x4)G<2) (Xz, x3) _ G(4) (.X'l, X2, X3, X4)}

ww.ugr.es/local/jillana

(120)

(121)
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Sustituyendo los desarrollos en perturbativos de G2 (x1,x2) (106) y G4 (x1, X2, X3, X4)

(116) es facil darse cuenta de que los diagramas desconectados se cancelan y sélo
sobrevive, a orden A, el diagrama conectado:

G(4)(X1,XZ,X3,X4 = ——24/(214 X

como queriamos comprobar. En el espacio de momentos,

G (p1, p2, p3, p1) = —iADEg(p1) Dr(p2) Dr(p3) Dr(pa) -

(122)

(123)
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Todavia podemos llegar mads lejos a la hora de definir bloques mas simples con los

que construir el funcional generador. Notese que encontraremos diagramas

es /local /jillana
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conectados que se pueden desconectar en otros dos si cortamos solamente una linea
interna. Los llamaremos reducibles a una particula. Por ejemplo (en la teoria A¢°):

<o

(124)

En cambio, otros diagramas conectados, que llamaremos irreducibles a una particula

(1PI), no se desconectan en dos si cortamos una linea interna. Por ejemplo:

> <

(125)
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Parece evidente que seria conveniente trabajar s6lo con diagramas 1PI, para lo que
tenemos que encontrar el correspondiente generador, que llamaremos I'.

Empezaremos definiendo

_ W]
QD(X) — 5](x)

(126)

y supondremos que la relacion entre ¢ y | es invertible, de modo que podemos
escribir ¢ = ¢|J| y | = J|¢]. Introducimos la transformada de Legendre de W|]]|,

Ile] = W[J] = (Jg) (127)

en la que formalmente se reemplaza | por ¢, pues en efecto I' no depende de J:

oI oW
5] (x) 1, T o(x) p(x) = ¢(x) — @(x) =0 (128)

w.ugr.es/local /jillana
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y ademads tenemos, aplicando la regla de la cadena, que

5T 5w ]
S0l = —I(x)—/d4y¢(y)

/ d'y 5(;W o x) J(x) - / aty g(y) W)

dp(x)
= /d‘*y(/)(y)(sqp(x)) —J(x) —/d‘*y(l)(y)gq]p((]i)) =—J(x),
es decir,
5T
[ = 50

Pues bien, vamos a comprobar que I'[¢| genera los diagramas 1PI, mediante

6"T'[ o]
6p(x1) -+ 09(xn) | g

I’(”>(x1,...,xn) =i

ww.ugr.es/local/jillana

(129)

(130)

(131)
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Para ello conviene introducir la notacion:
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() (7. _ (-1 O"W
G, X1, ..., Xn) = (—1 132
ittreeoin) = 00 GGy o] Gen) 1
. 0"T | @]
T (@ x1,. .., xn) = 133
(i 31 ) 15g0(x1) - 09(xy) (133)
lo que significa que:
G (et ) = G (i) (134)
F<”>(x1,...,xn) = F<”)((p;x1,...,xn) . (135)
go:
Para lograr nuestro propésito escribamos 6/6](x) en funcién de §/6¢(y):
0 / 4 / 4 52W 0 / 4. ~(2) 0
= [ d d =1 | &y G (J; x, :
0] (x) ’ (51 (5<0 y) Rk 9 (y) Ve U
(136)
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Entonces:
s @) [ @ 6J](z) _ . [ a ~2). 6°T[¢g]
a2 = g =1 v = i [ a6 Ui g
—— [ @D @ giy,z) (137)
Por tanto,
(138)

(139)

ww.ugr.es/local/jillana
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la expresion (138) se escribe

4@7 _ (— 4@7 )1 (140);

Ahora nétese que hacer una derivada —ié/J](x) afiade una linea externa a G (132)

s
57 () (W)y— = 48@* (141)

y que hacer una derivada 6/6¢(y) afiade una linea externa a ') (133):

5
So(y) @7 N 457 (142)
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Ademas (136) nos dice que

Por tanto

J— 1 5
é IRTEY

—x—(W)y—y
(wy—

- @ 5 qoiy) @
- @ 5 Gf(}/) (_ O

ww.ugr.es/local/jillana

(143)

(144)
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Ahora usaremos el siguiente resultado para matrices:

d ~1y _ d 1 _ \1dM,
d—A(MM )=0= d)\M =M d/\M ,

que en un nimero infinito de dimensiones puede generalizarse a:
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(145)\#/

5 1 0T (@ u, 0 B
So(y) (T (grx,2)) :/ dhud'o L) (g;x 1)~ 5q(0g(0y) )10 (g;0,2) "
_ / d4ud* G (g;x, )T (¢;1,0,y)G? (¢;0,2)  (146)
es decir,

qu(zy) (_ 4@7 )1 - (147
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Asi que (144) queda:

b e3e
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(148)

Este procedimiento puede extenderse a un nimero mayor de puntos de forma directa.

Por ejemplo, para n = 4:

- i (W —
- 0](x)

(149)
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aplicando la regla de la cadena y usando (141) o (143), segtiin convenga, sobre (148)
tenemos:

Sustituyendo ahora las G§3> de (148) habremos logrado escribir G§4> en términos de

vértices T4, T'®) y del propagador r®~". Procediendo iterativamente, se puede
hacer lo mismo para cualquier Gén).
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ﬁv:{ @ a @ + (otros dos) + @ a @ (150)
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Como ocurre con las funciones de Green, los vértices propios dependen sélo de

www.ugr.e

diferencias x; — x; y, por eso, en el espacio de momentos se definen extrayendo de la
transformada de Fourier un factor global de conservacién de momento:

2r)* 6 (pr+ -+ p) T (01, ..., pn) = /d4x1 o dbxy, el P00 (e )
(151)
El propagador y los vértices propios se calculan orden a orden en teoria de

perturbaciones (TP), segtin hemos visto en apartados anteriores, a partir del
propagador libre y los vértices de interaccion a nivel arbol.
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Para hallar las funciones de Green de n puntos, de lo visto anteriormente (107, 123) se

deducen las siguientes reglas de Feynman en el espacio de momentos para una teoria °

de campos escalares reales con V(¢) = pN:

1.

Dibujar todos los diagramas con 7 lineas externas conectadas en vértices de N
patas.

Imponer conservacion de cuadrimomento en cada vértice.

Asociar un factor (—iA) a cada vértice. El nimero de vértices de cada diagrama
determina el orden de la TP.
i

Asociar a cada linea de momento » un factor D = —
P F(P) p? —m? +ie

. Integrar sobre los cuadrimomentos g que no queden fijados por la conservaciéon

d4q
(27)*

de cuadrimomento en cada vértice (uno por cada loop) con medida

Multiplicar por el factor de simetria correspondiente.
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Veamos que el desarrollo en loops es un desarrollo en potencias de 7, es decir en ‘
correcciones cudnticas, asi que la aproximacién a nivel arbol (cero loops) coincide con -
el limite clasico. Para comprobarlo, reinsertaremos las constantes 7 en la integral de

camino, que aparecen normalizando la accién en el%/”. El funcional generador es
entonces

= [ppe s [atx i+ miwptn} (152

Las dos fuentes de potencias de 7 en las funciones de Green son entonces:
* Por cada propagador hay un factor 71, pues insertando 7 en (65-72):

1 il
2] = e { ~3 (kDul) | = Dr(p) = oy

(153)

e Por cada vértice de interaccién hay un factor 71!, pues:

Z[J] = exp { [ dte C 5‘5]) } Zo0J] (154)
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Definimos el niimero de loops L como el niimero de cuadrimomentos no fijados por
la regla de conservacién del momento, sobre los que tenemos que integrar para
calcular la contribucién a la funcién de Green correspondiente. Asi, en un diagrama

con I lineas internas y V vértices tenemos
L=1—-(V-1)=1-V+1. (155)

En efecto, tenemos I cuadrimomentos circulando por las lineas internas, sobre los que
imponemos V — 1 restricciones (una por cada vértice, excepto la global que
corresponde a conservacion del cuadrimomento total).

es /local /jillana
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Veamos algunos ejemplos:

L=0-14+1=0

><
s

L=1-24+1=0

L=7—-4+1=4 L=6—-4+1=3

O 1

Notese que normalmente L coincide con el niimero de lazos en el diagrama de

Feynman. Pero no siempre, como se ve en el tltimo ejemplo, en el que hay 4 lazos
pero L = 3.

ww.ugr.es/local/jillana
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Aplicando ahora que cada propagador conlleva una potencia de 7 y cada vértice una
de 7! vemos que un diagrama conexo con L loops es de orden

=V =plt. (157)

Por tanto, fijado el nimero de patas externas, el desarrollo en loops corresponde a un
desarrollo en potencias de 7.
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Otro comentario importante es que en teorias con un iinico acoplamiento, el desarrollo
perturbativo en ese acoplamiento y el desarrollo en loops coinciden, si fijjamos el
numero de lineas externas. La razén es que en ese caso existe una relacion entre Ly
V. Por ejemplo, en la teorfa A¢p* cada vértice tiene cuatro patas, asi que

4V=E+2] = L=1-V4+1=V—E/2+1, (158)

siendo E el namero de patas externas e I el de lineas internas. Esta relacion viene de
que 4V es el numero total de lineas que confluyen en vértices, pero las que
corresponden a lineas internas cuentan dos veces. Es facil comprobar que esta
relacion se cumple en todos los ejemplos de (156), excepto para el primero de la
columna de la derecha, en el que los vértices tienen tres patas, pues corresponden a
una teoria A¢°> y la relacién es entonces

3V=E+2] = L=1-V+1=V/2—E/2+1. (159)
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Veamos que en el limite clasico la accién y el funcional I' coinciden. Partiendo de
(152), en unidades naturales:

20) = [ Dy exp {i[sigl+ [ s} (160)

sabemos que sOlo debe contribuir la fase estacionaria en el limite cldsico
(despreciando loops), correspondiente a

55|¢] _
es decir,
Z{fla ~ exp {i sl + [ atx1(0gr0)| | (162)
Por tanto, recordando que W|J] = —ilog Z|]], tenemos

Willa = Sl + [ dix1(x)¢y(x) = Tlgla+ ) . 9

ww.ugr.es/local/jillana
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es decir, en el limite 1 — 0, ¢ = ¢; es el campo clasico y I es la accién clasica:

ww.ugr.es/local/jillana

Slol =Tl¢la, 64)

que verifica las ecuaciones de Euler-Langrange.

Diremos entonces que

W
0] (x)
es una accion efectiva, que coincide con S|@] en el limite cldsico. Veremos maés

adelante que I'[¢] verifica una ecuaciones (analogas a las de Euler-Lagrange) a nivel
cuantico, llamadas ecuaciones de Schwinger-Dyson.

Tle] =W = (o) , o(x)

(165)

83



Interacciones || Espacio Euclideo y mecanica estadistica

gr.es/local/jillana

Llegado a este punto conviene hacer un comentario importante. En teoria cudntica de -

campos trabajamos en el espacio de Minkowski x = (f,x), que es el espacio fisico.

Hemos visto que para que nuestras integrales de camino sean convergentes hemos

tenido que hacer una rotaciéon de Wick que implica integrar sobre tiempos t complejos

(no fisicos): T; — —oo e, Ty — coe 10,

Pues bien, nétese que para 0 = 71/2, es decir, T; — ioo, Ty — —ioo, estamos en la

préctica haciendo teoria de campos en el espacio Euclideo ¥ = (it,z) = (7, x), pues

en ese caso estamos integrando T entre —oo y oo y podemos definir la accion Euclidea,

Sp = /d4x£, /d‘“ [ %(ng)er%ngszrV(cp)

que esta relacionada con la accion de Minkowski mediante S = iSk.

(166)
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El integrando es definido positivo, asi que el funcional generador Euclideo,

ww.ugr.es/local/jillana

= [ o {_S tlol - | d4ff</)} (167)5

tiene sentido, pues la integrales de camino convergen, debido a la supresion
exponencial del primer factor. Las funciones de Green Euclideas son entonces

e oy _ JOPP(E) - p(Ta)e > 1 "Z]]]
R 7T R (GO RR e | P
Notese que
GU\(xy,..., %) =1"G" (xy,..., %) . (169)

Resumiendo, el formalismo de integrales de camino esta bien definido solamente en
el espacio Euclideo, en el que el tiempo ¢ es imaginario. Para obtener cantidades
fisicas tenemos que hacer una prolongacién analitica, t — T = if, que cambia la
geometria de Minkowski a la geometria Euclidea.
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Por otro lado, el funcional generador de las funciones de Green Euclideas (167) tiene
la misma forma que la funcién de particion de un sistema macroscéopico cuyas
fluctuaciones estadisticas vengan dadas por un campo continuo, lo que pone de
manifiesto la conexion entre la TQC y la mecdanica estadistica.

Por ejemplo, para un material ferromagnético la energia libre F tiene una expresion
similar a W (pero en tres dimensiones), reemplazando ¢(x) por un campo de espines
fluctuantes s(x) y J(a) por un campo magnético externo H(x). El papel de

o(x) = SW|[]]/](x) lo juega la magnetizacion M(x). Las funciones de Green
correspondientes son las correlaciones entre espines,

(s(z1)s(x2)) = G (@1, 22) , etc. (170)

De hecho existe una clara analogia entre los potenciales termodindmicos y los
funcionales generadores que hemos definido.
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Recordemos que las dos primeras leyes de la termodindmica se engloban en

5Q = TdS = dU + PAV (171)

ou ou
r=(5s), P ), 7

Entropia S y temperatura T son conjugadas. También lo son presién P y volumen V.
En vez de expresar el estado del sistema en funcion de la energia interna

de donde

U = U(S,V), a veces resulta conveniente usar otros potenciales termodindmicos que
dependen de las otras variables. Para ello se usan transformadas de Legendre:

F(T,V)=U(S,V)— (%—?)VS = F=U—-TS (energia libre) . (173)
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Nota: También se introducen otros dos potenciales que no necesitamos recordar aqui:

H(S,P)=U(S,V)— (g—XL/[) V=H=U+ PV (entalpia),
S
ou , .
G(T,P)=F(T,V) — (W) V = G=F+ PV (energia de Gibbs) .
S

La mecdanica estadistica establece la conexion entre la microfisica y la termodindmica.
Se parte del hamiltoniano H(¢; T, V) donde ¢ son variables dindmicas microscopicas
y la depencia explicita en T describe una teoria efectiva. Entonces la funcién de
particion del sistema esta relacionada con la termodindmica mediante

Z =Y e M/ = e~ F/(KT) (174)
{9}
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Vemos ya las analogias entre teoria de campos en el espacio Euclideo y mecénica

estadistica que habiamos anunciado:

Z[J] = WUI/h — o= Welll/n oy 7 — = F/(KT)
(h <« KkT)
WE[]] =Tele] +(Jg) <« F(T)=U(S)—TS
. 5FE B a—u
=50 © 77 (as)v
p(x) < S

Por ejemplo:

J(x) = campo magnético externo H(x)

@(x) = magnetizacion M(x) .

(175)
(176)
(177)

(178)

(179)

(180)
(181)

ww.ugr.es/local/jillana
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Cuantizacion funcional de campos fermidnicos

En el formalismo canoénico los campos son operadores que verifican reglas de

anticonmutacion:

{l[J(X), lP(y)}xO:yO =0. (182)

(En realidad no solamente lo hacen a tiempos iguales.) En el formalismo funcional los
campos son numeros complejos. Para considerar campos fermidnicos tendremos que
introducir cantidades complejas anticonmutantes: variables de Grassmann.

es /local /jillana
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Los generadores 0; del algebra de Grassmann (i = 1, ..., n) obedecen:

ww.ugr.es/local/jillana

16:, 05} = 0:6; + 60 = 0. (183)
Por tanto,
o =0 (184)

y cualquier funcién f(6;) contendra un namero finito de términos, pues ha de ser
lineal en las 6;. Por ejemplo, para un dlgebra unidimensional (n = 1),

FO)=a+b0, abecC. (185)
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Podemos introducir la derivada respecto a una variable de Grassmann a partir de

%(9192) = 61102 — dinbh (186)
que cumple:
0 o) d d d
{8—91’9]} = 8—919]—'_9]8—91 —5ij—9]‘a—9i—|—9ja—9i —51’]‘ (187)
0 0
{aei’ae]-}_o' (188)

Asi, para un algebra unidimensional:

d d\°
{ﬁ,e}:L (£> =0. (189)
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Para introducir la integral, la invariancia bajo traslaciones requiere que

/d@@:/d9(9+90)

en analogia con la integracién definida ordinaria sobre una funcién lineal f(x),

/ dx f(x / dx f(x + xo) .
/d@z(), /d99:1

donde hemos normalizado la integral de modo que

/def(e):/de(a+b9):b.

Por tanto,

ww.ugr.es/local/jillana

(190)\4/
(191)
(192)

(193)
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Recordemos que también teniamos

d d
=3 (8) = @(a +b9) =b. (194)

Asi que derivacion e integracion coinciden! Notese también que, si integramos

ww.ugr.es/local/jillana

respecto a varias variables de Grassmann el orden es importante porque
de;do; = —do;do; . (195)

Vamos ahora a trabajar con dos variables de Grassmann independientes, 1 y 7,

/dn:/dﬁ:O, /diyn:/dﬁﬁzl. (196)

Como 7? = 77* = 0, tenemos que ]
e T =1—1y (197)

y, por tanto i
/ didne T =1. (198)
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Para generalizar esta formula a més dimensiones comencemos con dos dimensiones: -

() 1= (n )

(Al final vamos a necesitar un ntmero infinito de ellas, r7(x) y 7(x))

Hemos elegido el vector 77 como un vector fila para que

N = 1 + 122

y entonces

y aplicando las reglas de integracion,

/ dijdne 1 = / dij1dijodirdn i ijann = 1

como en el caso unidimensional.

(199)

(200)

(201)
(202)

(203)
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Ahora veamos el efecto de un cambio de variables:
n=Mux, 7j=aN (204)

donde M y N son matrices 2 X 2 y a y & son dos nuevas parejas de variables de
Grassmann independientes. Primero comprobemos que, si bien para variables
ordinarias el cambio de variables supondria multiplicar por un jacobiano:

x=My = dx;dx; = (detM)dy;dy, (205)
en el caso de variables de Grassmann se obtiene:
n=Max = dydy, = (det M) tdaqda; . (206)
En efecto, como

11 = (Mpiaq + Mapao) (Mpraq + Mopap)
= (M11 My — M1p My )aqap
= (det M) aqay , (207)
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para lograr que se preserve la integral:
1= /dmdnz Mo = /doqd(xz K10 (208)%
tenemos que imponer (206). Entonces, volviendo a nuestra integral (203),
1= (detNM) ™! / dada e ANMa (209)
Asi que si A = NM obtenemos
/ dadae 4% = det A . (210)

Este resultado nos serd muy ttil en el caso infinito-dimensional para cuantizar
funcionalmente los campos de gauge.
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Lo que nos interesa para tratar campos fermionicos es un dlgebra de Grassmann
infinito-dimensional, cuyos generadores 0(x) obedecen:

ww.ugr.es/local/jillana

{6(x),0(y)} =0, (211)
90 (x)
() =5 (x—vy), (212)

/ do(x) = 0, / d6(x (213)

Los campos fermiénicos ¥(x) y P(x) son variables de Grassmann independientes,

igual que « y & en el caso anterior, y las integrales como (210) son integrales
funcionales.
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Por analogia con el caso de campos escalares, recordando que el lagrangiano libre de
Dirac es

Lo = H(id — m)yp (214)
definimos el funcional generador para el campo de Dirac libre como
i = [ DiDy exp {i [atx GGa—my-+ap+in} @19

donde 77(x) representa a la fuente de ¢(x) y 17(x) representa a la fuente de (x).

Para simplificar la expresién conviene introducir la notacion:

n,7| = /Dl[)Dl[) exp{ /d4xQ 1/))} (216)
QW p) =S 'p+qp+gy, S '=id—m. (217)
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Usando los valores ¢, y ¥, que minimizan Q(, ),

ww.ugr.es/local/jillana

Y =—S1, m=—7S (218)

es facil mostrar que
Q(Pm, Ym) = Qm = —7157 (219)
QP 9) = Qu+ (= Pu) S (¥ — ) (220)
Entonces
2o, 7) = [ D#Dy exp {i [t [a8y+ (F = s 9~ 9] |
— det(~is ) exp { i [ dtxaty g0SGr - | 221)
donde se ha extraido fuera de la integral funcional el segundo término de la
exponencial y se ha usado (210) extendida a infinitas dimensiones con A = —iS™1!.

Este factor puede absorberse en la normalizacién de la integral funcional de modo
que Zp|0,0] = 1.
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Veamos qué significa extender (210) a un namero infinito de dimensiones. Se trata de -
pasar de un vector « con componentes «; a una funcién «(x), de modo que ’/

a; — a(x) (222)
Y a— /d4x a(x) (223)
= Z&iéij“j — /d4xd4y &(x)0*(x —y)a(y) = /d4x a(x)a(x)  (224)

=Y
I
N.M
=Y
<

aMu = Z(x M;jaj — /d4xd4y a(x)M(x,y)a(y) = /d4x aMu , (225)

ya que podemos escribir

Zél]oc] — o /d4y 6 (x — y)a(y) (226)

(M) = ¥ Mg = (Ma)(x) = [ dty M(x,)a(y) 227)
]
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Finalmente, si escribimos:
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) =S, s =g 228)

obtenemos una expresion andloga a (73):

Zoln, 7] = exp {— / d*xd*y 77(x)Sg(x — y)n(y)} (229)

Veamos que

dp i

270YE P2 — 12 1 —e (230)

Se(x) = (i9+ m)De(x), Dg(x) = / (

En efecto, recordando (82):

S71S = (ig — m)(—iSr) = (ig — m)(ig + m)(—iDg) = (O + m?)Dr(x) = 6*(x) . (231)
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Por tanto, en el espacio de momentos:

~ i 4+m) i
Se(p) = p2 —m?2+ie Pp—m+ie

> (232)

Es muy importante notar que, aunque para escalares Dr(p) = Dp(—p), para
fermiones Sg(p) # Sp(—p).

Podemos encontrar las funciones de Green tomando derivadas del funcional
generador respecto de las fuentes:

O/ T{p(xr) - Plen)ply) -+ Plyn) }0) =
“033)

donde solamente sobreviven el mismo ntmero de derivadas respecto a 77 y 77 cuando
al final hacemos 7 = 7 = 0.
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Usando nuestra notacién abreviada, comprobemos que recuperamos que el
propagador es la funcién de Green de dos puntos para el campo libre:

Sr(x —vy) = — — Zoln, 7l = — ——e¢ 1S1212)
D= e T = Gy, .
— — %[_ <Sx2;72> e_<771512772>] — Sxy . (234)
Ty 7=1=0

Notese que, aunque no los hayamos escrito explicitamente, los campos fermidnicos y
las fuentes llevan un indice espinorial « =1, ...,4 y el propagador lleva dos.
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Si los campos fermiénicos sufren interacciones, L1(¢, ) = L — Ly, podemos
generalizar (93) y escribir:

Z[n, 7] = exp {i [ atee G% }%) } Zo[1 ] (235)

donde Zy|7,77] viene dado por (229). Un resultado importante que se puede mostrar
es que un loop cerrado de fermiones contribuye con signo contrario que uno de
escalares.

Pruébese comparando los siguientes diagramas para interacciones y1¢ y ¢°,

respectivamente:
e N
/
A e b @3
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El lagrangiano de Maxwell determina la dindmica del campo electromagnético (en
ausencia de fuentes) en términos de un campo vectorial Ay,:

1
Lo=—FuF", Fuw=0A) — A, . (237)

Este lagrangiano es invariante gauge, es decir, bajo transformaciones locales de la
forma:

Ap(x) = A (x) = Ap(x) +0,Q(x) . (238)

Esto significa que A, hace una descripcion redundante del campo electromagnético,
pues la clase de vectores A, que se pueden conectar con un Ai} fijo mediante
transformaciones () dan lugar al mismo campo electromagnético. Es decir podemos
agrupar todos los A, en clases A%,

Au(x) ~ AN (x), Q(x) . (239)

106



Campo electromagnético

ww.ugr.es/local/jillana

Entonces, si para cuantizar el electromagnetismo (electrodindmica cuéntica, QED)
simplemente consideramos el funcional generador

Z[]] = / DA, exp {i / dx (Lo + ]”Ay)} (240)

donde la integracion funcional se hace sobre todos los A, estaremos haciendo contaje
multiple (infinitas veces) de los caminos posibles, que claramente conduce a una Z|]]
y, derivando respecto a |, unas funciones de Green infinitas.

Este problema esta conectado con la imposibilidad de definir un propagador para el
foton. Recordemos que para conseguirlo debemos fijar un gauge, lo que podemos
conseguir afiadiendo a Ly un término de gauge fixing LgF,

1 1

L=Ly+ Lgg = ——FW,FVV 2

1 (0" A,)? (241)

e imponiendo el gauge de Lorenz 0" A, =
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Entonces las ecuaciones de movimiento son

oL oL 1
_ _ W VoK A
A a”a(ayAv) 0= 9, F" + éa MA,
= [JAY — (1 — %) 0" Ay =
N [gwm _ (1 _ %) auav] A, = (242)

y el propagador del fotén en el espacio de momentos es (excepto por un factor i) el
inverso de

—k*g" + (1 — %) KHKY (243)

Notese que este operador es invertible gracias a que hemos introducido el término de
gauge fixing, pues —k*¢"’ + k"kV es singular (tiene autovalor nulo k*).

ww.ugr.es/local/jillana
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Hallando el inverso de (243) obtenemos

Dy’ (k)

=2 ey —gt + (1 —¢) 2 (244)

donde se ha incluido la prescripciéon de Feynman que ya hemos discutido. Los
resultados fisicos no dependeran de ¢, aunque el propagador si depende. Para
facilitar los calculos se puede elegir el llamado Ry gauge més apropiado. Los mas
usuales son:

¢ = 1: gauge de 't Hooft-Feynman (245)
¢ = 0: gauge de Landau (246)
¢ — 00 : gauge unitario. (247)

Pues bien, veamos que en el formalismo de cuantizacion funcional el término de
gauge-fixing es necesario para evitar el contaje multiple (infinito) de configuraciones
en el generador funcional.

ww.ugr.es/local/jillana

109



Campo electromagnético

Recordando (239) podemos separar

donde el primer factor es el responsable de la divergencia del funcional generador.
Nos gustaria integrar sobre un solo representante Af} de cada clase de campos
conectados mediante una transformacion de gauge (). Para ello, imponemos una
condicion de gauge:

FIA,] =0 (249)

donde F[A,] es un funcional cualquiera de A;, por ejemplo F|A,] = 0¥ A, en el gauge
de Lorenz, y usamos que integrar sobre los campos de una clase es equ1valente a
integrar sobre todos los campos con la restriccion de que cumplan la condicion de
gauge (249):

ww.ugr.es/local/jillana

/ DA, = / DO / DA (248)5
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@) @)
DAQ = DA, 6(Ay, ~ AD)
— DA, §[F[A,]] det M (250)

donde hemos escrito una funcién delta simbdlica en la primera igualdad de (250) y
hemos introducido

_ OF[Au(x)]
M(x,y) = 500 |y (251)
de la misma forma que
0
d(x—2x0) =6(f(x)) % oo , (252)

como es bien conocido.
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Consideremos ahora una clase de condiciones de gauge de la forma

F[A,] — C(x) =0 (253)\'i

ww.ugr.es/local/jillana

donde C(x) es una funcién arbitraria, independiente de A,. Né6tese que det M es
independiente de C(x). Podemos usar esto para reemplazar la funcién delta de (250)
por un funcional de F promediando sobre C de la siguiente forma:

/DAQ — /DAyé[F[Ay] — C(x)] det M
:/DA detM/DCé[F[Ay] — C(x)]G[C]
/DA G[F[A,]] detM (254)

donde G|C] es un funcional arbitrario y se ha ignorado un factor de normalizacién
irrelevante. La eleccion habitual es

G[C] = exp{ / d*x C?(x } (255)
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Es interesante notar que, salvo un factor de normalizacién, esta eleccién cumple

G[C] P 5[C] . (256)

Por tanto, si nos restringimos a los campos A, que verifiquen la condicién de gauge,
nuestra integral de camino ya no sera redundante y habremos descontado el factor
infinito [ dQ) de (248) reemplazando

/ DA, — / DA, det M exp {_21_6 / d*x PZ[AV]} . (257)

Ahora viene el truco. Podemos convertir el determinante anterior en una integral

funcional gaussiana sobre variables de Grassmann infinito-dimensionales al estilo de
(210):

det M :/Dﬁ Dy exp {—i/d4xd4y;7(x)M(x,y);7(y)} (258)

donde se han renombrado las variables de (210) de modo que aa = i7jy y se ha
absorbido el factor i en la (irrelevante) normalizacion de la integral funcional.
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Asi que finalmente, en el funcional generador hemos de reemplazar

/DAy exp {i/d4x £0} —> /DAyDﬁ Dy exp {i/d4x E} (259)

donde no solamente hemos afiadido a £y un término de gauge-fixing £( sino también
un término de Faddeev-Popov Lpp, de modo que

= /DAyDﬁ Dy exp {i/d4x (£+1”Au)}

1 1
L= Lo+ Lar+ Lrr = =7 Fy FV”—iFZ[A] iMn

(260)

Los campos auxiliares #(x) y 7(x) se llaman fantasmas de Faddeev-Popov. Son
campos escalares (no tienen indices espinoriales) pero, sin embargo, anticonmutan
(tienen estadistica de Fermi), asi que no son fisicos y nunca apareceran como campos
externos sino en loops en diagramas de Feynman.”

* Debido a su carécter anticonmutante, un loop cerrado de fantasmas introduce un signo (—).
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De hecho, en una teoria gauge abeliana, como la QED, los fantasmas se pueden
ignorar completamente pues no se acoplan al campo A, y su contribucién a Z|]]|
consiste simplemente en cambiar su normalizacién. Solamente hay que afadir al £
un término de gauge-fixing, que en el gauge de Lorenz es

1

FlA)) =94y = Lor=—p;

(" Au)* . (261)
Sin embargo, en una teoria gauge no abeliana, como el Modelo Estandar de las

interacciones electrodébiles (EWSM) y fuertes (cromodindamica cuantica, QCD), los

fantasmas contribuyen a los loops. Veamos esto. Consideremos un lagrangiano de
Yang-Mills
1 1

Ly = =5 Tr {WWWW} = — Wi, W (262)
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que es invariante bajo transformaciones de gauge
Wy = UW, U, U = exp{—iT,w"} (263);
donde {T,} son los N generadores del grupo de simetrias con algebra de Lie:
(Ta, Ty] = ifapeTe (fape totalmente antisimétricas) (264)

y se ha introducido la notacién:

~

W, = T,W, (265)
Wy = TuWs, = DyW, — D,W, = 0, W, — 9, W, — ig[W,,, W, ] (266)
= Wi, = 0,W{ — 0, W), + gfarc Wy Wy (267)

y la derivada covariante:

D, =9, —igW, . (268)
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Los N campos de gauge {W;} se transforman

~

W, (x) > UW, U — é(aymu*
1
= Wi — Wi — fapWiw© — gayw“

que coincide con el caso abeliano (238) reemplazando f,;;. = 0, Wﬁ — Wy y

w? — —¢). La condicién de gauge es ahora:
FIWy] =0, Va=1,...,N

y en el gauge de Lorenz:
1
a — M a = — —_—
FIWy] = "Wy = Lcr Ea o,

Entonces, en este gauge,

FIWE] s FIWT] — frpd® (WPaot) — gmwﬂ

(FWy)% .

ww.ugr.es/local/jillana

(269)

(270)

271)

(272)
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y el determinante de Faddeev-Popov es por tanto:

OF|Wi] pAre oy 1
Mgy = Scob — fabc(a Wy + Wya ) — §5abD
1
=~ (00 — gfacW;d") (273)

donde hemos usado la condicion de gauge 0#W;, = 0. Podemos ahora extraer el factor

¢~ ! redefiniendo los fantasmas de Faddeev-Popov 7 = {#?} y 71 = {#j*} con
a=1,...,N de modo que

det M = /Dﬁ Dy exp {—i/d4x 7" (Sap — gfabcw;ftay)nb}

— /Dﬁ Diy exp {1/d4x [8”17“8#17“ — gfabc(ayﬁa)nbwlzcl]}

— /Dﬁ Drn exp {i/d4x ﬁpp} (274)
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donde se ha vuelto a usar la condicién de gauge y que las derivadas totales se anulan.

Noétese que el lagrangiano de Faddeev-Popov contiene interacciones de fantasmas con-

campos de gauge que podemos escribir:

C ~0 adj
Lep = (9"7) (9" = 8favet Wi) = (3"7") (D) avry” (275)
donde se ha introducido la derivada covariante en la irrep adjunta del grupo:

adj adj

. dj .
Dy — Y _lcha ]Wﬁ ’ (Tc )ab — _1fabc . (276)

Asi que en el caso de un grupo no abeliano se introducen tantos fantasmas 7 y 17
como generadores tenga el grupo y, a diferencia del caso abeliano, en general no se
pueden integrar sin consecuencias, pues se acoplan a los bosones de gauge, aunque
sOlo aparecen en lineas internas, concretamente no hay que olvidarlos en loops
(interaccionan por parejas).™*

** Existe un gauge muy particular, el gauge axial, en el que se pueden desacoplar las
interacciones entre fantasmas y bosones de gauge y por tanto ignorar sus contribuciones. El

precio a pagar es un propagador muy complicado para los bosones de gauge.

es /local /jillana
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Las ecuaciones de Schwinger-Dyson son la version cuédntica de las ecuaciones clésicas -
de Euler-Langrange. Constituyen las ecuaciones de movimiento para las funciones de ©

Green y juegan un papel muy importante para estudiar las leyes de conservacion que
se derivan de las simetrias de la teoria.

Se obtienen a partir de una observacion muy simple: la integral de una derivada total
es cero. Aplicando esto sobre el funcional generador tenemos que

0= /Dcpiexp {15[4)] +i/d4x]<p}
_1/194) (—+]) exp {15[4)] +i/d4x]cp} (277)

de donde, usando que

d(x)elVo) = %%e o) = /ngG [15]] /nge Jer (278)
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como ya hicimos en (92), podemos escribir:

5¢

Esta es la relacion de Schwinger-Dyson, que es independiente de la teoria de

perturbaciones y es el punto de partida para obtener ecuaciones integrales que
relacionan diversas funciones de Green a base de tomar derivadas con respecto a los
campos. Desarrollando en serie, también se puede usar para reproducir la teoria de
perturbaciones.

La estrategia serd convertir la expresion (279) para Z[]] en expresiones para W|J| y

para I'[¢].

es /local /jillana
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(‘55 E%] +l) Z[J] = 0 (279)3
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Consideremos por ejemplo la teoria A¢*:

1 1
slgl = [ atx (32090 — g2 - V(p)) . Vig) =
Entonces
05 B 2\ & 3

y la relacién de Schwinger-Dyson (279) implica:

107 A1 3
( )15] 3!(15]) J 0

A

4!

4

ww.ugr.es/local/jillana

(280)

(281)

(282)
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Recordando que

z[j) ="l
tenemos
102 _ , oW
i0] |

of

BTN T

3 3 2 3
(%%) 7 _ (5W) WO W

Usando lo anterior, sustituyendo

SW
?) = 50

y dividiendo por Z, la expresion (282) queda:

A 3 %&oz A%

2 71 __ " _r T
O+m)e=]=519"+ 757 T332
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(283)5

(284)

(285)

(286)

(287)
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Los dos primeros términos de la derecha nos dan las ecuaciones de movimiento
clasicas en presencia de una fuente externa J, modificadas por los dos términos
siguientes, que son las correcciones cudnticas. Si no hay interacciones no hay
correcciones, pero si A # 0 entonces tenemos una fuerza “efectiva” que viene dada
por menos la derivada del potencial clasico corregida por otros términos.

De hecho podemos hallar la accion efectiva I'[¢] a partir de

oT
J(x) = — : (288)
AU TE)
despejando | de (287), haciendo un desarrollo en derivadas funcionales,
or ’ A 4
i (O+m")e TRARREREE (289)

de donde

1 1 A
e] = /d4x (Eauﬁpa”@ - §m2§02 - @?4 + 0(h)> (290)

ww.ugr.es/local/jillana

124



