TEMA 4. Variables Aleatorias y

Distribuciones de Probabilidad

4.1 Concepto de variable aleatoria y distribucion de

probabilidad

4.2 Funciones de distribucion. Variables aleatorias discretas y

continuas
4.3 Valor esperado de una variable aleatoria. Momentos
4.4 Otras medidas de posicion, dispersion y forma

4.5 Variables aleatorias bidimensionales. Independencia

3 D
4.1 Concepto de variable aleatoria y distribucion de
probabilidad

Sea el conjunto de sucesos elementales de un fenémeno aleatorio. Se define una variable

aleatoria X como una funciéon

X
Q —- R

o, — X(w)=xcR
Es decir, mediante una variable aleatoria transformamos los resultados de un fenomeno
aleatorio en valores numéricos que miden aquella caracteristica del fenomeno que nos

interesa destacar

Ejemplo: En el lanzamiento de dos monedas podemos definir la variable
aleatoria X como el nimero de caras obtenidas en el experimento.

Q->R
(C,C) =X(C,C)=2
(C,X) 2X(C,X)=1
(X,C) »X(X,0)=1
(X,X) =X(X,X)=0
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4.1 Concepto de variable aleatoria y distribucion de
probabilidad

distintos valores que puede tomar la variable aleatoria: p,=P[X=x,/

Ejemplo: Obtener distribuciéon de probabilidad del ejemplo anterior

X pi—PIX=x(]
0 174
1 2/4
2 174
1

Toda distribucion de probabilidad ha de cumplir: o p, =0 Vi

Se denomina distribucion de probabilidad de la variable X a las probabilidades asociadas a los

=~

/

4.2 Funcion de distribucion. V.A. discretas y V.A. continuas
Se define la funcion de distribucion de una variable aleatoria X como:
F(x)=P[X £x]=PlocQ/X (o)< x] vxeR
Propiedades: o Si x <x = F(x)<F(x)
¢ F(—»)=0 F(+»)=1
¢ PlX>x]=1-F(x)
¢ Ply<Xs=x|=F(x)-F(x)

Ejemplo: Obtenga la funcion de distribucion de la variable aleatoria Nimero de
caras en el lanzamiento de dos monedas.

~
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F(0)=P[X<0]=P[X =0] =

F(05) = PIX < 05] = Pl = 0] =

F()=P[X<1]=P[X=0]+P[X=1]=

3/4 1<x<2

0 x<0
<
F(x) = 1/4 0<x<1
1 2<x

0 1 2
0 x<0
_ _J1/4 0<x<1
H@—PBSxL_3M lexe2
1 2<x

P[XS1]=F(1)=%

PW<XSH=PMSH—PMSM=1—%=

P[X>1]=1—P[xs1]=1—p(1)=1_%=
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Sea X una v.a. con distribucion de probabilidad:

X pi=P[X=x]] a) Hallar la funcion de distribucién
0 178 b) Hallar P[0 < X <1],P[1 <X <2],P[2< X < 4]
1 3/8
2 3/8 | | |
3 1/8 0 1 b 3
1
0 x<0
1/8 0<x<1
F(x)=144/8 1<x<2
7/8 2<x<3
1 3<x
4 4
P[OSXSl]=P[XS1]—P[X<0]=§—0=P[X=0]+P[X=1]=§
7 4 3
P[1<XS2]=P[XS2]—P[XS1]=§—§=§=P[X=2]
7 1
P[2<X<4]=P[XS3]—P[XS2]=1—§=§=P[X=3]

” S

Variables Aleatorias Discretas y continuas.

Si la variable aleatoria toma un conjunto de valores aislados diremos que es una variable
aleatoria discreta. En este caso la funcion de distribucion es escalonada:

F(x)=P[X <x]= pr

Si la variable aleatoria toma un conjunto continuo de valores diremos que es una variable
aleatoria continua.

La derivada de la funcién de distribucion de una variable aleatoria continua se denomina
funcion de densidad:

F'(x) = f(x)

Propiedades de la funcion de densidad:

e f(x)=0 VxeR

. Tf(x)dle




Sea la funcion de distribucion de la v.a. X:

0 x<0
3x —x3
F(x) = 0<x<1
1 x>1

Hallar su funcion de densidad y demostrar sus propiedades:

0, x<0
, 3—3x%2 3 3
fG) =F(x) = 2" =S(-x?), 0=x<1={5(1-2) o0<x<1
0, x>1 0 en otro caso

3
f(x)es mayor que 0 porque 5 >0 y (1-x?)>0dadoque0<x<1

/ [ ] [ |
o | 3 , I o
o @-x9 1

_Zf(x)dx=_£0dx+of1;(1—x2) dx+f0dx=

32 H - )-f
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La probabilidad de que la variable aleatoria X tome valores en un determinado conjunto
es igual ala integral de la funcion de densidad definida sobre dicho conjunto:

P[X:a]:j'f(x)dx:o
Pla<x <b]=[f(x)dx
P[a<X]=Tf(x)dx

PlX <a]= If(x) dx

Ejemplo. Sea la funcion de distribucion y la funcion de densidad de la v.a. X:

0 x<0 3
3
F)={3 X gcr<t f@=150-x" 0<xs1
1 x>1 0 en otro caso
[ |
0 I 3 |
o A=

Pax<)=r()-r() =220 06

3 2 2 3 2
1/2

P1<X<1—f3(1 D dx =

3 2) 7 ) BT
1/3
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Sea la funcion de distribucion y la funcién de densidad de la v.a. X:

0 x<0

_ 43 3
F(x): 3x —x 0<x<1 f(x): E(l—xz) 0<x<1
1 x>1 0 en otro caso
[ |
0 I 3 ) LI
o 20=x9 |

1 1
1 1 35— )’
Pl=<X])=1-F 3 =1—T=0.3125

2
1 [e9)
1 3
P §<X = J-E(l—xz)dx+f0dx=
172 1
3 5\ 3 1 1 B
=3(x-3)) =3|(1-9)-5-5)| =oszs
1/2

/

La funcion de distribucion se puede obtener a partir de la de densidad:

F(x)=P[X <x]= j F(0) dt
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Ejemplo. Sea la funcion de densidad de X, obtener la funcion de distribucion:

0 I 3 I 0

flx) = ;u—xh 0<x<1 0 Ea—xﬁ i

0 en otro caso
X X
Six <0, F(x)=P[XSx]=ff(x)dx=f0dx=0

X 0 x
Sio<x<1, F(x)=P[XSx]=J-f(x)dx=f0dx+f§(1—x2)dx=
—0o0 0

22 -2e-2)

1 X

Six>1, F(x)=_£f(x)dx=dex+Of;(1—x2)dx+1dex=1

—00

0 x<0

3x —x3
F(x) = 0<x<1

(] i
1 x>1

Ejemplo. Sca la funcion de densidad de X, obtener la funcion de distribucion:

o 0

flx) = %(S—Zx) 0<x<2 0 %(5_2,() )

0 en otro caso
‘1 H 1 2
P(1<X<4)=JE(5—2x)dx+J0dx=[g(5x—x2)] =g(6—4)=0.333
1 2 1

Obtener la funciéon de distribucion:

Six <0, F(x)=P[XSx]=ff(x)dx=f0dx=0

x 0 x
1
Sio<x<2 Fx)=PX<x]= | f(x)dx= | 0dx+ | =(5—2x)dx =
Jrwae=Joa [
1
=g(5x—x2)
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x 0 2 x
1
Six>2, F(x) = ff(x)dx= J-de+fg(5—2x)dx+f0dx=1
—co —o00 0 2
0 x<0
1
F(x) = E(Sx—xz) 0<x<2
1 x>2

/

4.3 Valor esperado de una variable aleatoria. Momentos

Los momentos no centrados o respecto del origen: a.=E [Xr:| = Z x! p,
- i=1

Se definen los momentos centrados respecto a la esperanza o respecto a la media como:

i, :E[(X—E[X]]rj}':i(x:_E[X])V P

i=1

Se define el valor esperado, esperanza matematica o media de una v.a. discreta

como: =2
E[X]=2 xp,
i=1

Se define la varianza de una v.a. discreta como:

Var(X) = 6? = E[(X — EX)?] = Z(xi — EX)?p; = E[X?] — EX?

i=1
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Ejemplo. Sea X el ntimero de llantas defectuosas en un lote de 4. La funcion de distribucion

es:

X F(x) pi=PX=x) x;*p; X7 #p;

0| 0.8 0.8 0 0

1 0.9 0.1 0.1 0.1

21 0.95 0.05 0.1 0.2

3] 0.98 0.03 0.09 0.27

4 1 0.02 0.08 0.32
1 0.37 0.89

E[X] =0.37

Var[X]=E[X?]-EX?=0.89-(0.37)>=0.7531

(IraR)

/

Se definen los momentos no centrados y centrados para una v.a. continua X como:
. .
a, :E[X ]: j X f(x)dx

+20

i, = E[(X—E[X])”} = [ (x-E[X]) f(x)dx

—=

Se define el valor esperado, esperanza matematica o media de una v.a. continua

como
©

EX = fo(x)dx

—oo

Se define la varianza de una v.a. continua como:

[oe]

Var(X) = J x2f(x)dx — EX?

—oo

02/11/2021
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Ejemplo. Sea la funcion de densidad de X:
[ |
L 0 I . | 0
fG) = E(S—Zx) 0<x<2 0 g(s_zx) 2
0 en otro caso
3} 2 2 2
1 1 1 x? x3
EX = f xf (x)dx =fx—(5 —2x)dx = f—(Sx —2x)dx==|5——-2—| =0.7778
6 6 6| 2 3
—0o0 0 0 0
[e3) 2 1 2 1
EX? = f x2f(x)dx =fng(5 —2x)dx = fg(sz —2x3) dx
—0o0 0 0
1[_ x3 x4
0
Var(X) = 0.8889 — (0.7778) 2 = 0.284
e (IraR)
Ejemplo. Dada la siguiente funcion de densidad de la variable : \
x—1 1<x<2 I I [ |
fx)=43—-x 2<x<3 0 x—1 3—x | 0
0 en otro caso 1 2 3

a. Hallar la esperanza y la varianza de X

oo 2 3

2 3
EX = fxf(x)dx=fx(x—1)dx+fx(3—x)dx= (xz—x)dx+f(3x—x2)dx=

—0 1 2 1 2
O %2 [3x2 %3] (8 4\ (1 1 27 27\ (12 8\] _
B G -9
©o 2 3
EX? = fxzf(x)dx=fx2(x—1) dx+fx2(3—x) dx =

- 1 2
2 3
4,372 3 473
3
f(x3—x2)dx+f(3x2—x3)dx= N R R
4 3 3 4
1 5 1 2

R N e




\
Var(X) = 41667 — (2) 2 = 0.1667 (IraR)
b. Hallar P[1<X<4] 0 I — 1 I 3_x I 0
1 2 3
4
P[1<X<4]=J- (x—l)dx+f(3—x)dx+f0dx=
3
=[=- sx-2| =[(5-2)-(G-1 9-2)—(6-23)| =
o] -5 - N+(0-3)-(e-3)]=
(IraR)
c. Hallar la funcion de distribucion
Six <1, F(x)=P[XSx]=ff(x)dx=f0dx=0
/ I I [} \
0 x—1 3—x | 0
1 2 3

x 1 x 2 x
Sil<x<2 F(x)=P[XSx]=ff(x)dx=dex+f(x—1)dx=[x7—x]
—co —0o0 1 1

_ (X 11—"2 +05
“\27%)7\2 _zx'

Si2<x<3, F(x) =P[X<«x] = ff(x)dx—dex+J(x—1)dx+f(3—x)dx

e oS- (-

Z_E +3x—35 X2 0 x<1
7 —x+0.5 1<x<?2

. F(x) = 2
Six>3,  Fl)=1 —% +3x—-35 2<x<3

@ 1 x >3

02/11/2021
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Relaciones entre momentos centrado y no centrado:
2 2
cl=l,=d,—0,
3
My =0y —3oq0, +2a;

2 4
My, =, — 4.0, +60; o, — 3

Propiedades de la media y la varianza:
ElaX+b]|=aE[X]+D

o’ [aX+b} —a'c’ [A]

Ejemplo. Sea X el nimero de llantas defectuosas en un lote de 4. Se sabe que el namero
esperado de llantas defectuosas es 0.37 llantas con una varianza de 0.7531. Cada una de las
llantas defectuosas representa una péerdida de 120 euros. Estime la pérdida esperada y la
desviacion tipica de las pérdidas.

Y=pérdidas=120%X
EY=120*EX=120%0.37=44.4 curos
dt(Y)=120%dt(X)=120%y0.7531 =104.1376 euros

” S

4.4 Otras medidas de posicion, dispersion y forma
MODA

Se define la moda, Mo, como aquel valor de la variable aleatoria donde la distribucion de
probabilidad alcanza su maximo.

Para v.a. discretas: P [X = _Uo] >2p, Vi

Para v.a. continuas:  f(Mo)> f(x) YxeR

Ejemplo
X pi—PIX=x]
0 1/8 Mo=1
i 3/8 Mo=2
2 3/8
3 1/8
1
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3
fx) = E(1—x2) 0<x<1
0 en otro caso
Para buscar un maximo, se hace la primera derivada de la funcion y se iguala a cero. El valor

obtenido sera un maximo (sera la MODA) si la segunda derivada de la funcion en ese valor
tiene signo negativo.

f'(x)=;(0—2x)=—3x=0=>x=0

f'"(x) = -3 < 0= x=0esunmaximo

Mo=0

Ejemplo \

” S

MEDIANA, CUARTILES, PERCENTILES 1
Se define la mediana, Me, como aquel valor que verifica F(Me) =P [X < Me]= 7

Se definen los cuartiles y percentiles como los valores que verifican
i
F(@)=Plx<0]=7

F(P)=P[X <P]

i

Ejemplo
X p=P[X=x] F(x)
0 1/8 1/8=0.125 )
Me =——=15
1 3/8 4/8= 0.5 2
2 3/8 7/8=0.875
Py5 =2
3 1/8 1
! Q=1

02/11/2021
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Ejemplo. Sea la funcion de densidad de X, obtener la mediana y el percentil 90 \
0 x<0
1 1
flx) = s(6-2r) 0=x<2 F(x) = E(Sx—xz) 0<x<2
0 en otro caso 1 x> 2

1
F(Me) = 0.5 =g(5Me—Mez) = Me?2 —-5Me+3=0

Me

_5EV25-12 (0,647
- 2 T 14303

1
F(Pyo) = 0.90 = 5(51390 - P902) = Pyg? —5Pgg+54 =0

5++v25-216 1.58
Poo = 2 ~ 342
Ejemplo. Dada la siguiente funcion de densidad, hallar la mediana y el cuartil 3
0
x2 x<1
x—1 1<x<2 - —x+05 1<x<2
fx)=43—-x 2<x<3 F(x) = 2
0 en otro caso x2

3 +3x—-35 2<x<3

1 x>3
F(Q3) =0.75

4
F(2) =5=2+05=05= Q;¢(23)

2 2
F(Qs)=0-75=—% +3Q3—35 :—% +3Q; — 4.25=0= Q% —-6Q;+85=0

0 6++36—34 {2_30
3g=—————— =

2 374+

F(Me) =05=>Me =2

02/11/2021
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COEFICIENTE DEVARIACION ~ CV
COEFICIENTE DE ASIMETRIA 7, = e

COEFICIENTE DE APUNTAMIENTO O CURTOSIS Y= F -3

Ejemplo.
X | pPX=x) | x*p | XFp; E[X] =1
-2 1/3 -2/3 4/3 Var[X]:E[Xz]-EX2:6-(1)2:5
1 1/6 1/6 1/6 \/g
3 1/2 3/2 | 92 (V=—=224
1 1 6

(IraR)

Ejemplo. Sea la funcion de densidad de X:

1 1
flx) = 7% 0<xs2 0 5%

0 enotrocaso

o) 2 2
Ex—f (x)d —f ! d—flzd —1x32—18—1333
= xf(x)dx = xzx x = 2x x—z 3 0—23— .
—co 0 0
r foa ‘1 1P 1
x
2 — 2 — 2 = 43 = —|— = —4 =
EX fxf(x)dx fx 2xdx J-Zx dx 2[4]0 54=2
—0o 0 0

Var(X) =2 — (1.333) * = 0.222

10.222

1.333

@ (IraR)

CV = =0.3536

02/11/2021
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4.5 Variables aleatorias bidimensionales. Independencia de v.a. N

Sea un conjunto de sucesos elementales de un fendmeno aleatorio. Se define una variable
aleatoria bidimensional como una funciéon

(X.7)
QQ — RxR

o — (X(@).Y(®))

Mediante una variable aleatoria bidimensional transformamos los resultados de un fen6meno
aleatorio en dos valores numeéricos que miden aquellas dos caracteristicas del fenémeno que
nos interesan destacar. Una variable aleatoria bidimensional es un par de variables aleatorias
unidimensionales definidas sobre el mismo fendmeno aleatorio.

Ejemplo. Sea X=n° de cruces en tres lanzamientos de una moneda, ¢ Y=n" de caras en los
dos primeros lanzamientos de la moneda.

Q-R
(C,C,C) —(0,2) (X,X,C) =(2,0)
(X,C,C) =(1,1) (X,C,X) =(2,1)
(C,X,0) =(1,1) (C,X,X) =(2,1)

@ (C,CX)—(1,2) (X,X,X) =(3,0)

/4.5 Variables aleatorias bidimensionales. Independencia de v.a. A

Se denomina distribucion de probabilidad bidimensional de las variables aleatorias a las

probabilidades asociadas a los distintos valores que pueden tomar conjuntamente dichas
variables aleatorias,

Py :P[{X.Y):(x,.,_u:j)}:Pi:X:xf.Y:.vj]

Toda distribucion de probabilidad bidimensional cumple: & p, >0 Vi, ;j

| o b =
P[Ln.)7,];13U(((;]7g T
P[J'71.Y7I}7P[(+("(';U((‘+(";'i,l+l,3,l
- 88 8 4
_\.\), 0 1

Plx=1¥=2]=P[(cC+)]=;

P[As':l.)‘:()]:l?[p+(‘)]:§l .

1o

o)
%
= Az b

+

PN

P[X =27 =1]=P[(C++)U(+C+)]=

-3 RS}
==

Lyl
8 8

P[X=3Y :{»]:P[(+++;]:l

@ R
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Funcién de distribucion bidimensional. Funcion de densidad bidimensional

Dada una variable aleatoria bidimensional, se define la funcion de distribucion (conjunta) de
como:

F(x,y)=P[X<x,Y<y]= P[cer/X(a))Sx, Y((U)Sy] v (x,»)eR?

Si las variables aleatorias son discretas la funcion de distribucion es escalonada (discontinua).

Si las variables aleatorias son continuas la siguiente derivada de la funcion de distribucion

conjunta es la funcion de densidad (conjunta): 8*F (x.7)

oo S(x,p)

Toda funcion de densidad bidimensional cumple las siguientes propiedades:
o [(x,»)=0  V(x,y)eR?

S e

o [[remaxdv=1

La probabilidad de que la variable aleatoria bidimensional tome valores en un determinado
conjunto es igual a la integral definida de la funcion de densidad bidimensional sobre dicho
conjunto.

=~

Distribuciones de probabilidad marginales

Para variables aleatorias discretas, se define la distribucion de probabilidad marginal de X'y
deY como

P = P[X = —",] — P[X =x, Y =cualquier va]or] = Z Py
7

p., =P [Y = y}] =P [X = cualquier valor, Y = yj] — Z By
vi

Ejemplo
x\r| © 1 2 P
0 0 0 A ¥
2 1 3
I 0 8 8 /8
1 2 3
- K % 0 73
3 1
; 1 0 0 A
2 1 2
P ¢ X 8 L

~

02/11/2021
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Distribuciones de probabilidad marginales

Para variables aleatorias continuas, se define la funcion de densidad marginal de X y deY

como

A= F() = [ SGer)dy

L= 0= [ fxy) dx

Ejemplo

J(x, ) =1 2

6y—6x"y

=3(1-x")y

,02x<1

0<y<1

0 , enolrocaso

1

o a7 P
A= [ fepydy = [3(1-x)pdv=3(1-7 WTJ = '_:‘(J -x?)

0

si 0<x<l1

en oire caso

L= [ reeprdy=[0dy=0

e 1 r a7 -
fi(y)= [_H.\',.\‘) dx = [3(_1 x*)ydy=3) |x- \T | = ,‘\\" 1 —|* 2y
x o L g Jo

e ()= j,/}.v.,‘ ) dx = jt:d.\- -0 en otro caso .

si 0<y<l]

=~

Independencia de variables aleatorias

En el caso discreto, diremos que las variables X ¢ Y son independientes si

Pl =x.T=y,]=P[x=s]P[r=y,] Vi.»

Ejemplo
A\ Y 2 )
-\:, : :’ l“ } Pn=0#p.p, :égz%
8 8 Jz
1 0 % % ¥
2 A % 0 ¥
3 % 0 0 ls X eY NO SON INDEPENDIENTES
PR K K !

02/11/2021
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Independencia de variables aleatorias

En el caso continuo, diremos que las variables X e Y son independientes si

flxep)=A(x)A(y)  Vxy

Ejemplo
§ 6y 6'\7-“; =3(1-x" ) ,0<x<]l 0<y<l
S(x,3)=1 ’
0 . enoiro caso
[ 3 ; . [ 2y .0<y<l
; —(1-x7) ,0=sx<1 f.(v) = -
f()=1 2 S0 \ . en oiro caso
l 0 , en otro caso
X eY SON INDEPENDIENTES

/

Principales momentos en variables aleatorias bidimensionales

Media (marginal) de X

Variables discretas:
Variables continuas:
Media (marginal) de ¥.
Variables discretas:
Variables continuas:
Propiedades:

E[X+Y]|=E[X]+E[Y]
E[X-Y]|=E[X]-E[Y]

E[,-Y] = i.\"p]_
i=1

E[X]= I;I x fi(x)dx

E[Y] . ZI—I.J'P'J
J=

E[¥]=[ v r(»)dv

02/11/2021
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Varianza (marginal) de X

Variables discretas:

Var[X]=c’[X]=0c] = i(,\-‘ —E[X]) p.=E[X*]-(E[X]) =E[x*]-E*[x]

1=]

Vanables continuas:

Var[X]=o'[X]=0? = (x- E[X])’ () dx = E[ X* |- (E[X]) = E[ X" |- E*[ ]

Varianza (marginal) de Y.

Vanables discretas:

Var[Y]=c'[Y]=0" = i(_p, ~E[Y]) p., =E[¥*]-(E[Y])) =£[¥*]-E*[¥]
=1

Variables continuas:

Var[Y]=o[¥]=0? = [ (v—E[Y]) £i(y)dy = E[¥*]-(E[¥])’ =E[¥*]-E*[¥]

Propiedades:
f'url_\' + )'] = I'ur[_\'] + I'ur'[}'] . 2("0!‘[.\'. YI

Var| X - ¥]=Var[X]+Var[Y]-2Cov[ X.Y]

Covarianza (momento centrado de ordenes 1,1):

Vanables discretas:

Cov[X.Y]=0[X.Y]=0,= E[[ X-E[X])(Y- E[)']):i = Zi(\ - E[.‘\'[)(_\", -E[Y])p,
Varables continuas:

Cov[X.¥]=o[X.¥]=0, = E[(X-E[X])(Y-£[r])]=

=[]0 (x-E[X])(y-E[¥]) fx.p) dx dy

Propiedades:
Cov[X.¥]=E[XY]-E[X]E[Y].

Por tanto, en caso de independencia:
Cov[X.Y]=0
Var[X +Y]=Var[X]+Var[Y].

Var[ X -Y]=Var[X]+Var[¥]

02/11/2021
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Ejemplo. Sea la siguiente v.a. bidimensional discreta. Hallar la covarianza

Y\X 0 1 2 D, yip;
3 0.10 0.10 0.02 0.22 0.66
4 0.05 0.40 0.10 0.55 2.2
5 0.03 0.10 0.10 0.23 1.15

Di. 0.18 0.60 0.22 1 4.01

XiPi 0 0.60 0.44 1.04

Cov(X,Y) = E[XY] — EX * EY

Y\X 0 1 2 E[XY] = 4.32
3 0 0.30 0.12 Cov(X,Y) = 4.32—1.04 % 4.01 = 0.1496
4 0 1.6 0.80
5 0 0.50 1
e ;X €Y son independientes? NO 0.22 *0.18 # 0.10

~

Ejemplo. Sea la funcion de densidad conjunta de X Y. Hallar la esperanza deY:

1
fl,y) = Exy2 0<x<3 0<y<?2

0 en otro caso
r F1 1 22 1 9 3
= = [— 2 [ Jp— 2 x_ = — 2—:— 2 < <
f» ff(x,y)dx flzxy dx 77 [2 . 57 7=gY" 0<sy<2
—00 0
r F 3 ‘3 3[4 3
= = — 2 = —_ 3 :—y— = — =
EY Jyf(y)dy Jy8y dy sz dy 8[4 i gt 15
—o0 0 0
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