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4.1 Concepto de variable aleatoria y distribución de 
probabilidad 

4.2 Funciones de distribución. Variables aleatorias discretas y 
continuas 

4.3 Valor esperado de una variable aleatoria. Momentos 

4.4 Otras medidas de posición, dispersión y forma

4.5 Variables aleatorias bidimensionales. Independencia

TEMA 4. Variables Aleatorias y 
Distribuciones de Probabilidad

1

4.1 Concepto de variable aleatoria y distribución de 
probabilidad

Sea el conjunto de sucesos elementales de un fenómeno aleatorio. Se define una variable
aleatoria X como una función

Es decir, mediante una variable aleatoria transformamos los resultados de un fenómeno
aleatorio en valores numéricos que miden aquella característica del fenómeno que nos
interesa destacar

Ejemplo: En el lanzamiento de dos monedas podemos definir la variable
aleatoria X como el número de caras obtenidas en el experimento.

2

Ω → 𝑅
(C,C) →X(C,C)=2
(C,X) →X(C,X)=1
(X,C) →X(X,C)=1
(X,X) →X(X,X)=0
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4.1 Concepto de variable aleatoria y distribución de 
probabilidad

Se denomina distribución de probabilidad de la variable X a las probabilidades asociadas a los
distintos valores que puede tomar la variable aleatoria: pi=P[X=xi]

Ejemplo: Obtener distribución de probabilidad del ejemplo anterior

Toda distribución de probabilidad ha de cumplir:

3

X pi=P[X=xi]

0 1/4

1 2/4

2 1/4

1

4.2 Función de distribución. V.A. discretas y V.A. continuas 

Se define la función de distribución de una variable aleatoria X como:

Propiedades:

Ejemplo: Obtenga la función de distribución de la variable aleatoria Número de 
caras en el lanzamiento de dos monedas.

4
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𝐹 0 = 𝑃 𝑋 ≤ 0 = 𝑃 𝑋 = 0 =
1

4

𝐹 0.5 = 𝑃 𝑋 ≤ 0.5 = 𝑃 𝑋 = 0 =
1

4

𝐹 1 = 𝑃 𝑋 ≤ 1 = 𝑃 𝑋 = 0 + 𝑃 𝑋 = 1 =
1

4
+

2

4
=

3

4

𝐹 1.5 = 𝑃 𝑋 ≤ 1.5 = 𝑃 𝑋 = 0 + 𝑃 𝑋 = 1 =
1

4
+

2

4
=

3

4
𝐹 2 = 𝑃 𝑋 ≤ 2 = 𝑃 𝑋 = 0 + 𝑃 𝑋 = 1 + 𝑃 𝑋 = 2 =

ଵ

ସ
+

ଶ

ସ
+

ଵ

ସ
=1

0 1 2

𝐹 𝑥 =

0 𝑥 < 0
1/4 0 ≤ 𝑥 < 1
3/4

1
1 ≤ 𝑥 < 2

2 ≤ 𝑥

6

0 1 2

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 =

0 𝑥 < 0
1/4 0 ≤ 𝑥 < 1
3/4

1
1 ≤ 𝑥 < 2

2 ≤ 𝑥

𝑃 𝑋 ≤ 1 = 𝐹 1 =
3

4

𝑃 0 < 𝑋 ≤ 2 = 𝑃 𝑋 ≤ 2 − 𝑃 𝑋 ≤ 0 = 1 −
1

4
=

3

4

𝑃 𝑋 > 1 = 1 − 𝑃 𝑋 ≤ 1 = 1 − 𝐹 1 = 1 −
3

4
=

1

4
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X pi=P[X=xi]

0 1/8

1 3/8

2 3/8

3 1/8

1

Sea X una v.a. con distribución de probabilidad:

a) Hallar la función de distribución
b) Hallar 𝑃 0 ≤ 𝑋 ≤ 1 , 𝑃 1 < 𝑋 ≤ 2 , 𝑃 2 < 𝑋 < 4

0 1 2 3

𝐹 𝑥 =

0 𝑥 < 0
1/8 0 ≤ 𝑥 < 1
4/8
7/8

1

1 ≤ 𝑥 < 2
2 ≤ 𝑥 < 3

3 ≤ 𝑥

𝑃 0 ≤ 𝑋 ≤ 1 = 𝑃 𝑋 ≤ 1 − 𝑃 𝑋 < 0 =
4

8
− 0 = 𝑃 𝑋 = 0 + 𝑃[𝑋 = 1] =

4

8

𝑃 1 < 𝑋 ≤ 2 = 𝑃 𝑋 ≤ 2 − 𝑃 𝑋 ≤ 1 =
7

8
−

4

8
=

3

8
= 𝑃[𝑋 = 2]

𝑃 2 < 𝑋 < 4 = 𝑃 𝑋 ≤ 3 − 𝑃 𝑋 ≤ 2 = 1 −
7

8
=

1

8
= 𝑃[𝑋 = 3]

Variables Aleatorias Discretas y continuas.
Si la variable aleatoria toma un conjunto de valores aislados diremos que es una variable
aleatoria discreta. En este caso la función de distribución es escalonada:

Si la variable aleatoria toma un conjunto continuo de valores diremos que es una variable
aleatoria continua.

La derivada de la función de distribución de una variable aleatoria continua se denomina
función de densidad:

Propiedades de la función de densidad:

8
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9

𝐹 𝑥 =

0 𝑥 < 0
3𝑥 − 𝑥ଷ

2
0 ≤ 𝑥 ≤ 1

1 𝑥 > 1

Sea la función de distribución de la v.a. X:

Hallar su función de densidad y demostrar sus propiedades:

𝑓 𝑥 = 𝐹′ 𝑥 =

0, 𝑥 < 0

3 − 3𝑥ଶ

2
=

3

2
1 − 𝑥ଶ , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

0, 𝑥 > 1

=
3

2
(1 − 𝑥ଶ) 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

0 𝑒𝑛 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜

𝑓 𝑥 𝑒𝑠 𝑚𝑎𝑦𝑜𝑟 𝑞𝑢𝑒 0 𝑝𝑜𝑟𝑞𝑢𝑒 
3

2
> 0    𝑦   1 − 𝑥ଶ > 0 𝑑𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

10

0 1
3

2
(1 − 𝑥ଶ)

0

න 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =

ஶ

ିஶ

න 0𝑑𝑥 + න
3

2
1 − 𝑥ଶ  𝑑𝑥 + න 0𝑑𝑥 =

ஶ

ଵ

ଵ

଴

଴

ିஶ

=
3

2
𝑥 −

𝑥ଷ

3
቉

଴

ଵ

=
3

2
1 −

1ଷ

3
− 0 = 1

0
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La probabilidad de que la variable aleatoria X tome valores en un determinado conjunto 
es igual a la integral de la función de densidad definida sobre dicho conjunto:

11

12

𝐹 𝑥 =

0 𝑥 < 0
3𝑥 − 𝑥ଷ

2
0 ≤ 𝑥 ≤ 1

1 𝑥 > 1

Ejemplo. Sea la función de distribución y la función de densidad de la v.a. X:

𝑓 𝑥 =
3

2
(1 − 𝑥ଶ) 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

0 𝑒𝑛 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜

0 1
3

2
(1 − 𝑥ଶ)

0

𝑃
ଵ

ଷ
< 𝑋 <

ଵ

ଶ
= 𝐹

ଵ

ଶ
− 𝐹

ଵ

ଷ
=

ଷ
భ

మ
ି(

భ

మ
)య

ଶ
-
ଷ

భ

య
ି(

భ

య
)య

ଶ
= 0.206

𝑃
1

3
< 𝑋 <

1

2
= න

3

2
1 − 𝑥ଶ  𝑑𝑥 =

ଵ/ଶ

ଵ/ଷ

=
ଷ

ଶ
𝑥 −

௫య

ଷ
൨

ଵ/ଷ

ଵ/ଶ

=
ଷ

ଶ

ଵ

ଶ
−

భ

మ

య

ଷ
−

ଵ

ଷ
−

భ

య

య

ଷ
=0.206
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𝐹 𝑥 =

0 𝑥 < 0
3𝑥 − 𝑥ଷ

2
0 ≤ 𝑥 ≤ 1

1 𝑥 > 1

Sea la función de distribución y la función de densidad de la v.a. X:

𝑓 𝑥 =
3

2
(1 − 𝑥ଶ) 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

0 𝑒𝑛 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜

0 1
3

2
(1 − 𝑥ଶ)

0

𝑃
1

2
< 𝑋 = 1 − 𝐹

1

2
= 1 −

3
1
2

− (
1
2

)ଷ

2
= 0.3125

𝑃
1

2
< 𝑋 = න

3

2
1 − 𝑥ଶ  𝑑𝑥 + න 0 𝑑𝑥 =

ஶ

ଵ

ଵ

ଵ/ଶ

=
ଷ

ଶ
𝑥 −

௫య

ଷ
൨

ଵ/ଶ

ଵ

=
ଷ

ଶ
1 −

ଵ

ଷ
−

ଵ

ଶ
−

భ

మ

య

ଷ
=0.3125

0

La función de distribución se puede obtener a partir de la de densidad:

14
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Ejemplo. Sea la función de densidad de X, obtener la función de distribución:

𝑓 𝑥 =
3

2
(1 − 𝑥ଶ) 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

0 𝑒𝑛 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜

0 1
3

2
(1 − 𝑥ଶ)

0

𝑆𝑖 𝑥 < 0,   𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = න 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

௫

ିஶ

න 0 𝑑𝑥 = 0

௫

ିஶ

𝑆𝑖 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,   𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = න 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

௫

ିஶ

න 0 𝑑𝑥 + න
3

2
1 − 𝑥ଶ  𝑑𝑥 =

௫

଴

଴

ିஶ

=
ଷ

ଶ
𝑥 −

௫య

ଷ
൨

଴

௫

=
ଷ

ଶ
𝑥 −

௫య

ଷ

𝑆𝑖 𝑥 > 1,   𝐹 𝑥 = න 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

௫

ିஶ

න 0 𝑑𝑥 + න
3

2
1 − 𝑥ଶ  𝑑𝑥 + න 0 𝑑𝑥

௫

ଵ

= 1

ଵ

଴

଴

ିஶ

𝐹 𝑥 =

0 𝑥 < 0
3𝑥 − 𝑥ଷ

2
0 ≤ 𝑥 ≤ 1

1 𝑥 > 1

0

16

Ejemplo. Sea la función de densidad de X, obtener la función de distribución:

𝑓 𝑥 =
1

6
(5 − 2𝑥) 0 ≤ 𝑥 ≤ 2

0 𝑒𝑛 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜

0 2
0

1

6
(5 − 2𝑥)

0

𝑃 1 < 𝑋 < 4 = න
1

6
5 − 2𝑥  𝑑𝑥 + න 0 𝑑𝑥

ସ

ଶ

=

ଶ

ଵ

1

6
5𝑥 − 𝑥ଶ

ଵ

ଶ

=
1

6
6 − 4 = 0.333

𝑆𝑖 𝑥 < 0,   𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = න 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

௫

ିஶ

න 0 𝑑𝑥 = 0

௫

ିஶ

Obtener la función de distribución:

𝑆𝑖 0 ≤ 𝑥 ≤ 2,   𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = න 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

௫

ିஶ

න 0 𝑑𝑥 + න
1

6
5 − 2𝑥 𝑑𝑥 =

௫

଴

଴

ିஶ

=
1

6
5𝑥 − 𝑥ଶ
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𝑆𝑖 𝑥 > 2,   𝐹 𝑥 = න 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

௫

ିஶ

න 0 𝑑𝑥 + න
1

6
5 − 2𝑥 𝑑𝑥 + න 0 𝑑𝑥

௫

ଶ

= 1

ଶ

଴

଴

ିஶ

𝐹 𝑥 =

0 𝑥 < 0
1

6
5𝑥 − 𝑥ଶ  0 ≤ 𝑥 ≤ 2

1 𝑥 > 2

4.3 Valor esperado de una variable aleatoria. Momentos 

Los momentos no centrados o respecto del origen:

Se definen los momentos centrados respecto a la esperanza o respecto a la media como:

Se define el valor esperado, esperanza matemática o media de una v.a. discreta 
como: 

Se define la varianza de una v.a. discreta como:

18

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝜎ଶ = 𝐸 𝑋 − 𝐸𝑋 ଶ = ෍(𝑥௜ − 𝐸𝑋)ଶ𝑝௜

ஶ

௜ୀଵ

= 𝐸 𝑋ଶ − 𝐸𝑋ଶ
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Ejemplo. Sea X el número de llantas defectuosas en un lote de 4. La función de distribución 
es:

X F(xi) pi=P(X=xi) xi*pi x2
i*pi

0 0.8 0.8 0 0

1 0.9 0.1 0.1 0.1

2 0.95 0.05 0.1 0.2

3 0.98 0.03 0.09 0.27

4 1 0.02 0.08 0.32

1 0.37 0.89

𝐸 𝑋 = 0.37
Var[X]=E[X2]-EX2=0.89-(0.37)2=0.7531

(Ir a R)

Se definen los momentos no centrados y centrados para una v.a. continua X como:

20

Se define el valor esperado, esperanza matemática o media de una v.a. continua  
como

𝐸𝑋 = න 𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥

ஶ

ିஶ

Se define la varianza de una v.a. continua como:

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = න 𝑥ଶ𝑓 𝑥 𝑑𝑥 − 𝐸𝑋ଶ

ஶ

ିஶ
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Ejemplo. Sea la función de densidad de X:

𝑓 𝑥 =
1

6
(5 − 2𝑥) 0 ≤ 𝑥 ≤ 2

0 𝑒𝑛 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜

0 2
0

1

6
(5 − 2𝑥)

0

𝐸𝑋 = න 𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =

ஶ

ିஶ

න 𝑥
1

6
(5 − 2𝑥) 𝑑𝑥 = න

1

6
5𝑥 − 2𝑥ଶ  𝑑𝑥 =

1

6
5

𝑥ଶ

2
− 2

𝑥ଷ

3
଴

ଶ

= 0.7778

ଶ

଴

ଶ

଴

𝐸𝑋2 = න 𝑥ଶ𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =

ஶ

ିஶ

න 𝑥ଶ
1

6
(5 − 2𝑥) 𝑑𝑥 = න

1

6
5𝑥ଶ − 2𝑥ଷ  𝑑𝑥

ଶ

଴

ଶ

଴

=
1

6
5

𝑥ଷ

3
− 2

𝑥ସ

4
଴

ଶ

= 0.8889

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 0.8889 − 0.7778  ଶ = 0.284

(Ir a R)

22

Ejemplo. Dada la siguiente función de densidad de la variable :

𝑓 𝑥 = ቐ
𝑥 − 1 1 < 𝑥 ≤ 2
3 − 𝑥 2 < 𝑥 ≤ 3

0 𝑒𝑛 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜 1 3
0 𝑥 − 1 0

𝐸𝑋 = න 𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =

ஶ

ିஶ

න 𝑥 𝑥 − 1  𝑑𝑥 + න 𝑥 3 − 𝑥  𝑑𝑥 = න  𝑥ଶ − 𝑥  𝑑𝑥 + න 3𝑥 − 𝑥ଶ  𝑑𝑥 =

ଷ

ଶ

ଶ

ଵ

ଷ

ଶ

ଶ

ଵ

2
3 − 𝑥

a. Hallar la esperanza y la varianza de X

=
𝑥ଷ

3
−

𝑥ଶ

2
ଵ

ଶ

+
3𝑥ଶ

2
−

𝑥ଷ

3
ଶ

ଷ

=
8

3
−

4

2
−

1

3
−

1

2
+

27

2
−

27

3
−

12

2
−

8

3
= 2

𝐸𝑋2 = න 𝑥ଶ𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =

ஶ

ିஶ

න 𝑥ଶ 𝑥 − 1  𝑑𝑥 + න 𝑥ଶ 3 − 𝑥  𝑑𝑥 =

ଷ

ଶ

ଶ

ଵ

න  𝑥ଷ − 𝑥ଶ  𝑑𝑥 + න 3𝑥ଶ − 𝑥ଷ  𝑑𝑥 =
𝑥ସ

4
−

𝑥ଷ

3
ଵ

ଶ

+
3𝑥ଷ

3
−

𝑥ସ

4
ଶ

ଷଷ

ଶ

ଶ

ଵ

=
16

4
−

8

3
−

1

4
−

1

3
+ 27 −

81

4
− 8 − 4 = 4.1667
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𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 4.1667 − 2  ଶ = 0.1667 (Ir a R)

b. Hallar P[1<X<4]

1 3
0 𝑥 − 1 0

2
3 − 𝑥

𝑃[1 < 𝑋 < 4] = න  𝑥 − 1  𝑑𝑥 + න 3 − 𝑥  𝑑𝑥 + න 0 𝑑𝑥 =

ସ

ଷ

ଷ

ଶ

ଶ

ଵ

=
௫మ

ଶ
− 𝑥

ଵ

ଶ

+ 3𝑥 −
௫మ

ଶ ଶ

ଷ

=
ସ

ଶ
− 2 −

ଵ

ଶ
− 1 + 9 −

ଽ

ଶ
− 6 −

ସ

ଶ
=1

(Ir a R)

c. Hallar la función de distribución

𝑆𝑖 𝑥 < 1,   𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = න 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

௫

ିஶ

න 0 𝑑𝑥 = 0

௫

ିஶ

24

1 3
0 𝑥 − 1 0

2
3 − 𝑥

𝑆𝑖 1 ≤ 𝑥 ≤ 2,   𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = න 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

௫

ିஶ

න 0 𝑑𝑥 + න 𝑥 − 1 𝑑𝑥 =
𝑥ଶ

2
− 𝑥

ଵ

௫௫

ଵ

ଵ

ିஶ

=
𝑥ଶ

2
− 𝑥 −

1

2
− 1 =

𝑥

2

ଶ

−𝑥 + 0.5

𝑆𝑖 2 ≤ 𝑥 ≤ 3, 𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = න 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

௫

ିஶ

න 0 𝑑𝑥 + න 𝑥 − 1 𝑑𝑥 + න 3 − 𝑥  𝑑𝑥

௫

ଶ

ଶ

ଵ

ଵ

ିஶ

=
𝑥ଶ

2
− 𝑥

ଵ

ଶ

+ 3𝑥 −
𝑥ଶ

2
ଶ

௫

=
4

2
− 2 −

1

2
− 1 + 3𝑥 −

𝑥ଶ

2
− 6 −

4

2

= −
𝑥

2

ଶ

+3𝑥 − 3.5

𝑆𝑖 𝑥 > 3, 𝐹 𝑥 = 1
𝐹 𝑥 =

0
𝑥

2

ଶ

− 𝑥 + 0.5 
𝑥 < 1

1 < 𝑥 ≤ 2

−
𝑥

2

ଶ

+ 3𝑥 − 3.5 2 < 𝑥 ≤ 3

1 𝑥 > 3
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Relaciones entre momentos centrado y no centrado:

Propiedades de la media y la varianza:

25

Ejemplo. Sea X el número de llantas defectuosas en un lote de 4. Se sabe que el número 
esperado de llantas defectuosas es 0.37 llantas con una varianza de 0.7531. Cada una de las 
llantas defectuosas representa una pérdida de 120 euros. Estime la pérdida esperada y la 
desviación típica de las pérdidas.

Y=pérdidas=120*X
EY=120*EX=120*0.37=44.4 euros
dt(Y)=120*dt(X)=120* 0.7531 =104.1376 euros

4.4 Otras medidas de posición, dispersión y forma
MODA
Se define la moda, Mo, como aquel valor de la variable aleatoria donde la distribución de
probabilidad alcanza su máximo.

Para v.a. discretas:

Para v.a. continuas:

Ejemplo

26

X pi=P[X=xi]

0 1/8

1 3/8

2 3/8

3 1/8

1

Mo=1
Mo=2
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𝑓 𝑥 =
3

2
(1 − 𝑥ଶ) 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

0 𝑒𝑛 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜

Ejemplo

Para buscar un máximo, se hace la primera derivada de la función y se iguala a cero. El valor
obtenido será un máximo (será la MODA) si la segunda derivada de la función en ese valor
tiene signo negativo.

𝑓ᇱ 𝑥 =
3

2
0 − 2𝑥 = −3𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 0

𝑓ᇱᇱ 𝑥 = −3 < 0 ⇒ 𝑥 = 0 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑜

Mo=0

MEDIANA, CUARTILES, PERCENTILES
Se define la mediana, Me, como aquel valor que verifica

28

X pi=P[X=xi] F(x)
0 1/8 1/8=0.125

1 3/8 4/8= 0.5

2 3/8 7/8=0.875

3 1/8 1

1

Ejemplo

𝑀𝑒 =
1 + 2

2
= 1.5

Se definen los cuartiles y percentiles como los valores que verifican

𝑃଻ହ = 2

𝑄ଵ = 1
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Ejemplo. Sea la función de densidad de X, obtener la mediana y el percentil 90

𝑓 𝑥 =
1

6
(5 − 2𝑥) 0 ≤ 𝑥 ≤ 2

0 𝑒𝑛 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜

𝐹 𝑥 =

0 𝑥 < 0
1

6
5𝑥 − 𝑥ଶ  0 ≤ 𝑥 ≤ 2

1 𝑥 > 2

𝐹 𝑀𝑒 = 0.5 =
1

6
5𝑀𝑒 − 𝑀𝑒ଶ ⇒ 𝑀𝑒ଶ − 5𝑀𝑒 + 3 = 0

𝑀𝑒 =
5 ± 25 − 12

2
= ቊ

0.647
4.303

𝐹 𝑃ଽ଴ = 0.90 =
1

6
5𝑃ଽ଴ − 𝑃ଽ଴

ଶ
⇒ 𝑃ଽ଴

ଶ − 5𝑃ଽ଴ + 5.4 = 0

𝑃ଽ଴ =
5 ± 25 − 21.6

2
= ቊ

1.58
3.42

30

Ejemplo. Dada la siguiente función de densidad, hallar la mediana y el cuartil 3

𝑓 𝑥 = ቐ
𝑥 − 1 1 < 𝑥 ≤ 2
3 − 𝑥 2 < 𝑥 ≤ 3

0 𝑒𝑛 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜
𝐹 𝑥 =

0
𝑥

2

ଶ

− 𝑥 + 0.5 
𝑥 < 1

1 < 𝑥 ≤ 2

−
𝑥

2

ଶ

+ 3𝑥 − 3.5 2 < 𝑥 ≤ 3

1 𝑥 > 3

𝐹 𝑄ଷ = 0.75

𝐹 2 =
4

2
− 2 + 0.5 = 0.5 ⇒ 𝑄ଷ𝜖(2,3)

𝐹 𝑄ଷ = 0.75=−
ொయ

ଶ

ଶ
+ 3𝑄ଷ − 3.5 ⇒ −

𝑄ଷ

2

ଶ

+ 3𝑄ଷ − 4.25=0 ⇒  𝑄ଷ
ଶ − 6𝑄ଷ + 8.5 = 0

𝑄ଷ =
6 ± 36 − 34

2
= ቊ

2.30
3.71

𝐹 𝑀𝑒 = 0.5 ⇒ 𝑀𝑒 = 2
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COEFICIENTE DEVARIACIÓN

COEFICIENTE DE ASIMETRÍA

COEFICIENTE DE APUNTAMIENTO O CURTOSIS

Ejemplo. 

𝐸 𝑋 =1
Var[X]=E[X2]-EX2=6-(1)2=5

𝐶𝑉 =
5

1
= 2.24

X pi=P(X=xi) xi*pi x2
i*pi

-2 1/3 -2/3 4/3

1 1/6 1/6 1/6

3 1/2 3/2 9/2

1 1 6

(Ir a R)

32

Ejemplo. Sea la función de densidad de X:

𝑓 𝑥 =
1

2
𝑥 0 ≤ 𝑥 ≤ 2

0 𝑒𝑛 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜

0 2
0

1

2
𝑥

0

𝐸𝑋 = න 𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =

ஶ

ିஶ

න 𝑥
1

2
𝑥 𝑑𝑥 = න

1

2
𝑥ଶ 𝑑𝑥 =

1

2

𝑥ଷ

3
଴

ଶ

=
1

2

8

3
= 1.333

ଶ

଴

ଶ

଴

𝐸𝑋2 = න 𝑥ଶ𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =

ஶ

ିஶ

න 𝑥ଶ
1

2
𝑥 𝑑𝑥 = න

1

2
𝑥ଷ 𝑑𝑥

ଶ

଴

=
1

2

𝑥ସ

4
଴

ଶ

=
1

2
4 = 2

ଶ

଴

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 2 − 1.333  ଶ = 0.222

(Ir a R)

𝐶𝑉 =
଴.ଶଶଶ

ଵ.ଷଷଷ
=0.3536
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4.5 Variables aleatorias bidimensionales. Independencia de v.a.

Sea  un conjunto de sucesos elementales de un fenómeno aleatorio. Se define una variable 
aleatoria bidimensional como una función 

Mediante una variable aleatoria bidimensional transformamos los resultados de un fenómeno 
aleatorio en dos valores numéricos que miden aquellas dos características del fenómeno que 
nos interesan destacar. Una variable aleatoria bidimensional es un par de variables aleatorias 
unidimensionales definidas sobre el mismo fenómeno aleatorio.

Ejemplo. Sea X=nº de cruces en tres lanzamientos de una moneda, e  Y=nº de caras en los 
dos primeros lanzamientos de la moneda.

33

Ω → 𝑅
(C,C,C) →(0,2)
(X,C,C) →(1,1)
(C,X,C) →(1,1)
(C,C,X) →(1,2)

(X,X,C) →(2,0)
(X,C,X) →(2,1)
(C,X,X) →(2,1)
(X,X,X) →(3,0)

4.5 Variables aleatorias bidimensionales. Independencia de v.a.

Se denomina distribución de probabilidad bidimensional de las variables aleatorias a las 
probabilidades asociadas a los distintos valores que pueden tomar conjuntamente dichas 
variables aleatorias, 

Toda distribución de probabilidad bidimensional cumple:

34
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Función de distribución bidimensional. Función de densidad bidimensional

Dada una variable aleatoria bidimensional, se define la función de distribución (conjunta) de 
como:

Si las variables aleatorias son discretas la función de distribución es escalonada (discontinua). 
Si las variables aleatorias son continuas la siguiente derivada de la función de distribución 
conjunta es la función de densidad (conjunta):

Toda función de densidad bidimensional cumple las siguientes propiedades:

La probabilidad de que la variable aleatoria bidimensional  tome valores en un determinado 
conjunto es igual a la integral definida de la función de densidad bidimensional sobre dicho 
conjunto. 

35

Distribuciones de probabilidad marginales

Para variables aleatorias discretas, se define la distribución de probabilidad marginal de X y 
de Y como

Ejemplo

36
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Distribuciones de probabilidad marginales

Para variables aleatorias continuas, se define la función de densidad marginal de X y de Y 
como

Ejemplo

37

Independencia de variables aleatorias

En el caso discreto, diremos que las variables X e Y son independientes si

Ejemplo

38

X e Y NO SON INDEPENDIENTES



02/11/2021

20

Independencia de variables aleatorias

En el caso continuo, diremos que las variables X e Y son independientes si

Ejemplo

39

X e Y SON INDEPENDIENTES

Principales momentos en variables aleatorias bidimensionales 

40
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41

42
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43

Ejemplo. Sea la siguiente v.a. bidimensional discreta. Hallar la covarianza

Y\X 0 1 2 𝑝.௝ 𝑦௝𝑝.௝

3 0.10 0.10 0.02 0.22 0.66

4 0.05 0.40 0.10 0.55 2.2

5 0.03 0.10 0.10 0.23 1.15

𝑝௜. 0.18 0.60 0.22 1 4.01

𝑥௜𝑝௜. 0 0.60 0.44 1.04

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸𝑋 ∗ 𝐸𝑌

Y\X 0 1 2

3 0 0.30 0.12

4 0 1.6 0.80

5 0 0.50 1

𝐸 𝑋𝑌 = 4.32

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 4.32 − 1.04 ∗ 4.01 = 0.1496

¿X e Y son independientes? NO 0.22 ∗ 0.18 ≠ 0.10

44

Ejemplo. Sea la función de densidad conjunta  de X e Y. Hallar la esperanza de Y:

𝑓 𝑥, 𝑦 =
1

12
𝑥𝑦ଶ 0 ≤ 𝑥 ≤ 3   0 ≤ 𝑦 ≤ 2

0 𝑒𝑛 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜

𝑓 𝑦 = න 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 =

ஶ

ିஶ

න
1

12
𝑥𝑦ଶ𝑑𝑥 =

1

12
𝑦ଶ

𝑥ଶ

2
଴

ଷ

=
1

12
𝑦ଶ

9

2
=

3

8
𝑦ଶ

ଷ

଴

,    0 ≤ 𝑦 ≤ 2

𝐸𝑌 = න 𝑦𝑓 𝑦 𝑑𝑦 =

ஶ

ିஶ

න 𝑦
3

8
𝑦ଶ 𝑑𝑦 = න

3

8
𝑦ଷ 𝑑𝑦

ଶ

଴

=
3

8

𝑦ସ

4
଴

ଶ

=
3

8
4 = 1.5

ଶ

଴


