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RESUMEN

En este trabajo se introducen nuevas nociones tedricas para analizar procesos de
instruccién matematica basadas en el enfoque ontol égico y semi6tico de la cognicién
matematica. Estas nociones se apoyan en la modelizacion de la ensefianza y aprendizaje
de un contenido matemati co como un proceso estocastico multidimensional compuesto de
sei s subprocesos (epistémico, docente, discente, mediacional, cognitivoy emocional), con
sus respectivas trayectorias y estados potenciales. Como unidad primaria de analisis
didactico se propone la configuracion didactica, constituida por las interacciones
profesor-alumno a propdsito de una tarea matemati ca y usando unos recur sos materiales
especificos. Las nuevas herramientasteoricas se aplican al analisisde una sesion declase
debachillerato en la que se estudian lasreglas de derivacion, permitiendo describir los
significadosimplementados, | os patrones de interaccion didactica, eidentificar conflictos
semi6ticos manifestados en |as interacciones didéacticas.

1. PROBLEMA 'Y ANTECEDENTES

En trabgos previos, Godino y Batanero han desarrollado un conjunto de nociones
tedricas que configuran un enfoque ontol 6gico-semidtico de la cognicidn matemédica, en
e que asignan un papel centrd a lenguge a los procesos de comunicacion e
interpretacion y a la variedad de objetos que se ponen en juego en la ensefianza y €
gorendizae de las maemdticas (Godino y Batanero, 1994; Godino 2002). La
motivecion inicid paa la daboracion de las nociones introducidas (sgnificados
indituciondes y persondes entendidos como sistemas de précticas, objetos emergentes,
dudidades cognitivas, funcion semidtica) fue progresar en la aticulacion de diversos
modelos tedricos existentes en Didéctica de las Matemédticas, tdes como la Teoria de
Stuaciones Didacticas (Brousseau, 1986, 1997), Teoria de los Campos Conceptuaes
(Vergnaud, 1990), Teoria Antropoldgica (Chevalard, 1992, 1999). Para referirnos a esa
manera de enfocar la investigacion en didéctica de las maeméticas utilizaremos en lo
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gue sgue la expreson "Teoria de las Funciones Semidticas’ (TFS) debido a que edta es

lamanera como se cita en otros trabgjos de investigacion a este enfoque.

Aunque en diversos trabgos se ha mostrado la utilidad de este modelo tedrico para
andizar los conocimientos matemédticos, tanto ingituciondes como personaes, aln no
s ha abordado @ andisis de sus implicaciones sobre € problema verdaderamente
didactico, esto es, d estudio de los procesos organizados de generacién y comunicacion
de los conocimientos mateméticos en e seno de una ingditucion escolar. Nos referimos
con la expreson instruccion matematica (o proceso de estudio dirigido) a dichos
procesos de ensefianza y aprendizge organizados, en los cuades intervienen unos
determinados dstemas de précticas mateméticas (conocimientos inditucionaes), unos
Ujetos (estudiantes) cuyo compromiso es la apropiacion persona de dichas practicas, €
profesor o director del proceso de instruccion y unos recursos instruccionales.

En d enfoque episemoldgico de la Didéctica de la Matemética (Gascon, 1998)
disponemos de la Teoria de Stuaciones Didacticas (TSD) (Brousseau, 1997) que
proporciona herramientas para andizar los procesos de ingruccion matemédtica y vaorar
la idoneidad de taes procesos en términos de los aprendizajes mateméticos logrados. La
asuncion, por dicha teoria, de la hipétess del gprendizge matemético en términos de
adaptacion a un medio adidéctico puede orientar de manera consigtente la construccion
de gtuaciones didacticas mediante las cuaes los dumnos congtruyan los conocimientos

mateméticos de manera dgnificaiva

Ahora bien, en la préactica no todos los objetivos de aprendizaje matematico se
pueden lograr mediante procesos de adaptacion en situaciones adidacticas. ESto es adi,
no solo porque la re-invencion de todos los conocimientos matematicos por parte de los
aumnos requeriria un tiempo didactico ilimitado, 0 porque exigiria unas capacidades
intelectudes excepcionales por pate de los dumnos, sno porque & componente
discursvo, normaivo y culturd de los conocimientos matemdicos requiere la
implementacion de momentos de ingdituciondizacion, en los que la ensefianza directa

del profesor juega un papd esencid.

La aticulacion entre las dtuaciones adidacticas y didacticas, entre los
conocimientos y saberes que pueden ser estudiados mediante una "ensefianza directa’ y
los que podrian ser abordados mediante una construccion adidactica eta lgjos de ser

obvia. Schneider (2001) ha planteado este problema de manera clara y directas ¢Qué



peso conceder a condructivismo? (p. 53). Edsta autora andiza las tensones entre la
teoria de dtuaciones y la teoria antropoldgica con relacion a concepto de adidacticidad,
e axioma de exigencia de las Stuaciones fundamentales, asi como d disefio de
organizaciones matematicas y didacticas idoneas desde € punto de visa matematico. En
ede trabgo, Schneider sugiere también € interés de examinar "otros proyectos del
mismo tipo que andicen las relaciones entre praxeologias didécticas y praxeologias
maemdicas' (p. 54).

El foco de aencidn preferente de la Teoria de Situaciones ha sido la caracterizacion
de la dimenson adidéctica de las situaciones de aprendizgie matemético, pero esto no ha
implicado que se olvide, dentro de este marco, € estudio del papd dd profesor como
condructor y gestor dd medio en d que € adumno interactla para congruir €
conocimiento matemético. Por gemplo, Bloch (1999) se plantea como problema las
modalidades de intervencién dd profesor: "¢Cuando y como inducir conocimientos o
saberes en € medio” (p. 138). Esta autora, sn sdirse dd marco de la teoria de
Stuaciones, trata de desarrollarla en una direccidn que conddera productiva para €
edudio de la contingenciac "trataremos de identificar un poco megor d pape dd
profesor, los conocimientos que necesta para gestionar una Stuacion de ensefianzal
gprendizge, incluso en los niveles a-didacticos' (p. 139).

Margolinas (1992) se ha interesado por delimitar € campo de vdidez de la Teoria
de Situaciones Didécticas "Se trata de una teorizacion de las posbilidades del aumno
comprometido en € juego matematico, y no de una descripcion de las acciones efectivas
dd dumno en la resolucion dd problema, ni de una descripcion de lo que pasa
efectivamente en la clase, y esto en ningin momento dd funcionamiento de la clasg’ (p.
120). Eda reflexion le lleva a formular la teds: "El edudio del papd dd profesor
requiere la creacion de conceptos y métodos especificos' (Margolinas, 1992, p. 120).

Nosotros consideramos que la TFS proporciona un marco en € que es poshle
edudiar la aticulacion de las teorias mencionadas y andizar la interaccion entre las
funciones del profesor y los adumnos a propdsto de un contenido matemédtico
especifico. Para élo, ha sdo necesario desarrollar nuevas herramientas e incorporar
otras nociones de marcos tedricos relacionados que permitan describir de una manera
detdlada las interacciones que ocurren en @ aula de matematicas. Las nociones de

patron de interaccion, negociacion de sgnificados, normas sociomatematicas, aportadas



por € interaccionismo simbolico (Cobb y Bauersfed, 1995; Voigt, 1984; Godino y
Llinares, 2000) son sin duda herramientas Utiles para abordar esta problemética.

Por otro lado, nos parece necesario tener en cuenta nociones aportadas por teorias
psicologicas del gprendizge, como la zona de desarrollo proximo (Vygotsky, 1979) y
los supuestos del aprendizaje verbal significativo basado en la recepciéon (Ausubd,
2000). Todos estos modelos tedricos pueden parecer incompatibles entre si, pero una
goroximacion d  estudio de los problemas didacticos desde un paradigma de
complgiidad sistémica, como & que propone Morin (1994), es posble encontrar
complementariedades por encima de las divergencias aparentes”. La Teoria de las
Funciones Semidticas (junto con la ontologia matemédtica asociada) y las nociones
tedricas que vamos a describir en este trabgjo pueden permitir establecer conexiones y

complementariedades entre | as teorias mencionadas.

La idea principa de este trabgjo mnsste en identificar en un proceso de ingtruccién
matemdtica seis dimensiones o facetas que interactUan entre si, cada una de las cudes s
puede modelizar como un proceso estocagtico, con sus respectivos espacios de estados y
trayectorias. La interaccion entre los distintos edtados y trayectorias se describe
mediante las nociones de configuracion didactica y trayectoria didactica, que nos
proporcionan herramientas para identificar los patrones de interaccion de una manera
sstemdtica, asi como hacer operativas las nociones de cronogénesis y topogénesis
introducidas por Chevallard (1991).

Modraremos también, con € andiss detdlado de una configuracion didactica,
cdmo la Teoria de las Funciones Semidticas (Godino, 2002) permite redizar andiss de
tipo microscopico de episodios ingruccionades que complementa @ nivel intermedio de

lateoria de situaciones.
El articulo lo hemos estructurado de la Siguiente manera:

Comenzamos en la seccion 2 indicando que un proceso de ingtruccién comprende
digintas dimensiones interconectadas. epistémica (sgnificados inditucionaes), docente
(funciones del profesor), discente (funciones de los dumnos), mediaciond (recursos
materides), cognitiva (dgnificados persondes), emociona (sentimientos y  afectos).

Cada wa de estas dimensiones se puede modelizar como un proceso estocastico, para

2 Asf es que, habria que sustituir al paradigma de disyuncion /reduccién /unidimensionalizacién por un
paradigma de distincion /conjuncion que permitadistinguir sin desarticular, asociar sin identificar o
reducir" (Morin, 1994, p. 34)



cuyos estados proponemos una categorizacion. En la seccidn 3 introducimos las
nociones de interaccion y configuracion didactica (tanto tedrica como empirica).
Findmente, conduimos con una sintesis e implicaciones para la invedigacion y la

préctica docente.

Aplicamos las nociones introducidas ad andliss de una clase de matematicas sobre
cdculo de deivadas (1° curso de Bachillerato, dumnos de 16-17 afios), cuya
transcripcion se incluye en d Anexo. El gemplo corresponde a una clase que no ha sido
especidmente preparada, SN0 que es una LS0N que e imparte de la manera habitua
por un profesor que es reconocido entre sus colegas como "buen profesor”. Nos parece
gue es representativa de una manera muy extendida de ensefiar mateméticas en d nive
de bachillerato. Aunque @ fragmento de clase es pequefio (solo hemos incluido en d
Anexo la transcripcion de 13 minutos) se ponen en juego los diversos componentes o
facetas de un proceso de ingdruccion matemdica, permitiendo gemplificar d tipo de
andiss que condderamos (til para identificar fendbmenos didécticos ligados a la
implementacion de los dgnificados  indituciondes,  identificacion  de  conflictos
semidticos, patrones de interaccion didactica y sus consecuencias en la génesis de los

sgnificados personaes de los estudiantes.

2. MODELIZACION DE LA INSTRUCCION MEDIANTE PROCESOS
ESTOCASTICOS

2.1. Dimensiones de un proceso de instruccion matematica. Trayectorias

muestrales

Como hemos indicado, un proceso de ingruccion comprende digtintas dimensiones
interconectadas.  epigémica  (dgnificados  indituciondes), docente  (funciones dd
profesor), discente (funciones de los adumnos), mediaciona (recursos materiaes),
cognitiva (Sgnificados persondes), emociond (sentimientos y afectos). Cada una de

estas dimensiones se puede modelizar como un proceso estocasti co.

En cada uno de dichas dimensiones podemos identificar un conjunto de eementos,
(taress, acciones, etc.), los cudes se secuencian en d tiempo. En cada redizacion de un
proceso de indruccién matemética sobre un objeto matemédtico se pondran en juego una
muestra de elementos del significado pretendido del objeto (Godino, 2002), asi como

una muedra de las funciones docentes y discentes. También se sdeccionaran unos



recursos ingruccionaes especificos. Parece naturd moddizar esta digtribucion tempord
de funciones y componentes mediante procesos estocasticos’, considerando tales

funciones 0 componentes como sus estados posibles.

En cada redizacion dd proceso indrucciond (cada experiencia particular de
ensefianza de un contenido matemético) se producen una serie de estados posibles y no
otra. Es decir, se produce una trayectoria muestral del proceso, que describe la
Ssecuencia particular de funciones o componentes que ha tenido lugar a lo largo dd
tiempo. Didinguiremos sais tipos de procesos y sus correspondientes trayectorias
muedtrales

(1) Trayectoria epistémica, que es la didribucion a lo largo de tiempo de la
ensefianza de los componentes del  significado® ingtituciond  implementado.
Estos componentes (problemas, acciones, lenguge, definiciones, propiedades,

argumentos) se van sucediendo en un cierto orden en € proceso de instruccion.

(2) Trayectoria docente: distribuciéon de las /tareas/acciones docentes a lo largo del

proceso de instruccion.

(3) Trayectorias discentes: distribucion de las acciones desempefiadas por los

edtudiantes (una para cada estudiante).

(4) Trayectoria mediaciond, que representa la digribucidon de los recursos
tecnol Ogicos utilizados (libros, gpuntes, manipulativos, software, etc.).

(5) Trayectorias cognitivas. cronogénesis de los dgnificados persondes de los
estudiantes.

(6) Trayectorias emocionaes. digtribucion tempord de los estados emociondes
(actitudes, vdores, afectos y sentimientos) de cada aumno con relacion a los

objetos mateméticos 'y a proceso de estudio seguido.

Cada una de estas trayectorias es una redlizacion de un proceso estocagtico, puesto
que € proceso de ingtruccion tiene unas caracteristicas no determinigtas. Incluso aunque

la planificacion haya sdo cuidadosa, sempre hay elementos aeatorios que producen

3 Familiade variables aleatorias que depende del tiempo. La modelizacién mediante procesos

estocasticos es parcial yaque no pretendemos definir un espacio de probabilidad paralos sucesos
implicados. Nos limitamos aidentificar |os espacios de estado de | 0s procesos.

4 Aqui el "significado" o interpretamos dentro del marco de la TFS como "sistema de précticas operativas
y discursivas”



canbios en cada una de las trayectorias anteriores, por la necesdad de adaptar la

ensefianza planificada alas caracteristicas y requerimientos de los aumnos.

Al observar un proceso ingrucciond, las secuencias en € tiempo de los estados
posibles condtituyen trayectorias muestrales empiricas. Desde un punto de vigta tedrico
y a efectos de disponer de elementos de referencia sobre su representatividad interesa
indagar las caracteridticas potencides de las trayectorias indrucciondes. En las
secciones 2.3 a 2.5 indicamos los principaes estados posbles de las tres primeras
trayectorias mencionadas (epistémica, docente y discente). La categorizacion de los
estados de |as restantes trayectorias seré objeto de otros trabgjos.

2.2. El tiempo didéctico

Las actividades de ensefianza y aprendizge tienen lugar en € aula, espacio usud de
la interaccion entre profesor y aumnos, y ambién fuera dd aula (espacio asignado para
las tutorias, la biblioteca y @ domicilio dd adumno). Estas actividades tienen ademés
una duracion tempord: € curriculo prevé un tiempo en € que s marca € comienzo y €
fina dd proceso de estudio de un tema matemético (una sesion de clase, una semana a
razdn de 3 horas a la semana, etc.). Pero esta medida tempora apenas indica la duracion
que d profesor y los dumnos dedican efectivamente a las diversas actividades que se
desgnan con los téminos ‘enseflanza y ‘gprendizg€. La duracion efectiva que €
profesor dedica a las actividades de ensefianza y la duracion que los dumnos dedican
efectivamente a redizar las actividades propuestas por € profesor, y en paticular, €
tiempo que invieten en d edudio individud dd contenido pretendido son factores
determinantes ddl gprendizge finamente logrado. En consecuencia, d tiempo didactico
debemos concebirlo como un vector cuyas componentes son los vaores de las
duraciones temporales de las diversas actividades docentes y discentes que tienen lugar

en un proceso de estudio.

Tenemos que sar conscientes de que excepto la duracion de las interacciones
profesor-aumno que tienen lugar en la dase, las restantes duraciones son dificilmente
accesibles a la observacion externa, en particular € tiempo que cada dumno dedica a
esudio persond del contenido pretendido. Este tiempo es, sin duda, un factor crucia
parae gprendizge.



B tiempo de aprendizaje podemos definilo como la duracion que un dumno
requiere para lograr los objetivos de gprendizge relaivos a un contenido dado. Esta
duracion tempord es obviamente diferente ded tiempo de ensefianza, tendra un desfase
tempora respecto de la ensefianza y sera especifica de cada estudiante. La estimacién de
edas duraciones presenta dificultades importantes, no sdlo por las dificultades de
determinar d tiempo de estudio persona, sno también por su dependencia de los
criterios de evaduacion de los aprendizgies, cuando estos no se refieren meramente a

aspectos agoritmicos.

Cuando d dgnificado de los objetos matemdticos s modeliza en términos de
"dgemas de précticas operativas y discursvas ligadas a campos de problemas’ la
evaduacion de los dgnificados persondes que congdruyen los dumnos en € proceso de
estudio debe hacerse segin ese enfoque. Pero en este caso, los juicios sobre €
gorendizaje,  conocimiento, la comprensién y la competencia matematica presentan un
nuevo nivel de complgidad: todas estas nociones dgan de ser dicotomicas. ¢Cuédndo

podemos afirmar que un dumno ha gprendido € objeto derivada?

La problemdtica del tiempo didactico, de la cronogéness y topogénesis
(Chevdlard, 1991), puede explicitarse mediante la modeizacion que proponemos de la
eneflanza y d gorendizge como un proceso estocdstico.  Permitird,  asmismo,
identificar nuevos aspectos y enfoques para los fendmenos didacticos ligados a la
gestion del tiempo didéactico.

La modelizacion del proceso de estudio como proceso estocastico supone la
digribucion en € tiempo de los didintos dementos dd dgnificado sstémico de un
objeto y la digtribucion tempora de los estados docentes, discentes, recursos materiales,
asi como los edtados cognitivos y emocionales. Nosotros vamos a interpretar la
cronogénesis didactica del saber® como la generacion en @ tiempo del saber mateméico
escolar como consecuencia de la interaccion didactica El profesor es quien decide €
orden en que se tratan los didtintos objetos (y distintos eementos que componen su
dgnificado sgémico) y va introduciendo progresivamente nuevos objetos a medida que

progresa d tiempo didéactico.

°EnlaTFSe saber seinterpretacomo significado institucional de referencia, y por tanto en términos de
sistema de préacticas operativas y discursivas, mientras que losconoci mientos se conciben como
significados personal es (sistemas de précticas personal es). (Godino y Batanero, 1994). Esta modelizacion
epistémico-cognitiva difiere de la propuesta en la teoria de situaciones, pero consideramos que puede ser
un desarrollo coherente de la misma.



Interpretaremos la topogénesis del saber como la distribucion de la responsabilidad
principd ddl estudio de los digintos dementos del sgnificado sstémico de los objetos
mateméticos entre € profesor y d adumno. El profesor decide qué eementos de
significado de los objetos mateméticos estardn bgjo la responsabilidad total o parcia de
los dumnos y cudes toma a su cargo. “Profesor y dumno ocupan digtintas posiciones
en reacion con la dindmica de la durecion didéctica difieren en sus relaciones
respectivas con la diacronia del sstema didéctico, con lo que podemos denominar la
cronogénesis. Pero también difieren segin otras moddidades. segin sus lugares
respectivos en relacion con @ saber en congtruccidn, en relacion con lo que podemos
llamar la topogéness dd saber, en la sincronia dd sstema didactico” (Chevalard,
1991, p. 83).

Las decisones crono y topogenéticas que adopta € profesor fijan los significados
implementados en la clase y lo que findmente tienen oportunidad de gorender los
estudiantes. Por esta razén son nociones Utiles para el andisis didactico.

La modeizacion que proponemos ded proceso de ingruccion en términos de
trayectorias y edtados va a permitir describir con detdle los fendbmenos crono vy
topogenéticos. Por gemplo, los segmentos ingtrucciondes (1-13) y (14-41) dd Anexo
han comenzado a estar primero bgo la responsabilidad del alumno, como tarea para
casa; pero en la sesén etén bgo la responsabilidad del profesor, que es quien hace la
moddlizacion 'y agplica las técnicas. El dgercicio dd  segmento  (42-44) queda
completamente bgo la responsabilidad del dumno, debido a que después dd segmento
anterior € profesor consdera que es un gercicio rutinario para los estudiantes. Pero
incluso dentro del segmento (14-41), y debido a patron de interaccion que implementa
e docente, d céculo de las derivadas de x°+1 y +x estan bajo la responsabilidad
discente durante un corto intervao de tiempo, antes que € profesor decida presentar la
solucion en la pizara Edtas decisones topogenéticas modifican los dgnificados

implementados y, por tanto, los aprendizajes.

2.3. Trayectoria epistémica

En esta seccion desarrollanos 1o que denominamos analisis epistémico de un
proceso de ingtruccidn. Se trata de descomponerlo en unidades de andisis con d fin de

caecterizar d tipo de actividad matemética que se implementa efectivamente. Esto



requiere identificar los objetos matemédticos puestos en juego, las relaciones entre dlos,
los modos de organizecion en que se agrupan Yy las rdaciones ecolégicas que se
edtablecen entre los mismos. Con este fin condderamos Util introducir las nociones de
configuracion epigémica (matemética), trayectoria epistémica y estados potencides de
dichas trayectorias.

La TFS digingue seis categorias de entidades primarias como condtituyentes de los
sSgemas de précticas lenguge, Situaciones, acciones, conceptos, proposiciones 'y
agumentos. La trayectoria epitémica es la digtribucion en d tiempo de estos
componentes en un proceso de estudio. Distinguiremos en dla, por tanto, sais estados

posibles, seguin d tipo de entidad que se estudia en cada momento.
El: Stuacional: se enunciaun gemplar de un cierto tipo de problemas.

E2: Actuativo: se aborda d desarrollo o estudio de una manera de resolver los

problemas.
E3: Linguistico: seintroducen notaciones, representaciones gréficas, etc.

E4: Conceptual: s formulan o interpretan definiciones de los objetos puestos en
juego.
E5: Proposicional: se enuncian e interpretan propiedades.

E6. Argumentativo. se judifican las acciones adoptadas o las propiedades

enunciadas.

Egtos estados se suceden a lo largo del proceso ingtrucciond relativo a un tema o

contenido mateméti co.

La dadficacion de las entidades matemédticas en las categorias que hemos definido
no es absoluta, Sno que, d tratarse de entidades funcionales, depende del nive de
andids degido y de los juegos de lenguge en los cudes se generan. Podriamos
entonces pensar que la identificacion de los estados de las trayectorias tiene un carécter
subjetivo. Sin embargo, S dos personas paticipan en € misno juego de lenguge y
adoptan d mismo punto de vista, progresvamente llegaran a un acuerdo en la

categorizacion de una cierta unidad de andiss.

El andids de la trayectoria epigémica de un proceso indrucciond permitird
caacterizar € dgnificado indituciond  efectivamente implementado y su  complgidad

onto-semidtica. Para andlizarla, su desarrollo o crénica s dividido en unidades de
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andiss de acuerdo a las didintas Stuaciones-problemas (0 tareas) que se van
proponiendo. Llamaremos configuracion epistémica d sstema de objetos y funciones
semidticas que e establecen entre dlos reaivos a la resolucion de una Stuacion
problema®. Se trata, por tanto, de un segmento de la trayectoria epistémica. El andisis
epitémico s la caracterizacion de las configuraciones epistémicas, su secuenciacion
y aticulacion. La atencion e fija en la cronogénesis del sdber matemético escolar, y en
la caracterizacion de su complegidad onto-semidtica Dentro de cada configuracion se
definen unidades de andliss mas dementades segin los estados de la trayectoria, que
llamamos unidades epistémicas. Las didintas oraciones que componen la crénica de un
las

proceso de estudio son numeradas corrdativamente para su  referencia y

denominamos unidades natural es de andiss.

En la tabla 1 se muestra la trayectoria epistémica de una parte del proceso de estudio
sobre € "Cdculo de derivadas en bachillerato” (Anexo). Para cada una de las unidades
epistémicas en que se divide dicho texto, hacemos una breve descripcion de dicha

unidad, e identificamos € estado de |a trayectoria epistémica.

Tabla 1: Trayectoria epistémica dd proceso ingrucciond (Anexo)

Unidad | Contf. U.
Natural | Epist. Epist. | Descripcion Estado
(tiempo)
0 CEl 0 Enunciado del gercicio de cdculo de la| EL: Stueciond
(2.01) velocidad de un movil
1-3 1 Aplicacion de la técnica de solucion E2: actudivo
6-7 2 Enunciado de reglas de derivacion| ES: proposiciond
(proposiciones)
8-12 3 Aplicacion de las reglas de derivacion E2: actudivo
13 4 Descripcion de la técnica de solucion E5: proposiciona
14-16 |CE2 5 Enunciado de otro problema: caculo de| El:Stuaciond
(4.29) laderivada del producto de funciones
17-20 6 Descripcion de una accion futura pars| E2: actuativo
derivar un producto de funciones
21-24 7 Recuerdo de la regla de cdculo de la| E5: proposiciond
derivada de un producto de funciones
25-26 8 Introduccion de unanotacion, f(x) y g(x) | E3: linglidtico
27-39 9 Aplicacion de la regla E6 a problems| E2: actudivo
E5 usando la notacion E7
40-41 10 Simplificacion de notaciones E3: lingliigico

® Si bien el origen de la configuracion seré una situacion-problema, en algunas circunstancias puede ser
més operativo tomar en consideracidn otro de |os estados potenciales de latrayectoria paradelimitar la
configuracion epistémica.
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42-44 | CE3 11 Ejercicio de aplicacion smilar d El: stueciond
(0.33) anterior
46-50 |CE4 12 Enunciado del problema de hdlar uns| ELl: Stuaciond
(6.3) formula para derivar lafuncion sen(x)
52-53 13 Evocacion de una técnica generad de| E5: proposiciond
solucion
54 14 Aplicacion de la regla genead, limite| E2: actudivo
cociente incrementd a cao de e
funcion seno
55 15 Reconocimiento de la indeterminacion| E5: proposiciona
0/0
56 16 Planteamiento del problema de solucion| EL: Stuaciona
de laindeterminacion
59-82 17 Solucion de la indeterminacion 0/0 y| E2: actuativo
cdculo dd limite

Hay que tener en cuenta que cada configuracion epistémica, globdmente
consderada, desempefia una funcion especifica en & proceso de ingtruccion. En este
gemplo, las configuraciones CE1 y CE2 tienen un cardcter esencidmente actuativo, ya
que = pretende que los estudiantes gerciten y dominen unas técnicas de cdculo de
derivadas determinadas. En cambio en la CE4 predomina € cardcter argumentativo: se
trata de judtificar que la derivada del seno es @ coseno. La breve configuracion CE3

gueda limitada a enunciado de unatarea, por |0 que tiene un caracter situacional.

Ahora bien, para conocer lo que ocurre en d interior de cada configuracion
epigémica, tendremos que andizarla con més detalle y, por tanto, reconocer nuevas
entidades y estados en @ segmento de trayectoria correspondiente. Esta complgidad, de
naturdeza hologramética’, es consecuencia dd modelo epistemoldgico y cognitivo que

propone la TFS parae conocimiento matemético.

A lo largo dd tiempo se digtribuye @ planteamiento y resolucion de una coleccion
de dtuaciones-problemas, drededor de los cudes s congruyen configuraciones
epigémicas. La secuencia de estas configuraciones condituyen findmente € “sstema
de practicas maematicas’ que fijan d dgnificado indituciond implementado para d
objeto “caculo de derivadas’.

En los 13 minutos de la dase, cuya transcripcion hemos incluido en d Anexo,
identificamos 4 configuraciones  epidémicas empiricss (0 efectivamente

implementadas) que andizamaos a continuacion.

" En el sentido que describe Morin (1994, p. 107)
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Configuracion epistémica 1

El proceso de edtudio se inicia con un esado “Stuaciond”, esto es, con €
planteamiento de un gemplo de un tipo de problema de moddizacion matemdica la
determinacion de la velocidad de un movil mediante su interpretacion como derivada de

lafuncidn que expresalarelacion entre @ espacio recorrido y € tiempo transcurrido.

El enunciado ddl problema pone en juego agunos objetos conceptuales (velocidad,
derivada, y funcion espacio-tiempo, etc), as como una funcion semidtica entre la
derivaday lavelocidad.

La redizacion de la tarea requiere, en primer lugar, una accién de moddizacion, lo
que implica establecer una correspondencia entre dos sistemas de précticas. € ligado d
objeto velocidad (y su relacion con € espacio y d tiempo), y € correspondiente a la
derivada, como limite del cociente incrementa. Se debe edtablecer una funcion
semidtica entre la derivada y la velocidad que relacione ambos objetos conceptuaes.
Este ssema de objetos e interpretaciones es @ que se pone en juego en la primera

oracion expresada por € profesor.

Una vez redizada la moddizacion se procede a aplicar la técnica generd de
derivacion de funciones polindmicas d caso particular dado, a sudtituir € vaor de t por
1 y a redizar los cdculos aitméticos. El vaor numérico obtenido, 5, tiene que ser

interpretado como la medida de una velocidad: 5 metros por segundo.
Configuracion epistémica 2

Se propone cacular la derivada de una funcion producto de otras dos, € polinomio
x?+1, y la funcion +/x , aplicando la regla genera de la derivada de un producto de
funciones (f- g)' = f- g + f- . Latécnicaaaplicar requiere recordar € enunciado de dicha
regla, atribuir a f y g los vaores paticulares ¥+1y +/x , cacular las derivadas de dichas
funciones y gplicar la regla generd. El tipo de actividad matemética requerida aqui es €
recuerdo, interpretacion y seguimiento de reglas que se suponen previamente aceptadas
y conocidas, se propone con la finadidad de asegurar & dominio de tales reglas y se
gpoya en d conocimiento de las reglas de cdculo de derivadas de funciones potenciales

y polindmicas.
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Eda configuracion es independiente de la anterior, pero ambas cooperan para
congruir € sstema de préacticas que @ curriculo desgna como "derivada’ (concepto,
golicacion y caculo).

Configuracion epistémica 3

Edta configuracion se organiza a partir de una breve intervencion del profesor en la
cud asigna a los dumnos la redizacion de un gercicio Smilar d que acaba de resolver.
Aunque no sabemos € gercicio particular encomendado consideramos relevante
papel que desempefia edta actividad en € proceso de estudio. Es un problema o tarea
gmilar a la que se acaba de redizar que aparentemente no aporta nada nuevo; pero
cumple la funcion cognitiva de gercitacion a fin de retener @ conocimiento por parte de
los estudiantes, de asegurar més @ dominio de la técnica de cdculo de derivadas de

producto de funciones.
Configuracién epistémica 4

La obtencion de una formula para cacular la deriveda dd seno a partir de la
definicion genera de derivada de una funcibn es d objeivo basco de eda
configuracion. El primer paso es € recuerdo de la regla que define la derivada como
limite del cociente incrementd cuando € h tiende a 0, seguido de su interpretacion y

aplicacion d caso particular delafuncion seno.

i fOH) - £ (0
h®0 h

Para ello debe asignar a f(x) € vaor sen(x) y a continuacion aplicar la técnica de

caculo de limites por sudtitucion directa (Que se supone conocida por [os dumnos).

Pero en este caso, la aplicacion de esta regla conduce a la indeterminacion 0/0.
Hasta ahora las indeterminaciones de este tipo s han resudto bésicamente
transformando & numerador y & denominador como producto de factores. Sin embargo,
en ede caso las técnicas conocidas por los dumnos no son vdidas para resolver la
indeterminacion (factorizacidon, multiplicacion por @ conjugado en € caso de funciones
irracionades). Ahora es necesario, segun la transcripcion, recordar y aplicar la identided
trigonométrica, sen (x + h) = sen(x)cos(h) + sen(h)cos(x), asi como las equivaencias
entre infinitésmos

cos(h)-1 es equivdente a - %2 y que IimsenT(h):o

h® 0
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La gmplificacion de la expresdén que se obtiene findmente después de edtas

sugtituciones conduce ala solucion buscada: ((sen(x))' = cos(x).

Globamente considerada, la seson de clase que hemos observado es complga por
la variedad de objetos matematicos y conocimientos que se ponen en juego. Se
comienza con la gplicacion de la derivada a una moddizacion externa a las mateméticas
(clculo de la velocidad de un mavil), se continla con una modelizacidn interna (cdculo
de la derivada de un producto de funciones), y la deduccién de las reglas de derivacion
de las funciones y = sen(x). La seson, cuya transcripcion no se incluye por razones de

espacio, contindia con la deduccion de las reglas de derivacion de las funciones y =

cos(x), y:ﬁ y y:ﬁ. La clase findiza con € planteamiento de otro problema

de modelizacion interna, la determinacion de la pendiente de la recta tangente a la

pardbolay = x*+x+1, en e punto de abscisas x =2.

Podemos obsarvar que las configuraciones epistémicas condtituyen “micro sstemas
de précticas’ que s van agrupando y congtruyendo progresvamente e “sgnificado
sgémico” indtituciona del objeto derivada.

En la figura 1 representamos esqueméicamente un fragmento de la trayectoria
muestral del proceso epistémico observado.

Configuraciones epistémicas
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Fig. 1: Trayectoriaepistémica
La enseflanza del calculo de derivadas, o de cualquier otro contenido matemético,
no es un hecho que tenga lugar una sola vez, Sno que e repite "indefinidamente’ en

circungancias smilares (el mismo profesor "repite’ la leccion a grupos diferentes, o en
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Cursos sucesivos). En edtas repeticiones habrd ciertas regularidades, pero también
vaiaciones imprevishles. Cada proceso de ingtruccion implementado con ocasién de la
imparticion del curso en cuestion dara lugar a una trayectoria epistémica que puede
representarse sobre € sstema cartesano de la figura 1. S hemos observado N clases
podremos representar sobre € mismo sistema cartesiano N trayectorias epistémicas y
estamos en condiciones de asignar probabilidades de ocurrencia de cada estado,
probabilidades de paso de un estado a otro, asi como plantearnos preguntas sobre las
frecuencias de ocurrencias de sucesos en intervalos de tiempo (estadisticas de recuento)

y sobre |os tiempos de permanencia en cada estado (estadisticas de tiempos).

Edtas técnicas cuantitativas, aunque sin duda muy laboriosas, podrian ser de interés
para caracterizar las técnicas didacticas de los profesores y estudiar relaciones con otras
variables. En este trabgjo nos limitamos a esbozar esta posibilidad.

2.4. Trayectoria docente

Usaremos la expresion 'trayectoria docente para referirnos a la secuencia de
actividades que redliza @ profesor durante @ proceso de estudio de un contenido o tema
matemético. Cuando tades actividades se circunscriben a una Stuacion-problema (o
tarea) especifica hablaremos de ‘configuracion docente, la cua ira asociada a un
configuracion epistémica. Estas actividades o acciones ded profesor son su respuesta o
manera de afrontar las tareas o funciones docentes, para las cuaes proponemos la
siguiente categorizaciort.

Funciones docentes:

P1: Planificacion: disefio del proceso, sdleccion de los contenidos y significados a
edudiar (congruccion dd ggnificado pretendido y de la trayectoria epistémica
prevista).

P2: Motivacion: creacion de un clima de afectividad, respeto y estimulo para d
trabgo individud y cooperativo, a fin de que se implique en € proceso de

ingruccion.

8 Estarelacion es una propuestainicial que puede ser refinaday completada, pero ello no restavalidez al
tipo de andlisis que proponemos.
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P3: Asignacion de tareas: direccion y control del proceso de estudio, asignacion de
tiempos, adaptecion de tareas, orientacion y edimulo de las funciones de
estudiante.

P4: Regulacién: fijacon de reglas (definicdones, enunciados, judtificaciones,

reolucion de problemas, gemplificaciones), recuerdo e interpretacion de
conocimientos previos necesarios para la progreson del estudio, readaptacion de la
planificacion prevista

PS: Evaluacion: observacion y vaoracion de estado del aprendizgje logrado en
momentos criticos (inicid, find y durante @ proceso) y reolucion de las

dificultades individuaes observadss.

P6. Investigacion: reflexion y andiss ded desarrollo dd proceso para introducir
cambios en futuras implementaciones dd mismo, asi como la articulacion entre los

distintos momentos y partes del proceso de estudio.

La trayectoria docente del proceso de estudio del "cdculo de derivadas' (Anexo) se

describe en latabla 2.

Tabla 2: Trayectoria docente del proceso de estudio sobre € "caculo de derivadas'

Unidad |Conf. | U. Descripcion Estado

naturd | Epis. | Doc.

0 CEl |1 Asignacion de latarea (gercicio dd libro) P3: asignacion

1-3 2 Presentalaresolucion del gercicio P4: regulacion

4 3 Evauacion interrogetiva colectiva P5: evaduacion

6-12 4 Explicaljudtificala técnica que ha mostrado P4: regulacion

13 5 Sintetiza d Sstema de précticas descrito P4: regulacion

14-16 |CE2 |6 Progresion ddl tiempo didéactico P3: asignacion

17-19 7 Evauacion de sgnificados personaes P5: evauacion

21-24 8 Recuerdo de proposiciones previas P4: regulacion
(derivada dd producto de dos funciones)

25-27 9 I ntroduccién de notaciones P4: regulacion

28-29 10 Asignacion de latarea de derivar P3: asgnacion

30-31 11 Evauacion interrogeativa colectiva P5: evduacion

32 12 Orientacion (coger los apuntes o € libro) P3: asignacion

33 13 Motivacion ("despabilar con las derivadas, P2: motivacion
)

33bis 14 Detencion ddl tiempo didactico P3: asgnacion
(redlizacion persond dd gercicio)

34-39 15 Ensefiala solucion dd gercicio P4: regulacion

40-41 16 Adaptacion de latarea (ho smplificar) P3: asgnacion

42-43 |CE3 |17 Evauacion interrogeativa colectiva P5: evduacion
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44 18 Motivacion y orientacion P2: motivacion

45 19 Evauacion interrogativa colectiva P5: evaluacion

46-49 |CE4 |20 Planteamiento del problemade hdlar la P3: asgnacion
derivada del seno

50 21 Evauacion interrogativa colectiva P5: evaluacion

51 22 Motivacion, ("No os cortéis, ...") P2: motivacion

52 23 Aplicamos la definicion P4: regulacion

53 24 Evauacion interrogativa colectiva PS:evauacion

54 25 Recuerdo e interpretacion de reglas P4: regulacion
conceptuales

55 26 Panteamiento de problemas P3: asgnacion
(indeterminacion 0/0)

56-82 27 Presentalaresolucion ddl gercicio P4: regulacion

Configuracion docente 1

El trabgo dd profesor comienza recordando € enunciado de una tarea asignada
para casa € dia anterior. La unidad docente 2 reflga la actividad docerte de
indituciondizacion o regulacién de la técnica de cdculo de la derivada de una funcién
polindmica, suponiendo que @ aumno ha debido de indagar la solucién del problema, y
en su caso, resolverlo por sus propios medios. Ahora es  momento de fijar la“manera

deresolver” este tipo de problemas.

El trdbgo de moddizacion que hace d profesor requiere € recuerdo e
interpretacion de las reglas conceptuaes y procedimentaes que se ponen en juego:

velocidad, derivada, reglas de derivacion de funciones polindmicas, etc.

La unidad 4) "¢De acuerdo?' Responde a la funcion docente de evaluacién de los
conocimientos aprendidos. Aqui se trata mas bien de una evauacion que podemos
cdificar de colectiva y retdrica, que utiliza como recurso para hacer avanzar @ tiempo
didactico (y pasar a otra actividad). Pero en este caso ha permitido la intervencion del
aumno y modificar la trayectoria epistémica.

El profesor ha consderado como “transparente” e proceso de moddizacién. Pero
dada su complgjidad podemos ver, por la pregunta de dumno y la respuesta que da €
profesor, que se generd un conflicto semidtico que permanece latente. EIl dumno ha

preguntado “a derivar qué hemos hecho”, y € profesor responde cémo se ha derivado.

El segmento correspondiente a la primera configuracion termina con la unidad 13),

Vas aplicando las reglas que hemos deducido estos dias.
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Eda frase describe de manera genérica d tipo de actividad matemédtica que se ha
redizado: aplicar las reglas deducidas. El profesor estd transmitiendo un aspecto
importante de las maemdicas. una pate necesaria de la actividad matematica es

cuestion de aplicar las reglas previamente conocidas.
Configuracién docente 2

La segunda configuracién docente comienza con la eeccidn de una nueva tarea
entre las asignadas para casa @ dia anterior, que pide cdcular la derivada de un
producto de funciones. La deccion se basa en una evaduacion genérica que le permite
reconocer la exisencia de una dificultad en esa tarea. La resolucion es asumida por €
profesor que la presenta ante los dumnos. A |o largo de la presentacion trata de dar una
cierta paticipacion a los dumnos, intentando trandferir a los dumnos una parte de la
tarea, aunque findmente es @ docente quien hace todo d trabgo. También hay un
momento en € que tratla de motivar € trabgo discente, atribuyendo "un vaor
fundamentd" a cdculo de derivadas Despabilar con las derivadas, que ya veis que es
fundamental que las hagais. Implicitamente les eta informando que las derivadas
también son importantes para €, con lo cua € aumno puede intuir que probablemente

Sean importantes en las pruebas de evaluacion.
Configuracion docente 3

Ega breve configuracion condste en la sdeccion de otro de los gercicios que
supone no ha sdo resuelto por los dumnos, pero que es Smilar a anterior: Intentarlo
ahora aplicando esto.

La dguiente actividad dd profesor es una evduacion genérica que utiliza como
pretexto para terminar € segmento ingtrucciona dedicado a la correccion de gercicios y
abrir una nueva configuracion sobre eaboracion de una regla de clculo de la funcidn

$n(x).
Configuracién docente 4

Globdmente esta configuracion es mucho més complga que las anteriores y
predomina € cardcter argumentativo para establecer la proposicion (sen(x))' = cos(x).
La argumentacion requiere descomponer  problema en sub-problemas, los cuales,
dada su complgidad son completamente resueltos por @ profesor. Hay, sn embargo,

momentos de evduacion, de tipo genérico, que pretenden mantener la atencion dd

adumno y tranderirles parcidmente latarea, Sn que verdaderamente lo consiga.
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En € desarollo globa de la sesén se gprecia que € trabgo de planificacion dd
profesor eta basado en € uso de libro de texto. Los gercicios propuestos son
seleccionados entre los que se incluyen en d libro, € repertorio de reglas de derivacion
gue se van deduciendo en clase se corresponde con € reflgado en d texto. No tenemos
informacién de cdmo € desarollo de la clase haya podido afectar a la planificacion
inicid, excepto en d segmento 14-40 en d que observamos que los dumnos no han
redizado por su cuenta los gercicios asgnados, lo que lleva d profesor a invertir més

tiempo dd previsto pararedizar |os gercicios de la derivada ddl producto de funciones.

Encontramos agunas unidades que corresponden d gercicio de la funcion de
motivacion:
33) Despabilar con las derivadas, que ya veis que es fundamental que las hagais
51) No os cortéis, jvamos decirlo!

El libro de texto desempefia en d proceso de estudio d papd de "dgnificado
indtitucional pretendido”. Pero se observa en esta seson cdmo d profesor va generando
d dgnificado indituciond efectivamente implementado en la class, como consecuencia
de la interaccion didéctica Es @ quien decide, como respuesta a circunstancias en
muchos casos imprevisbles, tratar un objeto matemdico como dementd o Sstémico,
utilizar diversos recursos expresivos, gportar un tipo de argumentacion u otro, etc. En
definitiva, esd actor clave de latrangposicion didactica.

2.5. Trayectoria discente

De manera smilar d caso de las trayectorias epigémica y docente interesa definir
la nocidn de configuracion discente como @ sSsema de funcionesacciones que
desempefia un dumno a propésto de una configuracion epigémica La Sguiente
relacion puede condituir un primer inventario de tipos potencides de estados o
funciones del estudiante en @ proceso ingtrucciond.

Al Aceptacion dd compromiso educativo, adopcion de una ectitud postiva a

estudio y de cooperacion con |os comparieros.

A2: Exploracion, indagacion, blsqueda de conjeturas y modos de responder a las
cuestiones planteadas.
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A3. Recuerdo, interpretacion y seguimiento de reglas (conceptos y proposiciones)
y dd significado de los dementos lingliisticos en cada situacion.

A4: Formulacion de soluciones a las Stuaciones o tareas propuestas, ya sea d

profesor, atodalaclase 0 en € seno de un grupo.
A5: Argumentacion y justificacion de conjeturas (al profesor o los compafieras).
AB6: Recepcion de informacidn sobre modos de hacer, describir, nombrar, validar.

A7. Demanda de informacion: estados en los que los dumnos piden informacion a
profesor 0 a otros compafieros (por gemplo, cuando no entienden € sgnificado del

lengugje utilizado 0 no recuerdan conocimientos previos necesarios).
A8. Ejercitacion:

especificas.

Redizacion de taress rutinarias para dominar las técnicas

A9 Evauacion: Edtados en los cudes d dumno rediza pruebas de evauacion

propuestas por € profesor, o de autoeval uacion.

La trayectoria discente ded fragmento del proceso de indtruccion del “"cdculo de

derivadas’ (Anexo) se describe en latabla 3.

Tabla 3: Trayectoria discente del proceso de estudio sobre € "calculo de derivadas’

Unidad | Conf. |U. Descripcion Estado
naturd | Epist. | Disc.
0 CEl Exploracion persond (en casa) de la| A2 exploracion
1 solucion dd gercicio
1-4 2 Recepcion de laexplicacion AB: recepcion
5 3 Plantea preguntas sobre la explicacion A7: demanda
6-13 4 Recepcion de la explicacion AB: recepcion
19-20 |CE2 |5 Responder a preguntas del profesor A4: formulacion
21-33 6 Recepcidn de laexplicacion AB: recepcion
33bis 7 Exploracion persond en clae de|A2 exploracion
gercicios
34- 41 8 Recepcidn de laexplicacion AB: recepcion
42 CE3 |9 Responder a preguntas del profesor A4 formulacion
44 10 Asuncion de tarea (gercicio Smilar) A1l aceptacion
45 11 Responder alas preguntas del profesor A4: formulacion
46-49 |CE4 |12 Asuncion de tareas A1l aceptacion
50-53 13 Responder a preguntas del profesor A4: formulacion
54- 55 14 Recepcion de la explicacion AB: recepcion
56 15 Asuncion de tarea (indeterminacion 0/0 ) A1l aceptacion
57-59 16 Responder a preguntas del profesor A4: rormulacion
60-82 17 Recepcion de informacion ddl profesor AB6: recepcion
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Las configuraciones discentes 1 y 2 (ssgmentos 1-13; y 14-41) son dmilares en
cuanto a tipo de trabgo de adumno. Se supone que & aumno debe haber explorado
personamente la solucion de los problemas, ahora es  momento de hacer la auto-
evaluacion dd trabgjo encomendado € dia anterior. La manera de resolver € problema
que muestra € profesor deberd ser contrastada con € procedimiento de solucion
persona. Para ello deberdq adoptar una posicion de recepcidn-activa de la informecidn

presentada por €l profesor.

Los dumnos no tienen ocasidén de comunicar ni discutir las soluciones que hayan

podido encontrar en & supuesto trabajo persona redlizado en casa.

En cuanto a la aceptacion de las tareas se ve en la grabacion audiovisud que d
conjunto de los aumnos estdn aentos, tratan de seguir las explicaciones y hacer los
gercicios. Sin embargo, no se digpone de informacion precisa de lo que efectivamente
hace cada aumno.

El trabgo de exploracion persond de aprendiz con los problemas planteados se
supone que es redizado fuera de la clase, ya que se trata de actividades propuestas para
trabgo en casa. El proceso de estudio de estos problemas tiene que abarcar, no solo los
sucesos registrados en la sesion, sino también € trabgjo redizado por € aprendiz antes

delaclase, y después, durante la preparacion de las pruebas de evaluacion habituales.

En la configuracion discente 3 (segmento 42-44) la responsabilidad de resolver la
tarea queda atribuida plenamente d adumno. Después de resolver € problema de cdculo
de la derivada ddl producto de dos funciones se supone que € nuevo gercicio esta a

acance de sus posibilidades y deberd hacerlo fuera dd horario de clase.

En la configuracion 4 (clculo de la derivada dd seno) los aumnos participan
como espectadores del trabgo del profesor, a pesar de los intentos del docente de

hacerles participar en la solucidn de aguna de las subtaress.

2.6. Otrastrayectorias

Las trayectorias docente y discente responden a conductas explicitas del profesor y
los dumnos que condicionan & desarollo del proceso ingrucciona. Pero hay otras

dimensiones o facetas del proceso que se deben tener en cuenta en una descripcion
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globa que permita € andiss dd proceso como totdidad. Se trata del empleo de
diversos recursos meaterides como soporte de la ingtruccion (trayectoria mediaciond),
de la cronogéness de los dgnificados persondes de cada adumno (trayectoria
cognitivad), de las actitudes, vdores, dafectos y sentimientos generados (trayectoria
emociond). Se trata de factores internos a la clase, que varian con € tiempo y

condicionan los aprendi zajes mateméti cos.
2.6.1. Trayectoria mediacional

En € proceso ingruccional se podrén utilizar diversos medios o0 recursos como
dispositivos de ayuda d estudio. Esto incluira medios de presentacion de la informacion
en clase (pizarra, retroproyector, etc.), dispostivos de clculo y graficacion
(calculadoras, ordenadores), materides manipulativos, etc. El uso de estos recursos
(tipo, modalidad, secuenciacion, articulacion con los restantes eementos del  procesos,
etc.) debe ser objeto de atencion en la préctica 'y en la investigacion didactica. La nocion
de trayectoria mediacional pretende servir de herramienta para andizar los usos
potencides y efectivamente implementados de los recursos indrucciondes y  sus

consecuencias cognitivas.

En nuestro gemplo, la tecnologia utilizada es la tradiciond de libro de texto,
escritura y cdculo manud en cuadernos y pizarra. El proceso de estudio implementado
podria ser basado en € uso de programas de ordenador tipo DERIVE, en cuyo caso la
técnica de caculo cambiaria radicdmente. Esto podria permitir centrar la atencion en €

proceso de modelizacion, en lugar de las técnicas de derivacion.
2.6.2. Trayectoria cognitiva

En la Teoria de las Funciones Semidticas se introduce la nocion de sgnificado
persond para desgnar los conocimientos dd edtudiante. Estos dgnificados son
concebidos, d igud que los dgnificados inditucionales, como los "dstemas de précticas
operativas y discursvas' que son capaces de redizar los estudiantes a propdsito de un
cieto tipo de problemas. Los dgnificados persondes s van  consruyendo
progresvamente a lo largo ddl proceso de ingruccidn, partiendo de unos significados
inicides a comienzo ded proceso, y acanzando unos determinados sSgnificados finaes
(logrados o aprendidos). Con la nocién de trayectoria cognitiva hacemos referencia d
proceso de cronogénesis de tdes sstemas de practicas persondes, que puede

modelizarse como un proceso estocastico.
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La cronogénesis de los dgnificados persondes es una dimenson dd proceso de
edudio imposble de caracterizar con una smple grabacion audiovisud dd desarrollo
de la clase, dado que es relativa a cada aprendiz, iene lugar en la clase y fuera de la
cdase. Sera necesrio examinar los "apuntes de clasg', cumplimentar cuestionarios y
pruebas de evauacion inicid y find, redizar entrevidas, etc. En nuestro gemplo sdlo
tenemos indicios de esa cronogénesis por medio de las esporddicas intervenciones de
los estudiantes, y muy limitada a aspectos puntuaes.

La interaccion dd profesor con los dumnos mientras resueven las tareas en clase,
en los segmentos en que tiene lugar esa actividad, le permite acceder parcidmente a la
progresva congdruccion de los conocimientos por pate de los aumnos, y tomar
decisones sobre la cronogéness indituciona. En nuestro egemplo, apate de las
evauaciones colectivas y retoricas dd tipo, ¢Alguna duda mas de los gercicios del
viernes? No, ¢odo e mundo?, ¢seguro?, ha habido diversos momentos en los que d
profesor observa @ trabgo de los dumnos resolviendo persondmente gercicios, 1o que
le permite evduar en puntos concretos € estado de sus trayectorias cognitivas, y tomar
decisiones sobre |a trayectoria epistémica

2.6.3. Trayectoria emocional

Otros factores condicionantes del proceso de ingtruccion que admiten digtintos
estados y cambian a lo largo del tiempo se aglutinan en torno a lo que designamos como
estados emociondes (interés, compromiso persond, sentimientos de autoestima,
averson, etc). El proceso de devolucién que introduce la Teoria de Stuaciones
Didacticas responde a la necesdad de que los dumnos asuman como propias las
Stuaciones-problemas que @ profesor propone como medio para la congruccion del
conocimiento mateméatico. Para nosotros la devolucion es uno de los componentes de
las trayectorias emocionales.

S bien es importante tener en cuenta la trayectoria emociond de los dumnos en
cudquier proceso de ingtruccion, en aquellos en los que participen grupos de estudiantes
con necesdades educetivas especiales (alumnos con discapacidad, dumnos inmigrantes

con dificultades, etc.) ésta puede llegar a ser determinante.

En nuestro gemplo los edtudiantes "parecen” edtar interesados y aentos a las

explicaciones del profesor. Se observa un ambiente de respeto y compromiso con las
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tareas, pero esta gpreciacion no dga de s supeficia, basada en las apariencias
audiovisuades registradas. Seria necesario la aplicacion de instrumentos de recogida de
datos especificos para describir con vdidez y fiabilidad los estados de las trayectorias

emocionaes de los aumnos con relacion d proceso ingrucciona que estén viviendo.

3. INTERACCIONES DIDACTICAS
3.1. Interaccionismo ssimbdlico y teoria de situaciones

La identificacion de patrones de interaccion profesor-dumno es un tema de interés
en las investigaciones que e redizan en d marco de Interaccionismo Simbdlico (Cobb
y Baursfdd, 1995; Godino y Llinares, 2000). "Los patrones de interaccion se consideran
como regularidades que & profesor y los edudiantes congituyen interactivamente”
(Voigt, 1995, p. 178). Son una consecuencia de la tendencia naturd a hacer las
interacciones humanas mas predecibles, menos ariesgadas en su  organizacion  y
evolucion. Los patrones de interaccion se ponen en juego en las Stuaciones Sin que sean
pretendidos ni  reconocidos necesariamente por los paticipantes. Cuando los
participantes congtituyen una regularidad que @ observador describe como un patron de
interaccion, dicha regularidad esta edtabilizando un proceso frégil de negociacion de
sgnificados.

Seglin esta descripcion, agunos de los fendbmenos de didéctica identificados en la
TSD pueden ser descritos como patrones de interaccion. Por iemplo, € 'efecto Topaze"
€S un paron de interaccion que se corresponde con 1o que Voigt (1985) y Bauersfeld
(1988) designaron como patrén del embudo (funnd pattern):

- d profesor plantea un problemaalos dumnos,
- losdumnos son incapaces de resolverlo,

- € profesor propone cuestiones més féciles relacionadas con € problema y cuya
solucion conduce a resolverlo, pero Sn que los dumnos pongan en juego una
actividad intelectud minimamente significativa

El andiss de los patrones de interaccion no queda reducido a la relacion entre

profesor y alumnos en la TSD. Brousseau trata de caracterizar fendmenos de didactica,

esto es, regularidades observables en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las

mateméticas explicables dentro de un marco tedrico propio. Por elo también describe
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como fendmenos de didéctica, entre otros, € denominado “deslizamiento
metacognitiva” y el “envgecimiento de las situaciones didacticas’, en los cudes, los
patrones de interaccion se refieren a relaciones entre € profesor y los recursos

didacticos y las propias situaciones, respectivamente.

Los digtintos tipos de stuaciones didécticas que se proponen en TSD (accidn,
formulacion, vadidacion, indituciondizacion) pueden ser descritos como patrones de
interaccion més complgos entre profesor- dumnos — saber — medio, que condicionan y
determinan los dgnificados de los conocimientos puestos en juego en la clase de

mateméticas, y por tanto los aprendizges acanzables.

La nocion de interaccion didactica se puede describir como cuaquier relacion entre
dos 0 més objetos didacticos, sean éstos, epistémicos, cognitivos, docente, etc., pero
sempre y cuando esas relaciones se establezcan en @ seno de un proceso de ingtruccion.
Los patrones de interaccion son los tipos de interacciones didacticas. Esta nocion
genadiza la interaccion smbdlica y condituye la entidad relaciond basca dd andiss
didactico. Un objetivo esencid para la didactica de la matemética serd la identificacion
de tipos de interacciones, los factores condicionantes de su formacion, asi como la

indagacion de sus consecuencias en términos del gprendizaje mateméti co.

La TFS sugiere explicar la implementacion de los patrones de interaccion, d menos
en agunos casos como ocurre en € patron dd embudo, teniendo en cuenta la

complegjidad onto-semidtica de las configuraciones epistémicas congtruidas.

3.2. Configuracionesy trayectorias didacticas

La moddizacion de la ingtruccion matematica como un proceso estocastico que
hemos descrito en la seccion anterior, con sus diversas subtrayectorias y estados
potencides, proporciona un procedimiento dstemdico con d que identificar
regularidades en la secuenciacion de estados en cada trayectoria, 0 en las interacciones
entre dos 0 mas trayectorias. Se trata de describir la manera como se relaciona €
profesor con los adumnos a propésito de los digtintos componentes de un saber

mateméti co especifico usando determinados recursos materiales.

Fjada una dtuacionproblema (o tarea) y haciendo uso de una tecnologia
determinada, € profesor y los estudiantes emprenderan una secuencia de actividades en

interaccion mutua con € fin de lograr que los dumnos sean capaces de resolver esa
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tarea y otras relacionadas. Por gemplo, en  segmento (1-13) de la transcripcion de la
se50n de clase @ profesor propone la resolucion de un problema seleccionado ddl libro
de texto para que lo resuelvan los estudiantes en casa. El profesor asigna la tarea, los
aumnos exploran soluciones plaushbles, es de suponer que los dumnos hayan asumido

(o no) latarea asignada.

El proceso de estudio continla mediante la presentacion por € profesor de la
solucion en la pizarra (con lo que regula y fija la manera de resolver € problema);
aumno recibe la informacion (se sipone que de una manera activa) y la compara con su
solucidén  (auto-evduacion). En € caso de discrepancias, o0 incomprenson de la
presentacion, € adumno tiene ocasdén de pedir explicaciones, y € profesor edara
obligado a responder con nuevas aclaraciones. Hay un momento en que d profesor

"cambia de tared’, iniciandose una nueva configuracion didactica.

Llamaremos configuracion didactica a la secuencia interactiva de estados de las
trayectorias que tienen lugar a propdsto de una Stuacion-problema (0 taread). Una
configuracion didéctica se compone de una configuracion epistémica, esto es, una tarea,
las acciones requeridas para su solucion, lengugies, reglas (conceptos y proposiciones) y
argumentaciones, las cuaes pueden estar a cargo dd profesor, de los estudiantes o
digtribuidas entre ambos. Asociada a una configuracion epistémica habrd también una
configuracion docente y otra discente en interaccion (ademés de las correspondientes
cognitivas, emocionales y mediacionales). El docente puede desempefiar las funciones
de asignacion, motivacion, recuerdo, interpretacion, regulacion, evauacion. El discente
puede a su vez desempefiar los roles de exploracion, comunicacion, validacion,

recepcion, autoeva uacion.

La configuracion didactica la concebimos como un sSstema abierto a la interaccion
con otras configuraciones de la trayectoria didéctica de la que forma parte. Esta nocién

vaapermitir redizar un andisis detdllado de |os procesos de ingtruccion matemética

El proceso de ingtruccion sobre un contenido 0 tema mateméico se desarrolla en
un tiempo dado mediante una secuencia de configuraciones didacticas. En la seson de
case complete® sobre "reglas de derivacion” que usamos como eemplo hemos
identificado una secuencia de 12 configuraciones didécticas empiricas (0 efectivamente

implementadas). En la seccion 3.4 vamos a andizar las cuatro primeras de dichas
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configuraciones  didécticas formadas por la conjuncion interactiva de las
configuraciones epistémica, docente y discente resumidas en las tablas 1 2 y 3 (seccion
2)

3.3. Configuraciones didacticas de referencia

El andliss de las configuraciones didacticas efectivamente implementadas en un
proceso indrucciond, y de las que potencidmente pueden disefiarse para su
implementacion, se vera facdilitado s disponemos de dgunos modeos tedricos que nos
srvan de referencia. En esta seccion vamos a describir cuatro tipos de configuraciones
tedricas que pueden desempefiar ese pape y que designamos como configuracion

magistral, adidéctica, personal y dialogica.

La Teoria de Situaciones Didacticas propone una manera de organizar € trabgo del
profesor y los alumnos a propdsito de un saber matemético pretendido, que se consdera
Optima en términos dd aprendizae de los dumnos. La secuencia de Situaciones
adidacticas de accion, formulacion, vdidacion, y la dtuacion didactica de
indituciondizacion especifican los papdes dd edtudiante en interaccion con € medio
(en € que s incluye @ profesor, unos conocimientos pretendidos y uNOS recursos
materides y cognitivos especificos) que podemos interpretar como un tipo de

configuracion didéactica de naturdeza tedrica

Pero sabemos que este no es d Unico tipo de configuracion didactica que puede
implementarse y que de hecho se implementa Ni squiera en e marco de la TSD s
afirma que todos los saberes matematicos pueden, ni deben, ser estudiados de esa
manera. Todos tenemos en mente la manera tradiciond o cdésca de ensefiar
mateméticas basada en la presentacion magidra, seguida de gercicios de agplicacion de
los conocimientos y saberes presentados. Primero se presenta  componente discursivo
de dgnificado de los objetos matemédticos (definiciones, enunciados, demostraciones),
y s dga la responsabilidad de dar sentido a discurso a los propios estudiantes por
medio de los gemplos, gercicios y aplicaciones que se proponen. Se trata de una
decison topogenética: "primero, yo, € profesor, te doy las reglas generdes, después tu
las gplicas’. En redidad, en este tipo de configuracion didéctica no se suprimen los

momentos de exploracion, de formulacion y vdidacion, sno que quedan bgo la

9 En el Anexo sdlo hemosincluido, por razones de espacio, un segmento que comprende | as primeras
cuatro configuraciones.
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responsabilidad del estudiante, 0 bien se ponen en juego en momentos aidados de
evauacion.

Una vaiante intermedia entre los tipos de configuraciones descritos (que
designaremos como adidéctica y magidtra, respectivamente) puede definirse respetando
e momento de exploracion, pero asumiendo € profesor bascamente la formulacion y
vdidacion. La inditucondizacion (regulacion)  tiene lugar mediante un  didlogo
contextualizado entre & docente y los dumnos, quienes han tenido ocason de asumir la

tarea, familiarizarse con dlay posiblemente de esbozar dguna técnica de solucion.

Otro tipo bésco de configuracion didactica se tiene cuando la resolucion de la
gtuacion-problema (o la redizacion de una tared) se rediza por € edtudiante sSn una
intervencion directa de docente. En la préctica esto es lo que ocurre cuando los
alumnos resuelven gercicios propuestos por @ profesor, o estén incluidos en d libro ce
texto y estan capacitados para resolverlos. Se trata de un tipo de configuraciéon didéctica
en laque basicamente predominad estudio personal.

En la figura 2 representamos en los cuatro vértices de un cuadrado los cuatro tipos

de configuraciones didacticas tedricas descritos.

MK
Q@

Figura 2: Configuraciones didécticas tedricas

Las configuraciones didacticas empiricas que acontecen en las trayectorias
muestrales pueden representarse mediante un punto interior del cuadrado y estar més o
menos proximas a estas configuraciones tedricas. A lo largo de un proceso de
ingruccion matemédtica las configuraciones empiricas oscilaran en torno a estos tipos
tedricos, que pueden concebirse como "atractores’ en la dinamica de sistema complejo

gue es, sin duda, dicho proceso.
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3.4. Analisis delas configuraciones didacticas empiricas

En esta seccion andizamos las cuaro configureciones didécticas efectivamente
implementadas en d gemplo de clase sobre cdculo de derivadas. Andizaremos con
més detdle la primera configuracion aplicando las herramientas proporcionadas por la
TFS y de manera menos detallada las otras tres por limitaciones de espacio. Se trata de
explicar los conflictos de dgnificado en téminos de la complgidad ontolégica y

semidtica de la actividad matemética requerida.

Configuracion didactica 1: Correccion del gercicio de calculo de la velocidad

La primera configuracion didéctica se organiza en torno a la tarea de cdculo de la
velocidad de un maovil agplicando la derivada. Con la informacion disponible no se puede
saber € grado de asuncion de la tarea por parte de los alumnos, en particular cuantos de
elos trataron de resolver @ "gercicio para casd' y qué fueron capaces de hacer. Esta
informacion es, sn embargo, importante para explicar € desarrollo ded proceso y de

gprendizge.

No hay comunicacion por pate de los dumnos, sno sdlo presentecion de la
solucion por pate dd profesor quien regula la forma de resolver la tarea. Hay un
momento de evauacion colectiva mediante la pregunta genérica ¢De acuerdo?, que da
lugar a nuevas explicaciones. Esas explicaciones ponen en juego las funciones docentes

de recuerdo e interpretacion de reglas sobre la derivacidn de funciones potenciaes.
Launidad 5), Pero D. Josg, ¢al derivar la ecuacion qué eslo que hemos hecho?,
indica que este dumno ha aceptado € compromiso educativo y quiere comprender.

Esto ha sdo posible por la gpertura del profesor a la interaccion verba en 4) y revela la
presencia de un conflicto semidtico. El profesor interpreta que la duda del dumno se
refiere a la gplicacion de la técnica de cdculo de la derivada, y no a proceso de

modelizacion /interpretacion de la derivada.

Como consecuencia de la pregunta dd dumno en 5) d objeto “derivada de la
funcion polindmica’ e(t) = 3t>-t+1, se reconoce como Sistémico y pasa a Ser
descompuesto. Esto da lugar a recordar la regla, “la derivada de la suma es la suma de

las derivadas de cada uno de los sumandos’, “la constante permanece’, etc.
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La interaccion profesor-aumno (unidades 4 y 5) ha modificado la trayectoria
epigémica, abdriéndose una hifurcacion que despliega € dgnificado de la técnica de

derivacion de las funciones polindmicas.

En la TFS se postula que los objetos mateméaticos se pueden consderar desde la
faceta extensvo-intensvo (gemplar - tipo). El interés de esta faceta se puede observar
cuando € profesor, después de considerar € problema resuelto como un caso particular
de dgo més generd que @ llama "la regla que hemos visto estos dias', ante las dudas
manifestadas por d dumno, decide judificar esta afirmacion. Eto le lleva a redizar una

cadena de funciones semidticas que rel acionan objetos intensivos con extensivos.

La duda manifestada por € alumno, 'Pero, D. José, ¢al derivar la ecuacion qué es
lo que hemos hecho?, es comprensble S tenemos en cuenta la complga trama de
funciones semidticas que & dumno tiene que redizar para entender, de modo
sgnificativo, la técnica utilizada. Solo a titulo de gemplo una de las posbles tramas de

funciones semidticas que es necesaria para entender laoracion 1 eslasiguiente:

———— 3

e)=3t —t+l e
Expresion |
l i
Funeidm
darivada
v B
Funcsm velocidad

La expresdn escrita en la pizarra. e(t) =3" - t+1, setiene que entender como la
funcion espacio, es decir s2 ha de consderar como un eemento de la clase de las
funciones. Se trata de una funcidn semidtica que relaciona una notacion con un
demento de una clase (un extensvo). La funcion espacio se relaciona con otra funcion,
su funcion derivada Se trata de una correspondencia semidtica que relaciona un
extensvo (la funcién espacio que corresponde a la expresidon escrita en la pizarra) con

otro extensivo (su funcidn derivada).

La funcion derivada se rdaciona con la funcion velocidad. Se trata de una funcidn

semidtica que relaciona un extensvo (la funcion derivada de la funcion espacio) con
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otro extensvo (la funcion velocidad). Esta funcion semidtica permite entender d mismo

objeto con dos sentidos diferentes. como funcién derivaday como funcién velocidad.

La indituciondizacion de una accion no asegura que d adumno pueda redizar eda
accion inmediatamente, ya que se necesita un cierto tiempo para que los dumnos no
manifiesten dudas respecto de la accidén consderada. En € segmento (7-12) podemos
obsarvar como la norma "las acciones que se han indtituciordlizado en clases anteriores
son redizadas ahora sn necesidad de volverlas a explicar con detdle’ se complementa
con otra norma "La indituciondizacion no produce efectos inmediatos ya que se
necedta un cierto tiempo para que los dumnos no manifieten dudas respecto de la
accion condderada. Durante edte tiempo € profesor tiene que ir recordando y

explicando cdmo y porqué se redliza esta accidn.”

Cuando & adumno manifiesta dudas sobre la accion que ha redizado € profesor,
éste pasa a considerar an (7-12) d objeto desde @ punto de vista sstémico. Es como s
descompactara € objeto "reglas de derivacion” en varios objetos (regla de la suma, regla
de la derivada dd producto de una funcién por una constante, derivada de la funcion
potencid, derivada de la funcién de proporciondidad directa y derivada de una
congtante), una Stuacion en la que se utilizan estos objetos (€ problema propuesto) y

unos ostensivos que materiaizan estos objetos.

En (7) rediza implicitamente una funcion semidtica que relaciona un extensvo con
un intendvo (pretende que € aumno condgdere la funcion e(t):3t2 -t+1 como un
cao paticular de una suma de funciones) y explicitamente funciones semidticas que
rdacionan intengvos con intensvos (€ dumno ha de entender que en la "suma'

intervienen "sumandos’ y que "la funcion derivadd’ de la suma es la suma de las

funciones derivadas)

En (8) d profesor establece explicitamente una funcién semidtica que relaciona un
extensivo con un intensivo (quiere que ¢ dumno considere la funcién 3t> como un caso
particular del producto de una funcién por una congtante). En (9) € profesor establece
explicitamente una funcidn semidtica que relaciona un intensvo con un extensvo
(quiere que d aumno entienda que ha aplicado una regla genera a un caso particular).
También hay funciones semidticas que relacionan notaciones con notaciones (por

gemplo, & aumno hade entender t21 = t.
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Egta configuracion didactica es la continuacion de una configuracion didéctica de
tipo persond y etd bdscamente préxima d tipo A (magigrd), aunque las
interrogaciones dd profesor y la intervencion dd dumno hace que incluya agunos

rasgos propios dd tipo D (diddgico).

Configuracion didactica 2: Correccién del gercicio de calculo de la derivada del

producto de dos funciones

Se trata de otro gercicio asgnado por € profesor como trabgjo para casa. La
asignacion de tareas para casa es una técnica docente que pretende ampliar € tiempo de
edudio y responsabilizar d adumno de una pate dd logro dd aprendizge. Aunque
algunas de las tareas se "corrijan en clase’, la fase de exploracion persona de posibles
soluciones, que es necesxia para la comprenson y la adquiscion de competencias

matemaéticas, queda relegada a un tiempo precedente.

¢Ha logrado la devolucion de la tarea a los estudiantes? ¢Cuantos estudiantes han
intentado resolver € gercicio y con qué éxito? Nosotros, como observadores externos,
no tenemos informacion sobre este extremo, y tampoco la tiene € profesor. Sin
embargo, € profesor "intuye' que sus dumnos tienen otras cosas mas importantes que
hacer los fines de semana que resolver los gercicios de mateméticas, por lo que
comienza la clase resolviendo d gercicio en la pizarra En términos de la TSD estamos
ante una fase (0 Stuacion) de indituciondizacion que no ha sdo precedida por las
Stuaciones adidécticas (accion, comunicacion, vdidacion). Veamos como e rediza d

proceso de ingtituciondizacion y qué tipo de regularidades se ponen de manifiesto.

Después de sdeccionado @ dercicio ("Este, uno de dlos') comienza con una

interrogacion colectiva,
17. A ver, ¢como lo hariais?; 18. ;Quién va a tener dificultad en este?

Eda interaccion con la clase es una técnica docente ante la tarea de evauacion

inicid de los conocimientos previosy de motivacion (atraer la aencion) de los dumnos.

Una dumna da una respuesta parcia, "Derivamos equis cuadrado mas 1 y después
derivamos la raiz cuadrada de x, uno partido por dos raiz de equis'. No menciona como
se combinan ambas derivadas en € caso del producto de dos funciones. El profesor no

parece interesado en saber § la dumna en cuestién conoce la regla de la derivada de
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producto y como se gplica en este casn. Esto edtd indicando que la interrogacion
colectiva que habia hecho tiene més hien un carécter retdrico: no pretende readmente
gue los dumnos expresen sus conocimientos. Se trata mas bien de "mantener la
atencion” de los dumnos, ya que esa pregunta colectiva puede convertirse en cudquier
momento en pregunta individud. El dumno puede pensar que esa pregunta que eta en
el aire me puede caer ami, luego debo estar atento a juego didactico.

El profesor comienza su explicacion recordando reglas vistas € dia anterior:
22. La derivada de un producto de dos funciones, ¢qué se aplica?,

De nuevo pone en juego la interrogacion colectiva, que como vemos, es

caracteristica de su estilo docente.

Varios dumnos responden a unisono del profesor, mientras éste escribe en la
pizaralaformula (f- g)’ = f- g + f- g'. Laactividad de recuerdo de reglas incluidas en la
"memoria didéctica' se hace agui de manera compartida y adstida No sabemos s
reAlmente los dumnos que responden recuerdan efectivamente € enunciado de la regla
sn d gooyo sostenido dd profesor, quien en redidad no supone que los aumnos
recuerden la regla, y 1o que es més importante, que sepan aplicarla d caso particular en
cuestion.

El profesor toma a su cargo d edablecimiento de la correspondencia semidtica

entre la regla generd de la derivada del producto de dos funciones (un objeto intensvo
proposiciond) y d caso paticular del producto de funciones y = (x? +1).\/;. Para elo

debe establecer previamente las correspondencias notacionales entre f(x) y g(x) con las

funciones particulares dadas.

En la unidad 32: "S no lo habéis estudiado este fin de semana, pues coger los
apuntes s los tenéis, o € libro", se pone en juego @ papel de soporte materia del libro
de texto y los gpuntes de clase para la "memoria didactica’. El profesor recuerda a los
adumnos una técnica discente para recordar conocimientos que se suponen agprendidos:
estudiar usando € libro de texto y los gpuntes. La unidad 33, "Despabilar con las
derivadas, que ya veis es fundamental que las hagais', cumple una funcion de
moativacion, d tiempo que fija una "norma dd contrato didactico”: es fundamenta que

sepais hacer las derivadas.
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La tarea inicia de cdculo de la derivada del producto de dos funciones ha sdo
descompuesta en partes; una de ellas es @ cédculo de las derivadas de las funciones x?+1
y «/x. Ahora quiere trandferir la responsabilidad de redizacion de esta subtarea a los
propios dumnos. Estamos asigtiendo a la puesta en escena del patron de interaccion que
la TSD describe como "efecto Topaze': El profesor va rebgando progresvamente la
exigencia cognitiva de la taea inicid. Se traa de la trandformacion de una
configuracion que inicidmente era diadgica en una de tipo magistra. Pero no podemos
afirmar que la actividad matemdica que se etd haciendo en clase (cuyo protagonista
principa es € profesor) sea estéil. El recuerdo, interpretacion y seguimiento de reglas
previamente establecidas es un componente necesario de la actividad matematica, y por
tanto del aprendizaje.

La tarea inicid propuesta se ha trandformado sustanciamente como consecuencia
del cambio en d medio cognitivo de la clase, que s ha modificado por € trabgo
docente de descomposicion de  problema en subproblemas y d recuerdo e
interpretacion de reglas previamente establecidas. Se indaura una nueva configuracion
didactica en torno a la tarea de caculo de las derivadas de las dos funciones potenciales
a la que s dedica genas un minuto. Los dumnos cdculan las derivadas,
individuamente o en cooperacion con su compafiero de pupitre, mientras € profesor
observa su trabgjo y les adste esporadicamente cuando se le solicita su ayuda. Hay agui
una fase 0 momento de exploracién persond de posibles soluciones a una tarea en la
propia seson de clase El  profesor decide indituciondizar directamente los
conocimientos pretendidos, posiblemente ad observar que la clase no recuerda la técnica
de derivacion de las funciones potencides. Espera que su explicacion les servira de

refuerzo para retener o memorizar dichos conocimientos.

Llama la aencion que no organiza ningln momento de comunicacion y vdidacion
de los conocimientos eaborados por los dumnos, posblemente por su manera
partticular de gestionar € tiempo didéctico en relacion a las redricciones curriculares.
En 4 minutos y 20 segundos ha presentado la solucion del gercicio mediante un patron
mixto en € que predomina la exposicién de informacion (recuerdo, interpretacion y
seguimiento de reglas), una breve fase de exploracion persona, adgunos momentos de
evduacion colectiva e individuad y la ausencia de momentos adidacticos de

comunicaciony vaidacion.
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Observamos en esta configuracion didéctica una complga dindmica de interaciones
docente - discente - saber - medio, mediante las cudes € problema inicid se transforma
y la responsabilidad de la actividad matemética pasa en unos momentos a los aumnos,
mientras que en otros permanece en d profesor. Los momentos de recuerdo e
interpretacion de reglas previamente establecidas, necesarias para la continuacion de la
actividad, desempefian un papd clave en @ proceso de estudio y marcan puntos de
bifurcacion e inflexion en dicho proceso. S los dumnos no recuerdan una definicion,
una propiedad una técnica, la continuidad de la actividad exige la intervencion de
docerte, lo que dalugar a nuevas configuraciones didacticas.

La comparacion globad de esta configuracion empirica con las configuraciones
tedricas de referencia nos lleva a dtuarla proxima d tipo A (magigtrd), con agunos
rasgos del tipo D (didogd). Una observacion més detdlada permite apreciar @ intento
de docente de descomponer la tarea en subtareas y de implementar una configuracion
tipo C (persond), atribuyendo la responsabilidad & edudiante. Pero  findmente

concluye con una presentacion magistrd.

Configuracion didactica 3: Resolucién de giercicios similares

Las unidades 42 a 45 muestran un tipo de configuracion didactica que relne
caracteristicas propias. El profesor pregunta de manera colectiva 9 € sguiente gercicio
"0s ha sdido". Se acerca a un dumno y ve en d libro d gercicio en & que han tenido
dificultad. Al comprobar que es dmilar d anterior concluye “Intentarlo ahora
aplicando esto'. Lo caracteristico de esta configuracion es que findmente @ profesor
dgja completamente bgo la responsabilidad de los dumnos la solucion de gercicios
smilares a otro que ha sdo resudto en clase; etos gercicios deberdn ser resudtos fuera
de la clase (configuracion de tipo persond). Los conocimientos previos necesarios para
abordar la solucion se suponen conocidos, pero € trabgo pedido favorece € dominio de
una técnica que @ profesor conddera vdiosa El enunciado de la activided y su
redizacion se gpoya materiamente en d libro de texto y los apuntes de clase que srven

como memoriadidactica

Ege patron de interaccion se repite para los restantes "gercicios del viernes',
aungue @ profesor no va a estar completamente seguro de que los dumnos sean capaces

de resolverlos (¢Todo @ mundo? ¢Seguro?), y sobre todo que, efectivamente, los
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adumnos hagan tdes gercicios. Pero d trabgo ded profesor tiene que continuar
gooyandose en edta "ficcion': los dumnos cumplirdn su pate del contrato, haran los
gercicios propuestos gpoyandose en los apuntes de clase y d libro de texto y lograran €
agprendizaje. La clase esta preparada para continuar con la deduccidon de nuevas reglas

de derivacion.

Configuracion didactica 4: Deduccidn de la regla de derivacion de la funcion sen x

Ahora s plantea un problema de naturadeza bastante diferente a los anteriores. No
S trata de moddizar una Stuacion red (como € cdculo de la velocidad), ni de gplicar
unas reglas generdes de derivacion a casos particulares, sno de deducir una nueva regla

generd paraun tipo de funciones bagtarte diferente; las funciones trigonométricas.

Comienza con una judificacion de la tarea indicando que las reglas que s van a
deducir permiten "hdlar de una forma més sencilla la derivada, sn tener sSempre que
aolicar @ limite'. El profesor es consciente de la complgidad de esta tarea y ha
planificado su explicacion en clase, aunque gplicando un patron de interaccion que en
cierto modo define su egtilo docente, que permite un cierto grado de participacion a los

dumnos.

Dega unos segundos para que los dumnos expliciten la regla generd de cdculo de
la derivada como limite del cociente incremental. Pero no espera redmente a que sean
elos los que la enuncien, Sno que directamente escribe en la pizarra, d tiempo que

agunos aumnos larecitan Smultaneamente:

sen(x+h)- sen(x)

y'=lim

h®O0

Se trata de una primera etgpa de un "efecto Topaze'. Aplica la técnica de cdculo de

limite funciond mediante la suditucion en la funcion dd vador dd limite de la vaiadle

independiente, h = 0, y declarando que "nos saldra unaindeterminacion del tipo % :

El saber puesto en juego es sin duda de una notable complgidad semidtica, 1o que
lleva d profesor a dar la solucion, aunque intercdando en su discurso dgunas

interrogaciones colectivas para mantener la aencion. La solucién de la indeterminacidn
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requiere transformar € numerador, recordando y aplicando la regla trigonométrica que
desarolla € seno de una suma Pide a los dumnos que recuerden la regla

trigonométrica, pero como no tiene respuestaes @ quien laescribe en la pizarra:

63. Seno, coseno; Mas, seno, coseno ... ¢Os acordais?

Continlla haciendo operaciones sacando factor comin sen x, y aplica la regla de
limite de una suma de dos funciones. Aparece otro punto critico en € @culo dd limite
de cada sumando ya que hay que identificar dos infinitésmos equivaentes. Se apoya en
e libro de texto para recordarles que, como s indica en la tabla de infinitésmos
equivaentes,

70. En la pagina 156, € coseno de un angulo menos 1, cuando € angulo tiende a

cero, caqué esigua?... 1-cos(x) es equivaente ax?/2, entonces

2

71. cos(h)-1 esequivdente a - % . 72. ¢De acuerdo?

Recuerda también que (sen(h))/h tiende a 1, cuando h tiende a O, por lo que
amplificando se obtiene findmente la regla buscada:

82. Cuando lafuncién es seno, su derivadaes € coseno.

En esta configuracion didéctica, dada la gran complgidad onto-semidtica de la
actividad requerida, € docente es € responsable de la génesis dd saber, asumiendo €
protagonismo del recuerdo e interpretacion de las reglas y de la gplicacion de las
técnicas. El dumno se limita a escuchar y anotar las explicaciones dd profesor. Aunque
no tenemos informacion del grado de comprensidon que los dumnos hayan logrado del
proceso, si podemos observar @ esfuerzo dd profesor por comunicar a los aumnos €
caacter deductivo de la matemética "Si hemos aceptado este resultado, entonces
debemos aceptar este otro™.

Al igud que las configuraciones didécticas 1 y 2, eda configuracion debemos
Stuarla proxima d tipo A (magigtra), con agunos matices dd tipo D (didogd). Hemos
podido observar que las configuraciones empiricas relinen caracteristicas de dos o mas

configuraciones tedricas.
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3.5. Patrones de interaccion, técnicas didacticasy contrato didactico

El andiss de trayectorias didécticas empiricas pemitira identificar ciertas
regularidades en las configuraciones didécticas que las componen y en é modo en que
s aticulan. Llamaremos "patron de interacciéon didactica”" a cudquier regularided que
pueda identificarse en las trayectorias didéctices y las configuraciones que las
componen. Edtas regularidades se pueden consderar también, d menos en ciertos casos,
como "maneras de hacer”, esto es, como técnicas didécticas, ademés la aparicion de
tales regularidades puede explicarse por la aplicacion de clausulas de los contratos
didéctico, pedagogico y escolar. Por giemplo, en las cuatro configuraciones estudiadas
observamos que d profesor formula preguntas colectivas sobre s los dumnos "van
sguiendo la explicacion, o tienen dguna dificultad en las tareas Este patrdn de
interaccion se ha convertido en una manera de actuar del profesor ante los dumnos, 1o
gue se puede describir como una técnica didactica como respuesta a “"problema
docente’ de "¢Como adaptar la ensefianza d gprendizge? ¢COmo mantener la atencidn
de los dumnos?'. Pero también revda d cumplimiento de una norma implicita que
regula las relaciones profesor-dumno: "El profesor tiene que mantener la atencidén de
adumno’; "El profesor debe basar su ensefianza en los conocimientos inicides de los

aumnosy en su progreson” (contrato pedagdgico).

En nuestro gemplo, € profesor propone a los dumnos varios gercicios rutinarios
sobre aplicacion de las reglas de derivacion con d fin de lograr su dominio. También
observamos que d profesor se esfuerza por judtificar deductivamente las proposiciones,
como ocurre con la deduccion de la regla de derivacion dd seno, a pesar de su
complgidad. Pero la deduccidén y € caculo automatizado son rasgos caracterigticos de
la actividad maemética, o que parece forzar a profesor a su implementacion (contrato

didéctico, especifico del contenido matemético).

Condderamos que las nociones de configuracion didactica y contrato (en sus
diversas moddidades y tipos) son complementarios. La configuracion se refiere a los
sgemas de practicas matemdticas y didacticas que efectivamente se implementan en los
procesos de indruccidon, mientras que d contrato se refiere a las normas que
condicionan las acciones efectivas de los actores que participan en dichos procesos, y

por tanto pueden explicar la gparicion de los patrones de interaccion.

39



El desarrollo de cada configuracion didactica y su secuenciacion a lo largo de un
proceso ingtrucciond esta gpoyada en la implementacion de una variedad de patrones de
interaccion, regularidades que se condituyen con frecuencia de manera inconsciente,

reducen la incertidumbre y resuelven los conflictos semidticos.

3.6. Criterios deidoneidad de las configuracionesy trayectorias didacticas

Las nociones tedricas introducidas en los apartados anteriores proporcionan
herramientas para redizar andliss descriptivos pormenorizados de los procesos de
indruccion matemédtica, 10 que a su vez abre la poshilidad de encontrar explicaciones
de las regularidades observables. Pero la didactica de las mateméticas tiene que afrontar
ademés € reto de la ingenieria didactica, entendida como la disciplina que orienta

disefio, implementacion y evauacion de os procesos de instruccion matemética.

(QuUé criterios de idoneidad de las configuraciones y trayectorias didacticas se

pueden derivar del enfoque ontol 6gico-semitico de la cognicion matemética?

Consideramos que la idoneidad globd de una configuracion didéctica, y de las
trayectorias didécticas, se debe vaorar teniendo en cuenta las diversas facetas o
dimensones que hemos propuesto. En & caso de las configuraciones docente y
discentes creemos Util articularlas teniendo en cuenta las poshbilidades de identificacion
de conflictos y de negociacion de dgnificados. Resultan, en consecuencia, cinco

criterios de idoneidad que describimos a continuacion:

- ldoneidad epistémica <e refiere d grado de representatividad de los sgnificados
indituciondes implementados (0 previstos), respecto de unos dgnificados de
referencia. Incluye también las conexiones o agpertura hacia otras configuraciones

episémicas que congtituyen la trayectoria correspondiente.

- ldoneidad cognitiva expresa € grado de proximidad de los dgnificados
implementados con respecto a los dgnificados persondes inicides de los
edudiantess, 0 de manera equivdente la medida en que & "materid de

gprendizgje" esté en la zona de desarrollo potencia de los alumnos'®.

10 vigotsky (1979, p. 133).
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- ldoneidad semidtica tiene en cuenta las poshilidades que ofrece una
configuracion didactica para identificar conflictos semidticos potencides y de

resolverlos mediante la negociacion de significados.

- ldoneidad mediacional, grado de disponibilidad de los recursos materides y

temporales necesarios parael desarrollo de la actividad.

- ldoneidad emocional, grado de implicacion (interés, motivacion) de los dumnos
en e proceso de estudio. La idoneidad emociond esta relacionada tanto con
factores que dependen de la inditucion como con factores que dependen
bésicamente dd dumno y de su historia escolar previa

El condructivismo psicolégico ha daborado criterios de idoneidad principamente
para las dimensones cognitiva, emociond y semidtica, pero no diende, o lo hace en
memor medida, a los criterios que nosotros hemos denominado epistémicos 'y
mediacionales.

En la figura 3 representamos la idoneidad de una configuracion didéctica mediante
e &ea dd pentdgono inscrito en un pentagono regular. La forma irregular dd
pentédgono se deriva de la mayor o menor idoneidad (valorada de 0 a 1) en cada uno de
los ges o criterios.

SEMIOTICA
(Negociacion)

i A

(Disponibilidad) " v (mplicacién)

EPISTEMICA COGNIVA
(Representatividad) (Proximidad)

Figura 3: Idoneidad de las configuraciones didacticas

4. SINTESISE IMPLICACIONES

Las aportaciones de este trabgo a la didéctica de las matematicas son kasicamente
de caracter tedrico ya que d principa objetivo ha sdo presentar una nueva manera de
andizar los procesos de ensefianza y gorendizge de las matemdicas usando nuevas

herramientas tedricas. Se trata de una ampliacion de la TFS mediante la cud se puede
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abordar € andiss de la dimensond ingrucciona de dichos procesos, ademas de las
dimensones epigémica y cognitiva que permiten la nocion de funcion semidtica y la

ontologia matemética asociada.

Para dlo consderamos Util la moddizacion (d menos parcid) mediante procesos
estocésticos, usar las nociones de trayectoria muestral y estados potencides de los
procesos estocasticos en que descomponemos los procesos de ingtruccion matemética
Como entidad relaciond bésica adoptamos la de interaccion didéctica -relacion entre
dos o més objetos mateméticos o didacticoss que amplia la nocion de interaccion
sambdlica Asi mismo, la introduccion de la nocién de configuracion didéctica (empirica
y tedricd), que generdiza la de Stuacion didactica, los tipos de configuraciones tedricas
gue proponemos Yy sSus componentes (epistémico, docente, discente, mediaciond,
cognitivo y emociond) condtituyen recursos anditicos y explicativos, especidmente d

sar combinados con los restantes d ementos de la Teoria de |as Funciones Semiéticas.

Resdtamos también € interés de definir cuatro tipos tedricos de configuraciones
didacticas que ddimitan un "espacio didactico” en d que Stuar las configuraciones
didécticas empiricas, as como la eaboracion de la nocion de idoneidad de las
configuraciones y trayectorias didécticas, valorada segin las dimensiones epistémica,
cognitiva, semidtica, mediaciond y emociond. La figura 4 es una sintess dd modeo

tedrico descrito.
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Interacciones didacticas
(Tpos de interacciones; confictos semiGticos
negociacion de signiicados)

EMOCIONAL (Afectos, sentimientos)

1

COGNITIVA (Significados personales)

)
o)

MEDIACIONAL (Recursos materiales)

DISCENTE

(Aceptacion, exploracion, recuerdo
formulacién, argumentacion, recepcion,
interrogacion, ejercitacion, evaluacion)

DOCENTE
(Planificacién; motivacion, asignacion
regulacion, evaluacion, investigacion)

EPISTEMICA

(Situacional, actuativo, notacional
conceptual, proposicional, argumentativo

Restricciones

Sociales (contrato didactico, curiculum
Personales (capacidades, personalidad,

Trayectorias y espacios de estado

.

== E— E—— =

A B C D Tiempo
(Magistal)  (Adidactca) (Personal)  (Dialogal) didactico
Configuraciones didacticas

Fig. 3: Objetos e interacciones didécticas

El andiss que hemos redizado dd gemplo sobre "cdculo de derivadas’ ha
permitido modrar que la determinacion de los dgnificados indituciondes findmente
implementados en una clase de matemédticas (que describimos agui como una secuencia
de configuraciones epistémicas) es d resultado de complgas interacciones entre las
trayectorias docente, discente, mediacional, cognitiva y emociond. Esto nos ayuda a
tomar conciencia de que la cronogéness de los conocimientos persondes de los
edudiantes (e gorendizaje) estd condicionada por dichos sgnificados implementados y
la variedad de los factores que los determinan. La identificacion de estos factores ha
sido abordada dentro de la Teoria Antropoldgica por Bosch, Espinoza y Gascon (2003,
p. 118), quienes los clasifican seglin € nivel de generdidad con € sguiente esquema:

Sociedad ® Escuela ® Pedagogia ® Disciplina ® Area ® Sector ® Tema ® Cuestion

En nuestra clase sobre "clculo de derivadas', los momentos de comunicacion y
vdidacion han ddo asumidos por € profesor, suprimiendo esos momentos de trabgo
adidéctico por parte de los dumnos y cambiando radicamente la sgnificacion persond
de la actividad matemdtica. ¢Cudes pueden ser las razones de nuestro profesor para

suprimir esos momentos adidacticos?
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Una respuesta bagtante plausble la tenemos en la "preson curricular sobre €
tiempo didactico". El profesor estd presionado por terminar € programa de estudio con
e menor recorte poshle de temas, maxime cuando sus dumnos deberdan sufrir un
examen de ingreo a la universdad d findizar d bechillerato. La supreséon de
momentos adidacticos reduce ademés la complgidad epistémica del proceso. S los
aumnos presentan sus propias soluciones y argumentos € profesor tendra que corregir
los errores y explicaciones deficientes que posiblemente presentaran, 1o que ampliaréa €
programa en direcciones no previstas. Nuestro profesor prefiere evaduar las trayectorias
cognitivas de manera genérica con preguntas colectivas y mediante la observacion del
trabgjo de los dumnos en los momentos (no tan escasos en nuestra clase) de trabgjo de
exploracion personad de los dumnos resolviendo gercicios. Esa informacidon le srve
para decidir sobre @ desarollo de la trayectoria epitémica El profesor esta
convencido, ademas, que la ensefianza directa, la comunicacion verbal, gpoyada por la
visén colectiva en la pizara de las notaciones matemdticas, es efectiva, sempre que
vaya acompafiada por una recepcion activa por pate de los adumnos. ¢Podemos
asegurar que esta equivocado cuando la cas totdidad de los conocimientos que

aprendemas en nuestras vidas |0 hacemos de esa manera?

Ausubd (2000) indgte y razona que € agorendizge puede ser dgnificativo aun
cuando sea basado en la exposicion verbd y la recepcion. Como afirman Hache y
Robert (1997), "No se trata de caer en la iluson de la transmision directa de ideas entre
e profesor y los dumnos, smplemente escuchando, sino de tener en cuenta los modos
de comunicacion de saber en los fendmenos de gprendizaie’ (p. 111). Més bien
tendremos que aceptar que Srven para desarrollar unos sgnificados personales no
suficientemente ricos.

Una cuedtion esencid para la indruccion matemdica, que requiere nuevos
desarrollos tedricos e invedtigaciones empiricas, es la caracterizacion de posbles
trayectorias didacticas que optimizen € aprendizaje matemético. El abordge de esta
problematica tendria como consecuencia la eaboracion de modelos prescriptivos, 1o que
requiere  asumir  explicitamente  principios  epigemolégicos  y  axioldgicos
complementarios. Entre tales principios hemos propuesto cinco criterios de idoneidad
de las configuraciones y trayectorias didacticas que designamos como idoneidad
epigémica  (representatividad), cognitiva  (proximidad), semidtica  (negociacion),
mediaciond (disponibilidad) y emociond (implicacidn).



Aceptando estos supuestos y fijado un objeto matematico y un medio instrucciond,
una trayectoria didéctica Optima deberia tener en cuenta € doble caracter de las
mateméticas como actividad y como producto. Por élo los alumnos deberian tener
oportunidad de poner en préctica la actividad matemética, pero también de conocer y
dominar los productos culturdes matematicos que otras personas han daborado como
resultado de su propia actividad. Ademés, € recuerdo e interpretacion de reglas
matemdticas ya asumidas forma pate de esa actividad maemdica y resulta

imprescindible para que pueda tener lugar.

Esto nos lleva a sugerir la complementariedad de los patrones de interaccion de
tipo A (magistrd), basado en la "emidonrecepcion” y los de tipo B "renvencion a
didéctica’, tipo C (estudio persond) y tipo D (didogo contextuaizado), para cada
componente de los contenidos matematicos. Parece que & fomento dd interés y la
capacidad heurigtica por pate de los dumnos debe llevar a implementar, Sempre que
sea posible, un formato de tipo B (reinvencidén adidéctica); pero siendo conscientes que
la apropiacion dd dgnificado indituciond de referencia exigira en dgin momento un
tipo de patron de interaccion emisionrecepcion, e incluso un patrén conductista

(gercitacion de ciertas técnicas basicas, cuyo objetivo es larutinizacion).

Hemos razonado que la gestién de la didéctica entre los digtintos patrones de
interaccion deberd basarse en la negociacion de los dgnificados. De este modo €
andliss samidtico se revela como un elemento cruciad de los procesos de estudio de las
mateméticas. Dicho andiss permitird identificar los puntos criticos en que se deben
negociar los dgnificados entre los digintos actores que intervienen en € proceso
educativo, gportar pautas para sdeccionar las configuraciones didacticas y los patrones

de interaccién més apropiados y caracterizar 1os aprendizajes logrados.

Pensamos findmente que las nociones tedricas introducidas pueden permitir
identificar nuevas regularidades y sesgos de los procesos de estudio. Por gemplo, € uso
abusvo de medios expresvos (notaciones formaes innecesarias, esquemas,
representaciones, €etc), presentacion de una muestra sesgada de Situaciones-problemas,

EXCesiVOos gercicios rutinarios, ausencia de validaciones, etc.

45



REFERENCIAS

AUSUBEL D. P. (2000), Adquisicion y retencion del conocimiento. Una perspectiva
cognoscitiva. Barcelona: Paidos, 2002.

BAUERSFELD H. (1988), Interaction, condgruction, and knowledge Alternative
perspectives for mathematics education. En T. Coony y D. Grows (Eds), Effective
Mathematics Teaching (p. 27-46). Reston, VA: Nationd Council of Teachers of
Mathematics/Erlbaum.

BLOCH [. (1999), L'articulation du traval mathématique du professeur et de I'déve
dans I'endgnement d I'andyse en premiere scientifique. Recherches en Didactique
des Mathématiques, 19 (2) 135-194.

BOSCH M., ESPINOZA L. y GASCON J. (2003), El profesor como director del
proceso de estudio: Andiss de organizaciones didécticas espontaness. Recherches
en Didactique des Mathématiques, 23 (1) 79-136.

BROUSSEAU G. (1986), Fondements et methods de la didactique des mathématiques,
Recherches en Didactique des Mathématiques, 7 (2) 39-115.

BROUSSEAU G. (1997), Theory of didactical situations in mathematics. Dordrecht:
Kluwer A. P.

CHEVALLARD Y. (1991), La transposition didactique. Du savoir savant au savoir
enseigné. Grenoble: La Pensée Sauvage.

CHEVALLARD Y. (1992), Concepts fondamentaux de la didactique: Perspectives
aportées par une approche anthropologique. Recherches en Didactique des
Mathématiques, 12 (1) 73-112.

CHEVALLARD Y. (1999), L'andyse des practiques enseignantes en théorie
anthropologique du didactique. Recherches en Didactique des Mathématiques. 19

(2) 221-265.

COBB P. y BAUERSFELD H. (Eds.) (1995), The emergence of mathematical meaning:
Interaction in classroom cultures. Hillsdde, N.J.:Lawrence Erlbaum Associates,
Pub.

GASCON J. (1998), Evolucion de la didéctica de las mateméticas como disciplina
cientifica. Recherches en Didactique des Mathématiques. 18 (1) 7-34.

GODINO J. D. (2002), Un enfoque ontologico y semidtico de la cognicion matemética.
Recherches en Didactique des Mathématiques. 22 (2/3) 237-284.

GODINO J. D. y BATANERO C. (1994), Significado indtitucional y persond de los
objetos mateméaticos. Recherches en Didactique des Mathématiques,14 (3) 325-

355.

GODINO J. D. y LLINARES S. (2000), El interaccionismo smbdlico en educacion
matemética. Educacion Matematica, 12 (1) 70-92.

HACHE C. y ROBERT A. (1997), Un dandyse de pratiques effectives en classe
de seconde, ou comment un enseignant fait "fréquente’ les mathématiques a ses
eleves pendant la classe? Recherches en Didactique des Mathématiques, 17 (3)
103-150.

46



MARGOLINAS C. (1992), Eléments pour l'andyse du réle du maitre; les phases de
concluson. Recherches en Didactique des Mathématiques, 12 (1) 113-158.

MORIN E. (1994), Introduccién al pensamiento complejo. Barcelona: Gedisa.

SCHNEIDER M. (2001), Praxéologies didactiques et praxéologies mathématiques a
propos dun enseignement des limites au secondaire. Recherches en Didactique des
Mathématiques. 21 (1.2) 7-56.

VERGNAUD G. (1990), La théorie des champs conceptuels. Recherches en Didactique
des Mathématiques, 10 (2/3) 133-170.

VOIGT J (1985), Paterns and routines in classoom interaction. Recherches en
Didactique des Mathématiques, 6 (1) 69-118.

VOIGT J (1994). Negotiation of mahematicd meaning and learning mathematics.
Educational Sudiesin Mathematics, 26: 275-298.

VYGOTSKY L. S, (1979), El desarrollo de las funciones psicolégicas superiores,
Barcdona: Grijabo.

47



ANEXO:

TRANSCRIPCION DE UNA SESION DE CLASE SOBRE CALCULO DE
DERIVADASEN BACHILLERATO

Curso: 3° de BUP (1er curso de Bachillerato). Una clase de 35 estudiantes. Pupitres
individual es, dispuestos de manera contigua dos a dos, mirando ala pizarra.

2
La grabacion comienza con la siguiente ecuacion escritaenlapizarra. €(t) =3t - t+1,t= 1seg.
Setrata dela correccion de gjercicios propuestos el dia anterior. El gjercicio pide calcular la velocidad

deun movil ent = 1 segundo, conocida larelacion entre el espacio y el tiempo que viene dada por la
funcién polinémica escrita.

Profesor :
1. De acuerdo, entonces derivamos la funcion espacio y vamos a hallar l1a funcion velocidad.
2. €'(t)=6t-1, en el instante 1 seg., sustituimoslat por 1y sale 5, que seran metros por segundo, la
velocidad.
3. €(1)=61-1-5
4, ¢:Deacuerdo?
[1.10] (1 minutoy 10 segundos, tiempo desde el comienzo de laclase).
5. Alumno: Pero, D. Josg, ¢al derivar la ecuacidn qué eslo que hemos hecho?
6. Hemos aplicado lareglaque hemos visto estos dias.
7. Laderivadade unasumaeslasumade |as derivadas de cada uno de |os sumandos.
8. E gri mer sumando es una constante por laderivada de una potencial,
9. (3 =32t =6t
(Vaindicando en la pizarra el desarrollo delos calculos)
10. Laconstante permanece, laderivadadet cuadrado 2, por t elevado a dos menos uno, la constante
permanece, tres por dos seis, igual a 6t.
11. Eso seriad primer miembro.
12. El segundo, laderivadadet, 1, laderivada de una constante sumatoria, O.
[2.01]
13. Vasaplicando las reglas que hemos deducido estos dias.
14. Luego me decias que habia otro gjercicio que habéis tenido dificultad, que era,
(Toma una hoja de una mesa.)
15. Este, unodeellos,

16. y=(x? +1) x/x
17. A ver, ¢comolo hariais?
18. ¢Quiénvaatener dificultad en este?
19. A ver, (refiriéndose a una alumna), ¢cémo lo harias?
20. Alumna: Derivamos equis cuadrado mas 1y después derivamos laraiz cuadrada de x, uno
partido por dos raiz de equis.
21. Unade lasreglas quevimosel viernes era:
22. Laderivadade un producto de dosfunciones ... ¢Qué se aplica?
(Varios alumnos responden apoyados en |o que va diciendo el profesor mientrasva escribiendo en la
pizarra.)
23. Laderivadadelaprimera, por lasegundasin derivar, maslaprimerapor laderivadadela
segunda.
24, (fgy =f.g+fg
25. Vamosallamar a(x*+1) , f(x), y araiz dex, g(x),
26. y tenemos el producto de dos funciones.
[4.09]
27. Hemos llamado f(x) =x+1, y g(X) = JX, pues calcular f (xX) y g’ (X).
28. Y luego aplicais ...
(Sefiala la formula de la derivada del producto.)
29. Si no lo habéis hecho, hacedlo.
30. Parece que nadie lo hahecho.
31. ¢Cémo sederivax®+1, y como se deriva Jx ?
32. Sinolo habéis estudiado este fin de semana, pues coger |os apuntes si lostenéis, o €l libro.
33. Despabilar con las derivadas, que yaveis que es fundamental que las hagais.
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[5.37]
33bis. (Deja un tiempo para que los alumnos traten de resolver el gjercicio.)
34. Laderivadadef(x)= x*-1, f'(x) = 2x, la constante sumatoria0.

35. Laderivadadeg(x) = g'(X) = L
2/x
36. Si no osacordaislo ponéisdelaformax elevado aun medio, y eslafuncion potencial.
37. Segun este resultado, y' ¢aquien seriaigua ?
38. Laderivadadel primero por el segundosin derivar méas el primero (x*+1) por laderivada del
segundo:

2
39, y'= (2X)VX+ (3 +1)—=
y' = (2X)8x+( )2&

[6.21]

40. Ahoramismo lo vamosadejar asi, yaveremos el problemade simplificar.

41. Ahoravamosaaprender aderivar y luego veremos el temade simplificar las derivadas.
[6.30]

42. ¢Y € siguiente qué? (No os hasalido?

43. (Seacercaaunalumnoyveenel libro el gjercicio en el que han tenido dificultad.)

44. Intentarlo ahora aplicando esto.

45. ¢Algunadudamésdelosejerciciosdel viernes?. No, ¢todo el mundo?, ¢seguro?

[7.03]
46. Puesvamos aseguir entonces deduciendo reglas para hallar de unaformamas sencillala
derivada, sin tener siempre que aplicar € limite.
47. Vamos atomar las funciones trigonométricas, vamos aver qué pasa con el seno dex y el coseno
dex.
48. Empezamos con €l seno de x.
49. y =senx
50. ¢Si queremos calcular laderivada de esta funcién, qué hariamos?
(Deja unos segundos, esperando que respondan.)
51. Nooscortéis, jvamos, decidlo!
52. Aplicamosladefinicién.
53. ¢Cud esladefinicion de derivada? ¢Cudl ?
(Algunos alumnos van recitando al mismo tiempo que el profesor. Va leyendo la formula, mientras la
escribeenlapizarra.)

sen(x+h) - senx
h

54, y'=lim

h®0
55. Esaesladefinicion. Y nos saldra, seno de x menos seno de X, cero, partido por cero, una

0
indeterminacion del tipo 6 .

56. Vamosaresolverla.
57. ¢Cbmo podriamos resolver esaindeterminacion?
58. ¢A quiénseleocurrealgo?
59. Habréaque hacer algunatransformacion que ponga eso de otraforma. ¢Esto qué es?
(Dgja unosinstantes; sefiala el seno dela suma del numerador; una alumna dice algo inaudible.)
[8.57]
60. El seno delasumade dos angulos, ¢;como era?
61. El senodex+h, aquéseriaigual.
(Espera a que los alumnos digan algo. Los alumnos no responden.)
62. Yaseoshaolvidado latrigonometria. Y a se han acabado los exdmenesy ya se os ha olvidado
todo.
(Algunos murmullos)
63. Seno coseno, Mas seno coseno, ¢0s acordais?
(Escribelaformulaenlapizarra.)
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senx.cosh+ senhcos x- senx
h

64. =lim

h® 0
65. Vamos a sacar factor comun el seno de x,
(Escribe la nueva expresion, marcando con arcos el seno de x que hay que sacar factor comdn.)

senx(cosh- 1) + senhcos x
h

66. =lim

h® 0

67. Aqui han quedado dos sumandos.

68. Podemos calcular €l Iimite de una sumacomo lasumadeloslimites.

69. Si mirdis, porque estoy seguro que tampoco os vais a acordar, la tabla de infinitésimos
equivalentes (sefialaen lapizarraa cosh — 1), que tenéis en vuestro libro, en laleccion
inmediatamente anterior.

(Vaahojear €l libro.)

70. Enlapéagina 156, el coseno de un dngulo menos 1, cuando el &ngulo tiende a cero. ¢aqué es
igual?

1- cos x es equivalente ax?/2, entonces
2

71. cosh-lesequivaentea - ?

72. ¢Deacuerdo?
(Escribeenlapizarra.)

2 ~
Asenx(_ h_) lfl
. € 2’ senhcosxU
73. =limé + (1= cosX
e h 0
e g
h® 0

74. Hemos logrado descomponer en dos sumando.

75. En este primer sumando podemos suprimir una h en el numerador y en el denominador.

76. Cuando htiende a0, 0 por lo que sea, 0.

77. Y este segundo sumando, ¢aqué tiende sen h/h cuando h tienea 0?

78. Esoyalo vimos, haciendo los tres triangul os, ¢0s acordais?

79. Esotendiaal.

80. ¢Quévaaquedar al final? Coseno de x.

81. Osea queadl fina y’ = cosx.

82. Cuando lafuncidn es seno, su derivada es el coseno.
(Recuadraenlapizarra, lafunciény = senx, y laderivada, y' = cosx)
[13.09]
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