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La nocién de conocimiento nos parece una y evidente. Pero, en d momento en
gue = le interoga, eddla, s divedfica s multiplica en nociones
innumerables, planteando cada una de dlas una nuevainterrogante’

(E. Morin, 1977, p. 18)

RESUMEN:

En este trabajo analizamos y comparamos las nociones que proponen
cuatro modelos tedricos para estudiar 10s procesos de cognicién matematica:
las teorias de los “campos conceptuales’, “situaciones didacticas’,
“antropologica’ y “funciones semidticas’. El fin consiste en identificar las
semgjanzas, diferencias y complementariedades de estos modelos tedricos con la
pretension de avanzar hacia un marco integrativo para € estudio de los
fendmenos cognitivos en la didactica de las matematicas.

INTRODUCCION

El carécter reaivamente reciente del érea de conocimiento de didéctica de la
matemética explica que no exiga alin un paradigma de investigacion consolidado y
dominante. En e trabgo de Sepinka y Lerman (1997) sobre epistemologia de las
mateméticas y de la educacion matematica podemos observar la diversdad de
gproximaciones tedricas que £ edan desarrollando en la actudidad. En ciertos
momentos esta diversdad puede ser inevitable, incluso enriquecedora, pero & progreso
en la disciplina y la potenciacion de sus gplicaciones practicas exige aunar esfuerzos
para identificar  nacleo firme de conceptos y méodos que, a la larga, deberian
cristdizar en un verdadero programa de investigacion.

Uno de los principdes problemas “meta-didacticos’ que debemos abordar es la
darificacion de las nociones tedricas que s vienen utilizando en d &ea de
conocimiento, en particular las nociones usadas para andizar los fendmenos cognitivos.
No hay un consenso sobre este tema ni incluso dentro de la aproximacion que suele
decribirse como  "epigemolégica’ o “didéactica fundamenta”. Badta obsarvar la
vaiedad de nociones que £ usan SN que £ haya iniciado su confrontacion,
clarificacion y depuracion: conocimientos, saberes, concepciones, Conceptos, esquemas,
invariantes operatorios, significados, praxeologias, etc. En este trabgo pretendo iniciar
e andiss de las nociones propuestas para € edudio de la dimensgdn cognitiva en
didctica de las maeméicas, traando de identificar las  concordancias,
complementariedades, posibles redundancias y discordancias. Estas nociones debemos
condderarlas como herramientas y como taes tienen su potencid utilided para andizar
un tipo de problemas y sus propias limitaciones. El delicado problema que debemos
abordar consste en eaborar nuevos congtructos cognitivos que superen las limitaciones
de los exigtentes, pero partiendo de las herramientas disponibles.
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B uso dd témino "cognitivo" no dga de s conflictivo en s mismo. Con
frecuencia se usa para designar los conocimientos sujetivos, y los procesos mentales que
ponen en juego los sujetos individuaes enfrentados ante un problema Desde un
enfoque pscologista de la cognicion matemética taes procesos mentales, que tienen
lugar en € cerebro de las personas, son los Unicos condtituyentes del conocimiento que
se condderan. Esta modelizacion no tiene en cuenta que los sujetos didogan entre o,
consenslan 'y regulan los modos de expresdn y actuacion ante una cierta clase de
problemas, que de ens Ssemas de précticas compartidas emergen objetos
ingtitucionales los cudes a su vez condicionan los modos de pensar y actuar de los
miembros de tdes indituciones. Por tanto, junto a los conocimientos Sujetivos,
emergentes de los modos de pensar y actuar de los sujetos considerados de manera
individua, es necesario condderar los conocimientos indituciondes, a los cudes s
atribuye un cierto grado de objetividad.

En consecuencia se deberia didinguir en la cognicion maemaica (y en la
cognicion en gengd) la dudidad “cognicion individud” y “cognicién indituciond”,
entre las cuaes se establecen relaciones didécticas complgas. Resdtamos € hecho que
la “cognicion individud” es d resultado dd pensamiento y la accion dd sujeto
individua ante una cieta clase de problemas, mientras que la “cognicion indituciond”
es d resultado ded didogo, € convenio y la regulacion en € seno de un grupo de
individuos. En ambos casos se podran identificar tipologias de cogniciones;, pero una
tipologia de cogniciones individudes no es una cognicién indituciond. Una manera de
diginguir dichas cogniciones con un solo término podria ser reservar d  término
‘cognitivo’ para la cognicion individua (como se hace con frecuencia por € predominio
de la pscologia cognitiva) y ‘epistémico’ (relativo ad conocimiento objetivo) para la
cognicion indituciond.

Como describe Vardla (1988),  andiss cientifico del conocimierto en todas
sus dimensiones es redizado por diversas ciencias y tecnologias de la cognicion, entre
las cudes menciona la epigemologia, la psicologia cognitiva, la lingligica, la
intdigencia atificid y las neurociencias. En didéctica de las mateméicas tenemos que
adoptar modelos cognitivos que no estén exclusvamente centrados en la psicologia
cognitiva, como se hace con frecuencia, ya que € edudio de las mateméticas en las
ingituciones escolares se propone, como uno de sus fines esencides, que e sujeto se
goropie de los conocimientos mateméticos a los que se les aribuye una redidad
culturd.

En las sguientes secciones tratamos de clarificar @ uso de nociones cognitivas y
epistémicas en las sguientes teorias. Campos Conceptuaes (TCC, Vergnaud, 1990),
Situaciones Didacticas (TSD, Brousseau, 1986), Antropologia de lo Didactico (TAD,
Chevdlard, 1999) y Funciones Semidticas (TFS, Godino, 1999). También hacemos
referencia a la nocién de concepcion presentada en Artigue (1990). Proponemos,
ademés, algunas ideas para la articulacion de estas nociones.

TEORIA DE LOS CAMPOS CONCEPTUALES

La teoria de los campos conceptuades de Gerard Vergnaud es la que més
nociones cognitivas ha introducido: esquema, invariante operatorio (concepto en acto y
teorema en acto), concepto, campo conceptud, sentido de un conocimiento. Las
nociones de conocimiento y competencia matemdtica son usadas, pero no definidas
explicitamente, d menos en € aticulo que estudiamos con detale en este trabgo
(Vergnaud, 1990).



La nocién de esqguema

La nocion cognitiva basica para Vergnaud es la de “esquemd’ que describe
como “la organizacion invariante de la conducta para una clase de Stuaciones dadas’ (p.
136). Dice que “es en los esquemas donde se deben investigar los conocimientos en acto
dd sujeto que son los eementos cognitivos que permiten a la accion del sujeto ser
operatorid’. Cada esguema es relativo a una clase de Stuaciones cuyas caracteristicas
son bien definidas. Ademés, un esquema reposa sempre sobre una conceptudizacion
implicitay Sendo los conceptos-en-acto y los teoremas-enacto condituyentes de los
equemas operatorios. A su vez conddera que los esquemas son los ementos que
srven de base (sogtienen) a las “competencias mateméticas’. La nocidén de competencia
matemética se usa de una manerainformal, no como un objeto teorizado.

Un esquema es una totdidad organizada que permite generar una clase de
conductas diferentes en funcion de las caracteristicas particulares de cada una de las
Stuaciones delaclase alacud se dirige. Comportalos Siguientes componentes:

- invariantes operatorios (conceptos-enacto y teoremas-en-acto) que pilotan €
reconocimiento por d sujeto de los ementos pertinentes de la Stuacion, y la
recogida de informacion sobre la Situacion atratar;

- anticipaciones de fin a lograr, de los efectos a esperar y de las etgpas
intermedias eventuales,

- reglas de accidn del tipo S ... entonces ... que permiten generar la serie de
acciones ddl sujeto;

- inferencias (0 razonamientos) que permiten “cdcula” las reglas y las
anticipaciones a patir de las informaciones y dd Sistema de invariantes
operatorios de los que dispone € sujeto.

La nocion de esquema incorpora elementos actuativos (técnicas o modo de actuar)
y eementos tecnoldgicos-tedricos implicitos (conocimientos en acto); pero ademés un
esguema esta asociado a una clase de stuaciones, entendidas como tareas. Nos parece
gue este congructo puede desempefiar un papd smilar a la nocién de "ssema de
précticas persondes ligadas a un tipo de problemas' (Godino y Batanero, 1994), y por
tanto, también a lo que podria denominarse una “"praxeologia persond” de caracter
puntual o local, nocion que se desarrolla més addante.

La nocion de concepto

Los invariantes operatorios (conceptos y teoremas en acto) son entidades
cognitivas, no epigémicas, d igud que la nocion de exquema de la cud son
condituyentes. “Un concepto-en-acto no es de hecho un concepto, ni un teorema-en-
acto un teorema. En la ciencia, los conceptos y los teoremas son explicitos y se puede
discutir su pertienciay su verdad” (pl44)

Propone una nocién de concepto a la que parece aribuir una naturdeza

cognitiva d incorporar en la misma los invariantes operatorios “sobre los que reposa la
operacionaidad de los esquemas’. Esta nocion es digtinta de lo que son los conceptos y
teoremas en laciencia, paralos que no propone ninguna conceptudizacion.
Expresamente dice que, “una aproximacion psicologica y didactica de la formacion de
conceptos matematicos, conduce a consderar un concepto como un conjunto de
invariantes utilizables en la accion. La definicidn pragmética de un concepto pone, por
tanto, en juego € conjunto de Situaciones que condituyen la referencia de sus diferentes
propiedades, y € conjunto de esquemas puestos en juego por los sujetos en estas
Stuaciones’. Pero ademés se deben tener en cuenta d uso de sgnificantes explicitos
(palabras, enunciados, simbolos'y signos) en la conceptudizacion.



Una primera observacion que podemos hacer sobre esta descripcion de
concepto es d no didinguir con claridad d plano persond dd indituciond, ni su
carécter relativo d sujeto individual o a los contextos ingitucionales. Se propone como
un demento de referencia para € investigador con un caracter absoluto o universd. La
incorporacion del conjunto de Stuaciones y de sgnificantes, junto con los “invariantes
operatorios condituyentes de los esquemas’, lleva inevitablemente a confundir los
planos cognitivos y epistémicos, 10 que va a dificultar edudiar la didéctica entre ambas
facetas de la cognicion matemética.

La nocion de campo conceptual

La primera descripcion que hace Vergnaud de un campo conceptud es la de
"conjunto de Stuaciones'. Pero a continuacion aclara que junto a las Stuaciones se
deben consderar también los conceptos y teoremas que se ponen en juego en la
solucion de tales Stuaciones. "En efecto, S la primera entrada de un campo conceptua
es la de las dtuaciones, se puede también identificar una segunda entrada, la de los
conceptos y los eoremas.” (p. 147). El campo conceptua de las estructuras aditiva es a
la vez € conjunto de las Stuaciones cuyo tratamiento implica una o varias adiciones o
sudtracciones, y €@ conjunto de conceptos y teoremas que permiten andizar edtas
Situaciones como tareas mateméticas.

En esta descripcion del campo conceptua no se mencionan eementos de tipo
subjetivo por lo que consdero que a campo conceptud se le atribuye una naturaleza de
tipo epigémica. Los conceptos y teoremas que intervienen agui se cdifican de
“mateméticos’, nociones que nNO son teorizadas, la nocion de concepto matemético, no
parece ser la misma que la nocidon cognitiva de concepto que acaba de definir como una
tripleta heterogénea de conjuntos formados por Stuaciones, invariantesy sgnificantes.

La nocién de campo conceptual y los gemplos que pone de dla tiene unas
caacterigicas muy generdes (edtructuras aditivas, edtructuras  multiplicativas, la
eectricidad, la mecanica, las magnitudes espacides, la logica de clases). Al igud que la
nocion de concepto no e relativiza a los contextos indituciondes, dificultando de este
modo d andisis deladindmicay ecologia de taes formaciones epistémicas.

La nocion de sentido

"El sentido es una relacion del sujeto a las Stuaciones y a los sgnificantes. Més
precisamente, son los esquemas evocados en @ sujeto individua por una situacion o por
un significante o que condituye € sentido de esta Stuacion o de este significante para
este sujeto. Los esguemas, es decir las conductas y su organizacion.El sentido de la
adicion para un sujeto individua es € conjunto de esquemas que puede poner en
préctica para tratar las Stuaciones a las cuades es confrontado, y que implican la idea de
adicion” (Vergnaud, 1990, p. 158).

En esta descripcion Vergnaud et haciendo corresponder a un objeto matemético,
por gemplo“la adicién’, un conjunto de otros objetos (Stuaciones, esgquemas,
dgnificantes), 0 sea, 10 que anteriormente ha presentado como un concepto en sentido
cognitivo. Este ssema, en lugar de conjunto, ya que lo importante es que eta
edtructurado, lo considera como € sentido o significado de la adicion para d sujeto, por
lo que guarda una fuerte relacién con uno de los tipos de significados que hacemos en la
teoria de las funciones semidticas d dgnificado persond de un objeto matemético
consderado como “sistema de practicas personaes eficaces para la resolucion de un
cierto tipo de problemas’.

En este punto podemos decir que la teoria de los campos conceptuales no
introduce una versgon indituciond de la nocion de sentido, por lo que se dificulta €



edudio de la didéctica entre las dimensones pesondes e indituciondes de la
cognicion matemética Ademés debemos andizar 9 nuestro “sistema de précticas’ es
una asmilacion o una acomodacion de las nociones de esquema y concepto segin los
propone Vergnaud.

LA NOCION DE CONCEPCION

La nocion de concepcion es € congtructo usado con més frecuencia para d andiss
cognitivo en didéctica de las mateméticas, como puede inferirse dd estudio que hace
Artigue (1990). No se digingue claramente en la bibliografia de otras nociones como
representacion (interna), modelo implicito, etc. Como describe Artigue (1990, p. 265),
"trata de poner en evidencia la plurdidad de puntos de vista posibles sobre un objeto
matemdtico, diferenciar las representaciones y modos de tratamiento que se le asocian,
poner en evidencia su adaptacion mas 0 menos buena a la resolucion de didtintas clases
de problemas’. En la descripcion que hace Artigue se agorecian dos sentidos
complementarios para € término concepcion: € punto de visa epistémico (naturaeza
complga de los objetos mateméicos y de su funcionamiento) y € punto de vista
cognitivo (los conocimientos del sujeto en relacion a un objeto matemético particular).
As Artigue (1990) habla de, "un conjunto de concepciones es definido a priori con
refencia a once definiciones digtintas de circulo" (p. 268); y también se habla de "las
concepciones del sujeto sobre € concepto de ... (circulo, tangente, limite, etc.)”.

Sobre las concepciones del sujeto se discuten dos tipos de usos seguin los digtintos
autores:

a) La concepcion como estado cognitivo globa que tiene en cuenta la totdidad de

la edtructura cognitiva dd sujeto en un momento dado en relacion a un objeto.
En este caso seria € andogo subjetivo del concepto, entendido como la tripleta
de Vergnaud (Stuaciones, invariantes y significantes).

b) La concepcion como un objeto locd, estrechamente asociado a saber puesto en

juego y alos diferentes problemas en cuya resolucion intervienen.

S la nocion de conocimiento es lo suficientemente amplia, de modo que abarque
tanto los conocimientos de “saber hacer” (praxis), como “saber qué’ (logos) la
descripcion de la concepcion del sujeto viene a ser equivdente a la faceta no ostensiva
(interiorizada) de los sstemas de précticas personales asociadas a un objeto o tipo de
problemas. Sin embargo, € uso habitud de concepcion conlleva unas connotaciones
fuertemente mentdistas. A pesar de los intentos de proponer un uso técnico de edta
nocién no parece muy digtinto del uso que se hace dd mismo en d lenguge ordinario:
"la idea que tiene una persona en su mente cuando piensa sobre ago en un momento y
circungtancias dadas'. Los conocimientos y creencias son  concebidos generamente
como entidades mentdes en € enfoque cognitivita, mientras que en d enfoque
antropologico se adopta una vison mas amplia, comprendiendo también las destrezas,
disposiciones, capacidades l6gicas y discursivas, en definitiva, su "rdacion persond d
objeto”.

TEORIA DE SITUACIONES DIDACTICAS

Estudiaremos d uso que se hace en Teoria de Situaciones de los términos
‘conocimiento’ y ‘saber’, restringiéndonos de momento a articulo de Brousseau (1986),
tratando de dilucidar § en e uso hay una digincion clara entre lo que nosotros
denominamos “ conocimiento subjetivo” y “conocimiento ingtituciond”.



Guy Brouseau podtula la exigencia de un saber matemético cuya comunicacion
/recongtruccion por € sujeto, en @ seno de los sstemas didacticos, es € compromiso de
la didactica. La transposicion didactica da cuenta de las adaptaciones de estos saberes
para su estudio en € contexto escolar.

Parece claro que d saber matemdico se refiere a una forma especid de
conocimiento  indtitucionalizado, que habitudmente se regisdra de forma axiomédtica y
mediante la cud se despersondiza y decontextudiza. “Este saber cuyo texto existe ya,
no es una produccion directa ded maestro, es un objeto cultural, citado o recitado” (p.
73).

Pensamos que atribuye d saber mateméatico unos rasgos que podriamos calificar
de absolutos. existe un “saber erudito” que esta ahi (SN negar su carécter historico y
evolutivo) cuya gpropiacion por los estudiantes es @ compromiso de la ensefianza. Con
frecuencia se habla del saber en singular, pero en otras se usad plurd.

En otros parafos se habla también de saberes que pueden estar bastante
proximos a “séber erudito’; luego también a conocimiento indituciond (saber) le
atribuye un caracter relativo y temporal.

En teoria de situaciones no esta nitidamente trazada la diferencia entre ssberes y
conocimientos. Tenemos que esperar a la pagina 97 dd articulo para encontrar una
digincion importante entre un sadber y un conocimiento, ya que anteriormente € uso de
ambos términos aparece confuso. “La digincion entre un saber y un conocimiento se
debe en primer lugar a su edauto culturd; un saber es un  conocimiento
indtituciondizado. El paso de un edatuto d otro implica Sn embargo transformaciones
gue los diferenciay que se explican en parte por relaciones didécticas que se establecen
al respecto”( p. 97).

En la pagna 38—menciona las “actividades socides y culturdes que
condicionan la creacidn, @ gercicio y la comunicacion de saber y los conocimientos’.
“El saber es una asociacion entre buenas preguntas y buenas respuestas. El profesor
plantea un problema que € adumno debe resolver, s d aumno responde, muestra adi,
gue sabe, s no, s& manifiesta una necesdad de saber que pide una informacion, una
ensefianza’. (p. 48) Aqui vemos que también € saber esta dd lado dd sujeto.

“Cada conocimiento puede caacterizarse por una O Vvaias dStuaciones
adidécticas que preservan su sentido y que llamaremos Situaciones fundamentales. Pero
e dumno no puede resolver de golpe cudquier Stuacion a-didéctica, € maestro le
procura entre las dtuaciones a-didacticas, agudlas que esan a su dcance. Edas
dtueciones a-didécticas gudtadas a afines didécticos, determinan @ conocimiento
ensefiado en un momento dado y @ sentido particular que este conocimiento va a tomar,
debido a las redricciones y deformaciones gportadas a la stuacion fundamenta” (p. 49-
50). En este parafo € conocimiento no esa del lado dd sujeto, Sno que tiene un
caracter externo, ingtituciond.

Generdmente utiliza d témino ‘ssber’ ligado con d cdificativo de “saber
forma”, “saber erudito”’, “saber tedrico’, “saber practico’, lo que indica que se
interpreta como dgo exteno o indituciond, como eemento de referencia de la
ensfianza y € agorendizge. La didtincién saber-tedrico, saber-préctico indica una
primera “descomposicion” del saber que podria relacionarse con la praxis y d logos,
con lo conceptud y lo procedimenta, pero no hemos encontrado un andiss mas
detdlado de tdes componentes basicos del saber matemético.

El supuesto basico de la teoria de situaciones consste en moddizar cada
conocimiento y /o sdber, mediante las Stuaciones-problema: “Los conocimientos
aparecen como la solucion dptima a los problemas propuestos, solucion que € dumno



puede descubir” (p. 37) “Cada conocimiento debe surgir de la adaptacion a una
Situacién especifica’ (p. 38)

Nos parece fundamenta € progreso dado por la teoria de Stuaciones a conectar
genéticamente los conocimientos mateméticos con las Stuaciones-problemas  (tareas),
pero pensamos que es insuficiente d andiss de los condituyentes del conocimiento: las
Stuaciones son uno de los condituyentes pero no € Unico. La teoria antropolégica
introduce ademés las técnicas como un condituyente de la praxis matemdica, aunque
continla sn proponer una descomposicion suficiente dd componente  tecnolGgico-
tedrico. En la teoria de Stuaciones, y en los campos conceptuaes tenemos propuestas,
aunque de un modo implicitas, para progresar en la descomposicién controlada del
conocimiento. Por una parte estdn las Stuaciones de formulacion- comunicacion en las
gue intervienen de manera esenciad los ingrumentos linglisticos  (representaciones
materides que propone Vergnaud), y las dtuaciones de validacion, en las cudes
intervienen lo que podemos denominar objetos vdidaivos (argumenteciones
demodtraciones). Pero los conceptos y los teoremas deben ser reconocidos como
condituyentes esencides de componente discursvo dd conocimiento, tanto en su
verson persona  (conceptos y teoremas en acto) como ingtitucional, conceptos y
teoremas mateméticos.

Es necesario andizar con detdle las nociones usadas en teoria de Stuaciones
para referirse a los “conocimientos del sujeto”. Usa la palabra ‘representacion’ en d
sentido de representacion interna (nos parece que de modo equivaente a concepto-en-
acto), y e refiere a estos y a los teoremas en acto como “modelos implicitos’. Se refiere
también a elos como “formas de conocimiento” las cudes “no funcionan de manera
completamente independiente, ni de manera completamente integrada, para controlar las
interacciones del sujeto. El estudio de las relaciones que se establecen entre estos tipos
de controles en la actividad dd sujeto y € papd que juegan & las adquisiciones, es un
sector de la psicologia, esencid para la didéctica, estudio d que la didéctica pretende,
por otra parte, contribuir” (p. 99).

La teoria de stuaciones es respetuosa con las aportaciones de la psicologia en €
estudio de los procesos de congtruccidén de los conocimientos (por parte del sujeto).
“Los conocimientos evolucionan segin  procesos complgos. Querer explicar esas
evoluaciones Unicamente por las interaciones efectivas con € medio, seria ciertamente
un eror, pues muy pronto los nifios pueden interiorizar las Stuaciones que les interesen
y operar con sus “representaciones internas’, experiencias mentales muy importantes.
Resudven asi los problemas de asmilacion (aumento de esquemas ya adquiridos por
agregacion de hechos nuevos) o de acomodacidon (reorganizacion de esguemas para
gprender preguntas nuevas 0 para resolver contradicciones). Pero la interiorizacion de
édas interacciones no cambia mucho la naurdezas €@ didogo con un oponente
“Iinterior” es cietamente menos vivificante que un verdadero didogo, pero es un
didogo.

El término concepcion solo 1o hemos encontrado en un parafo en € aticulo que

estamos andizando. Nos parece que s usa con un dgnificado smilar a “moddo
implicito”, y también de manera equivdente a “conocimientos dd dumno’. “Es
necesario ingstir sobre @ carécter “diadéctico’ de estos procesos. las concepciones
anteriores de los dumnos y los problemas que € medio les propone, conducen a nuevas
concepciones y a nuevas preguntas cuyo sentido es fundamentamente loca” (p. 100)
“El estudio de la evolucion del conocimiento de los dumnos, a condicién de que sea
convenientemente apoyada por € andiss de condiciones referentes a las Stuaciones,
puede aportar una interesante aclaracion sobre procesos histdricos y condtituir una clase
de epistemol ogia experimenta” (p. 101).



TEORIA ANTROPOLOGICA

La teoria antropologica se ha centrado hasta @ momento, cas de manera
exclusva, en la dimensdn indituciond dd conocimiento mateméico. Las nociones de
obra matemdtica, praxeologia, relacion inditucional d objeto se proponen como los
indrumentos para describir la actividad matemética y los objetos indituciondes
emergentes de ta actividad. El condructo cognitivo (en sentido redtringido) que
propone es & de “relacion personal a objeto” que agrupa todas las restantes nociones
propuestas desde la psicologia (concepcion, intuicion, esquema, representacion interna,
etc.). Pero esta nocion de relacion personal d objeto no ha sdo desarrollada, a
postularse como previa y determinante la caracterizacion de las praxeologias
mateméticasy @ estudio delas rdaciones inditucionaes.

Veamos la descripcion que se hace en Chevelard (1999; p. 224-229) de la
nocion de praxeologia que se ha convertido en una de las nociones basicas de la teoria
antropoldgica, nocion que guarda gran smilitud con € condructo “sstema de practicas
indituciondes ligadas a un campo de problemas’ introducida en Godino y Batanero
(1994).

Alrededor de un tipo de tareas, T, se encuentra asi, en principio, una tripleta
formada por una técnica (a menos), t, por una tecnologia de t, g, y por unateoria de q,
Q. El totd, indicado por [T/t/g/Q], condituye una praxeologia puntual, donde este
Ultimo cdificativo dgnifica que se trata de una praxeologia relativa a un unico tipo de
tareas, T. Una tal praxeologia —u organizacion praxeoldgica- esta pues congtituida por
un blogue préactico-técnico, [T/t], y por un blogue tecnol dgico-tedrico [g/Q]

El bloque [0/Q] e identifica habituamente como un saber, mientras que € blogque
[ThA] ocondituye un saber-hacer. Por metonimia se designa corrientemente como
“saber” la praxeologia [T/t/g/Q] completa, o incluso cudquier parte de dla Pero esta
manera de hablar esimula una minoracion del saber-hacer, sobre todo en la produccion
y difusidn de las praxeologias (p. 229).

Tratemos de hacer dgunas comparaciones de estas nociones con las propuestas
en TCC. Es cdao que la nocion de stuacion que usa Vergnaud es la misma que la
nocion de tarea que se usa en TAD. Las técnicas, se describen como maneras de
realizar las tareas; una técnica no es necesxriamente de naturaleza agoritmica o cas
algoritmicas no es asi més que en casos poco frecuentes. Podemos estar tentados en
comparar esta nocidn con la de “invariante operatorio”, congtituyentes de los esquemeas,
pero nNo parece correcto, ya que como invariantes operatorios incluye Vergnaud a los
conceptos-en-acto y teoremas-en-acto, y por tanto, son més bien “reglas que orientan la
acccion del sujeto”. Por otra parte, en TAD no se hace ninguna referencia a que las
técnicas se consgderen como herramientas para € andisis de la cognicion de sujeto,
sno més bien para la cognicidén, entendida en sentido indtituciona. Se trata de una
herramienta epistémica, no cognitiva, en @ sentido propuesto en la introduccion de este
trabgo.

Parece claro que como congtituyentes de las tecnologias y de las teorias estén,
aunque no s ha precisado hasta € momento, los conceptos, las proposciones y las
demostraciones matemédticas, mediante los cudes s logra judificar y explicar las
técnices. Edas nociones edan  implicitamente  contenidas en  las  praxeologias
matemdicas y tienen una naturaleza epigémica, o sea, indituciond.

Seglin edta interpretacion la nocion de campo conceptua, que de una manera
implicita también incluye los dgoritmos y procedimientos de resolucion de los tipos de
problemas que se incluyen en los campos conceptudes, podria asmilarse a la nocion de
“praxeoclogia matemédtica globa”. Ambas nociones tienen una naurdeza indituciond e



incluyen componentes similares. Ciertamente la nocion de praxeologia es bastante més
generd y flexible, ya que se gplica también a tipos de problemas més puntuaes, aparte
de digtinguir entre los dos polos del saber matemético: € saber-hacer y € saber-qué, que
podria relacionarse con la divison clésca en los estudios cognitivos, de conocimientos
procedimenta y conceptua.

Un andidgs samilar gplicado a la nocion de esguema muestra que en ede
constructo se tiene en cuenta los tipos de Stuaciones-tareas, l0s invariantes operatorios,
las reglas de accion, las inferencias 0 razonamientos. Incorpora, por tanto, eementos
dtuaciondes, actuaivos, conceptudes y agumentativos. Podemos interpretar
esquema de la TCC como una especie de “praxeologia persona puntud”, constructo no
contemplado aln en la TAD, pero que deberia ser consderado a fin de disponer dentro
dd enfoque antropolégico de ingrumentos para edtudiar la didéctica entre las
dimensiones personaes /subjetivas e inditucionaes de la cognicion mateméica

TEORIA DE LAS FUNCIONES SEMIOTICAS

En los trabgos sobre “dgnificado indituciond y persond de los objetos
mateméticos’ (Godino y Batanero, 1994; 1998) hemos introducido las nociones de
préctica persond, sistema de précticas personales y objeto persond (0 menta) como las
herramientas (tiles para d esudio de cognicion matemética individua. De manera dud,
e dgema de précticas consderadas como Sgnificativas para resolver un campo de
problemas y compartidas en € seno de una inditucion |, y los objetos indtituciondes
emergentes de tdes sitemas se proponen como nociones Utiles para describir la
cognicion en sentido indtituciona o epistémico. De estas nociones se derivan las de
“dgnificado de un objeto persond” y “dgnificado de un objeto indituciond”, que se
identifican con los dstemas de précticas persondes o indituciondes, respectivamente.
Estas nociones se propusieron con la findidad de precisar y operdivizar las nociones de
“relacion persona eingtituciona a objeto” introducidas por Chevallard (1992).

En nuestro modelo tedrico € significado se concibe como € contenido asignado
a una expreson (funcion semidtica en d sentido de Hjemdev, 1943). Segin esto “d
sgnificado” no tiene porqué s necesariamente una entidad mentd, aunque también
puede serlo. Es sencillamente aqudllo a lo cud e refiere d sujeto (interpretante) en un
momento y circundancias dadas, de una manera manifieta o interiorizada. En ciertos
actos comunicativos nos referimos a “sstemas de précticas’ (operativas y discursvas),
mientras que en otros nos referimos a eementos condtitutivos de tdes dstemas, estos
objetos son también “significados’ parad interpretante correspondiente.

En trabgos mas recientes (Godino y Batanero, 1998b) proponemos una
descomposicién en dementos para los sstemas de précticas, con € fin de tener un
indrumento anditico méas fino de la actividad maemdica dd sujeto y de los
conocimientos  indituciondes. Consideramos que d problema epistémico/ cognitivo no
puede dedigarse dd ontolégico. Conocer, ¢qué cosa? Por este motivo venimos
interesados por eaborar una ontologia minima, pero suficiente para describir la
actividad matemética y los procesos de comunicacion de sus “producciones’. Como
unidad basca paa d andids cognitivo proponemos los “Sdemas de préacticas
manifetadas por un sujeto (0 en d sno de una inditucién) ante una clase de
Situaciones-problemas’. Conocer en mateméticas quiere decir conocer bs “sistemas de
précticas’ (operativas y discursivas), pero €lo supone conocer los diversos objetos
emergentes de los tipos 0 subsistemas de précticas, asi como su estructura.,



En Godino (1999) hemos propuesto una tipologia de entidades que ha sido usada
en la tess de Roa (2000) para caracterizar los conocimientos puestos en juego por
edudiantes universtarios en la resolucion de una muestra de problemas combinatorios.
Este modeo ontologico para las matemédticas, asi como la digincidén entre sgnificados
indtitucionales y persondes (Godino y Batanero, 1994) ha resultado Util en la tess en
elaboracion de Tauber (2001) para describir los conocimientos persondes e
indtitucionales puestos en juego en € proceso de estudio de la digtribucion norma de
probabilidad, en la tess de Recio (1999) sobre sgnificados indituciondes y personades
de la demostracion y en la tesis de Ortiz (1999), en la que se estudian los significados de
las nociones probabilisticas eementades en una muedra de libros de textos de
secundaria

En egtos trabgos hemos introducido una ontologia matemética basada en cinco
tipos de entidades (tres en las tess de Recio y Ortiz) como objetos emergentes de los
“dgtemas de préacticas’, o dgnificado (pragmético) de un objeto matematico. Dichos
objetos los designamos con los nombres de ostensivos (registros expresivos), extensvos
(Stuaciones-problemas),  actuativos (operaciones, técnicas), intensvos  (conceptos,
proposiciones), vdidativos (argumentaciones). Aunque este modelo ya se ha revelado
como un ingrumento (il en d andids cognitivo de procesos de resolucion de
problemas y de trayectorias ingruccionales no podemos consderarlo definitivamente
cerrado.

Describimos, a continuacion una verson revisada de dicho modelo ontoldgico
gue pretende tener en cuenta para @ conocimiento matemético, ademas de las facetas
indituciond-personal, la faceta osensva-no ogtensva, y una tercera dimensén que
condderamos esencid de la actividad matemdica su tendencia a la generdizacion y
generacion de nuevos objetos progresivamente mas abstractos.

Objetos personales e institucionales

Para cada expreson una persona puede asignar un contenido que puede ser
idiosincrésico y diferir de contenido que atribuye (normaiva o convenciondmente) la
indtitucion de la que forma parte. Esta circungtancia nos lleva a la necesdad de hablar
de "objeto persond” y "objeto indituciond" como los contenidos respectivos asignados
por la persona o laingditucion a una expreson.

En la ensefianza de las mateméticas, no sempre hablamos de lo que un dumno
en particular conoce 0 comprende, por gemplo, ded “ndmero red”. También hablamos
de las tareas que en ta libro se proponen para € estudio dd tema, de las propiedades
gue ¢ han sdleccionado, notaciones, definiciones, demostraciones, etc. O también, de
como se edudia € tema en los primeros cursos de universdad. Con la expreson
“nimero red” nos estamos, por tanto, refiriendo a lo que podemos llamar un “objeto
indtituciond”, adgo que esta fuera de la cabeza de las personas, que esta en los libros y
en las relaciones interpersonaes, y se usa como referenciaen € estudio de un tema

Ingtituciondmente, la expreson ‘nimero red’ se refiere a una definicion
precisa, (un eemento de cuaquier cuerpo ordenado y completo), convenida, aungque no
de manera abitraria & concepto de nimero red (el concepto como regla, como
propone Wittgenstein). Pero también se usa “nimero read” para designar a todo un
ssema o edtructura matemética que incluye, las tareas probleméicas que la motivan,
las técnicas operatorias, las definiciones, proposiciones y argumentaciones, esto es, €
concepto como sistema de practicas.

Conddero que la digincion que hemos propuesto entre objeto persond e
indituciond es fundamentd para poder describir y explicar los procesos de ensefianza y
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gorendizge de las mateméticas. Cuando emitimos juicios tales como, "é aumno A no
comprende € numero red”, se ponen en juego los objetos persona e indituciona
correspondientes.

Objetos ostensivos y no ostensivos

Es importante no confundir una regla con la expreson ora o escrita de la regla
Podemos cambiar la expreson (de idioma, por gemplo) y, Sn embargo, la regla es la
misma. Lo importante es @ proceso por € que se ha definido esa regla, su motivacion y
las consecuencias para la vida de las personas. El gorendizge de las reglas
socioculturdes no se logra cambidndolas de registro expresivo, sino involucrando a las
personas en |os juegos de lenguaje, en las acciones y circunstancias correspondientes.

Egto es también gplicable a las mateméticas. En la actividad matemética se ponen en
juego objetos ostensivos, correspondientes a los distintos regisiros expresivos (ord,
ecritura, gréfico, tangible, gestual), esto es, objetos perceptibles (mundo 1 de Popper;
Popper, 1972). Pero estos objetos son usados para describir otra clase de objetos no
odensvos. hablamos de dtuaciones-problemas, operaciones, conceptos, proposiciones
y argumentos, aunque todas estas entidades se expresan mediarte ostensivos, no se
reducen a tdes manifestaciones. En € plano de la conciencia del sujeto los objetos no
odensvos tienen una redidad mentd y vivencid (mundo 2 de Popper), mientras que
respecto dd plano ingdtituciona, los conceptos, proposiciones, argumentaciones tienen
una realidad normativa, convenciona, 10gica (mundo 3 de Popper).

Objetos concretos y abstractos

Por otra parte, en @ estudio de las matematicas estamos sempre interesados por
generdizar los problemas, las soluciones que encontramos y € discurso con @ que se
describen. No nos conformamos con resolver un problema aidado sno que deseamos
resolver tipos de problemas y desarrollar técnicas cada vez més generdes. Ademas,
taes soluciones son organizadas y judtificadas en estructuras cada vez mas globaes. En
e andligs de la actividad matemédtica, 0 de un proceso de estudio matemético particular,
debemos precisar en cada circunstancia S nos referimos a un objeto concreto (algo que
Se pone en juego por s mismo), o a dicho objeto como representante de una clase de
objetos, como gemplar de un cierto tipo, 0 componente de un sstema.

Edsa variedad de objetos y facetas tiene que ser tenida en cuenta cuando
hablamos de conocimiento, representacion, sgnificado y comprenson en mateméticas.

La nocién de conocimiento de un objeto como trama de funciones semidticas

La actividad matemética y los procesos de congruccion y uso de los objetos
mateméticos se caracterizan por ser esencidmente relaciondes. Los digtintos objetos
descritos, con los digintos "agpelidos’ que les asgnamos segin su naturdeza y funcidn,
no se deben concebir como entidades aidadas, Sino puestas en relacion unas con otras.

Por ese motivo, conddero de gran utilidad introducir en nuestro modeo
ontoseméantico y cognitivo otro objeto de naurdeza reaciond: la funcidn semidtica,
gue va a permitir formular en términos semidticos, y de una manera generdy flexible, €
conocimiento y la comprensén mateméatica. Se trata de las correspondencias (relaciones
de dependencia o funcidn) entre un antecedente (expresion, dgnificante) y un
consecuente  (contenido, o dgnificado), edtablecidas por un sujeto (persona o
ingtitucion) de acuerdo con un cierto criterio 0 codigo de correspondencia Estos
codigos pueden ser reglas (hébitos, convenios) que informan a los sujetos implicados
sobre los términos (funtivos) que se deben poner en correspondencia en las
circunstancias fijadas.
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Los diversos objetos consderados en nuestro modelo ontologico pueden ser
expresion y contenido de funciones semidticas, y por tanto, significados, o lo que es
equivaente conocimientos. Ademés, las relaciones de dependencia entre expresion y
contenido pueden ser de tipo representaciona (un objeto se pone en lugar de otro),
ingdrumental U operatoria (N objeto usa a otro u otros como ingrumento), y
componenciad o cooperativa (dos 0 més objetos componen un sistema del que emergen
nuevos obj etos).

El modelo tedrico esbozado permite hacer una interpretacion del conocimiento y la
comprension de un objeto O (sea ogstensivo- no ostensivo, concreto-abstracto) por parte
de un sujeto X (persona o inditucion) en términos de las funciones semidticas que X
puede establecer, en unas circunstancias fijadas, en las cuales se pone en juego O como
funtivo (expresdén o contenido). Cada funcion semidtica implica un acto de semioss
por un agente interpretante y condituye un conocimiento. Hablar de conocimiento
equivde a hablar de dgnificado, edto es, de funcion semidtica, resultando una variedad
de tipos de conocimientos en correspondencia con la diversdad de objetos que se ponen
€en juego.

Uno de los puntos diferenciadores de nuestro modelo tedrico esta en la
descomposicion anditica que proponemos para los conocimientos, tanto individuales
como indituciondes. Junto a los conocimientos procedimentdes y conceptuales
(técnicas, conceptos 'y  proposiciones) consderamos  necesario  digtinguir  los
conocimientos  Stuaciondes o  fenomenoldgicos  (Stuaciones-problemas,  tareas),
conocimientos lingliigtico- notacionales y conocimientos argumentativos-validativos.

6. HACIA UNA INTEGRACION DE MODELOS

Consideramos que la nocidn de conocimiento que proponemos en la teoria de las
funciones semidticas y la ontologia matematica que le asociamos podria permitir
confrontar las nociones tedricas propuestas en las restantes teorias consideradas y
avanzar hacia su integracion. Todas ellas comparten un interés por la naturdeza de las
mateméticas y adoptan una posicidn filosifica de tipo pragmético hacia € conocimiento
mateméti co.

La descripcion de los conocimientos de un sujeto individua sobre un objeto O se
puede hacer de una manera globa con la nocion de “sistemas de précticas persondes’,
que puede ser interpretada como la trama de funciones semidticas que € sujeto puede
establecer en las que O se pone en juego como funtivo (expresion o contenido). S en
ede dgema de précticas diginguimos entre las que tienen una naturaleza operatoria 0
actudtiva ante un tipo de dtuaciones-problemas, respecto de las discursivas obtenemos
un congdructo que guarda una estrecha relacion con la nocién de praxeologia introducida
por Chevdlard, sempre y cuando le atribuyanos a dicha nocion una dimenson
personal, ademés de la correspondiente faceta ingtituciond.

Cada praxeologia personal viene expresada ostensvamente mediante un sstema
de objetos perceptibles; pero ademéas debemos atribuirle un componente de naturaleza
no ogengva (interiorizada, mentad). Este congtructo praxeologia persond debe incluir,
en su veson interiorizada, los componentes de tipo Stuaciond y procedimenta
(praxis), y los componentes conceptuaes, proposicionaesy vaidativos (10gos).

Los modos de “hacer y de decir” ante un tipo de problemas que ponen en juego,
por gemplo, € “objeto funcion” se proponen como respuesta a la pregunta “qué
sgnifica @ objeto funcion” para un sujeto (0 una inditucion); o sea la praxelogia
persona (respectivamente, indituciona) relativa a tipo de problemas considerado es €
dgnificado persona (indtituciond) dd objeto (0 de modo equivdente, tipo de
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problemas). El contenido de esta funcidn semidtica es una praxeologia, por lo que se
puede designar como “significado praxeologico” del objeto.

Eda moddizacion semidtica de conocimiento permite interpretar la nocion de
esquema como la faceta interiorizada (no ostensiva) de una praxeologia persond, y las
nociones de concepto-en-acto, teorema-en-acto y concepcion como  componentes
parciaes (intensionales) congtituyentes de dichas praxeologias personaes.

La nocion de concepcidon sobre un objeto y la de relacion al objeto, tanto
persona como indituciona, parten de un dato previo cuya exigencia, naturdeza y
edructura interna N0 se andiza ni cuestiona: @ objeto. Presentan, en consecuencia,
desde nuestro punto de vista, una debilidad a la hora de investigar los procesos de
formacion de tales concepciones y relaciones. Ademés, no tratan @ problema de su
evduacion y de la vdidez de las inferencias que se deben redizar a patir de las
manifestaciones empiricas. La nocion de concepcion del sujeto sdlo responde a uno de
los tipos de conocimientos, & conceptual, con relegacion de los restantes tipos de
conocimientos. Responde, por tanto, a un modeo cognitivo-epigémico insUficiente y
puede llevar a una visén sesgada, cuando no incorrecta, e los fendbmenos de cognicion
matemdtica. En conclusién, interesa "concebir® la concepcion como praxeologia para
sacar la cognicion de la "cacd mentdidad’. En términos semidticos, cuando nos
preguntemos por d significado de "concepcion” de un sujeto sobre un objeto O (o
sogenida en € seno de una inditucidén) asignemos como contenido, "d Sstema de
précticas operativas y discursvas que ese sujeto manifiesta en las que se pone en juego
dicho objeto”. Dicho sstema es rdativo a unas circunstancias y momento dado.

Nos parece que la nocidon de “praxeologia persond”, entendida como hemos
descrito, puede sudtituir con ventgja a la de “concepcion dd sujeto” y de "esquema’, ya
gue ambas tienen un grado de generdidad smilar a la de praxeologia, enfatizando no
obstante la faceta mental de la cognicion. La praxeologia persona, esto es, o que un
sujeto es capaz de "hacer y de decir” ante una clase o tipo de situaciones-problemas, es
un condructo no mentdista que podria sudituir a las nociones de esquema y
concepcion. La praxeologia pueden sar més o menos amplia (puntua, locd, globd),
segln los tipos de problemas abarcados, pero sobre todo se le atribuye unos
componentes'y estructura en consonancia con |as praxeol ogias inditucionales.

Respecto de la nocion de praxeologia, segin se describen en Chevalard (1999)
consderamos que € polo tecnologico/ tedrico (logos) se debe  descomponer
explicitamente en entidades més eementaes (conceptos-definicion, proposiciones,
argumentaciones) y nos parece necesario afiadir un tercer polo formado por € sstema
de objetos perceptibles mediante los cuales ser expresan y operan los otros dos polos.
El andiss detdlado de los procesos de resolucion de tareas matemédticas revela que las
fases de desarrollo de las técnicas (en generd, eementos actuativos) suponen la
aplicacion contextudizada de objetos intensivos (conceptos-regla y proposiciones) 'y
vdidativos, d menos de manera implicita De igud modo, la eaboracion de
judtificaciones requiere la gplicacion de éementos actuaivos y extensvos (Stuaciones
problemas). Esta circunstancia nos parece que redta relevancia a la digincidon praxis-
logos (y la de tecnologia-teoria): los eementos intensivos y vdidativos son densos por
doquier en laactividad matemética.

Por otra pate la condderacion de los componentes discursdvos de
conocimiento matemdico como reglas gramaticaes para d mango de las expresiones,
usadas para describir e mundo de objetos y Stuaciones extra o intramatematicas, como
propone Wittgenstein -promotor inicid de un enfoque antropolégico en filosofia de la
matemdica nos plantea un reto a la investigacion didécticas El problema del recuerdo,
contextuaizacion y seguimiento de las reglas mateméicas por pate dd discente. El
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papel dd profesor, como director del proceso de estudio matemético, en é momento de
la "des-inditucondizacion” es crucid para garattizar  mantenimiento de la relacion
didéctica

El uso que = hace en Teoria de Situaciones de la nocidn de sentido queda
resringido a la correspondencia entre un objeto matemético y la clase de Stuaciones de
la cud emege, y "le da su sentido” (podemos describirlo como “sgnificado
Stuaciond”). Segln nuestro modelo tedrico esta correspondencia es Sin duda crucia a
aportar la razon de s de ta objeto, su judificacion u origen fenomenoldgico, pero
también se tienen que tener en cuenta las correspondencias o funciones semidticas entre
ese objeto y los restantes componentes operativos y discursivos del sstema de practicas
dd que consderamos sobreviene @ objeto, entendido, bien en términos cognitivas, 0
epistémicos.

En d caso de la Teoria de los Campos Conceptuaes la nocion de significado es
més rica que en Teoria de Stuaciones ya que incluye, ademas del componente
dtuaciond, los dementos actuativos (esquemas) e intensondes (conceptos y teoremas
en acto). El contenido que se conddera significado de un objeto matemético para un
jeto es practicamente la globadidad holistica que nosotros describimos como "sstema
de précticas persondes’ (praxeologia persond). Sn embargo, nuestra nocion de funcion
semidtica y la ontologia matemética asociada proporciona un insrumento mas generd 'y
flexible parad andiss didéctico-matemético.

En nuestro caso, la nocion de significado (o sentido) de un objeto matemédtico dgja
de ser una entidad etérea y migteriosa. Es d contenido de cuaquier funcidén semidtica y,
por tanto, segun & acto comunicativo correspondiente, puede ser un objeto ostensivo o
no ostensivo, concreto o abstracto, persond o indituciond; puede referirse a una
praxeologia, 0 a un componente (situaci on-problema, una notacion, un concepto, etc.).

La nocién de representacion y registro semidtico usadas por diversos autores hacen
aduson segin nuestro modelo, a un tipo particular de funcion semidtica representaciond
entre objetos ostensivos y objetos no ogensvos mentdes. La nocion de funcion
semidtica generdliza eta correspondencia a cudquier tipo de objetos y, ademas,
contempla otros tipos de dependencias entre objetos (insrumenta y componencid).

En la Teoria de la Fnciones Semidticas, la comprensén y & conocimiento no se
conciben meramente en su dimensdén mentd, SN0 esencidmente en sus dimensiones
persondes e indituciondes, involucrando, por tanto, los sSstemas de précticas
operativas y discursivas ante ciertos tipos de tareas probleméticas. El gprendizgje de un
objeto O por un sueto s interpreta como la apropiacion de los dgnificados
indituciondles de O por pate dd sujeto; se produce mediante la negociacion y
acoplamiento progresivo de significados.

La identificacion de los conflictos semidticos que tienen lugar en las interaciones
profesor-estudiante durante los procesos de estudio de un contenido matemético es un
agoecto esencid de  andiss didactico d  proporcionar  una explicacion de las
dificultades de |los estudiantes en dicho proceso.
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