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Resumen

Los objetos emergentes de los sistemas de practicas matematicas en los distintos
contextos de uso se estructuran formando configuraciones epistémicas. La determinacién
y la descripcién de las configuraciones epistémicas asociadas a la nocién de igualdad
de nimeros reales nos permite introducir la nocién de holo-significado de una nocién
matematica, constituido por la interaccién de distintos modelos matemaéticos asociados
a dicha nocién. Las nociones de holo-significado y de modelo constituyen un marco para
la seleccion de los significados curriculares que se pretenden ensenar, dentro de una
institucién educativa concreta, y para la busqueda de situaciones fundamentales dentro
de un proyecto global de ensenanza.

Palabras clave: definicién, modelo, significado, sistema de préacticas, curriculo, pra-
xeologia, situacion fundamental.

1. Motivacion tedrica y plan general

En la actualidad, uno de los grandes problemas que enfrenta la didéctica, si no el
principal, es “I’analyse de la détermination simultanée des connaissances précises et des
conditions dans lesquelles elles peuvent étre proposées et apprises par des sujets ou par
des institutions” (Brousseau, 2004, intervencién oral en CS ADIREM). Este objetivo
precisa de la discriminacién y de la descripcién de las nociones, procesos y significados
matematicos que han de ser ensenados. En particular, es necesario determinar los sig-
nificados asociados a los objetos matematicos en los diferentes contextos de uso en las
instituciones escolares y organizarlos como un todo complejo y coherente.

Godino y Batanero (1994) introducen la nocién de “sistema de practicas operativas
y discursivas asociadas al campo de problemas en el que se pone en juego la nocién”
como el objeto primario de descripcién del significado institucional y personal de las
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nociones matematicas. En este trabajo estamos especialmente interesados en determinar
y describir la relacién entre los sistemas de practicas, los objetos emergentes de tales
sistemas y las relaciones que se establecen entre dichos objetos (las cuales deben ser
tenidas en cuenta en el anélisis del significado de las nociones matematicas).

Godino (2002) identifica el “sistema de practicas” con el contenido que una institu-
cién asigna a un objeto matematico, estableciendo, por lo tanto, una correspondencia
entre el sistema de préicticas (significado sistémico) y la expresién del objeto matemati-
co. En dicho trabajo, la descripcién del significado de referencia de un objeto se presenta
como un listado de objetos clasificados en seis categorias: nociones, proposiciones, len-
guaje, argumentos, acciones y problemas.

Consideramos que estas descripciones del sistema de préacticas son insuficientes por
varios motivos. Por un lado, las categorias enunciadas son objetos emergentes del sistema
de practicas en que se pone en juego el objeto matemético y, por lo tanto, son estos
objetos los que constituyen el referente explicitable del significado institucional.

“El significado comienza siendo pragmatico, relativo al contexto, pero
existen tipos de usos que permiten orientar los procesos de ensenanza y
aprendizaje matematicos. Estos tipos de usos son objetivados mediante
el lenguaje y constituyen los referentes del 1éxico institucional” (Godino,
2003, p.38).

Por otro lado, tanto los sistemas de practicas como los objetos emergentes estan rela-
cionados entre si constituyendo redes o configuraciones epistémicas; la descripcién de
tales redes debe ser un objetivo del andlisis epistemoldgico de una nocién matematica
desde la perspectiva de la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas. Por tltimo,
el proyecto global de ensenanza puede ser dividido en subsistemas de practicas ligados
a tipos especificos de problemas; para elaborar curriculos y construir proyectos de en-
senanza, es necesario identificar y describir estos subsistemas de practicas y los objetos
emergentes de tal actividad.
A partir de estas consideraciones nos preguntamos:

= ;Es posible estructurar en un complejo coherente distintas definiciones de una
nocién matematica emergentes de diferentes sistemas de précticas en contextos de
uso determinados?

= ; Qué significa comprender una nocién matemética?

» ;La descripcién del significado de una nocién como “totalidad” tiene consecuencias
sobre la elaboracién del curriculo y, en particular, permite analizar las aplicaciones
de las propuestas educativas con relacién a dicha nocién?

Para responder estas preguntas, centrando el discurso en la nocién de igualdad!,
introducimos las nociones de modelo y de holo-significado de una nocién matematica.
Brevemente, un modelo de una nocién matematica representa el complejo estructurado

'En este texto, el término igualdad serd utilizado como sinénimo de “igualdad numérica de nimeros
reales o en R”.
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de un sistema de practicas en un contexto de uso determinado y de los emergentes de
dichos sistemas (incluidas las definiciones); el holo-significado de una nocién matemética
representa la expresién de los diversos modelos asociados a la dicha nocién (entendidos
como un sistema unico). Asimismo, las nociones de holo-significado y de modelo nos
permitirdn analizar la nocién de praxeologia de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico
(TAD) (Chevallard, 1997) con relacién a la practica matematica y enmarcar la bisqueda
de situaciones fundamentales (Brousseau, 1998) en un proyecto global de ensenanza.
En concreto, mostraremos en qué sentido la nocién de praxeologia es rigida para la
descripcién de las préacticas matematicas y cémo una situacion fundamental debe incluir
una muestra representativa de los modelos que componen el holo-significado (aunque
con frecuencia tal representatividad tendra que restringirse a algunos modelos asociados
a la nocién matemética que se desea introducir o desarrollar).

Con relacién a la nocién de igualdad, el objetivo de este trabajo es mostrar cémo los
diferentes contextos de uso delimitan significados especificos, que se sintetizan en distin-
tas definiciones de la nocién de igualdad, no siendo posible privilegiar ninguna de ellas.
De esta manera, en la seccién 2 introducimos las distintas definiciones de la nocién de
igualdad; asimismo, apoyandonos en la demostracién de la proposicién v2 = %, indi-
caremos como estas definiciones condicionan las préacticas matematicas en los diferentes
contextos de uso. En la seccién 3 explicitamos una estructuracién de los modelos y sig-
nificados asociados a la nocién de igualdad, destacando las caracteristicas principales de
dichos modelos (con relacién a las nociones asociadas, las técnicas privilegiadas y crite-
rios basicos de demostracién). En la seccién 4 se introduce la nocién de holo-significado
y se describe el holo-significado de la nocién de igualdad; a continuacién, se analizan
algunas implicaciones curriculares de la nocién genérica de holo-significado (§5).

Por dltimo, en la seccién 6 se resaltan algunas implicaciones macrodiddcticas (refe-
ridas a la evolucién de las preocupaciones fundamentales sobre el estado institucional,
social y cultural del saber matemético), microdiddcticas (donde prevalece la singulari-
dad de los objetos matematicos y la individualidad de los sujetos agentes) y tedricas
(relacién de las herramientas introducidas con nociones didéacticas aceptadas dentro de
la comunidad cientifica).

2. Definiciones de la nocién de igualdad

Las definiciones de igualdad representan objetos emergentes de los sistemas de practi-
cas asociados a los distintos contextos de uso, en ningin caso son el marco de cierre de
los significados atribuidos a la nocién de igualdad. No existe, por lo tanto, una tnica
definicién de igualdad; esto es, dados dos niimeros reales a y b, no hay una sola forma de
responder a la pregunta ;representan a y b el mismo nimero? Contestar esta pregunta
supone, necesariamente, explicitar un dominio matematico de trabajo; a saber: aritméti-
ca, algebra, teoria de funciones, R como cuerpo ordenado, R como espacio métrico, R
como espacio topoldgico, andlisis y calculo numérico. De esta forma, segiin el campo de
aplicacién, la igualdad entre dos nimeros (a = b) queda determinada por unas relaciones
especificas a dicho dominio.



En esta seccion daremos las definiciones de la nocién de igualdad segin el dominio
matematico de referencia; realizaremos una breve discusion de las mismas que contribuya
a su interpretacion recta; y, por ultimo, mostraremos, basandonos en la demostracién de
la proposicién V2 = %, como las definiciones dadas condicionan las practicas operativas

y discursivas.

2.1. Definiciones

La definicion aritmética remite a la relaciéon de equivalencia que clasifica a un con-
junto (el de los nimeros reales) en clases R/=; brevemente, no importa la representacién
del nimero sino el valor que éste toma (% = %; 1 = 0,9; etc.); no estamos interesados
en determinar cémo quedan definidas las clases (sucesiones de Cauchy, cortaduras de
Dedekind, etc.). Brevemente, se define:

Definicién 1 (Igualdad como equivalencia) Dos nimeros reales a y b son iguales,
se denota a = b, si representan la misma clase; esto es:

a=b< {a} = {b}

La igualdad entre dos nimeros reales a y b puede también establecerse por doble
desigualdad; R, dotado de las operaciones suma (+) y producto (-) y de la relacién de
orden menor o igual (<), es un cuerpo ordenado. Se define:

Definicién 2 (Igualdad de orden) Dos nimeros reales a y b son iguales, se denota
a = b, sila relacion de orden en R (<) cumple para ellos la propiedad antisimétrica;
esto es:

a=b < [a<bAb<d]

O equivalentemente:
a=b < (a€ (—o0;b] Nbe (—o0;al)

El valor absoluto dota al conjunto de los nimeros reales de una métrica (estandar).
Se define la distancia entre dos nimeros a y b, se denota d(a;b), como el valor absoluto
de la diferencia (|a — b|). De esta forma, se define:

Definicién 3 (Igualdad métrica) Dos nimeros reales a y b son iguales, se denota
a =0b, sila distancia entre ambos en nula; esto es:

a=b < d(a;b) =|a—b =0

Se puede interpretar la métrica valor absoluto como una topologia sobre R, en tal
caso (R;d) es espacio topoldgico; en este contexto, afirmar que la distancia entre dos
puntos a y b es cero es equivalente a determinar que el conjunto {a;b} es conexo. Se
define:

Definicién 4 (Igualdad conectiva) Dos nimeros reales a y b son iguales, se denota
a =b, si el conjunto {a;b} es conezxo.
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La definicion algebraica supone la determinacién de un ndmero como solucién de
una ecuacién. Denotamos por () la funcién caracteristica que asocia 1 a una sentencia
verdadera y 0 a una falsa; y por F() a la relacién asociada a una ecuacién E. De esta
forma, 0(E(a)) = 1 significa que el valor a verifica la relaciéon E() o, con otras palabras,
a es solucién de la ecuacién E. De manera similar, §(E(a)) = 0 significa que el valor a
no verifica la relacién E(), esto es, a no es solucién de la ecuacién E. Se define:

Definicién 5 (Igualdad algebraica) Dos nimeros reales a y b son iguales, se denota
a =0, si siempre que a es solucion de una ecuacion E, b también lo es:

a=bs [5(E) =1e §E®D) =1]

La igualdad entre dos nimeros reales se puede definir también apoyandose en la
teoria de funciones. En efecto, para determinar si dos ntmeros reales son iguales es
suficiente determinar si sus imagenes respecto a una funcién inyectiva son iguales. Se

define:

Definicién 6 (Igualdad funcional) Sea F;(D) el conjunto de funciones reales de va-
riable real inyectivas y con dominio D. Dos niumeros reales a y b son iguales, se denota
a = b, si sus respectivas imdgenes a través de una funcion inyectiva son iguales; esto es:

a=0b <= 3f € F;(D),{a,b} C D, f no lineal, tal que f(a) = f(b)

En la definicién anterior, se excluye la posibilidad de que la funcién f sea lineal, puesto
que, en caso contrario, la sentencia anterior se convierte en una tautologia semantica
que nada dice? (f(z) =mz+n):a=b&am+n=bm+n < a=>h.

En el dominio del andlisis matemaético, la igualdad se sustituye por la interseccién
de toda una clase no numerable de inecuaciones o de entornos. Se define:

Definicién 7 (Igualdad como proceso de paso al limite) Dos nimeros reales a y
b son iguales, se denota a = b, si a estd dentro de todo entorno abierto centrado en b
(B(b;e)) o viceversa; esto es:

a=b <= acB(be),Ve>0 < be B(a;e), Ve >0

0, equivalentemente:
(a=b)< (la—b| <e, Ve >0)

Por 1ltimo, la definicién numérica de igualdad presupone la aceptacién de un mar-
gen de error, que depende de la naturaleza del problema o es atribuido al instrumento
de calculo. La ruptura con las definiciones anteriores es radical desde el punto de vista
formal; su inclusién obedece a razones pragmaticas (restricciones de medida y célcu-
lo, instrumentos de célculo —calculadoras, programas de ordenador) y epistemolégicas
(nociones de aproximacion suficiente y de vecindad, halo, etc. —andlisis no estandar).

2Se acepta una prueba como demostracién de la verdad de la tesis de una proposicién tinicamente
si existe una relacién entre la proposicién y su aplicacién y otras proposiciones. “Toda tautologia (por
ejemplo, p V —p) nada expresa [...]| Por ejemplo: ‘o llueve o no llueve’ es algo que de nada sirve para
saber del tiempo” (Wittgenstein, 1978, p.192). Doble funcién de la prueba: estructural, interna (efectia
transformaciones) y valorativa, exterior (relacién entre la proposicién y lo que la trasciende).



Definicién 8 (Igualdad numérica) Sea T una tolerancia de error admitido, dos ni-
meros reales a y b son iguales, se denota a = b, si a estd dentro de un entorno abierto
centrado en b y radio menor o igual a T (B(b;t), t < T) o viceversa; esto es:

a=b <= a€Bbt),t<T < be B(a;t), t<T

0, equivalentemente:
(a=b)e|la—0b <T

La tabla 1 representa una descripcion sindptica de las diferentes definiciones; asimis-
mo, se muestran representaciones asociadas a dichas definiciones.

2.2. Breve andlisis de las definiciones dadas

El andlisis que se muestra a continuacién no es relacional; el objetivo es aportar
alguna matizacién a las definiciones dadas que contribuya a su correcta interpretacién.
Una sucinta confrontacién de las definiciones se realiza al final de la seccién 2.3.

La definicién aritmética remite a la “identidad de nombre”. Brevemente, para probar
que dos representaciones son el mismo numero se hacen transformaciones de las expre-
siones, que conserven la igualdad, hasta la obtencién de una tautologia semdntica, esto
es, del mismo representante para ambos niimeros®.

Las definiciones métrica y de orden muestran criterios de actuacion para la demostra-
cién de la igualdad de dos nimeros reales; representan una interpretacién de la definicién
aritmética en funcién de ciertas caracteristicas atribuibles a R (cuerpo ordenado, espa-
cio métrico). De esta forma, teéricamente, para la discriminacién de niimeros reales se
procede en dos pasos: se dota a R de una propiedad (orden, métrica) y se establece en
funcién de ésta la igualdad o no de dos nimeros.

La pertinencia de la definicion de igualdad algebraica se fundamenta en que la ecua-
cién se ha denominado tradicionalmente igualdad condicional: la igualdad se cumple sélo
para determinados valores de la variable. Es légico entonces asociar a cada ecuacion el
conjunto de soluciones o valores que hacen cierta la igualdad y, de manera indirecta, de-
finir un nimero como la solucién de una clase de ecuaciones. El hecho de hablar de “clase
de ecuaciones” es estrictamente necesario, puesto que infinitas ecuaciones tienen por so-
lucién un determinado nimero real y solo dicho conjunto puede discriminar al nimero
real. De hecho, la definicién dada resulta més operativa formulada como negacién:

a #b< JE tal que [§(E(a)) = 1< §(E(b)) = 0]

De otra forma, dos nimeros a y b son distintos si se conoce una ecuacién E tal que si
a es solucién, b no lo es; y, viceversa, si b es solucién, a no lo es. En definitiva, existe

3Se hace la distincién entre tautologia légica y tautologfa seméntica. Una tautologia légica es una
afirmacién del tipo a = @, donde a y @ representan el mismo objeto, sin necesidad de que a y @ tengan el
mismo representante ostensivo (por ejemplo, /a = %) La tautologia seméantica es una tautologia légica
que exige la equivalencia tanto del objeto como de su representante ostensivo (por ejemplo, /a = \/a).

Una tautologia seméntica es autoevidente; una tautologia légica no tiene por qué serlo.
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| Definicién | Descripcién (a =b <) | Representacién
Equivalencia | {a} = {b} 2
a
De orden [a<bAb<d
Métrica d(a;b) =1]la—0b=0
Conectiva {a; b} conexo
Algebraica [0(E(a)) = 1< §6(E(b)) = 1] De la negacion
Funcional f € F;(D),{a,b} C D, f no
lineal, tal que f(a) = f(b) 1(a)
f ()
Proceso la—bl <e,Ve>0 a2 b
limite —€,—€, =g, € €, &
T > 0 (arbitrario, pero fijo):
Numeérica la—bl <T a b
—o—o—)
-T T

Tabla 1: Definiciones de la nocién de igualdad.




una ecuacion F para la cual a y b no son simultdneamente soluciéon. La representacion
grafica de la tabla 1 refiere esta negacién.

La definicién como proceso de paso al limite no remite a la identidad de nombre,
sino a razonamientos por condiciones suficientes y pérdida controlada de informacién en
cadenas de desigualdades. Bloch (1995) ha senalado la diferencia radical de la prueba
analitica respecto a la algebraica; en concreto, ensaya una definicién del SSPA (systéme
spécifique de preuve de l’analyse). En este orden de ideas, Newton escribe en Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, en un pasaje analitico: “Cantidades, y la razén de
cantidades, que en cualquier intervalo finito de tiempo convergen continuamente a la
igualdad, y que antes del final de dicho tiempo se aproximan una a la otra méas que
cualquier diferencia dada, se hacen finalmente iguales”, citado por Boyer (1969, p.500).

La definicién funcional relaciona un concepto genuinamente analitico (funcién) y
la solucién de una ecuacién. En efecto, sea f una funcién inyectiva y consideremos la
ecuacion f(x) = h; entonces, si a y b son soluciones de la ecuacién, esto es, las relaciones
f(a) = hy f(b) = h son ciertas, necesariamente a = b. De esta forma, el andlisis de la
ecuacién f(x) = h en términos de las propiedades de la funcién f asociada, determina
una condicién suficiente para la igualdad algebraica: no es necesario verificar que, para
toda relacién E( ), “0(E(a)) =1 <= §(E(b)) =17, basta con encontrar una relacién
homogénea® E*(), tal que y = E*(x) sea inyectiva, donde E*( ) = f( ) — h.

De esta manera, la definiciéon funcional no involucra explicitamente la nocién de
limite, que es central en el modelo de igualdad analitico. Sin embargo, si la funcién f es
continua, es posible explicitar dicha nocién. En efecto, si f es continua en el punto a,
f(a) = h, se tiene:

Ve>0,30>0tal quesi|b—a|l <d=|f(b) — f(a)| <e < ll)l’m f(b) = f(a)

La definicion numérica de igualdad puede ser comprendida como una “restriccién”
de la definicién analitica como proceso de paso al limite: fija érdenes de aproximacién o
establece entornos admisibles de pertenencia. Con otras palabras, dos nimeros analiti-
camente iguales son numéricamente iguales para cualquier tolerancia. Por otro lado, la
definicién numérica puede darse de igual manera en términos de resolucién de ecuacio-
nes; en efecto, si denotamos por §() la funcién caracteristica que asocia 1 a una sentencia
verdadera y 0 a una falsa, y por E( ,T) a la relacién asociada a una ecuacién E con un
orden de aproximacién 7', dos nimeros a y b son numéricamente iguales (con un orden
de aproximacién T) si:

a=b< [0(E(a,T)) =1< 6(Eb,T)) =1]

De esta forma, la igualdad numérica bascula entre la igualdad algebraica y la analitica
como proceso de paso al limite.

Por ultimo, cada definicién de igualdad introducida (§2.1) es un emergente de un
sistema de practicas matematicas relativo a un campo de problemas determinado, que
incluye objetos lingtiisticos, nociones y técnicas operatorias especificos. Estos sistemas de

4En este contexto, una ecuacién es homogénea cuando uno de sus miembros es cero.
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practicas se distinguen unos de otros por su relativa eficacia y generalidad para realizar
el trabajo matematico, como mostraremos en la siguiente seccion.

La evoluciéon de la nocién de igualdad ha seguido el proceso inverso: la practica
matematica ha condicionado los significados atribuidos a la nocién de igualdad y, sélo
después, tomada esta nocién como objeto de estudio, se ha formalizado dicho significado
en definiciones. La tarea que consistiria en reconstruir este proceso, esto es, en determinar
las practicas discursivas y operatorias que han hecho emerger las definiciones de la nocién
de igualdad en los diferentes contextos de uso, no es abordada en este trabajo.

2.3. Influencia de las definiciones en el trabajo matematico: demostra-
29

V2

Definir consiste en establecer un conjunto de condiciones necesarias y suficientes que
permitan discriminar univocamente un objeto dentro de un universo. En muchas circuns-
tancias, dicha discriminacién se lleva a cabo mediante una formalizacion; formalizacién
que ha hecho que ciertos autores afirmen que definir en matemdticas es dar un nombre
(Leikin et al., 2000). Esta perspectiva supondria afirmar que la definicién formal discri-
mina al objeto matematico, es su “medida”. Sin embargo, un mismo objeto matematico
puede ser definido por medio de formas equivalentes. Dos definiciones son equivalentes
si designan el mismo objeto. Sin embargo, no es posible privilegiar a priori ninguna de
ellas. La pertinencia en el uso de una definicién se mide por el grado de adaptacién al
contexto de aplicacién. En particular, apoydndonos en la demostracién de la proposiciéon
V2 = %, mostraremos cémo las definiciones de igualdad introducidas condicionan las

cién de la proposicién “v/2 =

préacticas operatorias y discursivas. Asimismo, el ejemplo permitird observar relaciones
no triviales entre las definiciones dadas y sus practicas asociadas.

Demostracion segun la definicion aritmética

\/5(2\/5.1(2)\/§_Q@\/§_\/§@\/5-\/5()(\/5)2@ 2

V2o 1oV V2 V2 V2

Las igualdades quedan justificadas de la siguiente forma:

1
(:) Existencia de elemento unidad en R.

2 . . (s
@ Cambio de representante de un objeto matemaético.

3
@ Cambio de representante de un objeto matemaético.

(4:) Producto en R.

®)

= Potenciacién.

6 . . s
© Cambio de representante de un objeto matemaético.
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Demostracion segun la definicion de orden
Sean A = (—o0;Vv2) y B = (v/2;00). Por la ley de tricotomfa:

2 2 2
— € A; obien — € B; o0 bien — = v/2;
V2 V2 V2

2

Supongamos que 7 € A, entonces: % < V2 y, puesto que V2 > 0, se cumple que
% V2 < V242 y, por lo tanto, 2 < 2; lo cual es absurdo. De manera similar se
demuestra que % ¢ B, concluyéndose que V2 = % |

Demostracion segun la definicion métrica

Supongamos que existe € > 0, tal que:

(5 2)a-

En tal caso, o bien v/2 > %, o bien v2 < % Supongamos v/2 > %, entonces:

2 2 2 V2.v2-2 2-2 0
0<e=d(vV2— :\/5——':\/5——: = =— =0
De esta forma, 0 < 0, lo cual es absurdo. De manera similar, si se supone que /2 < %,

se llega a contradicién con el supuesto de la existencia de ¢ > 0. En conclusién, e =0y,

por lo tanto, v/2 = % |

Demostracion segun la definicion conectiva

A:{\/Q;%} es conexo puesto que B = {ﬂ-(l—r)+%~r|r€ [0;1]} C A. En
efecto:

V3. (1-1) :f-(\f-i).r:f-o._ﬁ-

2
IVC R V2

Nota: el considerar v/2 — % = (0 supone admitir la validez de la demostracion métrica

realizada anteriormente.

Demostracion segun la definicion algebraica

Sea E una ecuacién polinémica de la cual z = v/2 es solucién (§ (E(v/2)) = 1).
Puesto que E es polinimica, necesariamente —+/2 también es solucién y, por lo tanto, la
ecuacién F puede ser escrita en la forma:

p(e) (2= v2) (14 v2) =pta) (- (V2)") = pa)(a? - 2) =
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De manera similar, dada una ecuacién polinémica E* de la cual x = % es solucién

S (E* (X = 1), necesariamente —-= también es solucién de la ecuacién E*, que
( 7 : 7 , q

puede ser escrita en la forma:

a() ( - %) (x ; %) — () (m - (%)) = q()(* —2) =0

De esta manera, z = v/2 es solucién de una ecuacién polinémica es condicién suficiente

y necesaria para que r = % sea solucién de esa misma ecuacién:

VE,5<E(\/§)) :1<:>5<E <%)> 1w

En esta demostracién se ha considerado que las ecuaciones polinémicas representan
el universo de estudio. Sin embargo, la definicién 5 propuesta permite contemplar la po-
sibilidad de que las ecuaciones no sean necesariamente algebraicas. Esto, evidentemente,
crea un conflicto porque jcémo definir la igualdad desde el punto de vista algebraico
mediante objetos que exceden dicho campo? Con otras palabras, jes pertinente definir
un objeto de una obra matemaética con elementos traidos de otra obra, sin realizar pre-
viamente una transposicion de dichos objetos? La situacién no es similar a la aceptacion
(en ciertos periodos del desarrollo matematico) de los nimeros enteros negativos o ima-
ginarios como herramientas “artificiales” de calculo para la bisqueda de raices reales
de ecuaciones polinémicas con coeficientes racionales. En este caso, dichos niimeros sur-
gen de manera natural de las manipulaciones algebraicas y, por lo tanto, conforman la
“esencia algebraica”. Sin embargo, cuando se introduce una ecuacién no algebraica se
sale ipso facto del dominio algebraico, al menos en el contexto usual de las préacticas
institucionalizadas. Wilhelmi (2003) ha mostrado en qué forma este problema puede ser
resuelto con una revision de la definicién de nimero irracional y de la nocién de solucién
de una ecuacion.

Demostracion segun la definicion funcional

Sea f(x) = 22 en [0;0). Se cumple:
2
(@) (8 -1
2 F(V3) = (VD) =2
2

De esta manera, puesto que f es inyectiva, se concluye que 5= V2. 1

Demostracion segun la definicion como proceso limite

Sean f(z) = z y g(x) = 2 en [1;00). Demostrar que v/2 es punto de corte de f

y g (f(V2)

9(v/2)) es equivalente a demostrar que z = /2 es el cero de la funcién
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h(z) =z — 2.
Ve > 0,30 > 0, tal que si |z — V2| < = |h(z) — h(V2)| <&

En efecto, dado € > 0, se toma ¢ = §, entonces:

R LA S IE
<z \f|+2§—%§
<o —V2[+2|¥E <
<o —v2| 24252 <
§‘ \/_|—|—2 2—x‘:3|x—\/§‘<3(5:5

En conclusién, lim,_ 5 h(x) = 0 o, equivalentemente, lim,_ 5 f(z) = lim,_, 5 g(z) y.
puesto que f y g son continuas en [1;00), se concluye que V2 = % |

Demostracion segun la definicion numérica

En las mismas condiciones de la demostracion analitica como proceso limite, se
demuestra que aproximaciones a x = /2 son “ceros” de la funcién h(r) = x — % (con un
orden de tolerancia arbitrario, pero fijo; en los limites de la herramienta, calculadora o
programa de ordenador, utilizado). Entonces, la proposicién V2 = % queda demostrada
“tolerancia a tolerancia”.

En la tabla 2 se muestra un programa editado con la calculadora grafica y progra-
mable TI-81. El programa estd basado en el método de Newton o de la tangente. Se
podian haber editado otros programas; sin embargo, estd fuera del alcance de este tra-
bajo discutir caracteristicas de eficacia, robustez (correccién y deteccién de errores) y
amigabilidad de un programa.

De esta forma, para cada tolerancia T', se demuestra que (E = h(xz) = 0):

S(E(WV2,T)=1= (V2,T) = ﬁ [ ]

Sucinto andlisis relacional de las demostraciones de la proposicion /2 = %

La demostracién segin la definicién como equivalencia puede generalizarse para cual-
quier nimero entero a > 0: v/a = %; o, reciprocamente, aceptar la proposicién v/2 = %
S ; 4 — a sicié — a

como un caso particular de la férmula \/a = N De esta forma, la proposicién /a = 7
puede ser aceptada como una demostracién “aritmética en lenguaje algebraico”, esto es,
se explicita una relacién entre las practicas en un contexto aritmético y aquéllas referidas
a un contexto algebraico. De hecho, la férmula v/a = % refiere una permanencia, antes
que una accién; de manera similar a lo que sucede con la identidad (a+b)? = a?+2ab+b>.
Este cambio de “accién a permanencia”’ delimita el paso de un lenguaje aritmético a
uno algebraico. Gascén (1994) ha razonado que el signo igual en contextos aritméticos
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PrgmD :NEWTON
:DisP "TOLERANCIA"
:InPut T

:1->X

:Lbl 1

14X/ (X"2+2)->R
:If abs(X-R)<T
:Goto 2

:R—>X

:Goto 1

:Lbl 2

:DisP "SOLUCION"
:DisP R

Tabla 2: Programa editado con una TI-81 para la obtenciéon del cero de la funcion
h(z)=x— %, x € [1;00), dada una tolerancia T.

representa una accion: “2 4+ 3 = 5”7 es equivalente a “2 mas 3 da 5”. Sin embargo, en el
lenguaje algebraico, existe una dualidad entre el uso como accién (3z +2 = 1) y el uso
como permanencia (a(b+ ¢) = ab + ac).

La dualidad del signo igual no es privativo del dominio algebraico. La igualdad
analitica como proceso de paso al limite mantiene un estado estatico y otro dinamico,
asociados a la nocién de limite. Si consideramos la constante a como sucesién (a,, = a,
Vn), entonces a,, tiende de a b: a =b <= Ve > 0, AN tal que |a, —b| < e, Vn > N. El
estado de dualidad es mas impactante que en el dominio algebraico, puesto que la nocién
de igualdad se manifiesta a la vez como proceso y como objeto; en el fondo, la dificultad
radical que se suscita es la dual naturaleza del infinito matemdtico (potencial-actual).
De esta manera, puesto que los procesos infinitos, que en muchas circunstancias implican
alguna operacién de paso al limite, son densos en el Analisis Matematico, la dualidad
proceso-objeto debe jugar un papel central en los analisis didacticos. En este orden
de ideas, Tall (1991) llama procepts, pro(cess)(con)cepts, a ciertos objetos matemaéticos
de naturaleza dual; Cornu (1991) identifica en los estudiantes dos concepciones esen-
cialmente distintas con relacién a la nocién de limite secuencial (estdtica y dindmica);
Schneider (2001) la necesidad de estructurar la introduccién de la nocién de derivada en
dos etapas: una, aproximacién afin (no dindmica); otra, limite de secantes (dindmica);
etc.

Por otro lado, es posible identificar la proposicién v/2 = % como el resultado de la

biisqueda de los puntos de corte de las funciones f(z) =z y g(z) = 2 en [1;00):

f)=gl) > o= 250’ =20 =Vis Vs 2

V2

La practica discursiva participa principalmente de la Teoria de funciones, mientras que
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la practica operatoria puede ser asimilada a la resolucién de ecuaciones de segundo
grado. Bascula entonces esta demostracion entre las practicas asociadas a un contexto
funcional y aquéllas asociadas a un contexto algebraico.

Por 1ultimo, la demostraciéon numeérica puede ser comprendida en términos analiticos
y resuelta en el marco algebraico. En efecto, la determinacién de la existencia y unicidad
del limite de la sucesién (z,), viene dada por la férmula de recurrencia:

4x
{ Tl = 21,

.lel

Esta expresién involucra précticas discursivas y operatorias tanto analiticas (acotacion,
pérdida controlada de informacién, etc.) como algebraicas (manipulacién de las expresio-
nes algebraicas involucradas); siendo complejo etiquetar los diferentes momentos (aspec-
tos) de la actividad matemética (como un complejo de nociones, procesos y significados
matemadticos puestos en juego). Una vez justificada la convergencia de la sucesién (x,,) a
un nimero positivo, se introducen limites en ambos miembros de la regla de recurrencia
y se resuelve la ecuacién que resulta:

Tn

= lim (zyp41) = lim

n 4x 3
x2 42 n—oo n~>oo<x%+2):>x =P 4 =dr =1 =2

Intl = 72 42

En la seccién siguiente mostraremos como estructurar los subsistemas de précticas
asociados a los distintos contextos de uso y los emergentes de estos subsistemas (inclui-
das la definiciones). Proponemos un organigrama de los distintos objetos asociados a la
nocion de igualdad y de las correspondencias que se establecen entre ellos. Identificare-
mos en “niveles” los contextos de uso de la nocién de igualdad, los sistemas de practicas
asociadas, los objetos emergentes de dichos sistemas, el lenguaje (voz “igualdad”) y, por
ultimo, la estructura formal a la que explicita o implicitamente se refiere todo el trabajo
matematico (operatorio y discursivo) con relacién a la nocién de igualdad.

3. Objetos, significados y modelos asociados a la nocién
de igualdad

La interpretacién del significado de los objetos matematicos en términos de “siste-
mas de practicas operatorias y discursivas”, relativas a un contexto institucional deter-
minado, conduce a postular un relativismo socio-epistémico con relacién a los objetos
matematicos, consecuencia de adoptar un punto de vista antropoldgico para las ma-
tematicas (Godino, 2003). Este relativismo socio-epistémico contradice aparentemente
el caracter absoluto y universal que el matematico profesional atribuye a los objetos ma-
tematicos. La soluciéon que proponemos para superar este dilema es que el matematico
identifica una misma estructura formal en la variedad de objetos y practicas (operatorias
y discursivas); estructura que considera como “el objeto matematico”, que representa la
referencia implicita de la variedad de sistemas de précticas y objetos emergentes en los
distintos contextos de uso.
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En el caso de la igualdad, la estructura formal puede ser descrita como: “El signo
‘=" (igual) indica que lo que se encuentra a la izquierda de este signo, primer miembro
de la igualdad, y lo que se encuentra a la derecha de este signo, llamado el segundo
miembro de la igualdad, son dos maneras de designar al mismo objeto, o dos escrituras
diferentes del mismo”. De esta manera, la estructura formal representa una descripcion
de la nocién de igualdad sin referente explicito a unas préacticas o contexto concretos.

La figura 1 muestra esquematicamente la diversidad de objetos asociados a la nocién
de igualdad. Cada definicién representa un objeto emergente de un sistema de practicas
en un determinado contexto de uso. Ninguna definicién puede ser privilegiada. Cada
binomio “definicién - sistema de practicas” (y, en general, “objeto emergente - sistema
de préacticas”) determinan un modelo de la nocion de igualdad; esto es, una relacién
efectiva o potencial con la nocién de igualdad (entendida como sistema) que establece
un sujeto (o una institucién) a partir de un conocimiento a priori de dicha nocién. El
modelo es pues una forma coherente de estructurar los diferentes contextos de uso, las
practicas matematicas relativas a los mismos y los objetos emergentes de tales précticas;
constituyendo una red o configuracién epistémica local (asociada a un contexto de uso
especifico). En cierto modo, cada configuracién epistémica local “modeliza” un aspec-
to parcial del significado de la nocién correspondiente: la configuracién es el sistema
modelizador y la nocién el objeto modelizado.

Estructura Nocioén de igualdad

formal

Lenguaje

Definicion
(objetos
emergentes

Sistema de
practicas

norEHTOZ

Contextos
de uso

nalitico | Topologico

| Numérico | | Aritmético | | Algebraicol |

>

Figura 1: Estructuracion de los modelos y significados asociados a la igualdad.

Segtn los diferentes contextos de uso, la practica matematica se estructura en torno a
ciertas nociones y técnicas matematicas privilegiadas. Asimismo, la practica matematica
establece ciertos criterios bésicos de demostracién (sobre cémo evolucionan los procesos
deductivos segun la naturaleza de las condiciones) y determina pautas de término de
una demostracién (necesidad de obtencién de una tautologia semdntica, aceptaciéon de
una taulogia l6gica). De esta forma, es posible explicitar una descripcién de los modelos
de la nocion de igualdad en funcién de las nociones y las técnicas privilegiadas y las
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caracteristas de demostracién de proposiciones. La tabla 3 sintetiza esta informacién.

| Modelo || Nocién | Técnica | Condicién | Tautologia
Aritmético || Identidad Transformaciones por Necesaria y Semaéantica
equivalencias suficiente
De orden Relacién de orden Ley de tricotomia Necesaria y Loégica
suficiente
Meétrico Distancia (valor Transformaciones por Necesaria y Semadntica
absoluto) equivalencias suficiente
Algebraico || Férmula Analisis de la estructura | Suficiente Légico/
Ecuacion de las ecuaciones semantica
Funcional Existencia y unicidad de | Segin la naturaleza de | Suficiente Légico/
un objeto matematico los nimeros (algebraicos semantica
o trascendentes)
Analitico Limite Avance por pérdida con- | Suficiente Loégica
trolada de informacién
Numérico Comparacién y Construccién de una Suficiente Semantica
aproximacion sucesién convergente. (tolerancia a | (tolerancia a
Programacién tolerancia) tolerancia)

Tabla 3: Caracteristicas de los modelos asociados a la igualdad.

La nocién de holo-significado que introduciremos en la seccién 4 nos permitird in-
terpretar la “nocién de igualdad” como una red de modelos asociados a dicha nocién
(configuracion global). Asimismo, la nocién de holo-significado nos permitird responder
a la pregunta ;qué significa que una persona comprende la nocién de igualdad?

4. Holo-significado de la nocion de igualdad

La préactica matematica ha asumido un fenémeno de homonimia con relacién a la
nocién de igualdad; a saber, para evitar un fenémeno de sinonimia, que implicaria de-
signar “cada” igualdad con un término diferente, se mantiene el nombre (igualdad) y el
signo (=) comun en todos los contextos de uso, aceptando el significado especifico que se
atribuye a la nocién de igualdad en cada uno de ellos®. De hecho, desde el punto de vista
estrictamente formal, se acepta que la definicién de un objeto matematico constituye
su significado. De esta forma, el problema sinonimia/homonimia se soluciona sin més
que seleccionar una de las definiciones y demostrar a continuacién la equivalencia del
resto en un teorema. Por ejemplo, si se estd trabajando en un contexto eminentemente
analitico, se aceptard que dos nimeros a y b son iguales si para todo € > 0 se cumple
la — b| < ¢ (def.7) y el objetivo serd demostrar el siguiente®:

SEste hecho es una muestra de la imposibilidad de evitar los obstéculos en el progreso de aprendizaje:
el discurso se ve constantemente abocado a decidir entre un fenémeno de sinonimia y uno (antagénico)
de homonimia. El caso de la igualdad no es patoldgico; por ejemplo, Wilhelmi (2003) ha observado este
mismo fenémeno respecto a las nociones funcidn continua y valor absoluto.

SEn el teorema 1 se excluye la definicién de igualdad numérica, que es de naturaleza esencialmente
distinta. En la seccién 2.2 hemos comentado la relacién entre la definicién numérica y la analitica como
proceso de paso al limite.
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Teorema 1 (Igualdad) Dados dos nimeros reales a y b son equivalentes las siguientes
proposiciones:

1. a=b.
2. d(a;b) = 0.

3. {a} = {b}.

4. {a;b} es coneo.

5 a<bAb<a.

6. Para toda ecuacion E, [§(E(a)) = 1 & §(E(b)) = 1].

7. Sea F;(D) el conjunto de las funciones inyectivas en un dominio D, entonces

f € F;(D),{a,b} C D, f # identidad, tal que f(a) = f(b)

Demostrar el teorema 1 supone afirmar que las definiciones dadas designan el mismo
objeto (a saber, la igualdad); ain més, la definicién de igualdad como proceso limite
es considerada como “definicién”, mientras que el resto de definiciones como “caracteri-
zaciones” univocas de aquélla. La diferencia entre una definicién y una caracterizacion
obedece a convenios matematicos o usos culturales més o menos explicitos. De esta mane-
ra, una caracterizacién de un objeto matematico es una definicién del mismo que rivaliza
con una definicién anterior que se ha impuesto como natural dentro de unas préacticas
institucionales o sociales y sobre la cual, por lo tanto, se ha perdido la conciencia del
convenio que la sustenta.

La equivalencia de definiciones se mide en el plano matematico, no en el cognitivo
(puesto que, en particular, las definiciones no generan las mismas estrategias de accién)
ni en el instruccional (ya que no vienen motivadas por una introduccién equivalente del
tépico) ni tampoco en el diddctico (dado que el significado social difiere y provoca filia-
ciones distintas entre el sujeto y el objeto igualdad, generando en el contrato didactico
cldusulas dificilmente equiparables). Por ello, el teorema 1 no representa un instrumento
adecuado de estructuraciéon de los modelos asociados a la nocién de igualdad.

El estudio de los modelos de igualdad (junto con sus definiciones asociadas) y de
la aplicacién para la demostracién de la proposicién /2 = % muestran, con relacion
al significado, la necesidad de un transito flexible entre los distintos modelos. Wilhelmi
(2003) define el pensamiento matemdtico flexible como la accién realizada por un suje-
to que le permite el transito rutinario entre diferentes modelos asociados a un objeto
matematico, reconociendo las limitaciones propias de cada uno de ellos; asimismo, le per-
mite establecer nexos firmes entre dichos modelos y uno o varios dominios matematicos,
que determinan un control eficaz de la actividad y capacitan al sujeto para responsabili-
zarse matematicamente de los resultados que produce. El holo-significado incorpora las
relaciones entre dichos modelos y las tensiones, filiaciones y contradicciones que entre
ellos se establecen (que el pensamiento matemético flexible permite identificar, describir
y controlar).
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[13

Ahora bien, ;como describir el holo-significado del signo igual? El signo “=" que-
da determinado (tedricamente) por las relaciones que se establecen entre los modelos
asociados a la nocién de igualdad. La figura 2 representa un esquema de dicha nocién.

E: Modelo de equivalencia
O: Modelo de orden

M: Modelo métrico

C: Modelo de conexion

A: Modelo algebraico
F: Modelo funcional

& - _— .
‘ N: Modelo numérico

L: Modelo de paso al limite

Figura 2: Representacién del holo-significado de la nocién de igualdad.

En la figura 2, las longitudes de las flechas de relacién no son anecddticas; tampoco
el hecho de que unas sean de trazo sencillo, otras dobles y otra discontinua. La longitud
determina la distancia de los modelos; distancia medida como intervalo de tiempo (dos
modelos estan proximos si su introduccion se puede realizar de manera pertinente dentro
de una misma unidad temporal del proceso de estudio) o como intervalo de lugar (dos
modelos permanecen proximos en la medida en que son utilizados simultdneamente en
una amplia clase de situaciones). Las flechas dobles refieren una interacciéon dialéctica
entre modelos: un modelo se comprende esencialmente por oposiciéon a otro modelo. La
interaccién, entonces, no es circunstancial a unas practicas naturalizadas o a una es-
tructuracion cultural del saber, sino que tiene una relacién inescindible con los propios
modelos. La flecha discontinua determina una relacién de naturaleza no esencialmente
epistemoldgica, sino material (instrumentos de calculo utilizados) o préctica (usos es-
pecificos en las instituciones educativas actuales). Por dltimo, el halo que circunda los
modelos determina un sistema de modelos que tinicamente pueden ser diferenciados por
las realizaciones, esto es, por los usos de los modelos, por los contextos donde aparecen
y por el significado atribuido a los mismos.

De esta forma, la distancia entre el modelo aritmético (A) y el modelo analitico (E)
se comprende por la debilidad de atraccién entre los mismos: escasez de instrumentos
ostensivos y ausencia casi total de discurso explicito que contribuya a la aproximacion
de ambos modelos. Con otras palabras, la debilidad de atraccién es una manifestacién
del desequilibrio evidente que existe entre los modelos aritmético y analitico”.

"En realidad, desde el punto de vista cognitivo, no es evidente establecer que ambos son modelos de
la misma nocién. De hecho, habria que analizar con detenimiento cémo la idea de “proximidad” influye
en la nocién de igualdad como equivalencia (en particular, en el momento de emergencia de los nimeros
decimales en la escuela).
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Cuando el modelo E “irrumpe”, se produce una interaccién constante con el modelo
A. De hecho, por ejemplo, la sola escritura lim a,, = a implica la aceptacion ipso facto
de ambos modelos. En este contexto, los modelos A y E permanecen préoximos, puesto
que son utilizados simultdneamente en una amplia clase de situaciones (proximidad de
lugar); sin embargo, estdn muy distantes en el curriculo, no siendo posible establecer su
emergencia dentro de una misma unidad temporal del proceso de estudio (distanciamien-
to de tiempo). ;Qué implicaciones se derivan de esta distincién clara entre la distancia
de lugar (ligada a las précticas) y la distancia de tiempo (con relacién al curriculo)?
Hemos apuntado (Wilhelmi, 2003) que esta distincién parece constituir una condicién
necesaria para el surgimiento de un obstaculo epistemoldgico.

De lo dicho se desprende, por otro lado, que las préacticas escolares privilegian el
modelo A y tienden, en muchos casos, huelga decirlo, a reafirmarlo, a perpetuarlo, incluso
en ambitos de aplicacién que le son vedados. De hecho, el modelo N es comprendido, en
muchas circunstancias, como un subproducto de la nocién de limite; la designacién de
igualdad se restringe, entonces, en la practica, a la nociéon de igualdad aritmética como
equivalencia, “como posibilidad de obtencién de una tautologia literal o seméntica”.
Este presupuesto condiciona el tipo de practicas naturalizadas dentro de las instituciones
escolares actuales con relacién a la nocién de igualdad; en concreto, la nocién de igualdad
es considerada una nocién paradiddctica (Chevallard, 1991).

El modelo E se explica unicamente por oposicién dialéctica al modelo A, no siendo
posible reducir la interaccion entre dichos modelos a las practicas naturalizadas o a una
estructuracién cultural del saber: la relacion es consustancial a los propios modelos. No
sucede asi entre los modelos de orden, métrico, topoldgico y aritmético (algebraico y
funcional), que son comprensibles de manera aislada, no siendo necesaria una referencia
explicita al otro modelo. Ademads, la distancia entre estos es minima, siendo posible
discriminar un modelo de otro sélo por el contexto practico donde aparece y por los
efectos que provoca sobre el sistema.

El modelo numérico, como ya hemos senialado, juega un papel articulador entre los
modelos algebraico y analitico, por ello se sitia entre ambos; lo cual no implica que
la relaciéon entre los modelos algebraico y analitico siempre se realice por intermedio
del modelo numérico. Por otro lado, la relacion del modelo numérico con el modelo
aritmético se realiza en funcién de los medios materiales utilizados (el signo igual de
las calculadoras representa una aproximacién numérica con un orden de aproximacion
fijado por las caracteristicas técnicas de la misma) y de las précticas naturalizadas
en las instituciones actuales (se escribe, por ejemplo, que m = 3,1416, para expresar
“aproximadamente iguales” o una “aproximacion suficientemente buena”, jpero esto no
implica en si mismo la aceptacién de un error admisible?).

Por 1ltimo, ;qué quiere decir que una persona comprende el “signo igual”? Sucinta-
mente, que interpreta de manera adecuada la figura 2, esto es, que es capaz de discriminar
los diferentes modelos de igualdad, de estructurar dichos modelos en un todo complejo y
coherente y de afrontar las necesidades operativas y discursivas con relacién a la nocién
de igualdad en los diferentes contextos de uso.
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5. Implicaciones curriculares del holo-significado

El andlisis hecho sobre la nocién de igualdad no es circunstancial ni aislado. Wilhel-
mi (2003) hace un uso implicito del holo-significado como interacciéon de modelos ma-
tematicos y muestra cémo esta nocién posibilita la descripcion sistémica de las nociones
“funcién continua” y “valor absoluto”. Asimismo, determina un marco de referencia
para las nociones “funcién continua” y “valor absoluto” dentro del sistema didactico,
esto es, una perspectiva global de qué técnicas se quiere ensenar en un proyecto glo-
bal de ensenanza. Por otro lado, la descripcién del significado de referencia del objeto
estadistico “mediana” que se presenta en Godino (2002) como un listado de objetos
clasificados en seis categorias (nociones, proposiciones, lenguaje, argumentos, acciones
y problemas), puede ser comprendido como el “sustrato base” del holo-significado de la
nocién de mediana (siendo necesario un anélisis relacional que en dicho trabajo queda
unicamente apuntado).

Vinner (1991) sugiere que una de las metas de la ensefanza de las matematicas
deberia ser encauzar més tempranamente los habitos de pensamiento cotidiano hacia
el modo del pensar técnico-cientifico y concluye que, en la adquisicion de un conoci-
miento, la definicién es la mejor representacién del conflicto entre la estructura de las
matematicas y el progreso cognitivo. Sin embargo, en una ensenanza basada en la teoria
pedagogica del curriculo se infravalora la definicién. Y es que, desde la citada perspectiva
tedrica, la cuestién de fondo es la temporalizacion y secuencia de contenidos: se introdu-
ce un conjunto “suficiente” de nociones, técnicas y proposiciones, para, progresivamente,
definir nuevas nociones, descubrir nuevos procedimientos y enunciar nuevos teoremas.
Frecuentemente, la introduccién de las nociones se realiza de forma ostensiva, de suerte
que, a posteriori, casi de manera irremediable, el conocimiento se mostrara ineficaz pa-
ra afrontar situaciones complejas. Entonces, el sistema educativo procede a definir las
nociones, otra vez ostensivamente y de manera formal. A partir de este momento, se
acepta, generalmente de forma implicita, que las nociones se adquieren por medio de sus
definiciones y que los estudiantes son capaces de usar éstas para resolver problemas y
probar teoremas. En definitiva, se presume una transparencia entre el objeto matematico
y su definicién formal.

Desde la perspectiva del programa epistemoldgico (Gascén, 1999) la estructuracién
del curriculo sélo es posible en base a las técnicas que se desea ensenar (y justificaciones
de estas técnicas), que condicionan los sistemas de précticas ante una clase de problemas.
De esta forma, el holo-significado de un objeto matematico descrito, como interaccién
de modelos matematicos asociados a dicho objeto, constituye una herramienta macro y
micro didactica.

La determinacién de las técnicas que se desea ensenar permiten establecer orienta-
ciones sobre la ecologia de los saberes y la elaboracién de una transposicién didactica
pertinente, que se concretara en la construccion de un curriculo o en la determinacion de
pautas generales para la confecciéon de un libro de texto dentro de una institucién con-
creta (nivel macrodidéctico). Por otro lado, es posible establecer criterios de descripcién
y comprension de las concepciones de los estudiantes en la construccién y comunicacién
de conocimientos matematicos especificos, asi como potenciales formas de gestién de un
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aprendizaje de tipo constructivista, donde el profesor necesita, “en tiempo real”, antici-
par las acciones de los estudiantes y desarrollar mecanismos de recogida de informacién
y de interpretacion, asi como estrategias de actuacién y toma de decisiones, adaptandose
a situaciones concretas (nivel microdidactico).

6. Conclusiones

6.1. Macrodidacticas

El estudio realizado sobre la nocién de igualdad pone de manifiesto en particular
la necesidad de elaborar instrumentos mejor adaptados a la ensenanza integrada de la
aritmética, el dlgebra y el andlisis; en concreto, medios para evitar los fendmenos de
linealidad y reduccionismo. Brevemente, la linealidad se puede describir afirmando que
“la aritmética precede al dlgebra y ésta al anélisis”. Se entiende con esto que son “obras
cadena” y que el aprendizaje de cada una establece condiciones previas necesarias para
el aprendizaje de la “siguiente”. El esquema de ensenanza es:

Aritmética — Algebra — Anélisis

El reduccionismo se puede describir en los siguientes términos: el algebra es compren-
dida como una aritmética generalizada (con letras) y el andlisis como un &lgebra de fun-
ciones. De esta manera, la ensenanza del algebra se centra en la manipulacién simbélica
y en generalizar los métodos aritméticos concretos (implementados sobre nimeros con-
cretos); segin Gascon (1994), este hecho ha conducido a una verdadera desarticulacién
del cuerpo de problemas de la aritmética generalizada. Por otro lado, la ensefianza del
analisis ha intentado mostrar la potencia de las manipulaciones formales esbozadas en
la ensenanza del algebra. Estos dos reduccionismos invierten, en la practica, el esquema
anterior:

Aritmética Algebra «— Analisis

La nocién de igualdad no puede ser restringida a un dominio matematico tinico. En
efecto, el signo “=” viene determinado por el conjunto de relaciones que se establecen
entre los modelos asociados a él y que emergen de las préacticas usuales en las insti-
tuciones educativas actuales. Estas practicas han privilegiado sobremanera el modelo
aritmético, remarcando la importancia de las transformaciones “por equivalencias” y la
simplificacién de expresiones aritméticas y algebraicas para la obtencién de representan-
tes “candnicos” de los objetos matematicos.

Esta focalizacién del tipo de tareas ha determinado que las relaciones fundamentales
entre el sistema conformado por los modelos aritmético, de orden, métrico y topoldgico y
el sistema algebraico-funcional y los modelos analitico y numérico sean de tipo dialéctico;
de esta manera, no es posible, en particular, la comprensién de la nocién analitica de
igualdad como proceso limite sino por oposicién a la nocién aritmética de relacién de
equivalencia entre dos objetos.

El andlisis de la nocién de igualdad es una muestra de que la ensenanza atomizada
y lineal de la aritmética, el dlgebra y el andlisis (en este orden) no contribuye a su



22

aprendizaje; es necesaria una concepcion triangular que permita, en cada problema
concreto, la interaccion de aproximaciones numéricas, algebraicas y analiticas para la
obtencién de una solucién. Aun mads, el estudio realizado sugiere el desplazamiento
del foco de interés en la ensenianza del andlisis matematico: de los andlisis formales
(por ejemplo, manipulaciones literales de funciones algebraicas) hacia la comunicacién
y construccién de conocimientos de forma més intuitiva, grafica y numérica (donde la
comparacion y la aproximacién representan procesos fundamentales). En este contexto,
las nuevas tecnologias (calculadoras graficas y programables y softwares especializados)
deben jugar un papel central en la introduccién de las nociones, procesos y significados
de objetos analiticos. De hecho, “la recherche en didactique de ’analyse ne peut se
déployer en faisant abstraction de la dimension technologique” (Artigue, 1998, p.258).

De esta forma, se denuncia una supuesta necesidad funcional en la ensenanza del
Caélculo numérico que lo pospone a la introduccion y desarrollo de las nociones funda-
mentales del Andlisis matematico. El estudio numérico de las relaciones entre objetos
constituye una via de acceso a la nocién de igualdad, posibilitando un transito flexible
entre los diferentes modelos propuestos. No hay pues una oposicion entre las justificacio-
nes analiticas y numéricas, ni una gradacién pragmatica de las mismas (ésta tinicamente
puede establecerse con relacion a una teoria y a unos criterios preestablecidos sobre el
discurso matemético).

6.2. Microdidacticas

Es necesario construir una ingenieria didactica para el desarrollo del objeto “igual-
dad” tal y como ha sido mostrado. Dentro de la Teorfa de Situaciones Didéacticas (TSD)
(Brousseau, 1998) esto supondria la buisqueda de una situacién fundamental, capaz de
generar (en la mayoria de los estudiantes) tensiones estables con gran parte de los mo-
delos ligados al saber igualdad, asi como filiaciones ttiles con los contextos de uso donde
dichos modelos se inscriben.

La determinacion de una situacién fundamental de la nocién de igualdad es comple-
ja. Hemos razonado cémo el modelo analitico de igualdad es comprendido, en muchas
circunstancias, como un subproducto de la nocién de limite; esto nos permite conjeturar
que la busqueda de una situaciéon fundamental de la nocién de igualdad es equivalente
a la buisqueda de una situacién fundamental de la nocién de limite secuencial, cuya pro-
blematica ha sido ampliamente debatida (limitaciones de la situacién del petrolero (Di
Martino, 1992); la posibilidad de obtencién de situaciones con un componente esencial
adidactico (Bloch, 1999); uso de las nuevas tecnologias para la introduccién de la nocién
de limite secuencial (Wilhelmi 2003); etc.).

La complejidad apuntada no implica el rechazo de la bisqueda de una situacion fun-
damental, ni para la nocién de limite secuencial ni para la nocién de igualdad. Legrand
(1996) ha defendido la tesis paraddjica segin la cual la biisqueda de situaciones funda-
mentales es consistente tanto para la investigaciéon en didactica de las matemaéticas como
para la ensenanza, independientemente de si se encuentra o no una situacién. Grosso
modo, Legrand justifica la busqueda de situaciones fundamentales porque constituye un
instrumento fructifero de analisis de saberes, de determinacién del proyecto de ensenan-
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za y de seleccién de intervenciones didacticas. Atun mds, “la recherche des situations
fondamentales est un passage obligé pour le professeur qui veut engager et gérer un réel
‘débat scientifique’ sur un savoir précis” (Legrand, 1996, p.223).

La Teoria de las Funciones Semiéticas (TFS) (Godino, 2003) determina una solucién
para elaborar una “ensenanza de calidad”, esto es, una ensefianza que conjugue el saber
hacer (técnica) y el significado (d&mbito de aplicabilidad de la técnica), que articule el
andlisis epistemolégico propio de la bisqueda de una situacién fundamental (se haya o no
obtenido una) con las restricciones metodoldgicas y de tiempo dentro de una institucién
concreta. En particular, con relacién a la nocién de igualdad, el objetivo consistiria en
establecer un sistema de practicas institucionales que posibilite la interaccién explicita
del modelo aritmético de igualdad con el resto de modelos y, muy en particular, con el
modelo analitico, de tal forma que la nocién de igualdad, comprendida como sistema,
reequilibre los pesos que los modelos tienen con relacién al significado personal que los
sujetos le atribuyen.

6.3. Teoricas

La TSD postula que todo “saber” puede ser modelizado por una o varias situaciones
adidécticas que preservan el significado atribuido a dicho saber. La nocién de saber,
dentro de la TSD, se refiere explicitamente a los conocimientos que son objeto de estudio
(explicitables, comunicables y validables o invalidables) en una cultura y en una sociedad
determinada. La nocién de holo-significado (red de modelos) representa la estructuracién
del conocimiento objetivado y, por lo tanto, constituye una referencia para el proceso de
modelizacién apuntado. Aun mas, la nociéon de holo-significado puede ser utilizada en
el andlisis a priori de la busqueda de una situaciéon fundamental para la introduccién o
desarrollo de una determinada nociéon matematica; en concreto, determinar el grado de
representatividad de la situacién con relacién al significado institucional pretendido.

Asimismo, las nociones de modelo y holo-significado de un objeto matematico son
herramientas tedricas para el analisis epistemolégico de los objetos discursivos matemati-
cos, esto es, los productos culturales resultantes de la actividad matematica. Las nociones
de modelo y holo-significado proporcionan una respuesta a las preguntas: ;qué es una
nocién matematica?, jqué es conocer dicha nocién?; en particular, jqué es la nocién de
igualdad?, ;jqué quiere decir conocer la nocién de igualdad?

Por otro lado, la TAD propone caracterizar la actividad matematica partiendo de las
tareas y de las técnicas, para llegar finalmente al discurso tecnolégico-tedrico (sin pro-
blematizar la naturaleza de los objetos que intervienen en dicho discurso). La nocién de
praxeologia modeliza el conocimiento matematico como actividad humana, entendiendo
por conocimiento el producto (refinado) de un estudio sistemético, intencionado, histéri-
co y social. El producto més inmediato del estudio son las técnicas (“saber-hacer”), cuya
vigencia estd supeditada a un discurso tecnolégico-tedrico que las justifique (“saber”,
segundo producto). De esta manera, “saber-hacer” y “saber” constituyen las dos caras
de una praxeologia (“praxis-logos”).

La TAD y TFS comparten los mismos supuestos antropoldgicos sobre los conocimien-
tos institucionales (saberes). De hecho, los sistemas de précticas operativas y discursivas
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son a la TSF lo que las praxeologias matematicas son a la TAD. De esta forma, la nocién
de praxeologia representa un componente de un esquema més general de la actividad
matemadtica (y de los productos que de ella se obtienen) propuesto dentro de la TFS. De
hecho, la TFS considera que cada nocién matemadtica es el antecedente (expresién) de
una funcién semiética (Godino, 2002) cuyo consecuente (significado) es la configuracién
formada por el sistema de practicas, contextos de uso de la expresion y la red de objetos
emergentes de tales sistemas de précticas (figura 3).

Nocioén
matematica

A
Contextos Sistemas Objetos _ [ Configuraciones
de uso de practicas emergentes ™ epistémicas

Modelos

Figura 3: Herramientas para el andlisis epistemolégico en la TFS.

De esta manera, la TFS estd interesada en teorizar la nocién de significado en la
didactica, lo que hace mediante la nocién de funcién semidtica y una ontologia ma-
tematica asociada. El punto de partida de la TFS es tratar de caracterizar la naturaleza
y el significado de las nociones matematicas; se parte de los elementos del discurso tec-
noldgico (nociones, proposiciones, argumentos, etc.) y se concluye que su naturaleza es
inescindible de los sistemas de précticas y contextos de uso correspondientes.

Por tdltimo, las nociones de praxeologia y de configuracion epistémica constituyen
herramientas poderosas para el andlisis didéctico y curricular. Las teorias del curriculo
estructuran la materia objeto de estudio en contenidos conceptuales, procedimentales
y actitudinales, obviando la especificidad de cada disciplina. La TAD propone, en ma-
tematicas, estructurar los curriculos en tareas, técnicas, tecnologias y teorias, resaltando
las tensiones que fuerzan la aparicién de una determinada técnica y las justificaciones
necesarias para su “vida” en el contexto escolar (tecnologias y teorias subyacentes). Sin
embargo, en el proceso de estudio no siempre se explicita la cuaterna (tarea, técnica,
tecnologia, teoria).

La TFS, por su lado, distingue seis categorias de objetos primarios constituyentes de
un sistema de préacticas: nociones, proposiciones, lenguaje, argumentos, acciones y pro-
blemas. Una configuracién epistémica es el sistema de objetos (y de funciones semidticas
que se establecen entre estos objetos) con relacién a la comunicacion, validacién, formu-
lacion o resolucién de una situacién matematica. De esta forma, la TF'S permite describir
el andlisis de las demostraciones de la proposicién v2 = % en términos de la nocién
de sistema de practicas operatorias y discursivas, sin necesidad de explicitar técnicas
generales de demostracién o procedimientos de justificacién de esas técnicas. En efecto,
el nicleo del discurso esta constituido por las definiciones, que no representan elementos
de una praxeologia (entendida como cuaterna), sino més bien los objetos ostensivos de
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una configuracién epistémica con relacién a la demostracién de la proposicién 2 = %

(problema); de hecho, la argumentacion de las demostraciones se realiza mediante un
lenguaje formalizado, se fundamenta en ciertas nociones (recta real, relacién de orden,
distancia, conexién, ecuacién, funcién inyectiva, entorno-limite, error-aproximacién), se
apoya en propiedades de las nociones involucradas y en leyes logicas (el tercio excluso,
por ejemplo) y se lleva a cabo por medio de acciones especificas (seleccién de repre-
sentantes de un objeto matematico, definicién de intervalos o funciones, edicién de un
programa, etc.).
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