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Resumen. La visualizacion es un campo de investigacion de creciente importancia en educacién matematica. Sin
embargo, el estudio de su naturaleza y relacion con otras formas de registro y comunicacion de informacion
continda siendo tema de reflexion. En este trabajo proponemos una manera de entender el lenguaje y el
pensamiento visual, y sus relaciones con el lenguaje y pensamiento analitico, usando las herramientas teéricas del
"enfoque ontosemiotico” del conocimiento matematico. Mostraremos que la nocion de "configuracién visual" de
objetos y procesos, con sus diferentes modalidades contextuales, permite articular diversas perspectivas sobre la
visualizacién, comprender sus relaciones con otras formas analiticas de expresion y reconocer diversos grados de
visualizacién de la actividad matematica.
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Abstract. An onto-semiotic approach to visualization in mathematics education

Visualization is a research field of growing importance in mathematics education. However, the study of their
nature and relationship to other forms of information recording and reporting continues to be a subject of
reflection. In this article we propose a way of understanding the language and visual thinking, and their relations
with the language and analytical thinking, using the theoretical tools of the "onto-semiotic approach” to
mathematical knowledge. We will show that the notion of "visual configuration" of objects and processes, in its
various contextual forms, allow articulate different perspectives on visualization, to understand its relationships
with other analytical forms of expression and to recognize different levels of visualization in mathematical
activity.
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1. INTRODUCCION

La visualizacion ha recibido mucha atencion como tema de investigacion en Educacién Matematica,
especialmente en el area de la geometria (Bishop, 1989; Clement y Battista, 1992; Hershkowitz, Parzysz
y Van Dormolen, 1996; Gutiérrez, 1996). Se trata de evaluar los procesos y capacidades de los sujetos
para realizar ciertas tareas que requieren “ver” o “imaginar”’ mentalmente los objetos geométricos
espaciales, asi como relacionar los objetos y realizar determinadas operaciones o transformaciones
geomeétricas con los mismos. También este tema ha recibido atencidn desde un punto de vista del propio
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trabajo del matemaético, en los momentos de abordar la resolucion de problemas, formulacién de
conjeturas, asi como en otras areas diferentes de la geometria (Guzman, 1996).

El trabajo de Presmeg (2006) ofrece una perspectiva extensa de las investigaciones realizadas en la
comunidad de educacion matematica, articulada alrededor de las conferencias del Grupo Internacional
PME, sobre el papel de la visualizacién en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.
Dicho "survey" concluye enunciando 13 "grandes cuestiones™ sobre este campo de investigacion, entre
las cuales destacamos,

"5. ¢(Qué procesos de conversion estdn implicados en el cambio flexible entre varios registros
matematicos, incluyendo los de naturaleza visual, combatiendo de esta manera el fenémeno de la
compartamentalizacion? ...

9. (Como puede facilitar o dificultar el uso de inscripciones visuales e imagineria la reificacion de
procesos como objetos matematicos?

10. ;Como se puede aprovechar la visualizacién para promover la abstraccion matematica y la
generalizacion? ...

13. {Cuél es la estructura y clales son los componentes de una teoria general de la visualizacién para la
educacion matematica?" (Presmeg, 2006, p. 227)

Otras cuestiones formuladas por Presmeg se dirigen principalmente a como promover las habilidades de
visualizacién en la ensefianza de las matematicas, tema central abordado en la monografia de Rivera
(2011)

En este articulo estamos interesados por avanzar una respuesta al problema de elaborar una teoria que
esclarezca la naturaleza y componentes de la visualizacion y su relacion con otros procesos implicados
en la actividad matematica, su ensefianza y aprendizaje. Un aspecto clave de la elaboracién de una teoria
de la visualizacion en educacion matematica debe incluir el estudio de las relaciones de esta forma de
percepcion con otras modalidades de expresion ostensiva (lenguajes analiticos o secuenciales), y sobre
todo, su relacion con los objetos matematicos no ostensivos (sean considerados como mentales,
formales, o ideales).

Con dicho fin usaremos el marco tedrico integrativo del "enfoque ontosemidético” del conocimiento y la
instruccion matematica (EOS) (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007). En particular vamos a
proponer una tipologia de objetos ligados a los procesos de visualizacion, los cuales intervienen en
practicas matematicas especificas ligadas a tipos de situaciones - problemas. Estos objetos pueden ser,
linglisticos y artefactos materiales, conceptos, propiedades, procedimientos, argumentos, ademas de las
propias tareas o problemas en las cuales se ponga en juego la percepcion visual.

El articulo incluye los siguientes apartados. En primer lugar indicamos aspectos relevantes de los
antecendentes del tema y las nociones tedricas del EOS que vamos a aplicar. En la seccion 3
describimos la nocion de "objeto visual™ y proponemos una categorizacion de dichos objetos. Estos
objetos se pueden contemplar desde distintos puntos de vista (personal - institucional; particular -
general, ...) dando lugar a diferentes modalidades contextuales y funcionales de los mismos (seccion 4).
Seguidamente aplicamos las herramientas elaboradas al analisis de dos tareas que ponen en juego



objetos y procesos visuales, resaltando las relaciones sinérgicas entre los lenguajes visuales y analiticos.
El trabajo finaliza con unas conclusiones e implicaciones para la investigacion y la practica educativa.

2. ANTECEDENTES Y MARCO TEORICO

Antes de abordar la cuestion central de nuestro trabajo es necesario aclarar el uso de los términos visual
y visualizacion. Siguiendo a Piaget e Inhelder Presmeg (2006) se considera que cuando una persona crea
una disposicion espacial de objetos fisicos (incluyendo como tales las inscripciones matematicas) hay
una imagen visual en la mente de la persona que guia esa creacion. De este modo la visualizacién
incluye los procesos de construir y transformar tanto la “imagineria” visual mental como todas las
inscripciones de naturaleza espacial que puedan estar implicadas en la actividad matematica.

Arcavi (2003, p. 217) describe la visualizacion en términos muy generales: "La visualizacion es la
capacidad, el proceso y el producto de la creacién, interpretacion, uso y reflexién sobre retratos,
imagenes, diagramas, en nuestras mentes, en el papel o con herramientas tecnoldgicas, con el proposito
de representar y comunicar informacion, pensar y desarrollar ideas previamente desconocidas y
comprensiones avanzadas". Asimismo, considera que la matematica, como creacién humana y cultural
que trata con objetos y entidades muy diferentes de cualquier fendmeno fisico, se apoya fuertemente
sobre la visualizacion en sus diferentes formas y niveles, no solo en el campo de la geometria.

Duval (2002) distingue entre visién y visualizacién. La vision es la percepcion directa de un objeto
espacial; la percepcién visual necesita exploracién mediante movimientos fisicos, del sujeto que ve, o
del objeto que se mira, porgue nunca da una aprehensién completa del objeto. Entiende la visualizacion
como representacion semidtica de un objeto, una organizacion bi-dimensional de relaciones entre
algunos tipos de unidades. Mediante la visualizacion cualquier organizacién puede ser sinopticamente
comprendida como una configuracion (p. 15), haciendo visible todo lo que no es accesible a la vision y
aportando una aprehension global de cualquier organizacion de relaciones. Para Duval (2002) la
visualizacion plantea tres problemas desde el punto de vista del aprendizaje: (1) discriminacion de las
caracteristicas visuales relevantes; (2) el procesamiento figural, cambios entre registros visuales
(descomponer, recomponer una figura; reconfiguracion); cambio de perspectiva, ...; (3) coordinacion
con el registro discursivo.

Para el caso de la geometria, la distincion entre las imagenes mentales de objetos perceptibles y las
entidades geométricas, y el reconocimiento de las relaciones dialécticas entre las mismas es abordada
con nitidez por Fischbein (1993) con la nocion de concepto figural. La principal tesis del trabajo de
Fischbein es que la geometria trata con entidades mentales que poseen simultaneamente caracteristicas
conceptuales y figurales. “Los objetos de investigacion y representacion en el razonamiento geométrico
son por tanto entidades mentales, llamadas por nosotros conceptos figurales, que reflejan propiedades
espaciales (forma, posicion, tamafio), y al mismo tiempo, poseen cualidades conceptuales — como
idealidad, abstraccion, generalidad, perfeccion.” (p. 143). Como afirma Fischbein, en las teorias
cognitivas actuales, los conceptos y las imagenes se consideran basicamente como dos categorias
distintas de entidades mentales.

La visualizacion se puede entender como un doble proceso, uno que va de lo material a lo inmaterial
(mental o ideal) (que podemos llamar visualizacion ascendente), y el inverso que va de lo inmaterial a lo



material (visualizacion descendente). "La visualizacion ofrece un método de ver lo invisible" (Arcavi,
2003, p. 216). Este “ver” puede ser puramente mental y entonces involucra objetos no-ostensivos, o
puede estar relacionado con una representacion fisica y entonces ser objeto perceptible.

Para el caso de la geometria, Clement y Battista (1992) describen la geometria escolar como el “estudio
de los objetos espaciales, relaciones, y transformaciones que han sido formalizadas (0 matematizadas) y
los sistemas axiomaticos matematicos que se han construido para representarlos. En cambio, el
razonamiento espacial consiste en el conjunto de procesos cognitivos mediante los cuales se construyen
y manipulan representaciones, relaciones y transformaciones mentales de los objetos espaciales” (p.
420). En esta descripcion se mencionan objetos de naturaleza bien diferente como ingredientes que
constituyen la geometria escolar y el razonamiento espacial. Por una parte estan los objetos espaciales,
que se deben entender como los cuerpos fisicos que nos rodean, sus posiciones en el espacio fisico; por
otra, se mencionan las representaciones mentales de tales objetos, relaciones y transformaciones
(entidades psicologicas); y finalmente, los sistemas axiomaticos matematicos (entidades institucionales
o culturales) que se han construido para representar los objetos fisicos (y los mentales).

Consideramos que estas nociones son insuficientes para el estudio de los problemas de ensefianza y
aprendizaje de tareas que requieren visualizacion y razonamiento espacial al centrar la atencion
basicamente en la faceta o dimensién cognitiva. Incluso el estudio de dicha faceta queda frecuentemente
restringida a la dialéctica entre los ostensivos visuales y sus correspondientes representaciones internas o
mentales.

En este trabajo vamos a analizar la nocion de visualizacion aplicando las herramientas del "enfoque
ontosemiotico” del conocimiento matematico (EOS) (Godino, Batanero y Font, 2007). En este marco
tedrico se considera que el analisis de la actividad matematica, de los objetos y procesos que intervienen
en la misma, centra la atencion inicial en las practicas que realizan las personas implicadas en la
solucion de determinadas situaciones-problemas matematicos. La aplicacion de este planteamiento a la
visualizacion nos lleva a distinguir entre "précticas visuales" y "practicas no visuales" o
simbdlico/analiticas. Con dicho fin fijamos la atencion en los tipos de objetos linguisticos y artefactos
que intervienen en una préactica los cuales serdn considerados como visuales si ponen en juego la
percepcion visual. Aungue las representaciones simbolicas (lengua natural o lenguajes formales)
consisten en inscripciones visibles, no consideraremos dichas inscripciones como propiamente visuales,
sino como analiticas o sentenciales. Los lenguajes secuenciales (por ejemplo, logicas simbolicas,
lenguajes naturales) usan solo la relacion de concatenacion para representar relaciones entre objetos. Por
el contrario en los diagramas se hace uso de relaciones espaciales para representar otras relaciones. "La
idea es que los lenguajes sentenciales estan basados en sefiales acusticas que son secuenciales por
naturaleza, y por ello deben tener una sintaxis compleja que o compense para expresar ciertas relaciones
- mientras que los diagramas, siendo bidimensionales, son capaces de mostrar algunas relaciones sin la
intervencion de una sintaxis compleja™ (Shin y Lemon, 2008, p.10)

Nuestro analisis de la visualizacion tiene en cuenta la distincion Peirceana entre tres tipos de signos
(icono, indice y simbolo). Segun la relacion que los signos tengan con el objeto, Peirce (1965) realiza la
siguiente clasificacion:

Iconos: Tienen una relacion de semejanza, en tanto se parecen al objeto que representan. La relacion con

aquello a lo que se refieren es directa, por ejemplo: pinturas, retratos, dibujos figurativos, mapas, etc. La
representacion muestra la estructura u organizacion del objeto.
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indices: La relacion con los objetos que representan es de contigilidad (relacion de causa-efecto) con
respecto a la realidad. Por ejemplo, un rayo (es indice de tormenta), una huella (es indice de alguien que
pasé por ahi), etc.

Simbolos: Representa al objeto designado en virtud de un habito o regla que es independiente de
cualquier cualidad fisica, o contigiiidad contextual, con el objeto. Ejemplo: palabras, logotipos, escudos
de armas, sefales de trafico.

Los diferentes tipos de signos pueden combinarse, en el caso particular de la fotografia, por ejemplo se
trataria de un icono (en tanto hay una relacién de semejanza con el objeto) pero también es indice puesto
que la fotografia se ve afectada por el objeto que representa (la fotografia se produce a través de registrar
diferencias luminicas de aquello que representa).

Los diagramas son considerados en la semidtica Peircena como un tipo de iconos mediante los que se
representan relaciones inteligibles entre un conjunto de objetos®. Una caracteristica que distingue a los
iconos es que mediante la observacién directa del mismo se pueden descubrir otras verdades relativas al
objeto distintas de las que son suficientes para determinar su construccion. Esta capacidad de revelar
verdades no esperadas es precisamente en lo que radica la utilidad de las formulas algebraicas, por lo
que su caracter iconico-diagramatico es el que prevalece. Asi, por ejemplo, la expresién y = x*— 2x +
1, es una parébola; la mera expresion informa de las propiedades esenciales de dicho objeto matematico.
Sin embargo, las letras de las expresiones algebraicas, tomadas de manera aislada, no son iconos, sino
indices: cada letra es un indice de una cantidad. Por el contrario, los signos +, =, /, etc., son simbolos en
el sentido de Peirce. "En las expresiones algebraicas encontramos, por tanto, ejemplo de la imbricacién
de los tres tipos de signos en la escritura matematica: las letras funcionan como indices, los signos de las
operaciones, igualdad, desigualdad, etc. son simbolos, mientras la expresiones como un todo funcionan
como un icono” (Filloy, Puig y Rojano, 2008, p. 47)

Los "objetos visuales", y los procesos de visualizacion de donde provienen, forman configuraciones o
sistemas semidticos constituidos "por los objetos intervinientes y emergentes en un sistema de practicas,
junto con los procesos de significacion que se establecen entre los mismos (esto es, incluyendo la trama
de funciones semidticas que relaciona los objetos constituyentes de la configuracion)" (Godino y cols,
2011).

En este trabajo, la visualizacion sera analizada, en primer lugar, desde el punto de vista de los objetos
primarios que en ella participan (figura 1), esto es, los tipos de situaciones-problemas (tareas), elementos
linguiisticos y materiales, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos en los cuales se dice
que hay visualizacion. Usualmente los objetos visuales participaran en las practicas matematicas junto
con otros objetos no visuales (analiticos o de otro tipo). La visualizacién en matematicas no se reduce a
ver, sino que también conlleva interpretacion, accion y relacion.

En segundo lugar la visualizacion sera analizada aplicando las dualidades 0 modalidades contextuales
(figura 2) desde las cuales se pueden considerar los tipos de objetos visuales previamente identificados.
En esta fase se introducen las necesarias distinciones entre objetos visuales personales (cognitivos), e
institucionales (socio-epistémicos); objetos visuales particulares (extensivos) y generales (intensivos);

2 Un estudio extenso del papel de los diagramas en el razonamiento matematico, y de la visualizacién en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, se encuentra en Rivera (2011).
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objetos visuales ostensivos (materiales) y no-ostensivos (mentales, ideales, inmateriales); objetos
visuales unitarios (usados como un todo global) y sistémicos (formados por un sistema de elementos
estructurados). Finalmente, los objetos visuales son considerados como antecedentes o consecuentes de
funciones semidticas (dualidad expresion y contenido).

En la seccién 5 aplicamos las ideas desarrolladas en las secciones previas al anélisis de dos tareas
matematicas tratando de mostrar las relaciones complejas y sinérgicas entre las configuraciones visuales
y analiticas que se ponen en juego en su resolucion. Concluimos indicando algunas implicaciones de
nuestro estudio para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

3. OBJETOS VISUALES PRIMARIOS

La consideracion de un "objeto™ como visual o no visual no es clara en la literatura. Por una parte
tenemos los objetos fisicos espaciales que se perciben con el sentido de la vista, que seran los primeros
candidatos para ser considerados como "objetos visuales”. Una foto, un dibujo o cualquier otra
inscripcion iconica de los objetos fisicos son también claramente objetos visuales en un sentido estricto.
La psicologia se ha interesado por la naturaleza de las representaciones internas en la mente de las
personas de los objetos fisicos espaciales, como también de las ideas y conceptualizaciones. De aqui
viene el uso de nociones tedricas tales como "imagenes mentales”, "esquemas - imagen",
“concepciones”, ..., las cuales, obviamente no se pueden percibir directamente con la vista.

Desde el punto de vista de la educacion matematica nos interesa elaborar un modelo para analizar el
papel del lenguaje, los artefactos y el pensamiento visual en la construccion y comunicacién de los
diversos tipos de objetos matematicos, y por tanto, del aprendizaje. EI EOS propone considerar como
“objetos que intervienen en la practica matematica”, no solo los medios de expresion linguistica, y en su
caso los artefactos manipulativos, sino también los conceptos, las proposiciones, procedimientos y
argumentos. Las propias situaciones - problemas o tareas matematicas de cuya solucion emergen los
anteriores objetos son también considerados como objetos que intervienen en la practica matematica, los
cuales deben ser también visualizados (figura 1).

SITUACIONES-PROBLEMAS

LENGUAJES Y
ARTEFACTOS
VISUALES QUE
INTERVIENEN EN
PRACTICAS
MATEMATICAS

Figura 1. Visualizacion y objetos matematicos



A continuacién elaboramos una tipologia de objetos visuales para cada una de las categorias de objetos
matematicos primarios. Usaremos la tarea indicada en la figura 2 como ejemplo ilustrativo.

1}
)
|

Fig. 2: ¢Cual de las figuras A, B, C, D, E corresponde a la vista desde atras?

Lenguaje visual:

Se trata de los medios de comunicacién iconica, indexical y diagramatica de la forma y de la posicion
relativa de objetos en el espacio, 0 que representan la estructura de sistemas conceptuales. Un primer
esbozo de tipos de “lenguajes visuales” puede ser la siguiente:

— icdnico (fotografias, pictogramas, planos, mapas...)

— manipulativo (artefactos, cuerpos geométricos, ...)

— deictico/gestual (indicadores de forma, posicion, orientacion, ...)
— diagramatico (diagrama, grafos, esquemas, croquis, ...)

Las inscripciones simbdlicas no las incluiremos entre los tipos de lenguajes visuales, aunque ciertamente
se trata de inscripciones visibles/audibles. Los simbolos son signos inmotivados, en los que la relacion
entre el significante y el significado es totalmente convencional. En la tarea de la Figura 2 se usa
lenguaje iconico para comunicar la vista en perspectiva del objeto y las posibles proyecciones planas del
mismo. Los términos 'frente’, 'derecha’, y las letras A, B, C, D, E, y las argumentaciones que deben darse
para justificar que la vista C es la solucion a la tarea son elementos del lenguaje simbolico - natural. Pero
en el contexto de la tarea se usan de manera indexical, sefialando posiciones en las representaciones del
objeto fisico evocado.

Tareas visuales:

Los procesos de visualizacion, y sus resultados, los "objetos visuales”, "imagenes™” o "visualizaciones",
intervienen asociados a determinadas tareas en las cuales se realizan ciertas practicas apoyadas en otros
objetos y procesos. La visualizacion se pone en juego en dos tipos principales de situaciones/ tareas en
las cuales se comunica informacion (a otros, 0 a uno mismo), lo cual implica registro e interpretacion de
dicha informacién:

1) Comunicacion de la forma, sus componentes y estructura, de objetos espaciales, o bien de objetos
imaginados (pensados o ideales). La comunicacion tiene lugar mediante el uso del lenguaje visual
(representaciones materiales en forma de fotos, dibujos, esquemas, ...)

2) Comunicacion de la posicion relativa de objetos en el espacio. Se trata de "ver" y posicionar
relativamente en el espacio fisico a uno mismo y a los objetos del entorno (tareas de orientacion).
Implica el uso de lenguaje deictico (términos como, arriba, abajo; delante, detras, derecha, izquierda;



cerca, lejos; norte, sur, este, oeste). La comunicacion de la posicion puede ser realizada mediante el uso
de artefactos, medios materiales, como maquetas, planos, mapas, etc.

Los objetos fisicos, y sus representaciones, pueden sufrir diversas transformaciones (movimientos,
semejanzas, proyecciones,...), lo que da origen a una nueva clase de situciones:

3) Reconocimiento de invariancias en las formas, o en sus representaciones, por transformaciones
especificas, lo cual se apoya en la discriminacion visual: comparar varios objetos, dibujos, imagenes e
identificar similitudes o diferencia entre ellos.

La tarea de la figura 2 incluye aspectos de los tipos anteriores.
Otro tipo de tareas que involucran visualizacion pueden ser:

4) Reconocimiento y representacion mediante diagramas de la estructura de sistemas conceptuales,
como es el caso de las figura 1, en la que se trata de representar esquematicamente los tipos de objetos
primarios y relaciones entre los mismos que propone el EOS.

Procedimientos (operaciones visuales):

La siguiente relacion incluye tipos basicos de operaciones, procedimientos o técnicas que consideramos
visuales:

— Proyectar cuerpos en el plano, seccionar, rotar, simetrizar, trasladar, deslizar, ...

— Construir solidos a partir de sus proyecciones planas

— Transformar representaciones visuales mediante descomposicién y recomposicion de figuras, ...
— Representar graficamente relaciones, ...

La tarea de la figura 2 pone en juego la operacion de proyeccion ortogonal del cuerpo desde distintas
posiciones posibles.

Conceptos visuales:

Entendemos por concepto un invariante o entidad cuyo significado es fijado por una definicion o regla,
existiendo una ilimitada variedad de posibles ejemplos que cumplen dicha regla. En el estudio del
espacio y la geometria es necesario distinguir entre los conceptos de representacion material (dibujo,
imagen, modelos tridimensionales, ...) y los correspondientes conceptos figurales representados por
medio de lenguaje visual (triangulo, prisma cuadrangular recto, etc.)

Los sistemas de representacion cartesiana, o de otro tipo, incluyen configuraciones de conceptos de
naturaleza visual y espacial (arriba, abajo, derecha, izquierda, norte, sur, ...)

A titulo de ejemplo, en la Figura 2 se ponen en juego los conceptos de objeto visible, objeto oculto,
sistema de referencia tridimensional, punto de vista (o foco), puntos de vista opuestos (frente es opuesto
a atras; derecha es opuesta a izquierda), angulo frente-arriba-derecha, plano de proyeccién, rectas
proyectantes, direcciones de mirada del observador (rayo visual),...



Propiedades:

Se trata de relaciones entre conceptos expresadas mediante proposiciones (esto es, enunciados cuya
verdad o falsedad se debe establecer). Algunos tipos de proposiciones visuales, esto es, propiedades que
intervienen en la solucion de tareas visuales y se expresan en lenguaje visual:

- Propiedades de los procedimientos visuales utilizados: por ejemplo la conservacion de la formay
tamafo por movimientos rigidos,

- Propiedades del lenguaje visual utilizado: conservacion de la forma en las proyecciones
proporcionales, propiedades de las isometrias (rotaciones, traslaciones, simetrias), propiedades
de las diferentes proyecciones,

- Propiedades de los conceptos visuales.

En la figura 2 se ponen en juego propiedades propias de las diferentes proyecciones (isométrica y
ortogonales), por ejemplo, sabemos que las proyecciones paralelas sobre un plano ortogonal conservan
la forma, tamafio y posicidn relativa de los cuerpos proyectados. En consecuencia las caras del cubo son
cuadrados cuando se miran frontalmente, mientras que si se miran desde un angulo diferente aparecen
como figuras romboédricas. Observamos que el objeto representado en perspectiva se considera
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orientado, es decir, posee un “frente”, “izquierda”, “arriba”, “derecha”.

Argumentos/justificaciones visuales:

La elaboracién de un discurso justificativo de las proposiciones y de los procedimientos requerira, segun
el caso, la simple presentacion del objeto material correspondiente, si se trata de "propiedades" de
naturaleza empirica, o podra requerir la elaboracion de argumentaciones deductivas basadas en reglas
previamente aceptadas. Las llamadas "demostraciones sin palabras” de propiedades geométricas
generales requerird el uso conjunto de un discurso analitico que evoque las definiciones y teoremas
previamente establecidos. En el estudio de la geometria dindmica con recursos informaticos es frecuente
el uso de justificaciones de propiedades y procedimientos mediante el arrastre de las figuras, siendo por
tanto, en gran medida justificaciones visuales.

En el caso de la figura 2, teniendo en cuenta el significado atribuido a los conceptos de frente, derecha y
atras, los convenios de representacion plana de objetos tridimensionales, y las propiedades de las
proyecciones ortogonales se debe aceptar que si el observador se pone detras del edificio, a su izquierda
verad un solo cubo, al centro tres cubos apilados y a su derecha dos cubos apilados (argumento). Por
tanto, la representacion plana de la figura que veria desde atras seria la C.

4. VISUALIZACION Y ESPECIFICACIONES CONTEXTUALES

Los objetos visuales descritos en la seccion 3 pueden ser clasificados desde distintos puntos de vista
segun los contextos y juegos de lenguaje en que intervienen. En el marco del EOS se consideran las
siguientes dualidades aplicables a los objetos matematicos:



1) Personal e institucional, individuales o idiosincrasicos de una personal, sociales o compartidas por un
colectivo, o comunidad.

2) Ostensivo (perceptible), no ostensivo (inmaterial, mental o ideal). Aqui se tiene en cuenta las
distinciones entre representaciones materiales (artefactos materiales o simbdlicos) y las representaciones
mentales (esquemas, ...), 0 sociales (reglas o habitos compartidos en una institucion o comunidad de
practicas)

3) Unitario y sistémico. Las imagenes son vistas como un todo y se "opera” con ellas como un todo
unitario, o bien son vistas como sistemas formados por partes, y se opera con las partes.

4) Extensivo - intensivo (ejemplar - tipo; particular - general). Una imagen puede ser usada como icono
de una clase o tipo de objetos visuales.

5) Expresion - contenido (funcién semidtica; representacion - significacion). Ayuda a distinguir entre las
representaciones visuales y los objetos no ostensivos representados.

Como indicamos en la figura 3 aplicaremos las dualidades contextuales mencionadas a los objetos y
procesos implicados en la visualizacion. La aplicacion de estas “miradas” complementarias permite
articular de manera sistematica diversos puntos de vista sobre la visualizacién aportados por otros
marcos tedricos, como mostraremos a continuacion.

FERSONAL
¥/
Ve

INSTITUCIONAL

Figura 3: Especificaciones contextuales de la visualizacion
Dualidad personal — institucional

La dialéctica entre cognicion individual y social o cultural es interpretada en el EOS mediante la
dualidad personal - institucional. Nuestro planteamiento de la visualizacion no entra en la discusion
filosofica y psicoldgica del funcionamiento interno de la mente y si la informacion es representada y
procesada de manera iconica o de otro modo (Thomas, 2010). La dualidad personal - institucional
introducida en el EOS postula una forma de existencia de los objetos matematicos que califica de
personal o mental (sin entrar en detalles sobre la efectiva naturaleza de tales objetos) y otra forma de
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existencia que considera como institucional, a los cuales se les atribuye una naturaleza
intersubjetiva/normativa.

En las investigaciones cognitiva interesadas en el papel de la percepcion, y en consecuencia en la
visualizacion, en los distintos campos de conocimiento, y también en educacion matematica, se ha
introducido la nocién de “image schema" (esquema-imagen)*:

"An image schema is a recurring dynamic pattern of our perceptual interactions and motor
programs that gives coherence and structure to our experience. Experience is to be understood in
a very rich, broad sense as including basic perceptual, motor-program, emotional, historical,
social and linguistic dimensions”. (Johnson 1987: xiv, xvi)

Nuestras experiencias corporales/visuales se incrustan en nuestra mente en forma de esquemas-imagen
que apoyan y condicionan los procesos de conceptualizacién y de razonamiento proposicional/analitico.
Algunos ejemplos de esquemas- imagen: continente/contenido; parte/todo; inicio/trayectoria/final;
objeto. Los esquemas - imagen orientacionales como, centro - periferia, dentro - fuera, frente - detras,
arriba - abajo; son de particular interés para organizar los sistemas de objetos que se ponen en juego en
las representaciones graficas de funciones (Font, Bolite y Acevedo, 2010).

Los esquemas - imagen son estructuras cognitivas/mentales que se generan en el cerebro de los
individuos como resultado de ciertas practicas y estan, por tanto, impregnados de percepcion. El objeto
matematico (inmaterial) también emerge de las practicas de las personas implicadas ante cierto tipo de
situaciones - problemas, pero tiene unas caracteristicas formales, normativas, convencionales, socio-
epistémicas, que no concuerdan con las connotaciones empiristas de los esquemas - imagen y las
visualizaciones.

La concepcion del conocimiento matematico segun el enfoque de la cognicién corporeizada (Jonhson,
1987; Lakoff y Nufiez, 2000) impregna al objeto matematico de matices empiricos a través del lenguaje
metafdrico que resalta las raices empiricas del conocimiento, pero que oculta su verdadera naturaleza. Se
requiere, por tanto, controlar conscientemente el uso de las meté&foras visuales o corporeizadas
transmitidas por los esquemas - imagen. El principal conflicto con las esquemas - imagen es que Su uso
metafdrico puede pasar desapercibido, y el profesor y los alumnos no distinguen entre el dominio fuente
(perceptual) y el diana (matematico) (Font, Bolite y Acevedo, 2010).

Dualidad ostensivo — no ostensivo

La dualidad ostensivo - no ostensivo postula que cualquier objeto matematico (ideal, abstracto) lleva
asociado, como la cara de una moneda lleva asociada su correspondiente cruz, uno o diversos objetos
ostensivos. Estos pueden ser simbolos o inscripciones, 0 representaciones visuales mas 0 menos ricas
indicadoras de su composion y estructura.

El EOS concede un papel esencial a la "ostension™ en la practica matematica al postular que cada objeto
matematico (abstracto, ideal, general, inmaterial, no ostensivo) tiene una faceta ostensiva, esto es,
mostrable puablicamente, visualmente o de otro modo perceptivo. Esta ostension puede consistir en las
inscripciones simbolicas, necesarias para representar los objetos, entendidos como un todo unitario, y

3 Preferimos "traducir" ‘image schema' con una palabra compuesta al considerar que refleja mejor el significado de la
expresion inglesa, u otras similares usadas por otros autores como, image schemata o types of imagery.
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poder "operar" con ellos en progresivos niveles de generalidad, o bien visualizaciones iconicas o
diagramaticas que muestren la estructura del objeto, entendido de manera sistémica.

Sin embargo, entre las facetas ostensiva y no ostensiva de los objetos matematicos hay relaciones
dialécticas delicadas. Fischbein (1998) analiza la tension entre los aspectos formales/ conceptuales de
los objetos matematicos y los aspectos figurales en el caso de los objetos geométrico-espaciales, o sea,
entre lo inmaterial/conceptual y lo material/ visual. Por una parte, el objeto matematico es inmaterial,
invisible, pero depende para su "existencia" de lo material, visible. Esta es una manera de expresar la
paradoja cognitiva del aprendizaje matematico que describe Duval (2006).

El EOS propone una solucién a esta paradoja asumiendo los postulados pragmatista - antropoldgicos
(Peirce, 1965; Wittgenstein, 1953) para los objetos matematicos. Como se describe en Font, Godino,
Planas y Acevedo (2010), la proyeccion metaférica a partir de esquemas-imagen (Lakoff y Nufiez, 2000)
es un aspecto importante para explicar la emergencia de los objetos matematicos (considerados como no
ostensivos, ideales, abstractos, inmateriales y diferentes de sus representaciones ostensivas), pero que €s
insuficiente para describir el complejo proceso que permite su emergencia. En este articulo no
entraremos a explicar este complejo proceso de emergencia, nos limitaremos a resaltar que, al ser el
dominio de partida de la proyeccién metaférica un esquema-imagen, el resultado de la proyeccion,
aunque tenga naturaleza no ostensiva, abstracta, inmaterial, esta contaminado, en muchos casos, de
connotaciones visuales. En el caso de la tarea de la figura 2, se debe proyectar metaféricamente el
esquema- imagen orientacional (Font, Bolite, Acevedo, 2010) para entender la tarea y, por otra parte,
dicha proyeccion metaférica se halla fosilizada en el lenguaje técnico utilizado para formular la tarea
(vista desde atrés).

Unitario — sistémico

Esta dualidad esta ligada a los procesos de reificacion, en el sentido de constitucion de objetos por parte
de un sujeto individual como una totalidad, la cual interviene como tal en nuevas actividades y procesos,
y al proceso inverso de descomposicion de una entidad sistémica en sus elementos constituyentes.

La figura 2, donde se presenta la perspectiva isométrica de un supuesto cuerpo espacial, permite ilustrar
el juego dialéctico entre las facetas unitaria - sistémica de un objeto, en este caso, visual. El cuerpo
espacial (aqui imaginado) y el dibujo en perspectiva presentado ostensivamente, intervienen como una
globalidad, como un todo unitario que puede ser contemplado desde diferentes puntos de vistas. La
solucion de la tarea y su justificacion, la vista C es la correcta porque es la Unica que puede corresponder
a la vista desde atrés, requiere considerar el cuerpo, y su perspectiva global como un sistema formado
por piezas dispuestas de una forma particular. Descomponer y recomponer un cuerpo o una figura
geométrica en sus partes constituyentes son operaciones caracteristicas de la visualizacion.
En el caso de esquemas y diagramas, como las figuras 1 y 4, la visualizacion resalta las partes
constituyentes del sistema de objetos representados y las nuevas entidades que se constituyen: las
configuraciones cognitivas y epistémicas de objetos y procesos.

Extensivo — intensivo

Un objeto se dice que es extensivo si interviene en una practica matematica como un ejemplar particular,
mientras que se dice que es intensivo si interviene como un tipo, clase o generalidad. Estos atributos de
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los objetos matematicos, emergentes de los procesos duales de particularizacion y generalizacion, son
relativos al juego de lenguaje en que participan, y no entidades absolutas.

Con la figura 4, en la que se presenta una "demostracién visual" de un teorema matematico, se puede
ilustrar claramente el funcionamiento de esta dualidad. El triangulo dibujado, sus angulos, la recta
paralela a uno de los lados, son objetos visuales particulares. Sin embargo, estan en representacion de
cualquier triangulo, como también las operaciones que se hacen con el dibujo se supone que son
operaciones que se pueden realizar con cualquier tridangulo. Estas suposiciones son las que permiten
concluir que, en efecto, la suma de los angulos interiores de cualquier triangulo es igual a un angulo
Ilano. Fischbein y Nachlieli (1998) resaltan la tension entre los ejemplos prototipicos, las metaforas, los
paradigmas y analogias y los objetos generales a los cuales refieren. Tales concreciones y
materializaciones son esenciales en los procesos de invencion y comunicacién matematica, pero, sin
embargo, es necesario controlar su uso mediante las definiciones y reglas previamente asumidas.

Dualidad expresion — contenido

La nocion de representacion es introducida en el EOS mediante la dualidad expresién - contenido, como
un tipo particular de relacion entre los objetos primarios introducidos en el modelo; usualmente el
antecedente de tales relaciones seran entidades linglisticas, pero también pueden ser otros tipos de
entidades. La expresion puede ser una imagen, un dibujo, un diagrama, ..., que representa (metaforica o
iconicamente) un objeto fisico, una figura geométrica, una estructura conceptual. Se trata de comprender
una realidad compleja en términos de otra que la representa y con la que se opera.

Los distintos elementos que componen la representacion visual de la figura 2 funcionan como expresion
(significante) de diversas funciones semidticas cuyos contenidos (significados) son objetos geométricos
no ostensivos, como son los diversos conceptos y propiedades indicados en la secciéon 3, usualmente
definidos y enunciados de manera analitica.

La dualidad expresion - contenido da cuenta del uso metaférico de objetos visuales (configuraciones)
para comprender una realidad abstracta, no ostensiva, en términos de otra realidad ostensiva, visual.
Mediante la figura 1 (visualizacion y objetos matematicos) y la figura 4 (especificaciones contextuales
de la visualizacién) se quiere resaltar algunos aspectos estructurales (componentes y relaciones) que
configuran las nociones cognitivas y epistémicas del EOS. Es claro que el uso del pentagono (figura 1) y
del decagono (figura 3) es meramente metaférico.

5. ANALISIS DE TAREAS DE VISUALIZACION

En esta seccion analizaremos dos tareas matematicas que ponen en juego procesos de visualizacion. Se
trata de dos demostraciones "sin palabras": 1) la demostracion algebraica y visual de que la suma de los
n primeros nimeros impares es n% 2) la demostracién de que la suma de los angulos interiores de un
triangulo es un angulo llano (figura 4).

El andlisis se centra en mostrar la trama de objetos visuales y no visuales que se ponen en juego, y las
relaciones que se establecen entre los mismos, o sea, el sistema semidtico que forman. En sistesis se
trata de desvelar los conocimientos que se ponen en juego en la resolucion y la sinergia que se establece
entre los objetos visuales y analiticos.
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Tarea aritmético — algebraica
Enunciado: ¢Cuénto suman los n primeros nimeros impares?

Solucion 1: Sea S, dicha suma: S, =1 + 3 + ... + (2n — 1). Si escribimos dicha suma con los términos
permutados de orden, S, = (2n — 1) + (2n — 3)+ ... + 1, y sumamos ambas expresiones obtenemos, 2S, =
2n + 2n + ... + 2n = n(2n) = 2n% Por tanto, S, = n’. Suponiendo que esta férmula es vélida para n, se
comprueba que es también valida para el siguiente, n+1; en efecto, Sp1 = n? + (2n+1) = (n+1)%

Analisis ontosemidtico de la solucion algebraica

Esta tarea matematica, asi formulada, no es de tipo visual de acuerdo con la caracterizacion presentada
en la seccion 3. En el enunciado se pone en juego el concepto de nimero impar, y el conjunto de los n
primeros nimeros impares (objeto no ostensivo e intensivo, referido mediante la variable n). En la
busqueda de la conjetura S, = n? se comienza por escribir de manera alfanumérica la expresion de la
suma de los n primeros nimeros impares, S, =1 + 3 + ... + (2n — 1), poniendo en juego una propiedad de
dichos nimeros: un numero impar cualquiera se puede expresar en funcion de los nimeros pares, 2n — 1.

La expresion alfanumérica S, =1 + 3 + ... + (2n — 1) es un objeto ostensivo que refiere a un sistema de
objetos no ostensivos (secuencia de numeros impares, suma, resta y multiplicacion) relacionados entre si
para producir un nuevo objeto no ostensivo, resultado de la suma. Este sistema de objetos no ostensivos
(por tanto, no visuales) esta “representado” o referido mediante la inscripcion S, =1+ 3 + ... + (2n — 1),
la cual globalmente considerada funciona, en el sentido Peirceano, como un diagrama de la indicada
estructura conceptual y procedimental.

En el siguiente paso se aplica un procedimiento claramente visual: permutar el orden de escritura de los
sumandos, lo cual ayuda a “ver” que en la suma de ambas expresiones todos los términos suman 10
mismo, 2n. El resto del proceso de resolucion se hace mediante célculos algebraicos y aplicacion del
principio de induccion matematica, los cuales permiten establecer que la conjetura es véalida para
cualquier nimero natural. Tales propiedades y procedimientos son claramente analiticos.

Solucién 2:

Brown (1997, p. 169) presenta el diagrama de la figura 4 comola 060 o o
“demostracion con imagenes” del teorema: 1+ 3 + ... + (2n -1) = n. o0oole
oo |0

o[

Figura 4

© o o 0 ©o|o
oo O 0 ©

Analisis ontosemidtico de la solucion visual

Para "ver" la demostracion del teorema en la figura es necesario realizar diversas operaciones visuales e
interpretaciones semioticas que pueden no ser percibidas de manera inmediata por los alumnos. Una
explicacion de la figura y del proceso de induccién sugerido mediante un lenguaje analitico se revela
como necesario, sobre todo cuando se requiere establecer que el resultado de la suma n® es valido para
todo numero natural.
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Si “vemos” la figura como una secuencia de reticulos cuadrados encajados que, partiendo de 1 punto, se
van afladiendo sucesivamente 3, 5, 7, 9, 11 puntos, se puede observar que el nimero total de puntos en
cada paso se corresponde con 1, 22, 3, etc. Para el paso 6° (que corresponde a la suma del impar 11 =
2x6 —1) se observa que la suma de puntos es 36 = 6°.

El primer término de la serie a sumar, 1, se debe asociar con el punto del angulo inferior izquierdo. La
suma del segundo término, 3, supone afadir 3 puntos mas que se deben disponer de una manera precisa
para formar el cuadrado de lado 2 colocado en la esquina inferior izquierda.

Es necesario ver que los 4 puntos de dicho cuadrado se obtienen como la suma 1 + (2 x 2 —1) para que
de este modo se pueda entender que finalmente se esta sumando hasta el término general (2xn — 1), 0
sea, los n primeros niimeros impares. Reconocer que dicha suma es n? requiere justificar que se estan
agrupando n figuras cuadrangulares cuyas "areas" (discretas) se calculan mediante el producto lado x
lado.

En la tabla 1 indicamos algunas de las funciones semidticas implicadas en la interpretacion y
comprension de la prueba visual del teorema, mostrando los objetos analiticos que se deben poner en
juego para que efectivamente el diagrama muestre la estructura del teorema y su justificacion. El
diagrama grafico se presenta como un objeto unitario que se debe descomponer en unidades semidticas
mas elementales de dos maneras diferentes: como secuencia de regiones angulares que expresan los
impares en funcion de los pares siguientes, y como secuencia de cuadrados de lado los naturales
correspondientes. El diagrama tiene un caracter necesariamente particular, en este caso, limitado al caso
de la suma de los seis primeros nimeros impares, pero es una ayuda valiosa para inferir que la propiedad
es valida para cualquier namero finito de sumandos.

Se debe reconocer, no obstante, el papel heuristico que desempefia la figura para comprender la
naturaleza de la tarea y sobre todo para conjeturar que la suma total de puntos (nimeros impares) es n.

Tabla 1: Funciones semioticas implicadas en la demostracién visual

Expresién visual Contenido analitico

« || 1 (primer nimero impar)

e o|[3=2x2-1
« | | (concepto de nimero tres como segundo impar, expresado de manera
analitica)

. . . . . . 11 = 2 X 6 —1
« | | (concepto de nimero once como sexto impar, expresado de manera
« | | analitica)

« || 1= 1% (primer nGmero impar expresado como cuadrado de si mismo)

clell4=22=1+2x2-1)

«|+]|| (la suma de los dos primeros nimeros impares es igual a 2%
comprobacion visual de las condiciones de aplicacion de la formula del
area de un cuadrado de lado 2)
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oo ele|]36=6°=

elefele |o|e]||=1+2x2-D+2x3-1)+2x4-1)+2x5-1)+2x6-1)=
ele|e]e [o]e]|=1+3+5+7+9+11

ele|e|s ||| (la suma de los seis primeros nimeros impares es igual a 6%
e|e|e]e |[«]e]| comprobacion visual de las condiciones de aplicacion de la formula del
«|e|e|e ||| areadeun cuadrado de lado 6)

Con este ejemplo se muestran las relaciones de cooperacion entre objetos visuales y no visuales en la
actividad matematica realizada para resolver un problema aritmético — algebraico. "Como los
telescopios ayudan a la simple vista, algunos diagramas son instrumentos (mas bien que
representaciones) que ayudan al ojo de la mente” (Brown, 1997, p. 174). Brown analiza demostraciones
de este y otros teoremas de teoria de numeros y reconoce las limitaciones y controversias que tales
"demostraciones” pueden suscitar desde el punto de vista matematico. Reconoce que las imagenes
usadas refieren a casos particulares (n = 6), pero al mismo tiempo funcionan como simbolos para
cualquier n. Pero esto supone, desde nuestro de vista, poner en juego simultdneamente recursos
analiticos para que efectivamente la argumentacidn constituya una demostracion del teorema.

Tarea geométrica

La figura 5 presenta una "demostracion” de una propiedad geométrica: la suma de los angulos interiores
de cualquier triangulo es igual a un angulo llano.

% N
N \
N T~ \\
\_s Oy
P af T

)

Fig. 5. Suma de los angulos interiores de un triangulo

Se ponen en juego los siguientes objetos visuales:

— Dibujo de un triangulo, destacando sus tres angulos designados por las letras a, b, c. Estas letras
son simbolos que refieren a las amplitudes angulares mediante su colocacion en las proximidades
de las angulos respectivos (funcionan también como indices).

— Trazado de un segmento paralelo a uno de los lados.

— Reconocimiento de la igualdad de los pares de angulos nombrados con las letras b y c.

— La operacion de composicion de los tres angulos a, b, ¢, para formar el &ngulo suma.

— Reconocimiento que el angulo suma es igual a un angulo Ilano.

La "demostracion” se basa en las siguientes "afirmaciones™ implicitas sobre objetos visuales, que se
deben expresar en lenguaje analitico para comprender la demostracién:

— El angulo ¢ ha sido girado y trasladado de tal modo que se coloca de manera contigua al a; la
amplitud angular de c se conserva.

— El angulo b se ha trasladado hasta colocarlo contiguamente al ¢ previamente movido; la amplitud
de b se conserva.
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— Se ve que los tres dngulos estan dispuestos contiguamente y sin solapamientos y que forman
conjuntamente un angulo Ilano.

La demostracion del teorema involucra ademas otros procesos y objetos no ostensivos (visuales y no
visuales):

— El triangulo trazado es un ejemplar genérico de cualquier triangulo (dualidad particular —
general; proceso de generalizacion). La figura triangular es vista como un sistema formado por
tres angulos, mientras que el angulo llano participa como entidad unitaria, resultado de la
composicion de la suma de los tres angulos del triangulo (dualidad unitario — sistémico).

— Los dibujos y las operaciones visuales realizadas con ellos refieren a otras entidades no
ostensivas diferentes:

o Conceptos de triangulo, angulo, recta paralela, &ngulo llano, suma de amplitudes
angulares; dichas entidades estan reguladas por una definicién, normalmente expresada
de manera analitica.

o Propiedades: invariancia de la amplitud angular por giros y traslaciones (dualidad
ostensivo — no ostensivo).

— Los movimientos rigidos de los angulos b y ¢ son inferidos de propiedades de los angulos
formados al intersectar dos rectas paralelas (recta auxiliar trazada por uno de los vértices siendo
paralela a un lado) por una secante (dualidad ostensivo — no ostensivo).

Esta tarea y su solucion forman un sistema semiético (una configuracion de objetos y procesos) en el
que participan objetos visuales iconicos geométricos, a los cuales se les aplican operaciones de
descomposicion y recomposicion. El papel argumentativo que desempefian los objetos visuales esta, sin
embargo, apoyado necesariamente en otros objetos y procesos analiticos aplicados en las normas que
regulan los conceptos y proposiciones que intervienen en la practica matematica.

Davis (1993) defiende la necesidad de reconocer un mayor papel a la visualizacién en la propia practica
matematica, analizando ejemplos de "teoremas visuales" como el mostrado en la figura 4. Considera que
las relaciones entre el mundo visual y el mundo de las estructuras légicas deductivas son muy sutiles.
Sostiene que ha pasado el dia en el que se afirmaba que la demostracion matematica como usualmente
se practica es la unica certificacion de la verdad matematica. La cuestidn es reconocer la utilidad de la
vision en dichos procesos y sobre todo concederle un estatus en el proceso de descubrimiento.

Nuestro andlisis de las demostraciones visuales concuerda con la posicion de Davis, Brown y otros
autores, pero amplia ademas dicha perspectiva desvelando la intervencion necesaria de elementos
analiticos en dichas demostraciones, esto es, mostrando que los pensamientos visual y analitico se
encuentran sinérgicamente entrelazados.

6. SINTESIS E IMPLICACIONES PARA LA EDUCACION MATEMATICA

El fin ultimo de los esfuerzos de investigacion en didactica de las matematicas es la mejora de los
procesos de ensefianza y aprendizaje. Para ello es necesario adoptar una perspectiva global que tenga en
cuenta la diversidad de factores que condicionan tales procesos. Aunque fijemos nuestra atencién en un
aspecto especifico, por ejemplo, el papel de la visualizacion en el estudio de las matematicas, sera
necesario tener en cuenta como interacciona la visualizacion con otros lenguajes y formas de
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pensamiento, su dependencia de factores culturales, recursos tecnoldgicos, etc. De particular
importancia sera la posicion que se adopte sobre el papel que desempefia la visualizacion en la propia
actividad de produccién y comunicacion matematica, su papel en la formacion de conceptos,
procedimientos y modos de justificacion de las proposiciones matematicas.

Como sintesis del andlisis realizado en este trabajo sobre la visualizacion podemos decir que la
configuracion de objetos y procesos puestos en juego en la realizacion de una practica matematica por
un sujeto,

(1) Siempre involucra lenguajes analiticos en mayor o menor medida, aunque la tarea refiera a
situaciones sobre el mundo perceptible. Esto es asi por el caracter esencialmente regulativo-sentencial de
los conceptos, proposiciones y procedimientos matematicos. El ejemplo de la demostracién del
teorema sobre la suma de los angulos interiores de un triangulo (figura 4) ilustra esta afirmacion.

(2) Una tarea no visual puede ser abordada, al menos parcialmente, mediante lenguajes visuales los
cuales permiten expresar de manera eficaz la organizacion o estructura de la configuracion de objetos y
procesos puestos en juego, especialmente mediante diagramas o con el uso metaférico de iconos e
indices.

En consecuencia, la configuracion de objetos y procesos asociados a una practica matematica estara
formada usualmente por dos componentes, uno visual y otro analitico, los cuales se apoyan
sinérgicamente en la solucion de la tarea correspondiente (figura 6). EI componente visual puede
desempefiar un papel clave en la comprension de la naturaleza de la tarea y en el momento de
formulacion de conjeturas, mientras que el componente analitico lo serd en el momento de
generalizacion y justificacion de las soluciones. El grado de visualizacién puesto en juego en la solucién
de una tarea dependera del caracter visual o no de la tarea y también de los estilos cognitivos
particulares del sujeto que la resuelve, como han puesto de manifiesto diversas investigaciones
(Krutestkii, 1976; Presmeg, 1986; Pitta-Pantazi y Christou, 2009).

PRACTICA
MATEMATICA

Conjetura Generalizacion

Explicacion Justificacion

Grado de visualizacién

< Sinergia >

Diagramas

CONFIGURACION
ANALITICA

Simbolos

CONFIGURACION
VISUAL

Iconos indices

Figura 6. Sinergia entre configuraciones visuales y analiticas

El analisis que hemos realizado de la visualizacion, usando algunas herramientas del EQOS, aporta una
vision complementaria respecto de otras perspectivas mas centradas en la descripcion de los estilos
cognitivos visuales/analiticos y su influencia en la resolucion de problemas. Nuestro objetivo ha
sido profundizar en la naturaleza de la visualizacion y su relacion con las formas analiticas-secuenciales
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del pensamiento matematico. Hemos tratado de caracterizar la practica matematica en tareas que
involucran visualizacion, sean estas realizadas por un sujeto individual (conocimiento subjetivo), o
compartida en un marco institucional (conocimiento objetivo), identificando los tipos de objetos y
procesos que se ponen en juego en la realizacién de dicha practica.

La aplicacion de la dualidad ostensivo - no ostensivo a los distintos tipos de objetos matematicos
primarios (problemas, lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos) proporciona
un punto de vista nuevo sobre el papel de la visualizacion en la practica matematica. En un primer paso
hemos visto necesario asumir la distincion Peircena de los tipos de signos para distinguir entre lenguajes
visuales, caracterizados por la presencia de indices, iconos y diagramas, y lenguajes analiticos, los
cuales se basan en el uso de simbolos. Seguidamente consideramos necesario distinguir entre
problemas/tareas visuales de las no visuales o analiticas; las primeras refieren a situaciones en las que
intervienen objetos del mundo sensible (cuerpos fisicos, relaciones espaciales y representaciones
visuales); en las segundas intervienen esencialmente entidades ldgicas, numéricas, analiticas. Estas
distinciones se trasladan también al resto de las entidades primarias (reglas y justificaciones).

Una tarea visual se puede abordar con medios analiticos y viceversa, una analitica se puede abordar con
medios visuales. Es mas, en la realizacion de una practica visual intervienen de hecho objetos no
visuales, y en la realizacion de una practica analitica pueden intervenir objetos visuales, particularmente
diagramas. Esta es una consecuencia de la aplicacion de la dualidad ostensivo - no ostensivo a los
distintos tipos de objetos matematicos primarios, la cual da cuenta de la dialéctica entre lo visual y
analitico. Para cualquier tipo de objeto matematico primario se postula la presencia o intervencion en su
constitucion y funcionamiento de una faceta ostensiva (publica, perceptible, simbélica o visual) y otra
faceta no ostensiva (hormativa, 16gica, ideal, mental) las cuales interaccionan de manera sinérgica, como
se ha puesto de manifiesto en el andlisis de los ejemplos de la seccion 5. Esto es asi por la asuncion del
presupuesto antropoldgico sobre la naturaleza de los objetos matematicos: tales objetos son entendidos
como las reglas (gramaticales) de uso de los lenguajes simbdlicos o visuales mediante los cuales se
describen los mundos que la matematica modeliza.

Una consecuencia educativa de nuestro analisis es que los sujetos cuyo estilo cognitivo es basicamente
analitico (respectivamente, visual) deberian ser instruidos para desarrollar habilidades visuales
(respectivamente, analiticas), porque ambas habilidades son Utiles para la practica matematica en
diferentes momentos de su realizacion. Se trataria pues de favorecer el desarrollo del estilo cognitivo
harmonico que describio Krutestkii (1976), el cual combina caracteristicas del visual y analitico.

Parece claro que la visualizacion penetra en todas las ramas de las matematicas, no solo en la geometria,
en coordinacion con otras formas de expresion, en particular los lenguajes analiticos/secuenciales.
También estd presente en los diversos niveles de estudio matematico, sea en la educacion elemental,
como superior o incluso profesional. No obstante, el analisis de la eficacia relativa de los modos visuales
de razonamiento respecto de los modos analiticos, segin los tipos de tareas y fases de estudio, es un
tema que requiere investigacion. El interés por el uso de representaciones iconicas y diagramaticas se ha
generado por la suposicion de que de algin modo se consideran mas efectivas que las representaciones
I6gicas tradicionales para cierto tipo de tareas. Ciertamente, por ejemplo, un mapa es una gran ayuda
para la navegacion, mas que la descripcion verbal de un paisaje. Sin embargo, aunque existen ciertas
ventajas psicologicas en el uso de diagramas, son a menudo inefectivos como representaciones de
objetos y relaciones abstractas (Shin y Lemon, 2008).

19



El papel de la visualizacion en el trabajo matematico, profesional o escolar, es complejo ya que esta
frecuentemente imbricado con el uso de inscripciones simbolicas, que aunque “se vean”, su
significacion es puramente convencional. El problema tiene relevancia incluso cuando la visualizacion
se refiere al uso de objetos visuales, los cuales interaccionan no solo con las inscripciones simbdlicas,
sino también y principalmente con el entramado de objetos conceptuales, procedimientales,
proposicionales y argumentativos que se ponen en juego en las correspondientes configuraciones.

El profesor, y previamente los disefiadores curriculares y formadores de profesores, debe tomar
conciencia del papel de la visualizacion, y en general la ostension, en la construccién y comunicacién
matematica. Por una parte, no se debe confundir el objeto matematico con sus representaciones
ostensivas, sean visuales o de otro tipo. ES necesario tener en cuenta la naturaleza no ostensiva,
inmaterial, de los objetos matematicos y las relaciones dialécticas complejas que se establecen entre
estos objetos y sus representaciones materiales. Al mismo tiempo se tiene que saber que no hay objeto
matematico sin sus diversas representaciones, porque tal objeto no es otra cosa que las reglas de uso de
dichas representaciones.

Reconocimiento
Trabajo realizado en el marco del proyecto de investigacion, EDU2010-14947, Ministerio de Ciencia e
Innovacion (Madrid) y de la Beca FPU, AP2008-04560.
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