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RESUMEN: EI desarrollo del razonamiento algebraico elemental desde los primeros niveles
educativos es un objetivo propuesto en diversas investigaciones y orientaciones curriculares. En
consecuencia es importante que el profesor de Educacion Primaria conozca las caracteristicas del
razonamiento algebraico y sea capaz de seleccionar y elaborar tareas matematicas adecuadas que
permitan la progresiva introduccion del razonamiento algebraico en la escuela primaria. En este
trabajo presentamos un modelo en el que se diferencian tres niveles de razonamiento algebraico
elemental que puede utilizarse para reconocer caracteristicas algebraicas en la resolucion de tareas
matematicas. Presentamos el modelo junto con ejemplos de actividades matematicas, clasificadas
segun los distintos niveles de algebrizacion. Dichas actividades pueden ser usadas en la formacion de
profesores a fin de capacitarles para el desarrollo del sentido algebraico en sus alumnos.
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ABSTRACT: The development of elementary algebraic thinking since the earliest levels of
education is a goal that is proposed in different research works and curricular guidelines.
Consequently primary school teachers should know the characteristics of algebraic reasoning and be
able to select and develop appropriate mathematical tasks that serve to gradually introduce algebraic
reasoning in primary school. In this paper we present a model that distinguish three levels of
elementary algebraic thinking and is useful for recognizing the algebraic features in solving
mathematical tasks. We describe this model with examples of mathematical activities, classified
according to the different levels of algebraization. These activities can be used in training teachers in
order to prepare them to develop their students’ algebraic sense.
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1. INTRODUCCION
Un profesor propone a sus estudiantes el siguiente problema:

Hay seis asientos entre sillas y taburetes. Las sillas tienen cuatro patas y los taburetes tienen
tres. En total hay 20 patas. ¢ Cuantas sillas y cuantos taburetes hay?

El estudiante A resolvio el problema de la siguiente manera:

Supongamos que hay el mismo numero de sillas y de taburetes: 3+3+3+ 4+ 4+ 4.
Como el resultado sobrepasa el total de 20 patas, excediéndose en 1 pata, se cambia una silla
(de 4 patas) por un taburete (de 3 patas). Finalmente se obtiene 4 taburetes y 2 sillas:
3+ 3+ 34+ 3+ 4+ 4, teniendo un total de 20 patas.

El estudiante B resolvid el problema de la siguiente manera:

Sea T el nimero de taburetes y S el niamero de sillas. Como el total de taburetes y sillas deben
sumar 6, entonces, T + S = 6. Por otro lado, se debe tener un total de 20 patas entre los
taburetes y las sillas, esto es, 3T + 4S5 = 20. Como de T + S = 6 se obtiene que T = 6 — S
por tanto, 3(6 — S) + 45 = 20, de donde18 + S = 20, obteniéndose finalmente que S = 2.
Si S =2, entonces T = 4. Se deben tener 4 taburetes y 2 sillas para tener una total de 20
patas.

En este ejemplo parece que habria consenso en aceptar que la solucion del estudiante A se puede
calificar de aritmética, mientras que la del estudiante B de algebraica. B usa “letras” para representar
las cantidades desconocidas, y opera con ellas de acuerdo con ciertas reglas para obtener la solucion.
En cambio A opera directamente con numeros naturales particulares a los cuales les aplica
operaciones aritmeticas.

Sin embargo, el consenso en la consideracion de una actividad como algebraica o aritmética no
siempre es tan extendido. (S6lo podemos considerar como solucion aritmética aquella actividad
matematica que involucra numeros particulares y operaciones aritméticas? ;S6lo podemos considerar
como solucion algebraica aquella actividad matematica que involucra el uso de incognitas,
ecuaciones, simbolos literales y operaciones con dichos simbolos, como la realizada por el estudiante
B?

Supongamos que un estudiante C resuelve el problema de la siguiente manera:

Teniendo en cuenta que el nimero de asientos es 6 y que cada silla aporta 4 patas y cada
taburete 3, entonces se puede construir una tabla con todos los casos posibles:

NUmero 1(2| 31| 4|5 6
Patas de sillas 41812 (16|20 | 24
Patas de taburetes | 3|6 | 9 |12 | 15| 18

Luego, tiene que haber 2 sillas y 4 taburetes, ya que entonces hay 6 asientos en total (2 +
4 = 6) y el nimero total de patas es 20 (8 + 12 = 20).

El problema asi resuelto permite reconocer ciertos aspectos considerados tradicionalmente como
algebraicos:

1. Determinacion de reglas o técnicas generales. Para resolver problemas del mismo tipo es
suficiente aplicar la técnica general siguiente: “Se construye una tabla con tantas columnas como
numero de asientos haya y se determina cual de las combinaciones posibles determina el nimero
de asientos justos con el nimero de patas exacto”.

2. Simbolizacion o representacién de un objeto mediante un simbolo o una letra. Una persona
podria haber sustituido en la primera columna los términos “patas de sillas” y “patas de



taburetes” por los simbolos: [1 y A respectivamente; de tal manera, que el simbolo utilizado
evocara la caracteristica principal de los asientos en el problema (tener 4 o 3 patas,
respectivamente).

3. Determinacion de propiedades y proposiciones. La tabla muestra el nimero de patas que
“aportan” uno, dos, tres, etc. asientos de cada tipo. Asi, se deduce las propiedades:

a) Si el numero de patas es impar, el nimero de taburetes tiene que ser impar.

b) Si el nUmero de patas es par, el nUmero de taburetes también.

c) EIl nimero de patas de un conjunto de sillas es siempre par.

d) El nimero de patas de un conjunto de sillas es multiplo de 4; el de taburetes, de 3.

En estas condiciones, la resolucion propuesta por el estudiante C excede el campo meramente
aritmético, aportando el germen de un trabajo algebraico; y ello a pesar de que en la resolucién C
s6lo usa “numeros”. Parece necesario entonces identificar indicadores de la actividad matemaética
que permitan clasificarla como “aritmética” o “algebraica” o, de forma mas precisa, aspectos que
permitan establecer una graduacién en diferentes niveles de algebrizacion.

Estas cuestiones no son triviales si tenemos en cuenta la abundante literatura existente donde se
aborda esta problemaética (Carraher y Schliemann, 2007; Kieran, 2007; Cai y Knuth, 2011); tampoco
son intrascendentes desde el punto de vista educativo, ya que involucran diversas maneras de
concebir la propia actividad matematica, asi como su ensefianza y aprendizaje en la escuela.

En este trabajo, después de sintetizar algunas caracteristicas del algebra elemental que motivan su
inclusion en el curriculo de educaciéon primaria (secciéon 2) y resaltar el papel del algebra como
instrumento de modelizacidn (seccion 3), presentamos en la seccion 4 una propuesta de clasificacion
de los tipos de objetos que intervienen en la actividad matematica usualmente considerada como
algebraica (relaciones binarias, operaciones y sus propiedades formales, funciones y estructuras, sus
tipos y propiedades). También se consideran algunos procesos matematicos cuya presencia conjunta
y articulada es indicativa del razonamiento algebraico (generalizacion, representacion alfanumeérica,
célculo analitico).

Puesto que nuestro objetivo es identificar rasgos indicativos de actividad algebraica desde los
primeros niveles educativos, en la seccion 5 definimos dos niveles primarios de algebrizacion de la
practica matematica. Estos niveles de razonamiento proto-algebraico (esto es, primarios o
incipientes) se enmarcan dentro de otros dos niveles: uno, sin rasgos algebraicos; otro, con rasgos
consolidados de dicho razonamiento. Para cada nivel se presentan ejemplos de tareas y posibles
soluciones que pueden ser Utiles para desarrollar en los profesores el sentido de lo algebraico y, por
tanto, capacitarlos para la docencia en educacion primaria.

En la seccion 6, ejemplificamos la aplicacion de los niveles de razonamiento algebraico al
analisis de las respuestas a una tarea matematica de una muestra de 140 estudiantes de magisterio.
Estos datos fueron usados para promover la discusion sobre los rasgos caracteristicos del algebra
elemental con los maestros en formacion. Finalmente, en la seccion 7 presentamos una sintesis del
modelo, conexiones con propuestas similares de otros autores y algunas implicaciones para la
formacion de profesores de Educacion Primaria.

2. ALGEBRA EN EL CURRICULO DE PRIMARIA



En los Principios y Estdndares para las Matemaéticas Escolares del National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM, 2000) se propone el Algebra como uno de los cinco blogues de contenido,
junto con Numeros y Operaciones, Geometria, Medida, Analisis de datos y Probabilidad, con la
particularidad de que el bloque de algebra se debe desarrollar, no s6lo en los niveles de ensefianza
secundaria, sino incluso desde los primeros afios de escolarizacion.

Como afirman Godino y Font (2003), ciertamente no se trata de impartir un “curso de algebra” a
los alumnos de educacién infantil y primaria, sino de desarrollar el razonamiento algebraico a lo
largo del periodo que se inicia en la educacién infantil hasta el bachillerato (grados K-12). En el
“algebra escolar” se incluyen no solo las funciones y la capacidad de analizar situaciones con la
ayuda de simbolos (planteamiento de ecuaciones en la resolucién de problemas), sino también el
estudio de los patrones numéricos y geométricos, la determinacion de reglas generales y el
reconocimiento de estructuras isomorfas.

El razonamiento algebraico implica representar, generalizar y formalizar patrones y regularidades
en cualquier aspecto de las matematicas. A medida que se desarrolla este razonamiento, se va
progresando en el uso del lenguaje y el simbolismo necesario para apoyar y comunicar el
pensamiento algebraico, especialmente las ecuaciones, las variables y las funciones. Este tipo de
razonamiento funcional esta en el corazdn de las matematicas concebidas como la ciencia de los
patrones y el orden, ya que los procesos de formalizacion y generalizacion son procesos centrales de
las matematicas.

Carpenter, Levi, Franke y Zeringue (2005) sefialan asimismo que el razonamiento algebraico

implica también:

- Desarrollar un pensamiento relacional, es decir, apreciar relaciones numericas entre los
términos de una expresion y entre distintas expresiones o0 ecuaciones.

- Transformar expresiones matematicas, sin restringirse al calculo de una respuesta concreta.

- Desarrollar un conocimiento sobre conjuntos de objetos matematicos (nimeros o variables),
de operaciones entre ellos, de propiedades de estos objetos y sus operaciones (gj., asociativa,
conmutativa, distributiva), y de las propiedades de relaciones cuantitativas (ej., transitividad e
igualdad).

En consecuencia, la formacion de maestro debe contemplar la comunicacién y construccion de
nociones, procesos Yy significados algebraicos, descubriendo su funcién central en la actividad
matematica. Sélo asi seran los maestros capaces de desarrollar el razonamiento algebraico a lo largo
de los distintos niveles.

Algunas caracteristicas del razonamiento algebraico que son sencillas de adquirir por los nifios, y
que, por tanto, deben conocer los maestros en formacién, son:

1. Los patrones o regularidades existen y aparecen de manera natural en las matematicas. Pueden
ser reconocidos, ampliados o generalizados. EI mismo patrén se puede encontrar en muchas
formas diferentes. Los patrones se encuentran en situaciones fisicas, geométricas y numéricas.

2. El uso de simbolos permite expresar de manera mas eficaz las generalizaciones de patrones y
relaciones. Entre los simbolos destacan los que representan variables y los que permiten construir
ecuaciones e inecuaciones.

3. Las variables son simbolos que se ponen en lugar de los nimeros o de un cierto rango de
nimeros. Las variables tienen significados diferentes dependiendo de si se usan como
representaciones de cantidades que varian, como representaciones de valores especificos
desconocidos, o formando parte de una formula.



4. Las funciones son relaciones o reglas que asocian los elementos de un conjunto con los de otro,
de manera que a cada elemento del primer conjunto le corresponde uno y s6lo uno del segundo
conjunto. Se pueden expresar en contextos reales mediante graficas, formulas, tablas o
enunciados.

Respecto a la cuarta caracteristica, hay que destacar que todas las representaciones de una
funcion dada son simplemente maneras diferentes de expresar la misma idea. Cada representacion
pone en funcidn diferentes procesos cognitivos, cada uno de ellos estrechamente relacionado con los
otros. La representacion grafica conecta con las potencialidades de la visualizacion para formar
conceptos y se relaciona con la geometria y la topologia. La representacion en forma de tabla pone
de manifiesto los aspectos numéricos y cuantitativos. La formula conecta con la capacidad simbdlica
y se relaciona principalmente con el &lgebra, mientras que la representacion verbal se relaciona con
la capacidad linglistica de las personas y es basica para interpretar y relacionar las otras tres.

3. EL ALGEBRA COMO INSTRUMENTO DE MODELIZACION MATEMATICA

Godino y Font (2003) constatan la existencia en la escuela de una concepcion tradicional y limitada
del &lgebra escolar denominada “aritmética generalizada”. Esta concepcion supone que el algebra es
un campo de las matematicas donde se manipulan letras que representan numeros no especificados.
Asi, los objetos que se ponen en juego en la aritmética y la “aritmética generalizada” son los mismos:
nameros, operaciones sobre nimeros y relaciones entre los ndmeros; las diferencias entre ambas
partes de las matematicas esta en la generalidad de las afirmaciones:

« Laaritmética trata con nimeros especificos expresados mediante los numerales habituales:

14
20; =7; ?; 4,75; V3

O mediante expresiones numéricas en las que los nimeros se combinan con los simbolos de las
operaciones aritméticas:

73 + 5,4
45 x12; ————; (13- 7,4)°

« El élgebra trata con nimeros no especificados (incognitas, variables) representados por letras,
como X, Y, t, v, 0 bien expresiones con variables:

3x =5 x>—x+5 (x+5x-7); 3uww+4v+u+v+1

Este “tipo de algebra™ esta presente desde los primeros niveles educativos. Siempre que se
necesite expresar una generalizacion, el simbolismo y las operaciones algebraicas resultan de gran
utilidad.

Es necesario, sin embargo, que los maestros tengan una vision del algebra escolar mas amplia que
la que resulta de las generalizaciones aritméticas y el manejo de expresiones literales. Algunas
caracteristicas del algebra que son faciles de apreciar son:

« El uso de simbolos, habitualmente letras, que designan elementos variables o genéricos de
conjuntos de numeros, u otras clases de objetos matematicos.

« La expresion de relaciones entre objetos mediante ecuaciones, formulas, funciones, y la
aplicacién de unas reglas sintacticas de transformacion de las expresiones.

Pero estas caracteristicas del algebra son sélo su parte superficial. La parte esencial es la
actividad que se hace con estos instrumentos. Las variables, ecuaciones, funciones, y las operaciones
que se pueden realizar con estos medios, son instrumentos de modelizacién matematica de problemas
procedentes de la propia matematica (aritméticos, geométricos), o problemas aplicados de toda



indole (de la vida cotidiana, financieros, fisicos, etc.). Cuando estos problemas se expresan en el
lenguaje algebraico producimos un nuevo sistema en el que se puede explorar la estructura del
problema modelizado y obtener su solucion. La modelizacion algebraica de los problemas
proporciona nuevas capacidades para analizar las soluciones, generalizarlas y justificar el alcance de
las mismas. Permite ademas reducir los tipos de problemas y unificar las técnicas de solucion.

Esta concepcidn ampliada del algebra como instrumento de modelizacion matematica es la que se
puede y debe ir construyendo progresivamente desde los primeros niveles educativos, puesto que la
modelizacién algebraica es una cuestion de menor o mayor grado (Bolea, Bosch y Gascon, 2001).
Aunque el célculo literal, basado en las propiedades estructurales de los conjuntos numéricos se
suele iniciar en secundaria, los procesos de simbolizacidn, expresion de relaciones, identificacion de
patrones, son propios de los primeros niveles de algebrizacion y, puesto que se puede iniciar su
estudio desde la educacion primaria se deberia hacerlo (Cai y Knuth, 2011).

4. TIPOS DE OBJETOS Y PROCESOS ALGEBRAICOS

De acuerdo con lo explicado anteriormente, una practica matematica se considera algebraica si
presenta cierto tipo de objetos y procesos, usualmente considerados en la literatura como
“algebraicos”. Son tipos de objetos algebraicos los siguientes:

1) Relaciones binarias —de equivalencia o de orden— Yy sus respectivas propiedades (reflexiva,
transitiva y simétrica o antisimétrica). Estas relaciones son usadas para definir nuevos conceptos
matematicos.

Ejemplo. Dos fracciones se dicen que son equivalentes cuando aplicadas a una misma cantidad la
cantidad fraccionaria que se obtiene es la misma. De otra forma, cuando el producto cruzado de
numeradores y denominadores son iguales; formalmente,

. 2 4
a,b,c,d €z;c,d # 0: %=§@ad = be. Por ejemplo: £ = -

El conjunto de todas las fracciones equivalentes entre si, {%%g } da lugar a la consideracion
de un nuevo objeto mas general que cada una de dichas fracciones, que es un nimero racional
particular, usualmente representado por la fraccion irreducible % Este namero racional es un objeto
intensivo (una generalidad o abstraccion) que se puede definir de una manera méas formal indicando
la propiedad que caracteriza la formacion de todas las fracciones equivalentes a g: es el conjunto de

todas las fracciones en las que el numerador es de la forma 2k, y el denominador de la forma 3k,
siendo k cualquier numero entero diferente de 0.

E] - {% |n=2k;m = 3k; k € 2\(0}}

2) Operaciones y sus propiedades, realizadas sobre los elementos de conjuntos de objetos diversos
(numeros, transformaciones geométricas, etc.). EI denominado célculo algebraico se caracteriza por
la aplicacion de propiedades tales como: asociativa, conmutativa, distributiva, existencia de elemento
neutro y de un inverso. Asimismo, pueden intervenir también otros conceptos como ecuacion,
inecuacién e incdgnita, y procedimientos tales como: eliminacion, trasposicion de términos,
factorizacion, desarrollo de términos, entre otros.

Ejemplos:

- Aplicar la propiedad distributiva a la expresion 3(2 + x) para producir la expresion
equivalente 6 + 3x; 0 bien a la expresion 24x + 18y para producir la expresion equivalente
6(4x + 3y).



- Usar variables para representar numeros y expresiones en la resolucién de un problema del
mundo real; comprender que una variable puede representar un numero desconocido, o
cualquier nimero en un conjunto especifico.

3) Funciones. Es necesario considerar los distintos tipos de funciones y lgebra asociada a ellos, es
decir, las operaciones y sus propiedades. Asimismo, es preciso distinguir los diferentes objetos
involucrados: funciones; variables, formulas, pardmetros, etc., y contemplar las distintas
representaciones de una funcion: tabular, grafica, como férmula, analitica.

Ejemplo: ¢En la figura 1, cudntos cuadrados tendra el dibujo de la sexta posicion 62? ;Y el dibujo
situado en la posicion n—ésima?

[

e o o o o

1 2 3 4
Figura 1. Secuencia de cuadrados

En este ejemplo, el numero de cuadrados que se van formando para cada posicion de la figura
viene dado por la funcién cuadratica, y = n?. Intervienen los conceptos algebraicos de funcion,
variable independiente (n), variable dependiente (y), criterio o regla de correspondencia, n?.

4) Estructuras, sus tipos y propiedades (semigrupo, monoide, semimodulo, grupo, médulo, anillo,
cuerpo, espacio vectorial, etc.) caracteristicas del algebra superior o abstracta.

El estudio de estas estructuras algebraicas corresponde a niveles educativos superiores, aunque es
posible encontrar en libros de primaria contenidos que corresponden a un primer contacto con las
propiedades algebraicas que caracterizan al semianillo (N, 4+,%) de los nimeros naturales.

Procesos algebraicos

En el caso de la practica o actividad algebraica los procesos de particularizacién — generalizacién
tienen una importancia especial, dado el papel de la generalizacion como uno de los rasgos
caracteristicos del razonamiento algebraico (Mason y Pimm, 1984; Carraher, Martinez vy
Schliemann, 2008; Cooper y Warren, 2008). Asi, para el andlisis de los niveles de algebrizacion de la
actividad matematica es util fijar la atencion en los objetos resultantes de los procesos de
generalizacion, y del proceso dual de particularizacion. Como resultado de un proceso de
generalizacion obtenemos un tipo de objeto mateméatico que denominaremos objeto intensivo, que
viene a ser la regla que genera la clase, el tipo o generalidad implicada (Godino, Font, Wilhelmi y
Lurduy, 2011). Mediante el proceso inverso de particularizacion se obtienen objetos que
denominamos extensivos, esto es, objetos particulares. El objeto intensivo puede ser visto como la
regla que genera los elementos que componen una coleccién o conjunto, sea finito o infinito. Una
coleccién finita simplemente enumerada no se debe considerar como un intensivo hasta el momento
en que el sujeto muestra el criterio o regla que se aplica para delimitar los elementos constituyentes
del conjunto. Entonces el conjunto pasa a ser algo nuevo, diferente de los elementos que lo
constituyen, como una entidad unitaria emergente del sistema. Por tanto, ademas de la generalizacion
que da lugar al conjunto, hay un proceso de unitarizacion.

Por otra parte, la nueva entidad unitaria tiene que ser hecha ostensiva o materializada mediante
un nombre, icono, gesto o un simbolo, a fin de que pueda participar de otras practicas, procesos y
operaciones. El objeto ostensivo que materializa al objeto unitario emergente de la generalizacion es



otro objeto que refiere a la nueva entidad intensiva, por lo que tiene lugar un proceso de
representacion que acomparia a la generalizacion y materializacion. Finalmente, el simbolo se
desprende de los referentes a los cuales representa/sustituye para convertirse en objeto sobre el cual
se realizan acciones (proceso de reificacion). Estos simbolos-objetos forman nuevos conjuntos sobre
los cuales se definen operaciones, propiedades y estructuras, esto es, sobre los cuales se opera de
manera sintactica, analitica o formal.

Los tipos de objetos y procesos algebraicos se pueden expresar con diversos lenguajes,
preferentemente de tipo alfanumérico en los niveles superiores de algebrizacion. Pero los estudiantes
de los primeros niveles educativos también pueden usar otros medios de expresion para representar
objetos y procesos de indole algebraica, en particular el lenguaje ordinario, grafico, tabular, incluso
gestual (Radford, 2003).

En la siguiente seccidn, describimos la frontera entre la aritmética y el algebra en términos de las
dualidades y procesos descritos. Pero esta frontera no estd fijada objetiva o platonicamente
establecida, puesto que estas dualidades y procesos son relativos al contexto donde se desarrolla la
practica matematica. De hecho, el caracter algebraico esta esencialmente ligado al reconocimiento
por el sujeto que realiza la actividad de la regla que conforma el objeto intensivo, la consideracién de
la generalidad como una nueva entidad unitaria y su materializacién mediante cualquier registro
semidtico para su posterior tratamiento analitico. Este triple proceso (reconocimiento o inferencia de
la generalidad, unitarizacion y materializacion) va a permitir definir dos niveles primarios del
pensamiento algebraico, distinguibles de un nivel mas avanzado en el que el objeto intensivo es visto
como una nueva entidad representada con lenguaje alfanumérico.

5. NIVELES DE ALGEBRIZACION DE LA ACTIVIDAD MATEMATICA ESCOLAR

En esta seccion describimos las caracteristicas de las practicas realizadas para resolver tareas
matematicas, abordables en educacidn primaria, que permiten definir distintos niveles o grados de
algebrizacion. Proponemos distinguir dos niveles de algebrizacion primarios (que llamamos proto-
algebraicos al considerarlos como primarios, primitivos o incipientes). Dichos niveles estan
enmarcados entre un nivel 0 de algebrizacion (ausencia de razonamiento algebraico) y un tercer nivel
en el que la actividad matematica se puede considerar como propiamente algebraica.

El nivel se asigna, no a la tarea en si misma, sino a la actividad matematica que se realiza, por lo
que dependiendo de la manera en que se resuelve una tarea, la actividad matematica puede ser
clasificada en un nivel u otro. No se trata, por tanto, de niveles exclusivamente matematicos
(centrados en las tareas), sino de estadios del funcionamiento de los conocimientos matematicos en
la resolucidn de problemas. Ademas, el cambio en alguna de las variables de la tarea puede dar lugar
a nuevas practicas matematicas con progresivo nivel de algebrizacion.

Los criterios basicos para definir los niveles de algebrizacion son:
1. Generalizacion. Generacidn o inferencia de intensivos.
Unitarizacion. Reconocimiento explicito de intensivos como entidades unitarias.

2
3. Formalizacion y ostension. Nombramiento mediante expresiones simbdlico-literales.
4

Transformacion. Utilizacion de los objetos intensivos en procesos de célculo y en nuevas
generalizaciones.



llustraremos las descripciones de los niveles de algebrizacién con ejemplos de actividades
pertenecientes a las tres facetas o campos del razonamiento algebraico que propone Kaput (2008),
esto es, estructuras/operaciones, funciones/patrones y modelizacion.

5.1. Nivel 0 de algebrizacién (ausencia de razonamiento algebraico)

Si deseamos capacitar al maestro de primaria para que desarrolle el razonamiento algebraico en sus
estudiantes, es necesario describir las practicas matematicas de nivel 0, esto es, aquellas que no
incluyen caracteristicas algebraicas de acuerdo con la descripcion hecha en las secciones anteriores.
Proponemos la siguiente regla para asignar el nivel 0 de algebrizacion a una practica matematica:

Intervienen objetos extensivos (particulares) expresados mediante lenguajes natural,
numeérico, iconico o gestual. Pueden intervenir simbolos que refieren a un valor desconocido,
pero dicho valor se obtiene como resultado de operaciones sobre objetos particulares. En
tareas de generalizacion el mero reconocimiento de la regla recursiva que relaciona un
término con el siguiente, en casos particulares, no es indicativa de generalizacion.

Ejemplo 1. Calcula el término que falta: 1500 — 925 =

Suponiendo que el resultado 575 se obtiene mediante el algoritmo usual de la sustraccion, el
numero desconocido, representado por una linea horizontal (__ ), es simplemente el resultado de
efectuar la operacion indicada en el primer miembro de la igualdad; el signo igual expresa el
resultado de la operacion. Se trata, por tanto de una actividad tipicamente aritmética. El trabajo
consiste en calcular el nimero particular que se debe asignar a la linea horizontal de la derecha.

Ejemplo 2. En un libro de primaria encontramos el siguiente ejercicio.
Realiza estas sumas y compara los resultados:
a) 24386 + 6035; 6035 + 24386
b) 24386 + 6035 + 715; 6035 + 715 + 24386

Si un alumno se limita a realizar las operaciones pedidas y comprobar que los resultados son
iguales dos a dos, la actividad matematica realizada no implica ningun nivel de razonamiento
algebraico.

Ejemplo 3. En los libros de educacion primaria encontramos abundantes enunciados de problemas
como el siguiente:

El Ayuntamiento planté al comienzo de la primavera 25 cajas de petunias. Cada caja
contenia 20 petunias. Tras unos dias de sequia murieron 72 petunias. ;Cuantas quedan ain?

Un alumno puede razonar del siguiente modo:

El nimero total de petunias que se plantaron fueron 25 cajas, por 20 petunias en cada caja,
total 500 petunias. Como después se estropearon 72, habra que descontarlas del total, o sea,
quedan 500 — 72 = 428; 428 petunias.

En esta practica matematica intervienen nimeros particulares, operaciones aritméticas aplicadas a
dichos nimeros y la igualdad como resultado de la operacion. Es cierto que en la tarea el sujeto debe
reconocer la ocasion de aplicar los conceptos (objetos intensivos) de multiplicacion y sustraccion de
numeros naturales, ademas del concepto de nimero natural aplicado como medida del tamafio de
colecciones discretas. Sin embargo, estos procesos de particularizacion no los consideramos como
propios del razonamiento algebraico: las reglas que definen las situaciones de uso de tales conceptos
no se hacen explicitas en la realizacion de la tarea.



5.2. Nivel incipiente de algebrizacion (nivel 1)

En el ejemplo 2, un alumno podria haber razonado de la siguiente forma: “puesto que 24386 + 6035
es 30421, entonces para calcular 24386 + 6035 + 715 es suficiente afiadir 715 al resultado 30421,
dando como suma total 31136. Asimismo, podria haber razonado que los resultados son iguales dos
a dos, puesto que el orden en que se suman dos términos es irrelevante. EI alumno no tiene porqué
nombrar a estos razonamientos “propiedades asociativa y conmutativa”; 10 esencial es que establece
una relacion genérica entre nimeros y unas propiedades reutilizables de sus operaciones. Es aqui que
se establece un primer paso en la algebrizacion del razonamiento.

Intervienen objetos intensivos cuya generalidad se reconoce de manera explicita mediante
lenguajes natural, numérico, iconico o gestual. Pueden intervenir simbolos que refieren a los
intensivos reconocidos, pero sin operar con dichos objetos. En tareas estructurales se
aplican relaciones y propiedades de las operaciones y pueden intervenir datos desconocidos
expresados simbolicamente. En tareas funcionales se reconoce la generalidad aunque
expresada en un lenguaje diferente al simbdlico-literal.

En el caso de practicas matematicas que ponen en juego incdgnitas y relaciones (ecuaciones) el
uso de materializaciones simbodlicas (__, ..., [ ], ©) para las cantidades desconocidas marca un
primer nivel de algebrizacion si la determinacion del valor desconocido no se hace mediante la mera
asignacion del resultado de operaciones sobre objetos particulares. Asimismo, la aplicacion de
propiedades relacionales y estructurales del semigrupo N de los naturales, expresadas con lenguaje
numérico y natural, es también propia del nivel 1 de algebrizacion.

Ejemplo 4.

a)15+11=11+[ ]; b)10+[ ]=15+15 ¢)3x[ ]=672

La tarea a) se puede resolver sin realizar directamente las operaciones, evocando la propiedad
conmutativa de la suma de los numeros naturales. La b) se puede resolver mediante descomposicion
y aplicando la propiedad asociativa:

104+ ]=104+54+15=10+(5+15) =10+ 20

Luego el numero que falta es 20. La c) se puede resolver reconociendo que la division es la
operacion inversa de la multiplicacion. Algunos alumnos de 12-13 afios persisten en resolver la
expresion c) mediante ensayo y error, sin reconocer la relacion inversa entre la division y
multiplicacion (“sindrome de la inversa de la multiplicacion”; Filloy, Puig y Rojano, 2008, p. 8). La
resolucion mediante ensayo y error, probando sucesivos nimeros, seria una practica de nivel 0 de
algebrizacion.

En los tres casos las tareas se resuelven evocando propiedades algebraicas de las operaciones con
numeros naturales, y no realizando los célculos sobre los nimeros particulares que intervienen, o
mediante ensayo Yy error. Esta es la razon por la que le asignamos un primer nivel de algebrizacion.

Ejemplo 5. Continua la siguiente secuencia: rojo, azul, azul, rojo, azul, azul, ...
Un alumno razona de la siguiente manera: Después de un rojo, siempre siguen dos azules y
después de dos azules sigue un rojo.

El alumno que razona de esta manera reconoce una regla general compatible con el conjunto
finito de elementos dados que le permite ir generando sucesivamente los términos de la secuencia.
Consideramos esta actividad de nivel 1 de algebrizacion. Si el alumno se limita a escribir los
términos que siguen en algunos casos, sin expresar alguna regla general la actividad seria de nivel 0.
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Ejemplo 6 (balanza algebraica). ¢Cuantos tornillos hay que poner en la tercera balanza (figura 2)
para que quede equilibrada?

Solucién. La segunda balanza indica que 3 destornilladores

I
pesan igual que 6 tornillos; luego 1 destornillador pesa igual @// H

que 2 tornillos. En la primera balanza hay 14 tornillos en el
plato de la derecha; si quitamos el destornillador habra que

quitar 2 tornillos para que se mantenga el equilibrio. Luego f
en la tercera balanza hay que poner 14 —2 =12; 12

(tornillos).

Como se ve se estan aplicando propiedades estructurales del f

semianillo (N, +,x), aunque con un lenguaje natural. Se @
puede asignar el nivel 1 de algebrizacién a cada una de las

etapas en que se descompone la tarea. ?

Figura 2

Ejemplo 7 (areas y perimetros). Indica el lado de un cuadrado y la base y altura de un rectangulo que
tengan igual area y distinto perimetro.

Solucién 1. Supongamos que el lado del cuadrado es 6; el perimetro serd 24 (cuatro
veces el lado) y el area 36 (lado por lado). Un rectangulo de area 36 puede estar
formado por una base de 12 y una altura de 3 (12 X 3 = 36); en este caso el perimetro
sera12 + 12 + 3 + 3 = 30, que es diferente de 24.

En esta resolucion interviene los objetos intensivos, formulas generales de célculo del area de un
cuadrado (lado x lado), del rectangulo (base X altura), perimetro del cuadrado (4 x lado) y
perimetro del rectangulo (2 veces la base mas dos veces la altura). Sin embargo, dichas reglas no
aparecen enunciadas de manera general y explicita, sino particularizadas con valores numéricos
especificos. La actividad matematica que se realiza es de indole aritmético-geométrica sin ningln
caracter algebraico (nivel 0).

Solucion 2. Supongamos que el lado del cuadrado es 6; el perimetro sera 24 y el area 36. Podemos
encontrar muchos rectangulos cuya area sea 36, y perimetro diferente de 24. Por ejemplo, si la base
fuera 4, la altura seria 9 (36/4=9), el perimetro 26; si la base fuera 2, la altura seria 18 (36/2=18), el
perimetro 40. En general, la altura seria 36 dividido por la base.

En esta segunda solucién se genera un objeto intensivo: el conjunto de soluciones posibles para la
base y altura del rectangulo una vez fijada el area del cuadrado. Se establece una relacion general
entre la altura y la base del rectangulo (altura=Area/base), aunque dicha regla se enuncia con
lenguaje aritmético y natural. Esta actividad matematica supone un nivel 1 de razonamiento
algebraico.

5.3. Nivel intermedio de algebrizacion (nivel 2)
Este nivel de algebrizacion lo definimos mediante la siguiente regla®:

2 En tareas estructurales seguimos el criterio propuesto por Filloy et al. (2008), quienes consideran como no propiamente
algebraica la modelizacion de problemas verbales mediante ecuaciones de la forma Ax + B = C. En tareas funcionales
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Intervienen indeterminadas o variables expresadas con lenguaje simbdlico — literal para
referir a los intensivos reconocidos, aungue ligados a la informacion del contexto espacial
temporal. En tareas estructurales las ecuaciones son de la forma Ax + B = C. En tareas
funcionales se reconoce la generalidad, pero no se opera con las variables para obtener
formas canonicas de expresion.

Ejemplo 8. Una caja méagica duplica el nimero de monedas que metas en ella, pero después que se
usa cada vez se deben pagar 4 monedas. Juan probd e introdujo sus monedas en la caja v,
efectivamente se duplicaron. Pagd 4 monedas y volvid a intentarlo. De nuevo se duplicaron, pero al
pagar las 4 monedas se quedd sin dinero. ;Cuantas monedas tenia Juan al principio?

Solucion 1. Si Juan tuviera 2 monedas podria jugar; al meterlas en la maquina obtendria 4, pagaria 4
y se quedaria con 0, por lo que no podria volver a jugar. Si Juan tuviera 3 moneda, al meterlas en la
maquina obtendria 6, al pagar 4 se queda con 2. Vuelve a meterlas, obtiene 4; al pagar 4 se queda sin
dinero. Luego Juan tenia al principio 3 monedas.

La actividad matematica desarrollada en esta resolucién no pone en juego ningdn nivel de
algebrizacion. El sujeto trabaja con valores particulares de las variables de la tarea y opera
aritméticamente con ellos.

Veamos la siguiente solucion:

Solucion 2. Juan comienza con n monedas (cantidad desconocida); al ponerlas en la maquina obtiene
2n; paga 4 y se queda con 2n — 4. Introduce 2n — 4 en la maquina y obtiene el doble, o sea,
2(2n —4). Al pagar 4 se queda sin dinero, o sea:

22n—-4)-4=04n-8-4=0;4n—-12=0;n =3

La solucién 2 es claramente de nivel 2. La cantidad desconocida de monedas (incognita) se
representa simbolicamente mediante una ecuacion de la forma Ax + B = C.

Ejemplo 9 (secuencia de figuras con palillos)®. En la figura 3, cCuéntos palillos son necesarios para
formar el dibujo situado en la posicion 42? ;Y para formar el dibujo que estuviera en la posicion 50?

¢ Y para la posicién 100?

1 2 3 4
Figura 3

Solucion. La secuencia de figuras esta formada por triangulos; cada triangulo requiere 3 palillos,
luego la figura en la posicién n, requiere 3n palillos. Pero al poner juntos los triangulos se eliminan
palillos; en la figura 22 se elimina 1, en la 32 se eliminan 2, en la 42 se eliminan 3. O sea, la formula
general sera 3n — (n — 1). Para la figura 50 se necesitan 101 palillos y para la 100, 201.

Se trata de una generalizacion de tipo mixto, contextual y simbolico. La regla que proporciona el
namero de palillos en una posicion cualquiera se relaciona con la forma y posicion ordinal de la
figura. La formula dada no es transformada operando con la variable para obtener la forma canonica
de expresion, 2n + 1.

nuestra propuesta incluye en este nivel las generalizaciones contextuales (Radford, 2003) y las generalizaciones
simbélicas que no reconozcan las formas canodnicas de expresion de la generalidad. Las generalizaciones factuales las
consideramos como propias del nivel 1.

% Un ejemplo similar es descrito en Radford (2011) en una experiencia realizada con nifios de segundo grado (7-8 afios).
Los alumnos fueron capaces de encontrar la regla que genera las figuras de una posicion genérica (50, 100, 500, ...), y
expresarla con el apoyo de ejemplos particulares (generalizacion factual). Asimismo, fueron capaces de referir mediante
gestos a un valor indeterminado para la posicion de las figuras y la forma de las mismas.

12



5.4. Nivel consolidado de algebrizacion

En el ejemplo 6 (balanza algebraica) la exposicion en lenguaje natural podria haberse formalizado:
puesto que 3d = 6t (3 destornilladores = 6 tornillos); dividiendo por 3 ambos miembros, d = 2t.
Ademas, en la primera balanza, p + d + | = 14t (pieza, destornillador, llave = 14 tornillos).
Entonces, si se quita el destornillador del platillo izquierdo el equilibrio se mantiene si quitamos un
peso equivalente, o sea 2 tornillos. Esta explicacion de la actividad matematica realizada supone un
nivel consolidado de algebrizacion (nivel 3) ya que se han planteado de manera simbdlica las
ecuaciones y se aplica una técnica de sustitucion para resolver la ecuacion requerida.

Este nivel puede ser descrito de la siguiente forma:

Se generan objetos intensivos representados de manera simbolica — literal y se opera con
ellos; se realizan transformaciones en la forma simbdlica de las expresiones conservando la
equivalencia. Se realizan tratamientos con las incognitas para resolver ecuaciones del
tipo Ax + B = Cx + D, y la formulacién simbolica y descontextualizada de reglas canonicas
de expresion de funciones y patrones.

En el ejemplo de hallar el nimero de sillas y taburetes, incluido en la seccion de introduccion de
este trabajo, la solucidn dada por el estudiante B es claramente de nivel 3 de algebrizacion.

6. NIVELES DE RAZONAMIENTO ALGEBRAICO EN ESTUDIANTES DE MAGISTERIO

En esta seccion presentamos respuestas de estudiantes de magisterio a un problema, analizadas segln
los tipos de objetos y procesos que ponen en juego, Y clasificadas segun los niveles de razonamiento
algebraico que manifiestan. Se trata de un ejemplo de aplicacién del modelo de andlisis descrito en
las secciones anteriores, que ha sido usado como reactivo con dichos estudiantes para promover la
reflexion sobre los rasgos caracteristicos del razonamiento algebraico elemental.

El problema propuesto a una muestra de 140 estudiantes de magisterio, en el contexto de una
asignatura que contempla su formacion didactico-matematica, es el siguiente:
Un estudiante recibié de sus padres una cierta cantidad de dinero para comer durante 40
dias. Sin embargo, encontro sitios en donde pudo ahorrar 4 euros al dia en la comida. De
esta forma, el presupuesto inicial le dur6 60 dias. ¢ Cuanto dinero recibi¢?

La figura 4 incluye la respuesta del estudiante 1. En el primer paso el estudiante reconoce las
condiciones de aplicacion de la multiplicacion. Se trata de una situacion multiplicativa en la que se
dan como datos el estado de una magnitud (nimero de dias), una razon (4 euros por dia), y se pide el
estado de otra magnitud (cantidad de euros ahorrados).

Lo @ e 0= 36 6’6‘0 < B =00 €

1. ¥ ¥ .
160 € & qf Ese (o B IS
& Code. Lo . poeyo A f¥esalEn

Cfe dioexo &
& gqe EoRQ©
akestar en s
Lo Sfas
Figura 4. Respuesta del estudiante 1
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En el segundo paso reconoce primero una situacion aditiva (diferencia entre los dias totales, 60, y
los dias previstos, 40) y otra situacion multiplicativa en la que conocen dos estados de dos
magnitudes (cantidad de euros ahorrados, nimero de dias) y halla la razon (gasto diario, 8 €).
Finalmente, en el tercer paso, reconoce otra situacion multiplicativa de tipo de razon en la que se
conoce un estado de una magnitud (60 dias), una razon (8 € por dia) y se calcula otro estado final
(cantidad de euros de presupuesto inicial).

Todos los objetos que aparecen en el proceso de resolucion son medidas de cantidades
particulares de magnitudes y operaciones aritméticas con los valores numeéricos de dichas medidas.
El estudiante realiza, no obstante, un proceso de modelizacion aritmética muy eficaz y sintético. En
cada paso se pasa del mundo de las cantidades al de los nimeros naturales, donde se realizan los
calculos, cuyos resultados son interpretados en términos del contexto del problema (160€; 8€; 480€).
No hay ningln rasgo propio de razonamiento algebraico por lo que asignamos a esta actividad
matematica el nivel 0 de algebrizacion.

La figura 5 incluye la respuesta del estudiante 2. Este estudiante reconoce en el problema las
condiciones de aplicacién de los conceptos de multiplicacion (4€ al dia en 40 dias), y de la
sustraccion (60 — 40 = 20; 20 dias). El calculo de la razon, gasto diario (8€ por dia) lo realiza con
el procedimiento de la regla de tres, simbolizando con la letra x la incognita. En los siguientes pasos
continGia aplicando conceptos y operaciones aritméticas. La intervencion del simbolo literal para
representar la incognita es el Unico rasgo algebraico que pone en juego; para encontrar el valor de
dicha incognita no alcanza a plantear y resolver de manera explicita una ecuacion de la forma
Ax = C. Asignamos un nivel 1 de algebrizacion a la actividad matematica realizada por el estudiante
2.

Ve ¢ Ut 80 €
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Figura 5. Respuesta del estudiante 2
La figura 6 incluye la respuesta del estudiante 3. Este estudiante simboliza con la letra x el gasto
diario previsto inicialmente para los 40 dias, y el gasto diario efectivamente realizado mediante
x — 4. Es capaz de plantear una ecuacion que relaciona los valores numéricos de las medidas de las
cantidades que intervienen. A continuacion aplica un procedimiento algoritmico para despejar la
incognita y hallar su valor (x =12 € recibe inicialmente para comer un dia). Se trata de una
modelizacion claramente algebraica (nivel 3).
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Figura 6. Respuesta del estudiante 3

En la tabla 1 indicamos la incidencia de los niveles de algebrizacion en la muestra de 140
estudiantes a los cuales se les aplico este problema, tanto en el caso de respuestas correctas como
incorrectas. Es necesario aclarar que los datos de la tabla 1 no describen perfiles cognitivos de los
sujetos con relacién al razonamiento algebraico elemental, esto es, no son indicativos de estadios de
desarrollo cognitivo ante una clase de tareas matematicas. Ello requeriria aplicar una muestra
representativa de tareas y estudiar determinadas invariancias en los tipos de respuestas del sujeto.
Aungue un porcentaje elevado de los estudiantes muestran un cierto anclaje en el uso del célculo
aritmético, dado que la tarea se puede resolver facilmente de ese modo, otros estudiantes ponen en
juego algunos rasgos de razonamiento proto-algebraico, o bien realizan claramente una modelizacién
algebraica. La discusion con los estudiantes de estas diferentes aproximaciones a la resolucion de la
tarea permiti6 al formador iniciar la reflexién sobre los rasgos caracteristicos del razonamiento
algebraico elemental.

Tabla 1. Frecuencias (y porcentajes) de respuestas al problema segun niveles de RAE (n = 140)

vael_es d_e, Correctas % Incorrectas % Total
algebrizacion %
0 64 63,4 24 61,5 88 62,9
1 25 24.8 10 25,6 35 25,0
2 0 0 1 2.56 1 0,7
3 12 11,8 4 10,3 16 11,4
Total 101 100 39 100 140 100,0

7. SINTESIS, CONEXIONES CON OTROS MODELOS E IMPLICACIONES

En este trabajo hemos presentado indicadores de la actividad matematica organizados en niveles
progresivos de algebrizacion. Es necesario reconocer que las fronteras entre los niveles pueden a
veces ser difusas y que dentro de cada nivel es posible hacer distinciones que podrian llevar a
proponer nuevos niveles. Sin embargo, nuestra propuesta puede ser Gtil para orientar la accion del
maestro de primaria que trate de impulsar la progresion del pensamiento matematico de los alumnos
hacia niveles progresivos de generalizacion y eficacia representacional y operatoria.

En la tabla 2 resumimos las caracteristicas esenciales de los cuatro niveles de algebrizacion
identificados, que hemos descrito y ejemplificado en las secciones previas de este trabajo, y que nos
permiten distinguir tres niveles de razonamiento algebraico elemental.

En sintesis proponemos utilizar tres criterios para distinguir los niveles de razonamiento
algebraico elemental (RAE):
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1. La presencia de “objetos algebraicos” intensivos (esto es, entidades que tienen un caracter de
generalidad, o de indeterminacion).

2. El tratamiento que se aplica a dichos objetos (operaciones, transformaciones basadas en la
aplicacion de propiedades estructurales.

3. Tipo de lenguajes usados.

Los niveles de algebrizacion que proponemos estan relacionados con los dos aspectos que Kaput
(2008) identifica como caracteristicos del algebra y del razonamiento algebraico: A) El &lgebra como
simbolizacion sistematica de generalizaciones de regularidades y restricciones; B) El algebra como
razonamiento guiado sintacticamente y acciones sobre generalizaciones expresadas en sistemas de
simbolos convencionales. El aspecto A se concreta en nuestro modelo en dos niveles proto-
algebraicos de razonamiento, mientras que el B se asociada a un nivel algebraico consolidado. Los
niveles de algebrizaciéon que describiremos son también interpretables en términos de “capas de
generalidad” que describe Radford (2011, p. 311).

Nuestro requerimiento del uso de lenguaje simbdlico-literal para asignar un nivel propiamente
algebraico (nivel 3) a una practica matematica, y que se opere de manera analitica/sintactica con
dicho lenguaje, concuerda con las posiciones de otros autores interesados por definir “lo algebraico”.
Puig y Rojano (2004, p. 198) incluyen entre otras las siguientes caracteristicas:

- El uso de un sistema de signos para resolver problemas que permita expresar el contenido del
enunciado del problema relevante para su solucion (su “estructura’), separada de lo que no es
relevante.

- La ausencia de compromiso ontolégico de los sistemas de signos, que les permitan
representar a cualquier tipo de objeto matematico.

- El carécter analitico del uso de los sistemas de signos para reducir el enunciado del problema
a una forma canonica.

Tabla 2: Rasgos caracteristicos de los niveles de razonamiento algebraico elemental

NIVELES | TIPOS DE OBJETOS | TRANSFORMACIONES LENGUAJES

0 No intervienen objetos Natural, numérico, iconico,
intensivos. Se opera con objetos extensivos gestual; pueden intervenir
En tareas estructurales simbolos que refieren a objetos
pueden intervenir datos extensivos o datos desconocidos
desconocidos.

1 En tareas estructurales | En tareas estructurales se aplican relaciones | Natural, numérico, iconico,
pueden intervenir datos | y propiedades de las operaciones. gestual; pueden intervenir
desconocidos. simbolos que refieren a los
En tareas funcionales En tareas funcionales se calcula con objetos | intensivos reconocidos
se reconocen los extensivos.
intensivos

2 Intervienen En tareas estructurales las ecuaciones son
indeterminadas o de laforma Ax + B = C. Simbolico — literal, usado para
variables En tareas funcionales se reconoce la referir a los intensivos

generalidad pero no se opera con las reconocidos, aunque ligados a la
variables para obtener formas candnicas de | informacion del contexto espacial
expresion. y temporal

3 Intervienen En tareas estructurales las ecuaciones son Simbdlico — literal ; los simbolos
indeterminadas o de laforma Ax + B = Cx £ D. se usan de manera analitica, sin
variables Se opera con las indeterminadas o variables. | referir a la informacién del

contexto
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Asimismo, operar con la incdgnita como si fuese conocida, representada en lenguaje simbolico-
literal, marca diferencias distintivas entre el razonamiento aritmético y el propiamente algebraico.
“Este tipo de insuficiencia operacional en lo que esté representado en el estadio pre-simbdlico del
algebra sugiere la presencia de un punto de corte o cambio entre operar sobre la incognita y no
operar sobre ella, aqui al nivel del pensamiento individual” (Filloy, Puig y Rojano, 2008, 93).

En consonancia con las propuestas de los autores que investigan en el campo conocido como
“algebra temprana” (Carraher y Schliemann, 2007) proponemos distinguir dos niveles primarios de
razonamiento proto-algebraico para distinguirlos de otras formas estables o consolidadas de
razonamiento algebraico. La idea clave es “hacer explicita la generalidad”, en el campo de las
relaciones (equivalencia y orden), estructuras, el estudio de las funciones y la modelizacion de
situaciones matematicas o extra-matematicas, al tiempo que se opera o calcula con dicha generalidad
(Figura 7).

Las etapas del proceso de algebrizacion de las praxeologias matematicas, que se identifican y
describen en diversos trabajos realizados en el marco de la Teoria Antropologica de lo Didactico
(Gascon, 1999; Bolea, et al.,, 2001; Ruiz-Monzon, Bosch y Gascon, 2010; Gascon, 2011)
corresponden a tareas Yy actividades matematicas que, segun nuestra modelizacion del razonamiento
algebraico, tienen ya un carécter algebraico consolidado. Por ejemplo, la primera etapa del proceso
de algebrizacion que describen Ruiz-Monzon, Bosch y Gascon (2010), consistente en la formulacion
escrita (simbolica) de un “programa de calculo aritmético”, se corresponde a una actividad
matematica del nivel 3 segin nuestro modelo.

ESTRUCTURAS

NOTACION
Simbadlicol/literal

LENGUAJE
(natural/numérico/iconico/
gestual)

\
S3INOIONNS

p 0 1 2 3

INTENSIVO

EXTENSIVO (Generalizacion)

(Particularizacion)

Figura 7. Niveles proto-algebraicos de razonamiento matematico
Los tipos de objetos y procesos algebraicos considerados en el modelo descrito en este trabajo
suponen un analisis microscopico complementario al abordado mediante la nocion de praxeologia.

De hecho, el modelo propuesto permite un estudio pormenorizado de los comportamientos de los
sujetos, que excede el caracter institucional abordado desde la identificacion de las praxeologias
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matematicas y didacticas. Ademas, al incluir nuestro modelo niveles proto-algebraicos, estd mas
adaptado a etapas donde el razonamiento algebraico es incipiente (tercer ciclo de Educacion Primaria
y primer ciclo de Educacion Secundaria), mientras que los sucesivos niveles del proceso de
algebrizacidn propuestos desde la Teoria antropologica de lo didactico en los trabajos citados, estan
maés centrados en la caracterizacion del razonamiento algebraico en niveles educativos superiores.

Si queremos desarrollar el razonamiento algebraico en las aulas de primaria, y mejorar el
tratamiento del algebra en secundaria, el profesor debe ser el principal agente del cambio. Como
afirma Radford (2011, 319), “El pensamiento algebraico es de ninguna manera ‘natural’, algo que
aparecerd y se desarrollara una vez que los estudiantes haya madurado bastante. El pensamiento
algebraico es un tipo de reflexion y accién cultural muy sofisticado, un modo de pensamiento que
fue refinado sucesivamente a lo largo de siglos antes que alcanzara su forma actual”. No basta con
elaborar propuestas curriculares (por ejemplo, NCTM, 2000) que incluyan el algebra desde los
primeros niveles educativos. Es necesario que los maestros participen de la vision ampliada del
algebra que proponen diversas investigaciones y experiencias didacticas (Carpenter, Frankle y Levi,
2003; Molina, 2009; Cai y Knuth, 2011; Godino, Castro, Aké y Wilhelmi, 2012) a fin de que estén
capacitados para transformar las tareas matematicas escolares hacia el logro de niveles progresivos
de algebrizacion.

La distincion de niveles de razonamiento algebraico elemental que hemos descrito en este
trabajo, junto con los ejemplos ilustrativos de los mismos, puede ser util en la formacion matematica
de maestros de educacion primaria. El estudio y discusion de ejemplos similares a los presentados en
este trabajo puede permitir el desarrollo en los maestros de un sentido algebraico, al permitir
reconocer rasgos de las practicas matematicas sobre los cuales se puede intervenir para aumentar
progresivamente el nivel de algebrizacion de la actividad matemética de los alumnos. Este sentido
algebraico se puede entender, de acuerdo con el modelo presentado en este trabajo, como la
capacidad de un sujeto para,

- Usar de manera sistematica simbolos para expresar cantidades indeterminadas y
generalizaciones, especialmente mediante notaciones simbdlico-literales.

- Reconocer y aplicar propiedades estructurales de los sistemas matematicos, particularmente
propiedades de las operaciones y relaciones.

- Reconocer patrones, regularidades y funciones.

- Modelizar situaciones matematicas o del mundo real con expresiones simbélico-literales y operar
de manera sintéctica (siguiendo reglas) con ellas, para obtener una respuesta interpretable en la
situacion dada.

El sentido algebraico se puede desarrollar en los nifios como resultado de la realizacion de
actividades debidamente planificadas, que partiendo de tareas aritméticas, o de otros bloques de
contenido (medida y geometria), vayan creando la tensién hacia la generalizacion, simbolizacion y el
calculo analitico.
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