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Resumen

En este articulo analizamos una experiencia formativa de maestros de educacion primaria orientada al desarrollo de
conocimientos para discriminar objetos algebraicos y distintos niveles de algebrizacion de la actividad matematica escolar.
La experiencia se realizé en un curso sobre “Ensefianza y aprendizaje de la matematica en educacion primaria” donde el
razonamiento algebraico elemental fue un tema transversal respecto a los restantes bloques tematicos. La metodologia de
investigacién fue la ingenieria didactica, entendida en sentido generalizado y basada en el enfoque ontosemidtico del
conocimiento y la instruccién matematica. Las actividades sobre razonamiento algebraico elemental fueron realizadas por
56 estudiantes. El estudio preliminar indica la pertinencia del contenido para la formacién de maestros, mientras que los
resultados sugieren que el reconocimiento de objetos algebraicos y la asignacion de niveles de algebrizacién es una
competencia dificil de lograr con los medios asignados en el proceso formativo.

Palabras claves. Razonamiento algebraico elemental, formacion de maestros, niveles de algebrizacion, disefio
instruccional, enfoque ontosemiético.

Didactic engineering to develop algebraic sense of prospective elementary school teachers
Abstract

In this paper we analyze a formative experience directed to prospective primary school teachers, which was aimed at
developing their competence to discriminate algebraic objects and the different algebraization levels of school mathematical
activity. The experience was performed in a Teaching and Learning primary school mathematics course, where elementary
algebraic reasoning was a transversal topic for the remaining mathematical themes. The methodology was based on didactic
engineering, which was understood in a generalized sense and was based on the onto-semiotic approach to mathematical
knowledge and instruction. The activities designed to develop elementary algebraic reasoning were carried out by 56
students. Our preliminary analysis suggest the relevance of this content for teacher education, although the recognition of
algebraic object and the assignment of algebraization levels were difficult to achieve with the resources allocated in the
implemented training process.

Key words. Elementary algebraic reasoning, prospective school teachers, algebrization levels, instructional design,
onto-semiotic approach

Engenharia didatica para o desenvolvimento do sentido algébrico de professores em formacao
Resumo

Neste artigo analisamos uma experiéncia de formacao de professores do ensino primario visando o desenvolvimento de
conhecimentos para discriminar objetos algébricos e diferentes niveis de algebrizacdo da atividade matematica escolar. A
experiéncia foi realizada no um curso sobre "Ensino e aprendizagem da matematica no ensino primario”, em que o
raciocinio algébrico elementar foi um tema transversal em relagdo aos blocos tematicos restantes. A metodologia aplicada
foi a engenharia didatica, entendida em um sentido generalizado e desenhada com base no enfoque ontosemiético do
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conhecimento e instru¢cdo matematica. As atividades desenhadas para o raciocinio algébrico elementar foram realizadas por
56 alunos inscritos no curso. O estudo preliminar indica a relevancia do conteldo para a formacao de professores, enquanto
a analise dos resultados mostra que o reconhecimento de objetos algébricos e a atribuicdo de niveis de algebrizacédo é uma
competéncia dificil de se alcancar com os meios designados no processo de formagao.

Palavras-chave. Raciocinio algébrico elementar, formagdo de professores, niveis de algebrizagdo, desenho instrucional,
enfoque ontossemidético.

Ingénierie didactique pour développer le sens algébrique des enseignants en formation
Résumé

La recherche proposée analyse une expérience de formation d'enseignants du primaire qui vise a développer les
connaissances nécessaires pour discriminer objets algébriques et différents niveaux d’algébrisation dans [’activité
mathématique scolaire. L'expérience a été réalisée dans un cours sur "Enseignement et I'apprentissage des mathématiques
dans I'école primaire”, dans lequel le raisonnement algébrique élémentaire a été a sujet transversale aux blocs thématiques
restants. On a appliqué une méthodologie d’ingénierie didactique, considérée dans un sens général et basée sur I'approche
ontosémiotique de la connaissance et I'enseignement des mathématiques. Les activités théoriques et pratiques sur le
raisonnement algébrique élémentaire qu'on a élaborées ont été appliquées a un échantillon de 56 étudiants inscrits au cours.
L’étude préliminaire indique que le contenu traité dans la recherche est pertinent pour la formation des enseignants, alors
que /’analyse des résultats montre que la reconnaissance d'objets algébriques et [’attribution des niveaux d’algébrisation
sont compétences difficiles a obtenir avec les ressources accordées dans le processus de formation.

Most clés. Raisonnement algébrique élémentaire, formation d'enseignants, niveaux d’algébrisation, design pédagogique,
approche ontosémiotique.

1. Introduccioén

Diversas propuestas curriculares e investigaciones resaltan el interés de desarrollar el razonamiento
algebraico desde los primeros niveles de educacion primaria (NCTM, 2000; Kaput, 2000; Cai y Knuth,
2011), lo que requiere la formacion didactico-matematica de los profesores en dicho tema. En este
articulo presentamos una experiencia formativa con futuros maestros de educacion primaria centrada en
desarrollar su conocimiento de las caracteristicas del razonamiento algebraico y su competencia para
discriminar niveles de algebrizacion en la resolucion de tareas matematicas escolares. La experiencia se
realizé en un curso sobre “Ensefianza y aprendizaje de la matematica en educacion primaria” en la
Facultad de Educacion de la Universidad de Granada durante el curso 2011-2012.

El disefio se fundamenta en nuestro modelo previo de Razonamiento Algebraico Elemental (RAE)
(Godino, Castro, Aké, Wilhelmi, 2012; Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi, en prensa) y su
implementacion y evaluacion se inscribe en las investigaciones orientadas al disefio instruccional (Cobb,
Confrey, diSessa, Lehrer y Schauble, 2003; Cobb y Gravemeijer, 2008; Godino, Batanero, Contreras,
Estepa, Lacasta y Wilhelmi, 2013) apoyado en herramientas tedricas del Enfoque ontosemiotico del
conocimiento y la instruccion matematica (EOS) (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007).
Mostramos en este trabajo las posibilidades ofrecidas por el mencionado marco teérico en el campo de
la ingenieria didactica, entendida en sentido generalizado (Godino et al., 2013).

En lo que sigue (seccion 2), resumimos el marco tedrico, problema y metodologia. En la seccion 3
incluimos algunos elementos basicos del estudio preliminar, focalizado en la reconstruccion de un
significado de referencia (matematica y didactica) sobre el razonamiento algebraico elemental. En la
secciodn 4, incluimos el disefio del proceso formativo y las tareas seleccionadas, cuya implementacion se
describe en la seccion 5, fijando la atencion en los contenidos algebraicos efectivamente introducidos.
En la seccidn 6 analizamos retrospectivamente la idoneidad didactica de la experiencia, para identificar
mejoras potenciales. Asi mismo, reflexionamos sobre las normas (Godino, Font, Wilhelmi, De Castro,
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2009) que han condicionado el disefio e implementacién. Finalmente en la seccién 7 incluimos una
sintesis e implicaciones de la experiencia formativa y del proceso metodoldgico aplicado.

2. Marco teorico, problema y metodologia de investigacion

Partiendo de la necesidad de brindar a los maestros en formacion oportunidades de construir una
vision amplia del pensamiento algebraico y capacitarlos para conectarlo con el curriculo de educacion
primaria en sus distintos bloques de contenido (NCISLA, 2003, p. 11), abordamos la siguiente pregunta
de investigacion:

¢ Qué tipo de acciones formativas seria necesario (y posible) implementar en un programa de
formacion inicial de maestros de primaria para capacitarles en la distincion de las
caracteristicas del razonamiento algebraico y el reconocimiento de niveles de algebrizacion de
la actividad matematica escolar?

Se trata de un problema de disefio instruccional, pues queremos indagar posibles intervenciones en
los procesos de formacidn que ayuden a mejorar una situacion de partida; en nuestro caso, las carencias
de conocimientos, comprension y competencia sobre el razonamiento algebraico elemental de los
maestros de primaria en formaciéon (Blanton y Kaput, 2003; Stephens, 2008; Aké, Castro, Godino,
2011). El marco metodoldgico sera la ingenieria didactica, entendida en el sentido propuesto en Godino,
et al. (2013) donde se amplia su concepcion tradicional (Artigue, 1989; 2011) en la direccién de las
investigaciones basadas en el disefio (Cobb, et al, 2003; Kelly, Lesh y Baek, 2008). Como soporte
tedrico de la ingenieria adoptamos algunas nociones introducidas en el EOS para el andlisis de los
procesos de instruccién (Godino, Contreras y Font, 2006), la dimension normativa (Godino, Font,
Wilhelmi y De Castro, 2009) y la idoneidad didactica (Godino, 2011).

Siguiendo esta interpretacion de la ingenieria didactica distinguimos cuatro fases en la
investigacion: 1) Estudio preliminar; 2) Disefio del experimento, 3) Implementacion; 4) Evaluacion o
andlisis retrospectivo. En el estudio preliminar se reconstruye el significado de referencia global del
“objeto matematico” RAE (apartado 3). En las fases de disefio, implementacion y evaluacion tendremos
en cuenta las facetas epistémica, ecoldgica, cognitiva, afectiva, interaccional y mediacional que propone
el EOS, asi como las nociones de configuracién didactica y trayectoria didactica (Godino, Contreras y
Font, 2006).

Una caracteristica de las investigaciones basadas en el disefio instruccional, y de la ingenieria
didactica (sentido generalizado), es que tienen lugar en contextos reales de clase. Por tanto, tienen un
enfoque exploratorio e interpretativo, mas que experimental o cuasi-experimental. Ademas, los roles de
profesor e investigador no tienen que ser netamente diferenciados. En nuestro caso el equipo de
investigacion estuvo formado por el profesor del curso en que tiene lugar la experiencia, una
observadora no participante y otros investigadores que participaron en el analisis e interpretacion de los
datos recogidos.

En lineas generales la experiencia consiste en introducir explicitamente conocimientos
especializados sobre razonamiento algebraico elemental a lo largo de un curso sobre “Ensefianza y
aprendizaje de la matematica en educacion primaria” de 6 créditos (150 horas presenciales y no
presenciales). El objetivo fue introducir progresivamente a los estudiantes en el reconocimiento de
objetos algebraicos que se ponen en juego en la resolucion de tareas matematicas de educacion primaria,
y la asignacién de niveles de algebrizacion a dicha actividad (Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi, en
prensa).



Se utilizaron los siguientes instrumentos de recogida de datos:

- Respuestas de cada estudiante a las tareas propuestas

- Respuestas de cada equipo de trabajo a las tareas de andlisis didactico

- Grabacion audio de todas las sesiones del curso

- Registro de observaciones no participantes de las distintas sesiones del curso.

En los siguientes apartados describimos la experiencia formativa distinguiendo las cuatro fases
mencionadas: Estudio preliminar, disefio, implementacion y evaluacion y fijando la mirada
sucesivamente en las facetas epistémica (y ecoldgica), cognitiva y afectiva, interaccional y mediacional.

3. Estudio preliminar. Antecedentes

Diversos autores han reflexionado acerca de los rasgos que caracterizan el algebra escolar (Kieran,
2007; Filloy, Puig y Rojano, 2008; Kaput, 2008). Parece haber consenso en que un rasgo caracteristico
de la actividad algebraica son los procesos de generalizacion matematica, esto es, el estudio de
situaciones donde se pasa de considerar casos particulares de conceptos, procedimientos etc., (objetos
determinados) a clases o tipos de tales objetos. Segun Kieran (1989, p, 165), “para una caracterizacion
significativa del pensamiento algebraico no es suficiente ver lo general en lo particular, se debe ser
capaz de expresarlo algebraicamente”. Esa expresion es una condicion previa para la manipulacion de
las representaciones simbdlicas produciendo otras equivalentes mas Utiles para la resolucién de los
problemas.

Otra tendencia reciente propone separar el simbolismo del pensamiento algebraico. “Esta
consideracion separada es impulsada por dos factores: (1) el reconocimiento de la posibilidad de
manipulacion simbolica sin sentido, y (2) la tendencia en la escuela elemental de introducir el ‘algebra
temprana’ para focalizar la atencion en la estructura mas que en el calculo” (Zazkis y Liljedahl, 2002, p.
398). En la perspectiva del algebra temprana, el reconocimiento de lo general es condicion previa de la
expresion.

Otros autores relacionan el algebra con el tratamiento de objetos de naturaleza indeterminada, como
incognitas, variables y parametros. "esto significa que, en algebra, se calcula con cantidades
indeterminadas (esto es, se suma, resta, divide, etc., incognitas y pardmetros como si se conocieran,
como si fueran numeros especificos)” (Radford, 2010, p. 2).

Otro rasgo caracteristico del algebra es el estudio de las relaciones de equivalencia y sus
propiedades, y el de las operaciones entre los elementos de los conjuntos numéricos, o de otro tipo, y las
propiedades de las estructuras que se generan. En relacion con el pensamiento relacional, la
investigacion sobre algebra temprana se ha interesado por indagar la comprension de los estudiantes de
los significados operacional y relacional del signo igual (Carpenter, Levi, Franke, y Zeringue, 2005;
Stephens, 2006; Molina, 2009).

De las anteriores descripciones se puede concluir que la consideracion de una actividad como
algebraica tiene contornos difusos. Por ello Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi (en prensa) proponen un
modelo para caracterizar el RAE en el que distinguen cuatro niveles de algebrizacion, teniendo en
cuenta los objetos y procesos que intervienen en la actividad matematica. En el nivel 0 la actividad
matematica no incorpora ningun rasgo algebraico, mientras que el nivel 3 es claramente algebraico, los
niveles 1 y 2, o niveles incipientes de algebrizacion, ponen en juego algunos objetos y procesos de
indole algebraica (ver las principales caracteristicas de los niveles en la Tabla 1).



Tabla 1. Rasgos caracteristicos de los niveles de razonamiento algebraico elemental (Godino et al., 2013)

NIVELES | TIPOS DE OBJETOS

TRANSFORMACIONES

LENGUAJES

0 No intervienen objetos
intensivos.

En tareas estructurales

pueden intervenir datos
desconocidos.

Se opera con objetos extensivos

Natural, numérico, iconico, gestual;
pueden intervenir simbolos que
refieren a objetos extensivos o datos
desconocidos

1 En tareas estructurales
pueden intervenir datos
desconocidos.

En tareas funcionales se
reconocen los

En tareas estructurales se aplican relaciones y
propiedades de las operaciones.

En tareas funcionales se calcula con objetos
extensivos.

Natural, numérico, icénico, gestual;
pueden intervenir simbolos que
refieren a los intensivos reconocidos

intensivos
2 Intervienen En tareas estructurales las ecuaciones son de
indeterminadas o laforma Ax + B = C. Simbdlico — literal, usado para
variables En tareas funcionales se reconoce la referir a los intensivos reconocidos,
generalidad pero no se opera con las aunque ligados a la informacién del
variables para obtener formas candnicas de contexto espacial y temporal
expresion.
3 Intervienen En tareas estructurales las ecuaciones son de | Simbolico — literal ; los simbolos se
indeterminadas o laformaAx + B = Cx + D. usan de manera analitica, sin referir
variables Se opera con las indeterminadas o variables. | a la informacion del contexto

Godino et al. sugieren que la distincion de niveles de razonamiento algebraico elemental puede ser
atil en la formacion matematica de maestros de educacion primaria. Proponen el estudio y discusion de
algunos ejemplos para desarrollar en ellos un sentido algebraico, al permitirles reconocer rasgos de las
practicas matematicas sobre los cuales pueden intervenir para aumentar progresivamente el nivel de
algebrizacion de la actividad matematica de los alumnos. Este sentido algebraico se puede entender
como la capacidad de un sujeto para,

1) Usar sistematicamente simbolos para expresar cantidades
generalizaciones, especialmente mediante notaciones simbolico-literales.

indeterminadas y

2) Reconocer y aplicar propiedades estructurales de
particularmente propiedades de las operaciones y relaciones.

los sistemas matematicos,

3) Reconocer patrones, regularidades y funciones.

4) Modelizar situaciones matematicas o del mundo real con expresiones simbolico-literales
y operar de manera sintactica (siguiendo reglas) con ellas, para obtener una respuesta en la situacion
dada.

El sentido algebraico se puede desarrollar en los nifios mediante actividades debidamente
planificadas, que partiendo de tareas aritméticas, o de otros blogues de contenido vayan creando la
tension hacia la generalizacion, simbolizacion, la modelizacion y calculo analitico. Es claro que para que
los nifios vayan construyendo el sentido algebraico los maestros deben también tenerlo y saber como
desarrollarlo en sus alumnos.



4. Disefio del proceso formativo

Durante el desarrollo del curso se planificaron siete seminarios de practicas sobre diversos
contenidos matematicos y didacticos. En este apartado describimos las actividades planificadas
especificamente para el desarrollo del RAE: Practica 1 (Resolucion de problemas, con dos partes Ay B),
Practica 5 (Algebra en educacion primaria), y la tarea sobre RAE incluida en la evaluacion final de la
asignatura. En el disefio de estas tareas también se consideraron las categorias de conocimiento comun,
avanzado y especializado del contenido siguiendo el modelo de conocimiento didactico-matematico de
Godino (2009). Puesto que en el contenido oficial del curso no hay un tema sobre razonamiento
algebraico se adapto el temario, distribuido en los distintos nicleos tematicos (aritmética, geometria,
medida, estadistica y probabilidad), para destacar aspectos relevantes del razonamiento algebraico. De
este modo, se podria considerar el RAE como un tema transversal respecto a los restantes bloques de
contenido.

4.1. Préactica 1: Resolucién de problemas

Con la practica 1 se pretende evaluar los conocimientos iniciales de los participantes al resolver
tareas que pueden ser abordada de manera algebraica. En la primera parte, A, se enfrentaba a los
estudiantes a la resolucion de cuatro tareas (Tabla 2). Las producciones escritas de esta primera parte se
analizan para conocer los modos de resolucion que emplean los estudiantes e identificar aquellos que
evidencien elementos algebraicos, evaluando su conocimiento inicial.

Tabla 2. Tareas incluidas en la parte A de la préctica 1

Resuelve los siguientes problemas, explicitando y justificando todos los pasos:
1. Juan prepara una limonada utilizando 3 cucharadas de azlcar y 12 cucharadas de concentrado de zumo de limén. Maria
utiliza 5 cucharadas de azlcar y 20 cucharadas de concentrado de zumo de limon.
a) ¢Cual de las dos limonadas es mas dulce, la de Juan o la de Maria, o tienen el mismo sabor?
b) Si Juan quiere preparar una limonada con el mismo sabor que la anterior pero con 24 cucharadas de azucar,
¢Cudntas cucharadas de limoén debe poner?
c) ¢Cuéntas cucharadas de azlcar se debe poner para un nimero cualquiera de cuchadas de limén?

2. Un estudiante recibi6 de sus padres una cierta cantidad de dinero para comer durante 40 dias. Sin embargo, encontr6
sitios en donde pudo ahorrar 4 euros al dia en la comida. De esta forma, el presupuesto inicial le duré 60 dias. ¢ Cuanto
dinero recibi6?

3. a) ¢ Cuantos palillos son necesarios para formar la 42 figura? ;Y para formar la figura que estuviera en la posicion 20?

b) ¢Cuantos palillos serian necesarios para construir la figura que estuviera en la posiciéon 100?

1& 23 3& 4a

4. Completa la siguiente multiplicacion y determina los nimeros faltantes Explica tu razonamiento

1 2 8 1

5 7 2 1 8




En la parte B los estudiantes, trabajando en equipo, debian formular una solucion consensuada para
cada una de las cuatro tareas resueltas individualmente en la parte A y realizar un analisis de los objetos
matematicos puestos en juego en dicha resolucion, cumplimentando la tabla 3.

Tabla 3. Guia para la identificacion de objetos y significados matematicos

Objetos matematicos que se ponen en juego Significado
(Interpretacion que se espera del estudiante)

REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones graficas)

CONCEPTOS (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicién, mas o menos formal)

PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaciones, algoritmos)

PROPOSICIONES (Enunciados para las cuales se requiere una justificacién o prueba)

ARGUMENTOS (Justificaciones, demostraciones, o pruebas de las proposiciones usadas)

En la Tabla 4 se resumen los conocimientos de razonamiento algebraico y del tipo de conocimiento
evaluado en cada una de las tareas. La primera y las cuarta tarea son comunes en la escuela primaria
(abordan conocimientos sobre proporcionalidad y multiplicacion, respectivamente). La segunda es una
actividad de los niveles posteriores, al plantear un problema verbal susceptible de ser resuelto
algebraicamente. La tarea 3 es una actividad tipica de las investigaciones sobre el desarrollo del
razonamiento algebraico elemental a través del estudio de patrones y por tanto se debe enmarcar entre
los conocimientos avanzados de los maestros en formacion, al no incluirse esta tematica en el curriculo
espafiol.

Tabla 4. Conocimientos implicados en las tareas de la préactica 1

Tipo de

Tarea item L Conocimientos RAE implicados
conocimiento
Pretende que el estudiante generalice y asocie el concepto de
a) Comdn proporcionalidad con la formulacién de una funcién lineal. Se trata de
1. La limonada b) Comdn la modelizacién de una situacién de un problema aritmético que es
C) Avanzado posible algebrizar introduciendo una variable y reconociendo

cantidades desconocidas.

Pretende que el estudiante modelice el problema verbal utilizando un
2. El gasto diario a) Avanzado lenguaje alfanumérico. Su resolucion conlleva el planteamiento de una
ecuacion de laforma Ax+ B =Cx+D

Parte A

Pretende que el estudiante realice un proceso de generalizacion para
a) Avanzado encontrar el niamero de palillos que forman la figura de la posicion

3. Los palillos . s - .
b) 100. Se potencia la nocién de funcién y variable.

El estudiante precisa relacionar aspectos del funcionamiento y la
a) Comdn estructura del algoritmo de la multiplicacién de nimeros naturales;
también implica la idea de relacion

4. Multiplicaciones
incompletas
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Identificacidn de objetos matematicos implicados en las tareas y en sus

Reconocimiento de objetos y Especializado  soluciones

significados

Parte B

4.2. Practica 5: Algebra en educacion primaria

Con la préactica 5 (Tabla 5), se pretende desarrollar las competencias de analisis didactico para
discriminar niveles de algebrizacion en la resolucion de tareas matematicas. Tuvo los siguientes
objetivos:

1) Conocer las caracteristicas del razonamiento algebraico elemental y orientaciones sobre su inclusion
en el curriculo de educacion primaria

2) Analizar actividades matematicas escolares, reconociendo distintos niveles de razonamiento
algebraico

3) Elaborar tareas matematicas escolares para desarrollar el razonamiento algebraico en alumnos de
educacion primaria.

Las actividades propuestas para realizar en equipo, fueron las siguientes:
a) Lecturay discusion del articulo, de Aké, Godino y Gonzato (2013).
Para cada una de las tareas mostradas en la Tabla 5, tomadas de libros de texto de primaria:

b) Hallar posibles soluciones.

c) Indicar los “objetos algebraicos” que intervienen y el nivel de algebrizacion que se pone en juego
en la resolucion.

d) Cambiar las variables de la tarea para aumentar (respectivamente, disminuir) el nivel de
algebrizacion en la tarea modificada.

Tabla 5. Enunciados de tareas escolares

Enunciado 1. Determina el nimero que falta en cada uno de los siguientes casos:
1)52%x11=52x10+A 2)m+m+18=m+53

Enunciado 2. ;Qué valores diferentes puede tomar A para que la siguiente expresion sea verdadera: m + A < 20?

Enunciado 3. Para ir a la escuela los alumnos utilizan dos medios de locomocién. Por cada alumno que va en coche hay 3
que van andando. Si hay 212 alumnos en la escuela, ¢Cuéntos alumnos utilizan cada medio de locomocion?

Enunciado 4.  Si 2 sdndwiches cuesta 6€, ;como puedes calcular el coste de 50 saindwiches?
Enunciado 5. Observa las siguientes figuras:

¢Cuantos puntos tiene la figura 15?

En la Tabla 6 se muestran los conocimientos que se ponen en juego en cada tarea. Los tipos de
conocimiento del profesor se identifican con base a los documentos curriculares, al igual que en la
practica 1. La tarea 1, enmarcada en el pensamiento relacional y la tarea 2 sobre desigualdades




utilizando simbolos son actividades no contempladas explicitamente en el curriculo espafiol. Sin
embargo, decidimos considerarlas como parte del conocimiento comun, por su naturaleza elemental y
teniendo en cuenta otras propuestas curriculares que la introducen en los grados elementales.

Tabla 6. Conocimientos implicados para cada una de las tareas de la practica 5

Tarea items para todas las tareas Tipo de conocimiento Conocimientos sobre el RAE implicados
a) Resolver la tarea (primer aspecto I .
- 2] p Conocimiento comuln
s 3 del item a)
23838 ) De acuerdo al pensamiento relacional, esta
S 3§ @ Resolverde varias formas tarea pretende promover el significado del
2 3 (segundo aspecto del item a) Conocimiento signo igual como equivalencia.
= © b) lIdentificar objetos y niveles especializado
—
c) Proponer tareas
o« a) Resolver latarea (primer aspecto . ,
Bowl ) del item a) G P Conocimiento comdn
o O = -, .
< S § S] - Pretende promover la nocion de variable y
e : L ) .
- % a) Resolver de varias formas de inecuacion a través del uso de simbolos
[72] T 1 1 .
Ng8g (segundo aspecto del item a) Conocimiento en lugar de literales.
S b) Identificar objetos y niveles especializado
c) Proponer tareas
w © a) Resolver la tarea (primer aspecto Conocimiento comin
Ne T .
S8 del item a) Pretende que el estudiante represente el
@ 9 - o .
E E  a) Resolver de varias formas problemg verbal utilizando un lenguaje
¢ b) Identificar objetos y niveles especializado una ecuacion de la forma Ax + B = C
c) Proponer de tareas
a) Resolver la tarea (primer aspecto o .
L B ) del ftem a) (p P Conocimiento comdn
< . .
g g °§> - Pretende que el estudiante generalice y
L= 5 a) Resolver de varias for,mas o asocie el concepto de proporcionalidad con
o (segundo aspecto del item a) Conocimiento la formulacion de una funcion lineal.
< b) Identificar objetos y niveles especializado
c) Proponer tareas
© a) Resolver la tarea (primer aspecto .
© s ..
S 9 del item a) Conocimiento avanzado Prett_ande promover,el a_naI|S|§ de dos
'S g cantidades que varian simultaneamente
% 2 a) Resolver de varias formas _(nu_mero Idefla poT|C|_qn, Qumero deI bolitas) :a
3 (segundo aspecto del item a) Conocimiento mmtgr a ?b omlm acion de una regla genera
6 b) Identificar objetos y niveles especializado que describa tal variacion
c) Proponer tareas

4.3. Tarea disefiada como prueba final

En el examen final de la asignatura se incluyd la siguiente tarea relacionada con los conocimientos
desarrollados en el curso:

Observa la siguiente figura, y contesta:

O]
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a) ¢Cuantas bolitas tendran las figuras de la cuarta y quinta posicion?

b) ¢Cuéntas bolitas hay en la posicion 100?

c) ¢Qué objetos algebraicos intervienen en la resolucion?

d) ¢Qué nivel de algebrizacion le asignarias?

e) Indica algunas variables que se puedan cambiar en esta tarea para aumentar el nivel de algebrizacién?

Por limitaciones de espacio no se analizan las soluciones previstas para las distintas actividades, ni
se formulan hipotesis sobre conflictos potenciales en dichas resoluciones; estos analisis forman parte de
la metodologia de la ingenieria didactica, los cuales son realizados en el marco del EOS aplicando la
nocion de configuracion de objetos y procesos. Podemos anticipar, no obstante, que el reconocimiento
de objetos matematicos, y en particular algebraicos, serd un desafio para los estudiantes, pues no estan
familiarizados con una reflexion epistémica de este tipo.

5. Descripcion y andlisis de la implementacion

En este apartado describimos la implementacion del disefio instruccional, fijando la atencién en los
contenidos algebraicos efectivamente introducidos. Dado que los estudiantes no tenian formacion
anterior sobre las caracteristicas del RAE, la practica 1 fue una evaluacion inicial realizada por tres
grupos de clase (184 estudiantes); la practica 5, especifica sobre RAE fue realizada solo en un grupo.
Asimismo, hemos observado la introduccion de nociones algebraicas en las sesiones tedricas impartidas
(27 sesiones en las que se realiza observacion no participante).

Centramos la atencion en el modo en que los estudiantes resuelven las tareas planteadas a lo largo
del proceso de instruccion (trayectoria cognitiva). Para analizar las respuestas utilizamos variables
cuantitativas (grado de correccion de las respuestas) y cualitativas (tipos de respuestas). El segundo foco
de analisis fue el desarrollo de las clases impartidas usando la nocién de configuracion didactica
(Godino, Contreras y Font, 2006), las cuales se conforman teniendo en cuenta la manifestacion de
caracteristicas del RAE.

5.1. Resumen de la trayectoria epistémica implementada

Los contenidos de las préactica 1 (resolucion de problemas) y 5 (algebra en educacion primaria) se
desarrollaron segun lo planificado. Tras cada préctica y después que los estudiantes entregaran sus
informes escritos, el profesor organizd una discusion colectiva de las soluciones dadas, para sistematizar
los conocimientos algebraicos pretendidos. Los contenidos, efectivamente implementados, son
sintetizados en la tabla 7, que resume la trayectoria epistémica implementada (secuenciacién del
contenido); en las 27 sesiones observadas, se distinguen 16 configuraciones didacticas que pusieron en
juego objetos y procesos de indole algebraica.

Tabla 7. Resumen de la trayectoria epistémica implementada

Configuracion Précticas/Tareas Objetos Algebraicos Procesos
didactica
1. Resolucion de la Tarea 1. La limonada Incégnita, Representacion
primera practica. Tarea 2. El gasto diario Sistema de ecuaciones simbolica
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Parte A

Funcion

Modelizacién
Generalizacion

2. Resolucién de la
primera practica.
Parte A

Tarea 3. Los palillos
Tarea 4. La multiplicacién incompleta

Variable, incognita
Patrén

Representacion
simbolica
Modelizacion
Generalizacion

3. La generalizacién
y el lenguaje como
caracteristicas del
algebra.

Se plantea un problema:

Ocho estudiantes pesan un objeto, obteniendo
los siguientes valores: 6,2; 6,6; 6,3; 6,1; 6,23;
6,15; 6,2. ¢ Cual es la mejor estimacion del
peso del objeto?

Se reflexiona sobre:
X+ Xy + o+ Xy
n

X =

Notacion simbdlica

Objetos intensivos
(genéricos)

Representacion
simbdélica
Generalizacion

4. Resolucion de la
practica 1. Parte B

Anélisis de las resoluciones de la practica 1.
Distincion de lenguajes, conceptos,
propiedades, procedimientos y argumentos
distinguiendo los de indole algebraica.

Incégnita,

Sistema de ecuaciones

Variable, incognita
Patron, funcién

Representacion
simbolica
Modelizacion
Generalizacion

5. Reflexion,
discusion y analisis
(de objetos y
significados) de la
préctica 1: problema
1.

Se destaca el apartado ¢ de la tarea 1:
¢Cuantas cucharadas de azlcar se debe poner
para un nimero cualquiera de cuchadas de
limén?

Se reflexiona sobre:

La generalizacién

Actividades mas o menos algebrizadas

Uso y no uso de notacién simbélica

La literal x para designar

un valor desconocido
Objetos intensivos
La funcion lineal
Variable dependiente

Variable independiente

Representacion
simbolica
Modelizacion
Generalizacion

6. Reflexién
discusion y analisis
de un problema:

El problema de los patos: en un estanque habia
56 patos. Primero se echaron a volar 12 patos,
después 15y finalmente 4. ; Cu&ntos patos
guedaron en el estanque? ¢ Cuantos se echaron
avolar en total?

A través del problema se reflexiona sobre los
diversos lenguajes (natural, numérico,
simbdlico-literal, gestual)

Notacion simbolica

Representacion
simbdlica
Modelizacion

7. Reflexion,
discusion y analisis
de problemas:

Se discute el siguiente problema:

El problema de los patrones: Al disponer
puntos en el plano en forma cuadrangular y
contar el nimero total de éstos en cada uno de
los cuadrados, obtenemos los llamados
"ndmeros cuadrados: 1, 4, 9, 16, ...

" E®» me(®» mmm®
®®» M ®» mEeE®
®EE® R

OO

Se plantea otro problema:

¢Podrias escribir los primeros 10 ndmeros
cuadrados?

Llamaremos C,, al nimero cuadrado cuya base

Patron

razonamiento inductivo

objetos intensivos

Representacion
simbolica
Modelizacion
Generalizacion
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esta formada por n puntos ¢Puedes encontrar
una expresion general para C,,?

8. Reflexion, Se reflexiona sobre Incégnita Representacion
discusion y analisis  |_os diferentes usos del lenguaje Ecuacion simbdlica

(de objetos y Las actividades algebrizadas Modelizacion
significados) de la Generalizacion
practica 1: problema

2.

9. Reflexidn, Se destaca: Variable Representacion
discusion y analisis | a formulacion de una regla Incognita simbdlica

(de objetos y El uso de propiedades algebraicas Funcion Modelizacion

significados) de la
préctica 1: problemas
3y4

Generalizacion

10. Reflexién sobre
los objetos y
procesos algebraicos

Objetos y procesos algebraicos como pautas de
analisis para las tareas y actividades.

Objetos intensivos

Representacion
simbolica
Modelizacion
Generalizacion

11. Reflexion sobre
el algebra

;Qué es el dlgebra?
¢ Qué es la generalizacion?

Obijetos intensivos

Representacion
simbdlica
Generalizacion

12. Explicacién
tedrica sobre el
sentido algebraico

Caracteristicas del sentido algebraico
Niveles de algebrizacion
Guia de lectura para el estudiante

Niveles de algebrizacion y
actividad protoalgebraica

Propiedades de las
estructuras

Relaciones y funciones

Representacion
simbolica
Modelizacion
Calculo literal
Generalizacion

13. Resolucién de la

Enunciado 1. Igualdades con datos

Notacion simbolica

Representacion

quinta practica. desconocidos Equivalencia y simbdlica
Enunciado 2. Desigualdad con datos desigualdad de expresiones  Modelizacion
desconocidos Incognita Célculo literal
Enunciado 3. Los medios de locomocion Variable Generalizacién
Enunciado 4. Los sandwiches Funcién
Enunciado 5. Secuencia de figuras.

14. Reflexién, Los diferentes usos del lenguaje Equivalencia Representacion

discusiony analisis  [as actividades algebrizadas Desigualdad simbolica

(de objetos y Incgnita Modelizacion

;lgr;l;::c;agos) de la Variable Célculo literal

Generalizacion

15. Anélisis de un
episodio de clase

Reflexion sobre un episodio de clase

Se supone que M es un nimero natural de tres
cifras y que S es otro nimero natural de dos
cifras. ¢ Qué valores pueden tomar My S si se
cumple la relacion M —S = 3?

Se supone que M es un nimero natural de tres

cifras, que S es un nimero natural de dos cifras

y que D es un nimero natural de una cifra.
¢ Qué valores pueden tomar M, Sy D si se
cumple la relacion M - S = D?

Notacién simbdlica
Obijetos intensivos
Variables

Funcién

Representacion
simbdlica
Generalizacion
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¢ Qué nameros reales, x, y, z, cumplen la
relacion x —y =z?

¢ Qué nimeros hay que escribir en las celdas si
se desea continuar con el mismo patrén?

Finalmente se analiza:

¢ Qué nlmeros se pueden poner en los espacios
en blanco para que la diferencia sea 3?

¢ Cuantas soluciones hay? - =3

16. Resolucion de Resolucion de un problema en la evaluacion Notacion simbolica Representacion
una tarea evaluativa  final Variable simbdlica
Analisis de un patron Funcion Modelizacion
® Célculo literal
® 10]0) Generalizacion
© 0]O] (000

5.2. Explicaciones del profesor sobre RAE en una clase tedrica

A continuacion incluimos el detalle del didlogo entre el profesor y los estudiantes que tuvo lugar en
la configuracién 14 (presentacién y discusion de las soluciones de la practica 5) por ser indicativo del
tipo de contenido epistemico sobre RAE puesto en juego en las sesiones de clase impartidas en gran
grupo.

Profesor: Vamos a centrarnos en el primer enunciado. ;Cémo lo habéis interpretado? ;Qué habéis hecho? El enunciado dice:
Determina el nimero que falta para cada uno de los siguientes casos. Las consignas son proporcionar soluciones posibles,
determinar qué objetos algebraicos se ponen en juego y qué nivel podemos asignar.

Observador: El profesor elije a un estudiante para que escriba su solucidn en la pizarra. El estudiante escribe:

52 x (10+1) =52 X 10+ A
(52 x10) +(52 x1) =52 x10+A
(52 x1) =A
A= 52

Profesor: Bueno, cuéntanos, ¢cémo has realizado este primer método?
Estudiante 1: Si, hemos descompuesto 52x 11, que seria 52 x (10 + 1)
Profesor: Bueno, has aplicado una propiedad, ¢cémo se llama esa propiedad?
Estudiante 1: Asociativa.
Profesor: No. ;Cémo se llama esa propiedad?

Observador: El profesor pregunta a la clase; los estudiantes contestan: distributiva.
Profesor: Bien, es la propiedad distributiva del producto respecto de la suma. Ahora, ¢qué mas has hecho?
Estudiante 1: Lo que hemos hecho es agrupar la misma estructura y lo que estd sumando, pasaria restando.
Profesor: Entonces, reconoces que en los dos miembros hay un mismo nimero 52 x 10, luego dices que lo que esta aqui lo
puedo pasar restando cambiando el signo; bueno, esto es una propiedad algebraica. En realidad, esa idea de lo que esta en un
miembro lo paso al otro lado cambidndolo de signo, significa, “resto a los dos miembros de la igualdad el mismo nimero
52 x 10 y a continuacion se suprime en los dos miembros”, eso es cancelar en ambos miembros de la ecuacion lo mismo. Se
trata de una propiedad algebraica. Entonces, ¢en esa solucién hay algo de algebra o es pura aritmética?, ;qué habéis pensado?
Estudiante: Si hay.
Profesor: Ponme el otro método.

Observador: El alumno escribe en la pizarra:
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52 X 11 =572

52 X 10 =520

572 — 520 =52

A= 52
Profesor: Bien, que tipo de objetos algebraicos habéis identificado en un caso y en otro. ¢Hay algo de algebra en ese primer
método? ;Qué habéis dicho?
Estudiante 1: Nosotros hemos puesto que seria la simbologia.
Profesor: Claro, hay un simbolo para expresar un nimero desconocido. A ver, cuando tu descompones 11= 10+ 1 ;qué pasa?,
¢{qué hay?
Estudiante 1: ¢Es una propiedad?
Profesor: En realidad la descomposicion del 11 en 10 + 1 es pura aritmética. Ahora, sin embargo, cuando tu ya aplicas la
propiedad distributiva, es una propiedad de la operacién que usualmente se considera algebraica. Ahora, cuando pasas ese
término al otro miembro, estds aplicando también una propiedad, al restar una igualdad, es decir, estds entendiendo la
igualdad como una equivalencia de expresiones, esta expresion es equivalente a ésta (sefiala la pizarra). Entonces, si yo le
quito a una expresion, en ambos miembros, el mismo término, esto seria otra propiedad de tipo algebraica. ;De acuerdo?
Entonces, ¢qué nivel asignamos?
Estudiante 1: Hemos asignado un nivel incipiente.
Profesor: Si, un nivel incipiente, un nivel 1, porque hay algo de pensamiento algebraico. En el otro caso, ¢qué pasa?
Estudiante 1: Este caso es mucho mas simple, no se utiliza ninguna propiedad.
Profesor: En la segunda solucién es solo nimeros particulares, operaciones de sumar, multiplicar, entonces no hay objetos
algebraicos, por lo cual dirfamos que ahi no hay algebra, ;estan conformes? ¢Habéis coincidido? Fijaros que la idea de
asignar un nivel nos ayuda a pensar en indicios de algebra, pero no es algo rigido, es decir, los niveles no son como escalones
discretos. Quizas la idea de asignar nimeros es un poco rigida: 0, 1, 2, 3, mejor un nivel incipiente, consolidado, intermedio,
pues da un poco la idea de graduacion y deja de lado lo rigido. Y del segundo, ¢que habéis hecho? A ver otra compafiera de
tu equipo que salga y nos lo explique. Cémo lo habéis pensado. Escribe lo que habéis hecho.
Observador: El estudiante escribe lo siguiente:
x+x+18=x+53
2x+18 =x+53
x=53-18
x =35
Profesor: Fijaros que el cuadradito y la x podria ser lo mismo, solo que estdn mas acostumbrados, estamos mas comodos
cuando ponemos letras. Bueno, esa solucion esta como muy algebrizada, ;verdad? [...] Escribid su segunda solucion:
Observador: El estudiante escribe,
m+m— m=53-18
m =35

Profesor: ;Hay alguna diferencia entre los dos métodos? A ver, en esas dos soluciones, ;qué tipo de objetos habéis
reconocido en cada una? ¢Hay alguna diferencia entre los dos métodos en cuanto a los tipos de objetos que aparecen?
Estudiante 2: Los objetos son la simbologia e igualar el primer miembro con el segundo.
Profesor: Es el mismo trabajo, ;no? Entonces, ¢qué nivel le asignamos a esto? Nivel 1, ;no? Es decir, fijaros que en este
primer caso estamos operando con la incognita de cierta manera, aqui tenemos una ecuacién de laforma Ax + B = Cx + D,
entonces si veis en los criterios que hemos dado, cuando tienes una ecuacion como Ax + B = Cx + D para encontrar el
valor de x tienes que operar con la incognita; entonces, eso ya supone un nivel de algebrizacion bastante alto, consolidado,
por lo que aqui asignariamos un valor 3. Y el otro método es practicamente lo mismo.

Profesor: Pasemos al segundo ejercicio. Necesito un voluntario que quiera salir a explicar su solucion. A ver ustedes, ;han
trabajado el ejercicio segundo? ;Podéis ponerlo en la pizarra?
Observador: El alumno escribe:
m+18<20 m<20-18
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m+17<20 m<20-17
m+16<20 m<20-16

E+1<20 m<20-1

Profesor: Tu dices, a Delta le voy a dar los valores de 18, 17, 16,.. etc. y ahora ¢cuanto vale el cuadrado en cada caso? En el
primero, entonces debe ser menor que 2, es decir que cuadradito puede ser o cero o uno. ¢Habéis previsto otra solucién
diferente?
Estudiante 2: No

Observador: El profesor designa a un integrante de otro equipo. Este escribe en la pizarra:

E=3m=9
x+3<20; x<17
x+9<20; x<11

Profesor: A ver, ¢habéis identificado aqui algin tipo de objetos algebraico, que pueda indicar que aqui hay algo de algebra o
no? Se tiene una inecuacion con 2 datos desconocidos. Entonces, ;coOmo se esta resolviendo?, ti le das valores y a
continuacion ¢qué has hecho para encontrar el valor de la otra?
Estudiante 3: Despejar
Profesor: A ver, si se le dan valores particulares y si estan haciendo operaciones aritméticas. Aunque en realidad la sola
presencia de simbolos para indicar un nimero desconocido, si se da valores a esos simbolos, sencillamente haciendo
operaciones aritméticas sin aplicar propiedades algebraicas quedaria en un nivel cero, es puramente aritmético. Aqui ya hay
una cierta diferencia, no porque hayais puesto una literal en lugar de cuadradito, una x, no. Aunque, también es verdad que le
das un valor particular, pero empiezas a dar una solucion general, x es menor que 17, das un intervalo, un conjunto de valores
Entonces aqui hay un poquito de mas algebra que alla, con lo cual en este caso podemos decir que hay un nivel 1 de
algebrizacién. (Qué opindis? ¢Bien? Lo dejamos asi. Vamos a pasar al siguiente ejemplo. Un equipo que quiera salir a
exponer el enunciado 3. A ver, usted. Explicanos, ¢qué has hecho?, ;has dado méas de una solucion?

Observador: El estudiante coloca una de sus soluciones:

Total=212 alumnos

1 coche; 3 andando

25% coche; 75% andando

25% de 212= 53 alumnos en coche

75% de 212= 159 alumnos andando
Profesor: En esta actividad matematica, ¢hay algo de algebra ahi?
Estudiante 4: No. Nivel cero.
Profesor: Bien, ¢qué otra solucion habéis previsto?

Observador: El estudiante escribe:

x = Alumnos en coche

y = Alumnos andando

x+y=212

y = 3x

x+y=212; 4x = 212

= %; x =53

y =3(53)

y =159
Profesor: Bueno, ¢qué objetos algebraicos habéis previsto aqui y qué nivel le asignariamos?
Estudiante 4: Hay incognitas
Profesor: En tu caso hay dos incognitas y ahi en realidad hay un sistema de ecuaciones. ;De qué tipo de ecuacion se trata?;
mira que es de la forma Ax + B = C. A ver, ¢qué nivel de algebrizacion tiene este? Evidentemente estad muy algebrizado.
Estudiante 4: Tiene un nivel 3.
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Profesor: Bueno, yo también le asignaria un nivel 3, con base en que planteas un sistema de ecuaciones con dos incognitas y
empiezas a manipularlas. A ver, si un alumno se salta este paso, porque en realidad el sistema de ecuaciones no habria porqué
plantearlo, se puede iniciar con una sola ecuacidn, se puede decir, bueno x es el nimero de los que van en coche mas los que
van andando que es, x + 3x = 212. Evidentemente uno puede pensar asi, por lo que de acuerdo con los criterios que hemos
dado, uno no opera con la incdgnita, porque no se encuentra en ambos miembros de la igualdad. No es lo mismo una
ecuacion de la forma Ax + B = Cx + D en donde movilizo la igualdad como equivalencia, en el sentido de que se tiene que
despejar la x. A este tipo de ecuaciones en las que las x estan en los dos miembros y tengo que operar con ella y pasar de un
miembro a otro, es el que le hemos asignado el nivel 3. De modo que si un alumno plantea directamente la ecuacion x +
3x = 212 pues responde al criterio del nivel 2. Como t0 planteas dos incognitas, me hace pensar en un nivel mas elevado,
un nivel 3, esto indica que asignar niveles no es una cuestién rigida. Todo depende de la actividad matematica del alumno.

Pasemos al siguiente problema. A ver, un integrante de su equipo pase a poner sus soluciones.
Observador: El estudiante escribe en la pizarra todas las soluciones.

A B) C)
6/2=3 2 26 n|ly=nx3
50 x 3 = 150 50 > x 113
2 |6
300
50 X 6 = — = 150 319
2 4 |12
5 |15

y=50x3 =150

Profesor: Vamos a comentar las soluciones. En la primera, ¢hay algo de algebra? Nada, nivel cero. En la segunda solucién.
Veamos, ¢qué hay ahi de algebra?, poca cosa. Has puesto una x, pero esa x no tiene ninguna funcionalidad; en ese
procedimiento aplicas una rutina. Esto indica que la presencia de un simbolo, por si solo no implica lgebra; tiene que haber
propiedades. A ver, la siguiente solucion para este enunciado

Estudiante 5: Hemos hecho una tabla de valores, es como una funcion.

Profesor: Vale, ti has encontrado una regla y a continuacion la aplicas. Ahora bien, en esta solucion ¢qué algebra hay? ;Qué
objetos algebraicos hay?

Estudiante 5: Hemos puesto que es de nivel 2 porque obtuvimos una regla general y la aplicamos.

Profesor: Al poner una tabla con una variable independiente (nimero de sdndwich n), esta n es una variable. Aqui hay otra
variable que es una variable dependiente. Aparece la idea de funcién y la habéis expresado en simbolos: y = n x 3, por lo
que su asignacion de nivel esta bien, hay una funcién, una relacion de correspondencia, aunque claro, el problema no te exige
operar para obtener una expresién canénica, por lo cual, en efecto, es de un nivel 2.

Vamos a pasar entonces al ejercicio 5. Otro voluntario.

Observador: Otro equipo explica sus soluciones, una de ellas utiliza relaciones entre las figuras dadas llegando a una
expresion como: (n + 1)% — 1; otra fue ir afiadiendo bolitas para formar las figuras hasta la posicion 15.
Profesor: Bueno, plantean dos soluciones. En la primera han afiadidos los puntitos, han dibujado las figuras; la tercera figura
tiene cuatro en la base y la altura menos una en la esquina. ¢Hay algun tipo de algebra? ;Qué algebra hay y qué nivel le
asignarias?
Estudiante 6: Pertenece a un nivel 2.
Profesor: De acuerdo, hay que encontrar una regla general para cualquier n, pero no se trabaja con esa formula, no se
simplifica para obtener una expresion candnica, por lo tanto es de nivel 2.
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5.3. Sintesis de la trayectoria cognitiva

Seguidamente describimos de manera global la progresion del aprendizaje de los estudiantes como
resultado de las actividades practicas realizadas y el desempefio mostrado en la prueba final.

La resolucion de los cuatro problemas incluidos en la parte A de la practica 1, resultd accesible,
pues se obtuvo una puntuacion media de 4,6 (d. tipica 1,72) de un mé&ximo posible de 7 puntos. El indice
de dificultad mas elevado (0,335) se obtuvo en el apartado c) de la tarea 1, que pide formular una regla
general. En las cuatro tareas, la mayoria de estudiantes puso en juego un nivel O de algebrizacion,
indicando su predisposicion inicial a resolver los problemas mediante herramientas aritméticas.

Las actividades de reconocimiento de objetos y significados (parte B, préactica 1) fueron realizadas
en grupo (15 protocolos de respuesta). Como primer paso, cada equipo debia consensuar una solucion
correcta para cada problema. Como era previsible, la identificacion de los objetos matematicos y sus
significados en las resoluciones, resulté compleja, ya que se refieren superficialmente a las soluciones
propuestas y raramente manifiestan las propiedades intrinsecas de las mismas. El reconocimiento de
objetos algebraicos también resultd escaso, y la asignacion de significados a los objetos matematicos fue
con frecuencia no pertinente u omitida.

La practica 5 (Algebra en educacion primaria) se realizd también en forma grupal (15 protocolos de
respuesta). El nimero total de items evaluables en la préctica es de 30, siendo la puntuacion media 12, el
méaximo de 17, el minimo de 8 y la desviacion tipica de 2,8, lo que indica un desempefio relativamente
bajo.

La identificacion de objetos algebraicos para la tarea 1 (resolver dos expresiones) resultd dificil
para los estudiantes, al igual que la tarea 2 (resolver una desigualdad) y la tarea 4 (proporcionalidad).
Los estudiantes no reconocen objetos algebraicos que se correspondan con su solucion planteada.
Similarmente sucede para la tarea 3, un problema verbal y la 5, andlisis de un patrén. Por otro lado, no
se supera el 50% de asignacion correcta la asignacion de niveles de algebrizacién a las soluciones
(exceptuando la tarea 5, con 53%), pues para los maestros en formacion fue un reto asignar estos niveles
de forma justificada y correcta.

Las evaluaciones formativas se basaron en los informes escritos de los equipos realizados a lo largo
de una semana, los cuales fueron base para la discusion colectiva de la préctica correspondiente. Era de
esperar, por tanto, una evolucién positiva en los conocimientos pretendidos tras la discusion y
explicaciones complementarias del profesor (véase la configuracidon n° 14, seccién 5.2). Al analizar las
52 respuestas a la pregunta incluida en el examen final, se obtuvo un valor medio 1,8 (d. tipica=0,85) de
un maximo alcanzable de 5 puntos (1 por cada item correcto), lo que indica un namero bajo de items
resueltos por los estudiantes, siendo particularmente dificiles los items b) y d) (11,5 y 17,3 % de
respuestas correctas).

6. Analisis retrospectivo

En este apartado hacemos un analisis retrospectivo de la idoneidad didactica de la experiencia
formativa, con la finalidad de identificar mejoras potenciales de la misma. Usaremos como guia para la
reflexion el sistema de indicadores de idoneidad descrito en Godino (2011) para las facetas epistémica,
ecologica, interaccional, mediacional, cognitiva y afectiva. Finamente reflexionamos sobre la trama de
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normas (Godino, Font, Wilhelmi y, De Castro, 2009) que han condicionado tanto el disefio como la
implementacion.

6.1. Idoneidad epistémica

La idoneidad epistémica o matematica de un proceso de estudio se entiende como el grado en que
los significados implementados (o pretendidos) representan a los significados de referencia del objeto o
contenido pretendido. En nuestro caso se ha presentado en la seccion 3 la conceptualizacion para este
estudio del RAE y sus elementos caracteristicos segin distintos niveles de algebrizacion, la cual
constituye el significado de referencia del objeto.

En la planificacion del proceso formativo se incluyeron la Practica 1 como primer encuentro con el
analisis de objetos y significados en la resolucién de problemas matematicos escolares y la Practica 5 en
la que especificamente se proponen actividades de reconocimiento de niveles de algebrizacion. El
documento de estudio previo (Aké, Godino y Gonzato, 2013), que presenta a los estudiantes una sintesis
del significado de referencia del RAE, y la descripcion de los niveles de algebrizacion y rasgos del RAE,
fue complementado con explicaciones del profesor en las sesiones de clase teoricas. En las tareas
incluidas en las practicas 1 y 5 se incluyen situaciones que involucran pensamiento relacional,
reconocimiento de patrones, procesos de modelizacidon, generalizacién y representacion. Como
conclusion podemos considerar una alta idoneidad epistémica del proceso formativo, tanto en la fase de
disefio como de implementacion.

6.2. Idoneidad ecoldgica

La idoneidad ecoldgica es el grado de adaptacion curricular, socio-profesional, apertura a la
innovacion y conexiones intra e interdisciplinares.

El RAE no se contempla de manera explicita en la formacion de maestros de educacion primaria en
Espafia, aunque existen multiples investigaciones que concluyen en la necesidad de introducir formas de
pensamiento algebraico en la escuela elemental, y asi se contempla en documentos curriculares como el
NCTM (2000). En consecuencia, se debe capacitar a los futuros maestros para promover
progresivamente el pensamiento algebraico en los nifios. Nuestra experiencia supone, por tanto, una
apertura a la innovacion didactica, adaptacion socio-profesional y al establecimiento de conexiones entre
distintos contenidos matematicos, dado el caracter transversal del razonamiento algebraico. En cuanto a
las nuevas tecnologias constatamos el uso de proyeccion de diapositivas en las sesiones de clase y de
una sesion video-grabada de una clase con nifios de primaria resolviendo una actividad algebraica
(configuracion didactica 15). Fue relevante en nuestra innovacion la inclusion del RAE en el programa
tedrico-practico de un curso sobre Ensefianza y aprendizaje de la matematica en educacién primaria, en
coordinacion con los sentidos numérico, metrico, geométrico y estocastico. Podemos concluir, por tanto,
que la idoneidad ecoldgica del proceso formativo es alta.

6.3. Idoneidad interaccional

La idoneidad interaccional es el grado en que los modos de interaccion permiten identificar y
resolver conflictos de significado y favorecen la autonomia en el aprendizaje.

Las formas de interaccion profesor - estudiantes, y de los estudiantes entre si, estuvieron
condicionadas por las fijadas en la Guia docente del curso: 1) Una sesion semanal presencial teorica de 2
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horas, en gran grupo ( 50 -60 estudiantes), donde se privilegia la clase magistral; 2) Seminarios
presenciales de trabajos practicos (1 hora a la semana), con grupos medianos (18 a 20 estudiantes),
trabajando en equipos de 3 o 4 estudiantes; 3) Tutoria flexible presencial, individual o en equipos,
durante la semana; 4) Tutoria virtual, individual, en horario libre.

De hecho, los momentos de tutoria individual o grupal fueron muy escasos, por lo que fue dificil
para el profesor reconocer los conflictos de aprendizaje de los estudiantes. En las sesiones tedricas y
practicas el tamafio del grupo era grande, lo que dificultd la interaccion profesor - estudiantes y la
solucion de los conflictos. Sin embargo, el trabajo en equipos de 3 0 4 estudiantes en las practicas
facilito el didlogo y comunicacion entre estudiantes, al tiempo que les concedié un cierto grado de
autonomia y responsabilidad. No obstante, el disefio de las practicas era relativamente cerrado; se pedia
responder a un conjunto de cuestiones previamente elegidas por el profesor. El informe escrito realizado
por los equipos durante la semana, fue la base para una evaluacion formativa grupal a lo largo del curso
y la toma de decisiones en los momentos de institucionalizacion. Considerando estos indicadores, la
idoneidad interaccional implementada fue media; en proximas implementaciones seria necesario facilitar
y fomentar las tutorias individuales y grupales de modo que no interfieran con otras actividades
requeridas a los estudiantes en las distintas materias.

6.4. Idoneidad mediacional

La idoneidad mediacional se entiende como grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos
materiales y temporales para el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje.

La naturaleza del contenido objeto del proceso de estudio hace innecesario el uso de recursos
tecnoldgicos que ayuden a representar los conocimientos; no obstante, el profesor hizo uso de
representaciones esquematicas y medios de proyeccion visual, por lo que este componente de la
idoneidad mediacional fue adecuado.

El nimero de estudiantes inscritos en el curso, 58, aunque no excesivamente alto, dificulta la
atencion personalizada de los estudiantes. El profesor llevaba un registro personal de cada estudiante,
aunque, aparte de la asistencia a los seminarios de practicas que era individualizado, los datos recogidos
se referian al trabajo realizado por cada equipo. Dado que el proceso de estudio tiene lugar en diversos
momentos y espacios seria necesario un registro mas pormenorizado de cada estudiante, para poder
explicar la variabilidad de los aprendizajes logrados, que no depende exclusivamente del componente
epistémico y docente.

6.5. Idoneidad cognitiva

La idoneidad cognitiva se entiende como grado en que los contenidos implementados (o
pretendidos) son adecuados para los estudiantes, es decir, estan en la zona de desarrollo potencial de los
alumnos, al tiempo que suponen un reto asumible por los mismos.

Podemos afirmar que los estudiantes tienen los conocimientos previos necesarios para iniciar el
tema, ya que se esperaban las carencias de conocimientos comin y avanzado sobre razonamiento
algebraico elemental, detectadas en la primera fase de la practica 1 como una etapa del proceso
formativo. La primera consigna que se propone a los estudiantes (“resuelve la tarea”), va seguida de una
reflexion de indole epistémica sobre los objetos matematicos puestos en juego en dicha actividad, que
es nueva para los futuros maestros, y no es trivial, pues es el principal objetivo del proceso formativo.
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El andlisis de la idoneidad cognitiva debemos centrarlo, por tanto, en comprobar el grado de logro
de los aprendizajes pretendidos. En este sentido teniendo en cuenta los resultados de la evaluacion final,
y de los informes colectivos de la préctica 5, donde un alto porcentaje de estudiantes tuvo importantes
dificultades para discriminar los objetos algebraicos y asignar niveles de algebrizacion a la resolucion de
las tareas matemaéticas propuesta, concluimos que la idoneidad cognitiva fue baja. Conviene reconocer,
no obstante, que el instrumento de evaluacion final usado (una sola tarea) debera ser mejorado mediante
instrumentos especificos y entrevistas individualizadas.

6.6. ldoneidad afectiva

La idoneidad afectiva mide el grado de implicacion, interés y motivacion de los estudiantes. En
nuestro caso se supone que los estudiantes tienen una motivacion intrinseca, por su decision personal de
prepararse para ejercer la docencia. Ademas, el disefio del curso contempld la resolucion de tareas
matematicas de educacion primaria, relacionadas con la profesion de maestro y se traté de motivar la
reflexion sobre el razonamiento algebraico por su relacion con los procesos de generalizaciéon y de
expresion en el trabajo matematico.

La organizacién de equipos de trabajo atribuye responsabilidad y autonomia a los propios
estudiantes, creando situaciones para la argumentacion en condiciones de igualdad, aunque esta faceta
no recibid una atencion suficiente en el disefio o la implementacion. En particular se deberia organizar
un sistema de recogida de informacion sobre los distintos aspectos de la dimension afectiva que permita
conocer la de los estudiantes, en especial los que muestran un perfil cognitivo mas bajo.

6.7. Dimension normativa. Condicionamientos del proceso de estudio

Las diferentes facetas de la dimension normativa que proponen Godino et al (2009) - epistémica,
cognitiva, interaccional, mediacional, afectiva y ecoldgica - permiten:

1. Valorar la pertinencia de las intervenciones de profesores y alumnos teniendo en cuenta
el conjunto de normas que condicionan la ensefianza y aprendizaje.
2. Sugerir posibles cambios en las normas que ayuden a mejorar el funcionamiento y

control de los sistemas didacticos, con vistas a una evolucién positiva de los significados personales.

La principal norma que ha condicionado la accion formativa esta relacionada con la faceta
mediacional (tiempo asignado y numero de estudiantes implicados). EI nimero de créditos establecido
en el plan de estudios; la organizacion docente y la Guia docente aprobada por el Departamento son de
obligado cumplimiento. La asignatura “Ensefianza y aprendizaje de las matematicas en educacion
primaria” debe desarrollar los conocimientos didactico - matematicos de los diversos bloques de
contenido de educacion primaria, no solo del sentido algebraico. En realidad, la introduccion del sentido
algebraico supone una ruptura de las normas epistémicas establecidas en la Guia docente. Esta
innovacion esta motivada por una norma propia de la Didactica de la matematica que progresivamente
va adquiriendo mayor consistencia: es necesario contemplar el desarrollo del pensamiento algebraico
desde los primeros niveles de educacion primaria, y en consecuencia los profesores de primaria deben
ser capacitados para promoverlo.

Otra norma que afecta al trabajo de los estudiantes, es que deben estudiar simultaneamente otras
materias, cada una de las cuéles exige una dedicacion que no siempre es equilibrada y coordinada. Por
ejemplo, se tiene constancia de que en algunas ocasiones algunos estudiantes no asistieron a las clases
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presenciales porque debian asistir a sesiones de tutorias de otros profesores, o preparar evaluaciones de
otras materias.

7. Sintesis de resultados e implicaciones

El analisis retrospectivo de la experiencia formativa ha permitido revelar sus fortalezas y
debilidades. La idoneidad epistémica (representatividad del significado implementado) fue alta,
mientras que la idoneidad cognitiva (significados personales logrados) fue baja. El analisis de las
normas que han condicionado el proceso ha permitido tomar conciencia de las restricciones impuestas
por los medios usados (baja idoneidad mediacional), que afectaron al proceso de retroalimentacion,
discusion y reflexion de los estudiantes sobre las tareas propuestas.

El foco de interés de este trabajo ha sido el disefio, experimentacion y evaluacion de un cambio en el
plan de formacion inicial de maestros sobre un topico matemaético transversal y relevante: el
Razonamiento Algebraico Elemental (RAE). La investigacion se inscribe en el paradigma del disefio
instruccional, o ingenieria didactica interpretativa (Godino et al.. 2013). El disefio instruccional esta
apoyado y precedido por el estudio preliminar sobre la naturaleza del RAE (Godino et al., 2012; Godino
et al. 2013).

La planificacion e implementacion de la ensefianza del RAE en la educacion primaria requiere un
sistema de conocimientos didactico-matematicos (CDM-RAE) de los maestros y el disefio de las
acciones formativas correspondientes (Godino, 2009). Se abre de este modo, en este trabajo, una linea
de investigacion en la formacion de maestros: el desarrollo del conocimiento didctico-matematico
correspondiente, como condicion necesaria para su promocién en la escuela primaria. Especificamente
consideramos necesario profundizar en dos direcciones: 1) Construccién de instrumentos para evaluar el
grado de comprensién y dominio de maestros en formacion sobre CDM-RAE; 2) Ampliar las
experiencias formativas sobre RAE en la formacion de maestros. Una posibilidad seria incluir en su
plan de estudios un curso especifico de didactica del algebra escolar.

Un tipo de accion formativa de interés para los maestros seria el andlisis de libros de texto de
educacion primaria, y el estudio de su posible mejora para favorecer el desarrollo del sentido algebraico
en los nifios. Asi mismo, una vez que los estudiantes estén familiarizados con los rasgos caracteristicos
del algebra elemental y los niveles de algebrizacion de la actividad matematica se les puede proponer
elaborar unidades didacticas orientadas a la promocion del sentido algebraico en la educacién primaria.
Mediante esta actividad es posible movilizar las distintas facetas y componentes del CDM-RAE, sobre
todo si los estudiantes tienen ocasién de implementar dichas unidades durante los periodos de préacticas
de ensefianza.

Otra finalidad de este trabajo ha sido mostrar herramientas del marco teorico del EOS aplicables en
las fases de estudio preliminar, disefio, implementacion y evaluacion de ingenierias didacticas, esto es,
investigaciones basadas en el disefio instruccional. En la fase de estudio preliminar la nocion de
significado de referencia da una orientacion especifica a la epistemologia del contenido pretendido, por
la manera pragmatista - antropologica en que se interpreta el significado institucional de los objetos
matematicos. En la fase de disefio, una vez seleccionada una muestra representativa de situaciones —
problemas, nos propone prever de manera sistematica la trama de objetos y procesos que la resolucién
de tales situaciones pone en juego, para identificar posibles conflictos de aprendizaje a considerar en los
procesos de institucionalizacion y evaluacion. Durante la implementacion los distintos tipos de
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configuraciones y procesos didacticos y la nocion de conflicto semidtico interaccional ayudan a
identificar hechos didacticos significativos que orientan la evaluacién formativa y la optimizacion del
aprendizaje. En la fase de evaluacion o andlisis retrospectivo, la nocion de idoneidad didactica aporta
vias para la reflexion sistemética sobre las distintas facetas del proceso de estudio e identificar
potenciales mejoras en nuevas implementaciones.
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