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INTRODUCCION

En esta Monografia sobre "Fundamentos de la enseiianza y el
aprendizaje de las matematicas para maestros" nos proponemos ofrecer
una vision general de la educacion matematica. Tratamos de crear un
espacio de reflexion y estudio sobre las matematicas, en cuanto objeto de
enseflanza y aprendizaje, y sobre los instrumentos conceptuales y
metodolégicos de indole general que la Didactica de las Matematicas esta
generando como campo de investigacion.

Deseamos que los maestros en formacién adquieran una vision de la
~ 7. 1
ensefianza de las matematicas que contemple:

- Las clases como comunidades matematicas, y no como una simple
coleccion de individuos.

- La verificacion légica y matematica de los resultados, frente a la
vision del profesor como tnica fuente de respuestas correctas.

- El razonamiento matematico, mas que los procedimientos de simple
memorizacion.

- La formulacién de conjeturas, la invencion y la resolucion de
problemas, descartando el énfasis en la busqueda mecanica de
respuestas.

- La conexion de las ideas matematicas y sus aplicaciones, frente a la
visiéon de las matemdticas como un cuerpo aislado de conceptos y
procedimientos.

Los siguientes principios de la ensefianza de las matematicas descritos
en los Principios y Estandares 2000 del NCTM? orientan el contenido de la
Monografia:

1. Equidad. La excelencia en la educacion matematica requiere equidad —
unas altas expectativas y fuerte apoyo para todos los estudiantes.

2. Curriculo. Un curriculo es mas que una coleccion de actividades: debe ser
coherente, centrado en unas matematicas importantes y bien articuladas a
lo largo de los distintos niveles.

" NCTM (1991). Professional Standards for Teaching Mathematics. Reston, VA: National Council of
Teachers of Mathematics.
2 NCTM (2000). Principles and Standards for School Mathematics. Reston. VA: National Council of
Teachers of Mathematics.
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3. Ensenianza. Una ensefianza efectiva de las matematicas requiere
comprension de lo que los estudiantes conocen y necesitan aprender, y por
tanto les desafian y apoyan para aprenderlas bien.

4. Aprendizaje.  Los  estudiantes deben  aprender  matematicas
comprendiéndolas, construyendo activamente el nuevo conocimiento a
partir de la experiencia y el conocimiento previo.

5. Evaluacion. La evaluacion debe apoyar el aprendizaje de unas
matematicas importantes y proporcionar informacion util tanto a los
profesores como a los estudiantes.

6. Tecnologia. La tecnologia es esencial en la ensefianza y el aprendizaje de
las matematicas; influye en las matematicas que se ensefian y estimula el
aprendizaje de los estudiantes.

Estos seis principios describen cuestiones cruciales que, aunque no sean
especificas de las matematicas escolares, estan profundamente
interconectadas con los programas de matematicas. Deben ser tenidos en
cuenta en el desarrollo de propuestas curriculares, la seleccion de materiales,
la planificacion de unidades didacticas, el disefio de evaluaciones, las
decisiones instruccionales en las clases, y el establecimiento de programas de
apoyo para el desarrollo profesional de los profesores.

El primer capitulo estd centrado en el analisis del propio contenido
matematico, con la finalidad de hacer reflexionar a los maestros en
formacidn sobre sus propias creencias y actitudes hacia las matematicas e
inducir en ellos una visidon constructiva y sociocultural de las mismas. Tras
presentar una sintesis del papel que las matematicas desempefian en la
ciencia, la tecnologia y en la vida cotidiana describimos algunos rasgos
caracteristicos de las matematicas, tomando como referencia las
orientaciones del curriculo basico de matematicas propuesto por el MEC.
Destacamos el caracter evolutivo del conocimiento matematico, el papel de
la resolucion de problemas y la modelizacion, el razonamiento, lenguaje y
comunicacion, la estructura logica y naturaleza relacional de las
matematicas, asi como la dialéctica entre exactitud y aproximaciéon. En este
capitulo también describimos las tres categorias basicas de contenidos que
propone el Disefio Curricular Bésico (conceptos, procedimientos y
actitudes), y razonamos que el analisis de la actividad matematica y de los
procesos de ensefianza y aprendizaje en las clases requiere adoptar un
modelo epistemoldgico mas detallado, considerando como objetos
matematicos las propias situaciones - problemas, el lenguaje, las
propiedades y argumentaciones, ademas de los conceptos y
procedimientos. Junto a estos objetos matematicos es necesario tener en
cuenta en la organizacion de la ensefianza los procesos matematicos de
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resolucion de problemas, representacién, comunicacion, justificacion,
conexiones ¢ institucionalizacion.

El segundo capitulo lo dedicamos al estudio de los procesos de
enseflanza y aprendizaje de las matematicas, comenzando con una situacion
de contextualizacion sobre las creencias de los maestros en formacion
acerca de la ensefianza y el aprendizaje de nuestra materia. Hemos
considerado necesario iniciar el tema con un breve andlisis de las nociones
de competencia y comprension matematica, esto es, sobre lo que vamos a
considerar como "conocer matematicas" desde el punto de vista del sujeto
que aprende. No parece posible tomar decisiones educativas apropiadas si
no adoptamos previamente criterios claros sobre lo que vamos a considerar
qué es "saber matematicas".

Sin privar de importancia a los enfoques constructivistas en el estudio
de las matemadticas consideramos necesario reconocer explicitamente el
papel crucial del profesor en la organizacién, direccion y promocién de los
aprendizajes de los estudiantes. Una instruccion matematica significativa
debe atribuir un papel clave a la interaccion social, a la cooperacion, al
discurso del profesor, a la comunicacion, ademas de a la interaccion del
sujeto con las situaciones-problemas. El maestro en formacion debe ser
consciente de la complejidad de la tarea de la ensefianza si se desea lograr
un aprendizaje matematico significativo. Serd necesario disefiar y gestionar
una variedad de tipos de situaciones didacticas, implementar una variedad
de patrones de interaccién y tener en cuenta las normas, con frecuencia
implicitas, que regulan y condicionan la ensefianza y los aprendizajes.
Finalizamos el desarrollo de los conocimientos del capitulo 2 con
informacion sobre los tipos de dificultades, errores y obstaculos en el
estudio de las matematicas y una sintesis de los "Estandares para la
enseflanza de las matemadticas", elaborados por la prestigiosa sociedad
NCTM de profesores de matematicas de EE.UU.

El tercer capitulo estd dedicado al estudio del curriculo de matematicas,
al nivel de propuestas curriculares basicas y de programacién de unidades
didécticas. Presentamos una sintesis de las orientaciones curriculares del
MEC para el area de matemadticas, incluyendo los fines y objetivos,
contenidos y evaluacion, asi como las principales caracteristicas de los
Principios y Estdndares para las matematicas escolares del NCTM. Esta
informacion aportarda a los maestros en formacidon una vision
complementaria y critica, tanto de las orientaciones propuestas a nivel del
estado espafiol como de las respectivas comunidades autonOmicas.
Respecto del disefio y gestion de unidades didacticas describimos los
principales elementos a tener en cuenta en la planificacion, gestion y
evaluacion de las unidades, asi como las correspondientes adaptaciones
curriculares para alumnos con necesidades especificas.
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El ultimo capitulo incluido en la Monografia lo dedicamos al estudio de
los recursos didacticos utilizables en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Presentamos una perspectiva general de los recursos,
incluyendo desde los libros de texto, materiales manipulativos, graficos y
textuales, hasta los recursos tecnoldgicos (calculadoras, ordenadores,
internet, etc.). El maestro en formacion debe lograr una actitud propicia al
uso de materiales manipulativos de toda indole, incardinados como
elementos de las situaciones didécticas, pero al mismo tiempo es necesario
que construya una actitud critica al uso indiscriminado de tales recursos.
Razonamos que el material manipulativo (sea tangible o grafico-textual)
puede ser un puente entre la realidad y los objetos matematicos, pero es
necesario adoptar precauciones para no caer en un empirismo ciego ni en
un formalismo estéril.

En cuanto a las referencias bibliograficas hemos adoptado el criterio de
incluir a pié de pagina las principales fuentes documentales que hemos
utilizado de manera directa. Al final de cada capitulo hemos afiadido
alguna bibliografia que consideramos de interés como complemento y que
son accesibles para el maestro en formacion.

Cada capitulo ha sido estructurado en tres secciones. En la primera
seccion, que denominamos Contextualizacion, proponemos una situacion
inicial de reflexion y discusion colectiva sobre un aspecto del tema, En la
segunda, Desarrollo de conocimientos, presentamos las principales
posiciones e informaciones, asi como una coleccidon de actividades o tareas
intercaladas en el texto que pueden servir como situaciones introductorias a
los distintos apartados, o bien como complemento y evaluacion del estudio.
La tercera seccion, Seminario didactico, incluye una coleccion de
"problemas de didactica de las matematicas" que amplian la reflexion y el
analisis de los conocimientos propuestos en cada tema.

Esperamos que este texto, que hemos intentado que sea a la vez riguroso
y de lectura asequible, pueda servir a los futuros maestros para aumentar su
interés por las matematicas y su ensefanza

Los autores
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Perspectiva educativa de las matematicas

A: Contextualizacion

REFLEXION Y DISCUSION COLECTIVA SOBRE LAS PROPIAS CREENCIAS
HACIA LAS MATEMATICAS

Consigna:

A continuacidén se presentan algunos enunciados que reflejan diferentes modos de
pensar sobre las matematicas, el conocimiento matematico y la habilidad para hacer
matematicas.

1) Completa el cuestionario, leyendo con atencidn los enunciados e indicando el grado
de acuerdo con cada uno de ellos, mediante un valor numérico, siguiendo el
convenio presentado.

2) Sino estads de acuerdo con alguno de los enunciados, indica tus razones.

. .1
Cuestionario

Indica tu grado de acuerdo con cada enunciado, segun el siguiente convenio: 1:
Totalmente en desacuerdo; 2: En desacuerdo; 3: Neutral (ni de acuerdo ni en
desacuerdo); 4: De acuerdo; 5: Totalmente de acuerdo:

1. Las matematicas son esencialmente un conjunto de conocimientos (hechos, reglas,
formulas y procedimientos socialmente ttiles).

1 2 3 4 5

2. Las matematicas son esencialmente una manera de pensar y resolver problemas.
1 2 3 4 5

3. Se supone que las matematicas no tienen que tener significado.
1 2 3 4 5

4. Las matematicas implican principalmente memorizacion y seguimiento de reglas.
1 2 3 4 5

5. La eficacia o dominio de las matematicas se caracteriza por una habilidad en conocer
hechos aritméticos o de hacer calculos rapidamente.

1 2 3 4 5

6. El conocimiento matematico esencialmente es fijo e inmutable.

' Baroody, A. J. y Coslick, R. T. (1998). Fostering children's mathematical power. An investigative
approach to K-8 mathematics instruction..London: Lawrence Erlbaum Ass. (p. 1-8)
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1 2 3 4 5

7. Las matematicas estan siempre bien definidas; no estidn abiertas a cuestionamientos,
argumentos o interpretaciones personales.

1 2 3 4 5
8. La habilidad matematica es esencialmente algo con lo que se nace o no se nace.

1 2 3 4 5
7. Los matematicos trabajan tipicamente aislados unos de otros.

1 2 3 4 5
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B: Desarrollo de conocimientos

1. ALGUNAS CONCEPCIONES SOBRE LAS MATEMATICAS

En la reflexion sobre las propias concepciones hacia las matemadticas habran
surgido diversas opiniones y creencias sobre las matematicas, la actividad matematica y
la capacidad para aprender matemadticas. Pudiera parecer que esta discusion estd muy
alejada de los intereses practicos del profesor, interesado fundamentalmente por cémo
hacer mas efectiva la ensefianza de las matematicas (u otro tema) a sus alumnos. La
preocupacion sobre qué es un cierto conocimiento, forma parte de la epistemologia o
teoria del conocimiento, una de las ramas de la filosofia.

Sin embargo, las creencias sobre la naturaleza de las matematicas son un factor que
condiciona la actuacion de los profesores en la clase, como razonamos a continuacion.

= Supongamos, por ejemplo, que un profesor cree que los objetos matematicos tienen
una existencia propia (incluso aunque esta “existencia” sea no material). Para él,
objetos tales como “triangulo”, “suma”, “fracciones”, “probabilidad”, existen, tal como
lo hacen los elefantes o los planetas. En este caso, solo tenemos que ayudar a los nifios
a “descubrirlos”, ya que son independientes de las personas que los usan y de los

problemas a los que se aplican, e incluso de la cultura.

Para este profesor, la mejor forma de ensefiar matematicas seria la presentacion de
estos objetos, del mismo modo que la mejor forma de hacer que un nifio comprenda
qué es un elefante es llevarlo al zooldgico, o mostrarle un video sobre la vida de los
elefantes.

(Coémo podemos mostrar lo que es un circulo u otro objeto matematico? La mejor
forma seria ensefar sus definiciones y propiedades, esto es lo que este profesor
consideraria “saber matematicas”. Las aplicaciones de los conceptos o la resolucion de
problemas matematicos serian secundarios para este profesor. Estas se tratarian
después de que el alumno hubiera aprendido las matematicas.

1. Para los siguientes objetos matematicos, razona si su existencia es o no independiente
de la cultura: a) sistema de numeracion; b) unidades de medida; ¢) notacion algebraica.

= Otros profesores consideran las matematicas como un resultado del ingenio y la
actividad humana (como algo construido), al igual que la musica, o la literatura. Para
ellos, las matematicas se han inventado, como consecuencia de la curiosidad del
hombre y su necesidad de resolver una amplia variedad de problemas, como, por
ejemplo, intercambio de objetos en el comercio, construccion, ingenieria, astronomia,
etc.

Para estos profesores, el cardcter mas o menos fijo que hoy dia —o en una etapa
histérica anterior- tienen los objetos matemadticos, es debido a un proceso de
negociacion social. Las personas que han creado estos objetos han debido ponerse de
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acuerdo en cuanto a sus reglas de funcionamiento, de modo que cada nuevo objeto
forma un todo coherente con los anteriores.

Por otro lado, la historia de las matematicas muestra que las definiciones,
propiedades y teoremas enunciados por matematicos famosos también son falibles y
estan sujetos a evolucién. De manera analoga, el aprendizaje y la ensefianza deben
tener en cuenta que es natural que los alumnos tengan dificultades y cometan errores
en su proceso de aprendizaje y que se puede aprender de los propios errores. Esta es la
posicion de las teorias psicologicas constructivistas sobre el aprendizaje de las
matematicas, las cuales se basan a su vez en la vision filosofica sobre las matematicas
conocida como constructivismo social.

2. Busca algin episodio de historia de las matematicas en que se muestre como un concepto ha
evolucionado.

1.1. Concepcion idealista-platonica

Entre la gran variedad de creencias sobre las relaciones entre las matematicas y sus
aplicaciones y sobre el papel de éstas en la ensefianza y el aprendizaje, podemos identificar
dos concepciones extremas.

Una de estas concepciones, que fue comin entre muchos matematicos profesionales
hasta hace unos afios, considera que el alumno debe adquirir primero las estructuras
fundamentales de las matematicas de forma axiomatica. Se supone que una vez adquirida
esta base, sera facil que el alumno por si solo pueda resolver las aplicaciones y problemas
que se le presenten.

Segun esta vision no se puede ser capaz de aplicar las matematicas, salvo en casos muy
triviales, si no se cuenta con un buen fundamento matematico. La matematica pura y la
aplicada serian dos disciplinas distintas; y las estructuras matematicas abstractas deben
preceder a sus aplicaciones en la Naturaleza y Sociedad. Las aplicaciones de las
matematicas serian un "apéndice" en el estudio de las matematicas, de modo que no se
producirian ninglin perjuicio si este apéndice no es tenido en cuenta por el estudiante. Las
personas que tienen esta creencia piensan que las matematicas son una disciplina
autébnoma. Podriamos desarrollar las matematicas sin tener en cuenta sus aplicaciones a
otras ciencias, tan solo en base a problemas internos a las matematicas.

Esta concepcion de las matematicas se designa como "idealista-platonica". Con esta
concepcion es sencillo construir un curriculo, puesto que no hay que preocuparse por las
aplicaciones en otras areas. Estas aplicaciones se “filtrarian”, abstrayendo los conceptos,
propiedades y teoremas matematicos, para constituir un dominio matematico “puro”.

3. Consulta algunos libros de texto destinados a estudiantes de secundaria o de primeros
cursos de Universidad y escritos en los afios 70 y 80. Compara con algunos libros
recientes destinados a los mismos alumnos. ;Puedes identificar si la concepcion del
autor del texto sobre las matematicas es de tipo platonico? ;Como lo deduces?

1.2. Concepcion constructivista

Otros matematicos y profesores de matematicas consideran que debe haber una estrecha
relacion entre las matematicas y sus aplicaciones a lo largo de todo el curriculo. Piensan
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que es importante mostrar a los alumnos la necesidad de cada parte de las matematicas
antes de que les sea presentada. Los alumnos deberian ser capaces de ver como cada parte
de las matematicas satisfacen una cierta necesidad.

Ejemplo:

Poniendo a los nifios en situaciones de intercambio les creamos la necesidad de comparar,
contar y ordenar colecciones de objetos. Gradualmente se introducen los niimeros naturales
para atender esta necesidad

En esta vision, las aplicaciones, tanto externas como internas, deberian preceder y
seguir a la creacion de las matematicas; éstas deben aparecer como una respuesta natural y
espontanea de la mente y el genio humano a los problemas que se presentan en el entorno
fisico, biologico y social en que el hombre vive. Los estudiantes deben ver, por si mismos,
que la axiomatizacion, la generalizacion y la abstraccion de las matematicas son necesarias
con el fin de comprender los problemas de la naturaleza y la sociedad. A las personas
partidarias de esta vision de las matematicas y su ensefianza les gustaria poder comenzar
con algunos problemas de la naturaleza y la sociedad y construir las estructuras
fundamentales de las matematicas a partir de ellas. De este modo se presentaria a los
alumnos la estrecha relacion entre las matematicas y sus aplicaciones.

La elaboracion de un curriculo de acuerdo con la concepcion constructivista es compleja,

porque, ademds de conocimientos matematicos, requiere conocimientos sobre otros
campos. Las estructuras de las ciencias fisicas, bioldgicas, sociales son relativamente mas
complejas que las matematicas y no siempre hay un isomorfismo con las estructuras
puramente matematicas. Hay una abundancia de material disperso sobre aplicaciones de
las matematicas en otras areas, pero la tarea de seleccion, secuenciacion e integracion no es
sencilla.

4. ;Por qué son necesarios los conceptos de longitud y area? ;Qué tipo de problemas
resuelven? ;Qué otros conceptos, operaciones y propiedades se les asocian?

2. MATEMATICAS Y SOCIEDAD

Cuando tenemos en cuenta el tipo de matematicas que queremos ensefar y la forma de
llevar a cabo esta ensefianza debemos reflexionar sobre dos fines importantes de esta
ensefanza:

= Que los alumnos lleguen a comprender y a apreciar el papel de las matematicas en la
sociedad, incluyendo sus diferentes campos de aplicacion y el modo en que las
matematicas han contribuido a su desarrollo.

= Que los alumnos lleguen a comprender y a valorar el método matematico, esto es, la
clase de preguntas que un uso inteligente de las matematicas permite responder, las
formas bésicas de razonamiento y del trabajo matematico, asi como su potencia y
limitaciones.

2.1. ;Como surgen las matematicas? Algunas notas historicas

La perspectiva historica muestra claramente que las matematicas son un conjunto de
conocimientos en evolucion continua y que en dicha evolucion desempefia a menudo un
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papel de primer orden la necesidad de resolver determinados problemas practicos (o
internos a las propias matematicas) y su interrelacion con otros conocimientos.

Ejemplo:

Los origenes de la estadistica son muy antiguos, ya que se han encontrado pruebas de
recogida de datos sobre poblacion, bienes y produccion en las civilizaciones china
(aproximadamente 1000 afios a. C.), sumeria y egipcia. Incluso en la Biblia, en el libro de
Numeros aparecen referencias al recuento de los israelitas en edad de servicio militar. No
olvidemos que precisamente fue un censo, segin el Evangelio, lo que motivo el viaje de José
y Maria a Belén. Los censos propiamente dichos eran ya una institucion en el siglo IV a.C.
en el imperio romano. Sin embargo, s6lo muy recientemente la estadistica ha adquirido la
categoria de ciencia. En el siglo XVII surge la aritmética politica, desde la escuela alemana
de Conring. Posteriormente su discipulo Achenwall orienta su trabajo a la recogida y analisis
de datos numéricos, con fines especificos y en base a los cuales se hacen estimaciones y
conjeturas, es decir se observan ya los elementos basicos del método estadistico.

La estadistica no es una excepcion y, al igual que ella, otras ramas de las
matematicas se han desarrollado como respuesta a problemas de indole diversa:

= Muchos aspectos de la geometria responden en sus origenes historicos, a la
necesidad de resolver problemas de agricultura y de arquitectura.

= Los diferentes sistemas de numeracion evolucionan paralelamente a la necesidad de
buscar notaciones que permitan agilizar los calculos aritméticos.

= La teoria de la probabilidad se desarrolla para resolver algunos de los problemas
que plantean los juegos de azar.

Las matematicas constituyen el armazon sobre el que se construyen los modelos
cientificos, toman parte en el proceso de modelizacion de la realidad, y en muchas
ocasiones han servido como medio de validacion de estos modelos. Por ejemplo, han
sido calculos matematicos los que permitieron, mucho antes de que pudiesen ser
observados, el descubrimiento de la existencia de los ultimos planetas de nuestro
sistema solar.

Sin embargo, la evolucion de las matemadticas no s6lo se ha producido por
acumulacién de conocimientos o de campos de aplicacion. Los propios conceptos
matematicos han ido modificando su significado con el transcurso del tiempo,
ampliandolo, precisdndolo o revisandolo, adquiriendo relevancia o, por el contrario,
siendo relegados a segundo plano.

Ejemplos

» El calculo de probabilidades se ha transformado notablemente, una vez que se
incorporaron conceptos de la teoria de conjuntos en la axiomatica propuesta por
Kolmogorov. Este nuevo enfoque permitié aplicar el analisis matematico a la
probabilidad, con el consiguiente avance de la teoria y sus aplicaciones en el ultimo
siglo.

= El calculo manual de logaritmos y funciones circulares (senos, cosenos, etc.) fue objeto de
ensefianza durante muchos afios y los escolares dedicaron muchas horas al aprendizaje
de algoritmos relacionados con su uso. Hoy las calculadoras y ordenadores producen
directamente los valores de estas funciones y el calculo manual ha desaparecido. El
mismo proceso parece seguir actualmente el calculo de raices cuadradas.
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2.2. Papel de las matematicas en la ciencia y tecnologia

Las aplicaciones matematicas tienen una fuerte presencia en nuestro entorno. Si
queremos que el alumno valore su papel, es importante que los ejemplos y situaciones que
mostramos en la clase hagan ver, de la forma mas completa posible, el amplio campo de
fenomenos que las matematicas permiten organizar.

2.2.1. Nuestro mundo bioldgico

Dentro del campo biologico, puede hacerse notar al alumno que muchas de las
caracteristicas heredadas en el nacimiento no se pueden prever de antemano: sexo, color de
pelo, peso al nacer, etc. Algunos rasgos como la estatura, nimero de pulsaciones por
minuto, recuento de hematies, etc., dependen incluso del momento en que son medidas. La
probabilidad permite describir estas caracteristicas.

En medicina se realizan estudios epidemioldgicos de tipo estadistico. Es necesario
cuantificar el estado de un paciente (temperatura, pulsaciones, etc.) y seguir su evolucion,
mediante tablas y graficos, comparandola con los valores promedios en un sujeto sano. El
modo en que se determina el recuento de globulos rojos a partir de una muestra de sangre
es un ejemplo de situaciones basadas en el razonamiento proporcional, asi como en la idea
de muestreo.

Cuando se hacen predicciones sobre la evolucion de la poblacion mundial o sobre la
posibilidad de extincion de las ballenas, se estdn usado modelos matematicos de
crecimiento de poblaciones, de igual forma que cuando se hacen estimaciones de la
propagacion de una cierta enfermedad o de la esperanza de vida de un individuo.

Las formas de la naturaleza nos ofrecen ejemplos de muchos conceptos geométricos,
abstraidos con frecuencia de la observacion de los mismos.

El crecimiento de los alumnos permite plantear actividades de medida y ayudar a los
alumnos a diferenciar progresivamente las diferentes magnitudes y a estimar cantidades de
las mismas: peso, longitud, etc.

2.2.2. El mundo fisico

Ademas del contexto bioldgico del propio individuo, nos hallamos inmersos en un
medio fisico. Una necesidad de primer orden es la medida de magnitudes como la
temperatura, la velocidad, etc. Por otra pare, las construcciones que nos rodean (edificios,
carreteras, plazas, puentes) proporcionan la oportunidad de analizar formas geométricas; su
desarrollo ha precisado de célculos geométricos y estadisticos, uso de funciones y
actividades de medicién y estimacion (longitudes, superficies, volimenes, tiempos de
transporte, de construccion, costes, etc.)

(Qué mejor fuente de ejemplos sobre fendmenos aleatorios que los meteoroldgicos?. La
duracion, intensidad, extension de las lluvias, tormentas o granizos; las temperaturas
maximas y minimas, la intensidad y direccion del viento son variables aleatorias. También
lo son las posibles consecuencias de estos fendmenos: el volumen de agua en un pantano,
la magnitud de dafios de una riada o granizo son ejemplos en los que se presenta la ocasion
del estudio de la estadistica y probabilidad.

2.2.3. El mundo social

El hombre no vive aislado: vivimos en sociedad; la familia, la escuela, el trabajo, el ocio
estan llenos de situaciones matematicas. Podemos cuantificar el nimero de hijos de la
familia, la edad de los padres al contraer matrimonio, el tipo de trabajo, las creencias o
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aficiones de los miembros varian de una familia a otra, todo ello puede dar lugar a estudios
numéricos o estadisticos.

Para desplazarnos de casa a la escuela, o para ir de vacaciones, dependemos del
transporte publico. Podemos estimar el tiempo o la distancia o el nimero de viajeros que
usaran el autobus.

En nuestros ratos de ocio practicamos juegos de azar tales como quinielas o loterias.
Acudimos a encuentros deportivos cuyos resultados son inciertos y en los que tendremos
que hacer cola para conseguir las entradas. Cuando hacemos una pdliza de seguros no
sabemos si la cobraremos o por el contrario perderemos el dinero pagado; cuando
compramos acciones en bolsa estamos expuestos a la variacion en las cotizaciones La
estadistica y probabilidad se revela como herramienta esencial en estos contextos.

2.2.4. El mundo politico

El Gobierno, tanto a nivel local como nacional o de organismos internacionales,
necesita tomar multiples decisiones y para ello necesita informacion. Por este motivo la
administracion precisa de la elaboracion de censos y encuestas diversas. Desde los
resultados electorales hasta los censos de poblacion hay muchas estadisticas cuyos
resultados afectan las decisiones de gobierno.

Los indices de precios al consumo, las tasas de poblacion activa, emigracion -
inmigracion, estadisticas demograficas, produccion de los distintos bienes, comercio, etc.,
de las que diariamente escuchamos sus valores en las noticias, proporcionan ejemplo de
razones y proporciones.

2.2.5 El mundo economico

La contabilidad nacional y de las empresas, el control y prevision de procesos de
produccion de bienes y servicios de todo tipo no serian posibles sin el empleo de
métodos y modelos matematicos.

En la compleja economia en la que vivimos son indispensables unos conocimientos
minimos de matemadticas financieras. Abrir una cuenta corriente, suscribir un plan de
pensiones, obtener un préstamo hipotecario, etc. son ejemplos de operaciones que
necesitan este tipo de matematicas.

2.3. Matematicas en la vida cotidiana. Cultura matematica

Uno de los fines de la educacion es formar ciudadanos cultos, pero el concepto de
cultura es cambiante y se amplia cada vez mas en la sociedad moderna. Cada vez mas se
reconoce el papel cultural de las matematicas y la educacion matematica también tiene
como fin proporcionar esta cultura. El objetivo principal no es convertir a los futuros
ciudadanos en “matematicos aficionados”, tampoco se trata de capacitarlos en calculos
complejos, puesto que los ordenadores hoy dia resuelven este problema. Lo que se
pretende es proporcionar una cultura con varios componentes interrelacionados:

a) Capacidad para interpretar y evaluar criticamente la informacién matematica y los
argumentos apoyados en datos que las personas pueden encontrar en diversos
contextos, incluyendo los medios de comunicacion, o en su trabajo profesional.

b) Capacidad para discutir o comunicar informacién matematica, cuando sea
relevante, y competencia para resolver los problemas matematicos que encuentre
en la vida diaria o en el trabajo profesional.
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5. Las siguientes informaciones han sido tomadas de un mapa, una estacion de tren y de la prensa.
Indica para cada uno de ellas los conocimientos matematicos necesarios para una lectura comprensiva

a) Se quiere calcular la distancia real entre Valencia y Casablanca con este mapa
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3. RASGOS CARACTERISTICOS DE LAS MATEMATICAS

El Diseno Curricular Base (DCB) para la Educacion Primaria (MEC, 1989) ofrece
una vision constructivista-social de las matematicas. En este apartado incluimos un
resumen de este documento, que en conjunto permite apreciar los rasgos caracteristicos
de esta vision de las matematicas.

6. Contrasta tu propia manera de interpretar el conocimiento matematico con la
perspectiva sugerida en los siguientes parrafos. ;Qué implicaciones suponen para la
forma de organizar la clase de matematicas?

3.1. Modelizacion y resolucion de problemas

El dar un papel primordial a la resolucion de problemas y a la actividad de
modelizacion tiene importantes repercusiones desde el punto de vista educativo. Seria
cuanto menos contradictorio con la génesis historica de las matematicas, al igual que
con sus aplicaciones actuales, presentar las matematicas a los alumnos como algo
cerrado, completo y alejado de la realidad. Debe tenerse en cuenta, por una parte, que
determinados conocimientos matematicos permiten modelizar y resolver problemas de
otros campos y por otra, que a menudo estos problemas no estrictamente matematicos
en su origen proporcionan la base intuitiva sobre la que se elaboran nuevos
conocimientos matematicos.

7. En el siguiente problema, ;cual es el conocimiento matematico que permite resolverlo?
(Qué significado intuitivo permite construir sobre dicho conocimiento? Inventa otros
problemas sencillos que permitan construir un significado diferenciado para el
conocimiento en cuestion.

Problema. Unos nifios llevan a clase caramelos. Andrés lleva 5, Maria 8, José 6, Carmen
1 y Daniel no lleva ninguno. ;Cémo repartir los caramelos de forma equitativa?

8. (Qué contenidos matematicos serian utiles para resolver los siguientes tipos de
problemas:

* Construir a escala la maqueta de un edificio
* Determinar en forma aproximada la altura de una torre, desde el suelo

= Calcular el numero de lentejas en un paquete de kilo, sin contarlas todas

Desde el punto de vista de la ensefianza de las matematicas, las reflexiones anteriores
deben concretarse a la edad y conocimientos de los alumnos. No podemos proponer los
mismos problemas a un matematico, a un adulto, a un adolescente o a un nifio, porque
sus necesidades son diferentes. Hay que tener claro que la realidad de los alumnos
incluye su propia percepcion del entorno fisico y social y componentes imaginadas y
ludicas que despiertan su interés en mayor medida que pueden hacerlo las situaciones
reales que interesan al adulto.
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En consecuencia, la activacion del conocimiento matematico mediante la resolucion
de problemas reales no se consigue trasvasando de forma mecanica situaciones "reales",
aunque sean muy pertinentes y significativas para el adulto, ya que éstas pueden no
interesar a los alumnos.

3.2. Razonamiento matematico
Razonamiento empirico-inductivo

El proceso histdrico de construccion de las matematicas nos muestra la importancia
del razonamiento empirico-inductivo que, en muchos casos, desempeina un papel mucho
mas activo en la elaboracion de nuevos conceptos que el razonamiento deductivo.

Esta afirmacion describe también la forma en que trabajan los matematicos, quienes
no formulan un teorema “a la primera”. Los tanteos previos, los ejemplos y
contracjemplos, la solucion de un caso particular, la posibilidad de modificar las
condiciones iniciales y ver qué sucede, etc., son las auténticas pistas para elaborar
proposiciones y teorias. Esta fase intuitiva es la que convence intimamente al
matematico de que el proceso de construccion del conocimiento va por buen camino. La
deduccién formal suele aparecer casi siempre en una fase posterior.

Esta constatacion se opone frontalmente a la tendencia, facilmente observable en
algunas propuestas curriculares, a relegar los procedimientos intuitivos a un segundo
plano, tendencia que priva a los alumnos del mas poderoso instrumento de exploracion
y construccion del conocimiento matematico.

9. Al disponer puntos en el plano en forma cuadrangular y contar el numero total de éstos en
cada uno de los cuadrados, obtenemos los llamados "ntimeros cuadrados": 1, 4, 9, 16, ...

% % %k % %k 3k
* %k * %k ok
% %k 3k

a) ;Podrias escribir los primeros 10 nimeros cuadrados?

b) Llamaremos C, al nimero cuadrado cuya base esta formada por n puntos ;Puedes
encontrar una expresion general para C,, ?

¢) (Puedes dar algin tipo de razonamiento que la justifique?

10. Repite el proceso para los "nimeros triangulares":

% * * *
k% ckk ksk
kskosk kskosk
skeskoskok

11. Analiza el papel del razonamiento empirico-inductivo y deductivo en la resolucion de
los problemas anteriores
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Formalizacion y abstraccion

Desde una perspectiva pedagdgica -y también epistemologica-, es importante
diferenciar el proceso de construccion del conocimiento matematico de las
caracteristicas de dicho conocimiento en un estado avanzado de elaboracion. La
formalizacidn, precision y ausencia de ambigiiedad del conocimiento matematico debe
ser la fase final de un largo proceso de aproximacion a la realidad, de construccion de
instrumentos intelectuales eficaces para conocerla, analizarla y transformarla.

Ciertamente, como ciencia constituida, las matematicas se caracterizan por su
precision, por su cardcter formal y abstracto, por su naturaleza deductiva y por su
organizacion a menudo axiomatica. Sin embargo, tanto en la génesis histdrica como en
su apropiacion individual por los alumnos, la construccion del conocimiento
matematico es inseparable de la actividad concreta sobre los objetos, de la intuicion y de
las aproximaciones inductivas activadas por la realizacion de tareas y la resolucion de
problemas particulares. La experiencia y comprension de las nociones, propiedades y
relaciones matematicas a partir de la actividad real es, al mismo tiempo, un paso previo
a la formalizacion y una condicion necesaria para interpretar y utilizar correctamente
todas las posibilidades que encierra dicha formalizacion.

3.3. Lenguaje y comunicacion

Las matematicas, como el resto de las disciplinas cientificas, aglutinan un conjunto
de conocimientos con unas caracteristicas propias y una determinada estructura y
organizacion internas. Lo que confiere un cardcter distintivo al conocimiento
matematico es su enorme poder como instrumento de comunicacién, conciso y sin
ambigiiedades. Gracias a la amplia utilizaciéon de diferentes sistemas de notacion
simbdlica (numeros, letras, tablas, graficos, etc,), las matematicas son utiles para
representar de forma precisa informaciones de naturaleza muy diversa, poniendo de
relieve algunos aspectos y relaciones no directamente observables y permitiendo
anticipar y predecir hechos situaciones o resultados que todavia no se han producido.

Ejemplo:
Un ntimero par se puede escribir como 2n. Esta expresion es equivalente a (n+1)+(n-1). Pero

esta ultima expresion nos da una nueva informacion ya que muestra que todo nimero par es
la suma de dos impares consecutivos

Seria sin embargo erroneo, o al menos superficial, suponer que esta capacidad del
conocimiento matematico para representar, explicar y predecir hechos, situaciones y
resultados es simplemente una consecuencia de la utilizacion de notaciones simbolicas
precisas e inequivocas en cuanto a las informaciones que permiten representar. En
realidad, si las notaciones simbolicas pueden llegar a desempenar efectivamente estos
papeles es debido a la propia naturaleza del conocimiento matematico que esta en su
base y al que sirven de soporte.

12. Analiza una pagina de un libro de matematicas de primaria. Identifica los
diferentes medios de expresion en el texto (términos, simbolos, graficas, diagramas).
Localiza los conceptos implicitos y explicitos a que hacen referencias. ;Como se
representan los diferentes conceptos?

28



Perspectiva educativa de las matematicas

16. {Como podemos comunicar las matematicas a alumnos ciegos? ;Piensas que
pueden tener dificultades especiales con alguna parte de las matematicas debido a su
carencia?

3.4. Estructura interna

La insistencia sobre la actividad constructiva no supone en ningiin caso ignorar que,
como cualquier otra disciplina cientifica, las matematicas tienen una estructura interna
que relaciona y organiza sus diferentes partes. Mas aun, en el caso de las matematicas
esta estructura es especialmente rica y significativa.

Hay una componente vertical en esta estructura, la que fundamenta unos conceptos
en otros, que impone una determinada secuencia temporal en el aprendizaje y que
obliga, en ocasiones, a trabajar algunos aspectos con la unica finalidad de poder integrar
otros que son los que se consideran verdaderamente importantes desde un punto de vista
educativo. Sin embargo, interesa destacar una vez mas que casi nunca existe un camino
unico, ni tan siquiera uno claramente mejor, y si lo hay tiene una fundamentacién mas
de tipo pedagogico que epistemologico. Por el contrario, determinadas concepciones
sobre la estructura interna de las matematicas pueden llegar incluso a ser funestas para
el aprendizaje de las mismas, como ha puesto claramente de relieve el intento de
fundamentar toda la matematica escolar en la teoria de conjuntos.

13. Considera los siguientes conjuntos numéricos: numeros racionales, nimeros naturales,
numeros enteros, nimeros decimales, nimeros primos. ;Como se relacionan entre si?

14. ;Por qué en los disefios curriculares, se contempla una ensefianza ciclica de algunos
conceptos? Identifica algunos conceptos que aparezcan ciclicamente en los diferentes niveles
de la educacion primaria.

3.5. Naturaleza relacional

El conocimiento 16gico-matematico hunde sus raices en la capacidad del ser humano
para establecer relaciones entre los objetos o situaciones a partir de la actividad que
ejerce sobre los mismos y, muy especialmente, en su capacidad para abstraer y tomar en
consideracién dichas relaciones en detrimento de otras igualmente presentes.

Ejemplo

En las frases “A es mas grande que B”, "A mide tres centimetros mas que B”, “B mide tres
centimetros menos que A", etc., no expresamos una propiedad de los objetos A y B en si
mismos, sino la relacion existente entre una propiedad -el tamafio- que comparten ambos
objetos y que precisamente es el resultado de la actividad de compararlos en lo que concierne
a esta propiedad en detrimento de otras muchas posibles (color forma, masa, densidad
volumen, etc.).

Las relaciones mds grande que, mds pequeiio que, tres centimetros mds que, tres
centimetros menos que, etc. son pues verdaderas construcciones mentales y no una simple
lectura de las propiedades de los objetos. Incluso la referencia a los objetos A y B como
grande y pequefio supone una actividad de comparacion con elementos mas difusos, como
pueden ser objetos similares con los que se ha tenido alguna experiencia anterior.

Este sencillo ejemplo muestra hasta qué punto el conocimiento matematico implica
la construccion de relaciones elaboradas a partir de la actividad sobre los objetos. Las
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matematicas son pues mas constructivas que deductivas, desde la perspectiva de su
elaboracion y adquisicion. Si desligamos el conocimiento matematico de la actividad
constructiva que esta en su origen, corremos el peligro de caer en puro formalismo.
Perderemos toda su potencialidad como instrumento de representacion, explicacion y
prediccion.

Otra implicacién curricular de la naturaleza relacional de las matematicas es la
existencia de estrategias o procedimientos generales que pueden utilizarse en campos
distintos y con propdsitos diferentes.

Ejemplo,

Numerar, contar, ordenar, clasificar, simbolizar, inferir, etc. son herramientas igualmente
utiles en geometria y en estadistica.

Para que los alumnos puedan percibir esta similitud de estrategias y procedimientos y
su utilidad desde oOpticas distintas, es necesario dedicarles una atenciéon especial
seleccionando cuidadosamente los contenidos de la ensefianza.

3.6. Exactitud y aproximacion

Una caracteristica adicional de las matematicas, que ha ido haciéndose cada vez mas
patente a lo largo de su desarrollo historico, es la dualidad desde la que permite
contemplar la realidad. Por un lado la matematica es una “ciencia exacta”, los resultados
de una operacion, una transformacién son univocos. Por otro, al comparar la
modelizacion matemadtica de un cierto hecho de la realidad, siempre es aproximada,
porque el modelo nunca es exacto a la realidad. Si bien algunos aspectos de esta
dualidad aparecen ya en las primeras experiencias matematicas de los alumnos, otros lo
hacen mas tarde.

Es frecuente que las propuestas curriculares potencien exclusivamente una cara de la
moneda: la que se ajusta mejor a la imagen tradicional de las matemadticas como ciencia
exacta. Asi, por ejemplo, se prefiere la matematica de la certeza (“si” o “no”,
“verdadero” o “falso”) a la de la probabilidad (“es posible que. . . *, “con un nivel de
significacion de. . . ©); la de la exactitud (“la diagonal mide V27, “el 4rea de un circulo
es mr’”,...) a la de la estimacion (“me equivoco como mucho en una décima”, “la

proporciodn aurea es aproximadamente 5/37, ...).

Las matematicas escolares deben potenciar estos dobles enfoques, y ello no s6lo por
la riqueza intrinseca que encierran, sino porque los que han sido relegados hasta ahora a
un segundo plano tienen una especial incidencia en las aplicaciones actuales de las
matematicas.

15. (Es posible medir con exactitud la longitud de una costa? ;la cantidad de agua
embalsada en un pantano? ;el nivel de ruido ambiental? Pon otros ejemplos en que la
medida sélo puede ser aproximada. ;Qué interés tiene en estos casos un valor
aproximado de la medida?

4. CONTENIDOS MATEMATICOS: CONCEPTOS, PROCEDIMIENTOS Y
ACTITUDES

En el Disefio Curricular Base (MEC, 1989) se entiende por contenido escolar tanto
los que habitualmente se han considerado contenidos, los de tipo conceptual, como
otros que han estado mas ausentes de los planes de estudio y que no por ello son menos
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importantes: contenidos relativos a procedimientos, y a normas, valores y actitudes. En
la escuela los alumnos aprenden de hecho estos tres tipos de contenidos. Todo
contenido que se aprende es también susceptible de ser ensefiado, y se considera tan
necesario planificar la intervencion con respecto a los contenidos de tipo conceptual
como planificarla con relacion a los otros tipos de contenido.

En los bloques del Disefio Curricular Base se sefialan en tres apartados distintos los
tres tipos de contenido. El primero de ellos es el que presenta los conceptos, hechos y
principios. Los hechos y conceptos han estado siempre presentes en los programas
escolares, no tanto los principios. Por principios se entiende enunciados que describen
como los cambios que se producen en un objeto o situacidon se relacionan con los
cambios que se producen en otro objeto o situacion.

El segundo tipo de contenido es el que se refiere a los procedimientos. Un
procedimiento es un conjunto de acciones ordenadas, orientadas a la consecucion de una
meta. Se puede hablar de procedimientos mas o menos generales en funcion del nlimero
de acciones o pasos implicados en su realizacion, de la estabilidad en el orden de estos
pasos y del tipo de meta al que van dirigidos. En los contenidos de procedimientos se
indican contenidos que también caben bajo la denominacion de "destrezas’’, técnicas’’
o0 “estrategias’’, ya que todos estos términos aluden a las caracteristicas sefialadas como
definitorias de un procedimiento. Sin embargo, pueden diferenciarse en algunos casos
en este apartado contenidos que se refieren a procedimientos o destrezas mas generales
que exigen para su aprendizaje otras técnicas mas especificas, relacionadas con
contenidos concretos.

16. La suma de nimeros naturales es a la vez un concepto (concepto de suma) y un
procedimiento (sumar). Explica como se apoyan entre si el aprendizaje del
procedimiento y del concepto en este caso particular.

17. Formula dos objetivos conceptuales y dos procedimentales referentes a la suma de
nameros naturales.

El ultimo apartado, que aparece en todos los bloques de contenido, es el que se
refiere a los valores, normas y actitudes. La pertinencia o no de incluir este tipo de
contenido en el Disefio Curricular puede suscitar alguna duda. Hay personas que
consideran que puede ser peligroso estipular unos valores y unas normas y actitudes
para todos los alumnos. Desde esta propuesta curricular se pretende, en cambio, que los
profesores programen y trabajen estos contenidos tanto como los demas ya que, de
hecho, los alumnos aprenden valores, normas y actitudes en la escuela. La tUnica
diferencia, que se considera en esta propuesta una ventaja, es que ese aprendizaje no se
producird de una manera no planificada, formando parte del curriculo oculto, sino que la
escuela intervendra intencionalmente favoreciendo las situaciones de ensefianza que
aseguraran el desarrollo de los valores, normas y actitudes que, a partir de las cuatro
fuentes del curriculo, pero especialmente de la fuente sociolégica, se consideren
oportunas.

18. {Como crees que se forman las actitudes negativas hacia las matematicas? ; Como
se ponen de manifiesto?

La distincion entre contenidos conceptuales, procedimentales y actitudinales es, en
primer lugar y sobre todo, de naturaleza pedagdgica. Es decir, llama la atencion sobre la
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conveniencia de adoptar un enfoque determinado en la manera de trabajar los
contenidos seleccionados. Esta es la razén por la cual, en ocasiones, un mismo
contenido aparece repetido en las tres categorias: la repeticion en este caso traduce la
idea pedagogica de que el contenido en cuestion debe ser abordado convergentemente
desde una perspectiva conceptual, procedimental y actitudinal. En otras ocasiones, sin
embargo, un determinado contenido aparece Unicamente en una u otra de las tres
categorias, con ello se sugiere que dicho contenido, por su naturaleza y por la intencion
educativa propia de la etapa, debe ser abordado con un enfoque prioritariamente
conceptual, procedimental o actitudinal.

Estos tres tipos de contenido son igualmente importantes ya que todos ellos
colaboran en igual medida a la adquisicion de las capacidades sefialadas en los objetivos
generales del area. El orden de presentacion de los apartados referidos a los tres tipos de
contenido no supone ningun tipo de prioridad entre ellos. Los diferentes tipos de
contenido no deben trabajarse por separado en las actividades de ensefianza y
aprendizaje. No tiene sentido programar actividades de ensefanza y aprendizaje ni de
evaluacion distintas para cada uno de ellos, ya que serd el trabajo conjunto lo que
permitird desarrollar las capacidades de los objetivos generales. Solo en circunstancias
excepcionales, cuando asi lo aconsejen las caracteristicas de los alumnos o alguno de los
elementos que intervienen en la definicion del Proyecto Curricular, puede ser
aconsejable enfocar de manera especifica el trabajo sobre uno u otro tipo de contenido.

5. UN MODELO DE ANALISIS DE LA ACTIVIDAD MATEMATICA

La descripcion de los contenidos matematicos en el Disefio Curricular Base puede
ser adecuada para una planificacion global del curriculo, pero consideramos que es
insuficiente para describir la actividad de estudio de las matematicas.

Por ejemplo, para el bloque tematico de "Numeros y operaciones", los contenidos
conceptuales (designados como conceptos) que se mencionan son:

1. Numeros naturales, fraccionarios y decimales:

2. Sistema de Numeracion Decimal:

3. Las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division:

4. Reglas de uso de la calculadora
Y como procedimientos se mencionan, entre otros,

1. Utilizacion de diferentes estrategias para contar de manera exacta y aproximada.

2. Explicacion oral del proceso seguido en la realizacion de célculos y en la
resolucion de problemas numéricos.

Este listado de "conceptos y procedimientos" matematicos es insuficiente para
planificar y gestionar el proceso de ensefianza y aprendizaje de los "numeros y
operaciones" en los distintos niveles de educacion primaria. Para poder identificar las
dificultades que los alumnos tienen en el estudio de las matematicas necesitamos
reflexionar sobre los tipos de objetos que se ponen en juego en la actividad matematica
y las relaciones que se establecen entre los mismos. Ejemplificamos a continuacion el
modelo de analisis que proponemos para el caso del estudio de la suma y resta en un
libro de texto.
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5.1. Significados de la suma y la resta en un libro de texto

En lo que sigue analizaremos un fragmento de una leccion sobre la "suma y la
resta" tomada de un libro de matematicas de 5° de matematicas (Figuras 1.1, 1.2 y 1.3).
Mostraremos” que, dentro de una "etiqueta" como la “suma y la resta", aparecen,
ademds de los conceptos y procedimientos, los problemas, lenguaje y argumentos de
una manera articulada y sistematica. Cada uno de estos objetos requiere una atencion
especial en los procesos de ensefianza y aprendizaje.

LA SUMA Y LA RESTA

Sumomos cuonds reunimos o juntomos vanos contidodes on uno

A sola. Restamas cuando separomes, quitemes una parte de ofra o
hallamas lo diferentia enire dos cantidades.

Observa y contesta
WY Cual e el equlpo que ha obtenido mayor puntuischon en total?

A Cuiantos punios ke labian ol equipo de Lis Cometes para [goalar ol equipo de las Es-
treflasy

AN Cudntos puantos ke altan al equigo de Las Aguilis psira tener SO0 puntos?

% En L diana. soudd es b diferenca de pantos obienidos entre bas bolas rojis ¥ bis bo-
liis menilesd

Figura 1.1: La suma y la resta

Observa la parte A de la figura 1.1.

% Se trata de un modelo epistemoldgico de las matematicas que asume los supuestos bésicos del
constructivismo social y proporciona elementos para un analisis detallado de la actividad matematica.
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19. Describe la actividad que llevan a cabo los nifios en la supuesta clase de
matematicas. (A qué juegan? ;Como anotan los puntos obtenidos en la competicion?.
(Qué tipo de representaciones matematicas usan?

Observa la parte B

20. ;Qué preguntas deben resolver los alumnos que usan el texto? ;A qué situacion se
refieren? ;Qué conceptos matematicos y procedimientos debe aplicar el alumno para
resolverlas?

Aunque las tareas parecen sencillas, el alumno posiblemente necesite una actividad
de exploracion, debe recordar sus conocimientos previos (seguramente no es la primera
vez que han encontrado este tipo de problemas) y ser capaz de aplicar el algoritmo de la
suma y la resta. Se espera también que el alumno justifique sus soluciones, usando los
conocimientos compartidos con el profesor y el resto de la clase.

El contenido "la suma y la resta”, no es simple. En realidad con esta expresion se
hace referencia a una serie compleja de practicas, que mostraremos con detalle a
continuacidn con el andlisis de este libro de texto. El alumno ha de ser capaz de realizar
dichas practicas para resolver los problemas aditivos que se le proponen.

Observa la parte C de la figura 1.2

‘ 21. ;{Qué otro nuevo problema se propone?

Observa la parte D de la figura 1.2

El autor usa el problema para explicar el significado de la suma y la operacioén de
sumar niimeros naturales.

= Introduce para ello dos formas diferentes de representar los numeros (sumandos):
notacion simbolica decimal, resaltando en columnas las unidades, decenas y
centenas; y una representacion lineal de los tres sumandos y el total, o suma.

» Da dos definiciones distintas de la suma:
"sumar es reunir, juntar, afiadir, aumentar, incrementar, ..."

"resultado de sumar numeros"
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El colegio Lo Peda finalizé el curso pase-
do con 194 nifos y nifios de Educocién
Infantil ¥ 354 de Educocidn Primario. A
comienzos del curso se han makiculodo
87 nuevos alumnos y alumnas

* s Cudnios hay en iolal?

Observa

incremeniar. ..

lumna las unidades con las unidodes, las

En total hay 437 alumnos y alumnas. on oy "

i e

En una suma se conoce el volor de codo parle y se colcula of tokal,

m Realbm estas sumas en to cuaderno, m A unin exposicion de dibujos han asisti-
- do 90 personas o lunes, 1,405 el mar-
*
SESEFS0.984 + 625+ 10.000 tex. 898 o miédrooles ¥ 1.057 o Jueves,
mum Auantas personas han visitado by expo-
ERETEEET6+ 532 + 20,250 by i

IO 7260 + o1 ¢ T i levas 2,310 pra en o moveders. Le

fultan 145 rra parn comprar un lbeo,
mﬁm o Erascisdo ‘hl un mml que ;:‘.‘uﬂl'“l:' 1‘|lﬂﬂlmi"

cormespondia o este csoueni
T P T T LADT

* 0w o T sebuciin 7

Figura 1.2: La suma. Significados

Describe la manera de realizar la suma de los nimeros en el caso general:

"se colocan los sumandos uno debajo del otro haciendo coincidir en columna las
unidades con las unidades, las decenas con las decenas, etc."

22. Analiza la explicacion que el profesor da de la suma en la parte D e identifica los
siguientes tipos de "objetos matematicos" que usan:

- Términos, expresiones y graficos

- Conceptos (definiciones)

- Procedimientos (maneras de realizar las operaciones)
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Algunos posibles conflictos

En la explicacion de la suma (parte D) no se da ninguna justificacion o

argumentacion de por qué la operacion de sumar se hace de esta manera.

El nifio que usa el libro debe interpretar lo escrito, lo que puede no estar exento de

dificultades (conflictos de significados):

Se dice que sumar es reunir, ..., luego para sumar se deberia hacer esa reunion, o sea
la unién de los conjuntos disjuntos involucrados. Sin embargo, puede que los
alumnos del colegio no se “retnan fisicamente”. La operacion de sumar no se refiere
a la union de conjuntos, sino a la suma de niimeros que expresan los cardinales de
tales conjuntos.

La descripcion de la operacion de sumar se hace en lenguaje ordinario y en forma
general. El nifio debe ponerla en correspondencia con los simbolos numéricos del
ejemplo y con la grafica de la recta numérica. Puede que el nifio no vea clara la
correspondencia entre los nimeros naturales y un segmento (continuo) de la recta.

La representacion mediante la recta numérica sugiere interpretar la suma como
"seguir contando". Esta es una técnica completamente diferente, que no se ha
descrito en el libro.

Observa la parte E de la figura 1.2

23. ;Qué nuevas tareas se incluyen?
(En qué se diferencian?

(Qué finalidad tiene cada una de ellas?

Observa la figura 1.3

24. ;Qué nuevas propiedades se estudian de la suma?
(Como se justifican?

(Cual es la finalidad de los nuevos problemas presentados?
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Césor y Verénico quieren conlar ol
numers de fichas que hoy en ko
F mesa,
o sCudnias fichas hay en los dos
cajos?
* 3Cudnias fichas hay en tokal?
Observa
G El nimero de fichas que hay en las Elmmld-ﬁd'mqwhnru-
dos cojos se puede colculor de dos hhmupud-nnluh es-
24436 =80 0 36+ 24=60 (24 + 34) + 520 = 60 + 520 = 580
El resuliodo que se obhiene en los dos 24 « (36 + 520) = 24 + 556 = 580
cason o3 ol misma. El resubodo que se obtiens en los dos
cosos o3 ol misme,
asotiativa
Propiedad conmutativa Propiedad
Paro sumor res nimeros, sumamoy
El orden de los sumandos no ollero dox cutoleargiians 6 sia 'y ol ek
I siuma tado se sma con el lercero.
T gy (24 + 36] + 520 = 24 + (36 + 520)
E}h‘ullm estis sumis ¥ compars hos resultodos.
RIS 4715
15 + 24,386
H a eyl et sumnans. Agerupa bos sumnndos que sean mis Giciles de sumar,
IR0 60+ 550 s 50+ 150 [ESGH 750 + 4800
EFSHa5 4+ 12 T e [ LESIRRE
m César ha obtenido 148 puntos. v
Yolunda 12 puntos mis que Cé- 2
sar, ACuintos puntos hian obleni- o
do entre bos dos: T .

Figura 1.3: Las propiedades de la suma

5.2. Tipos de objetos que intervienen en la actividad matematica

En las actividades anteriores habras observado cémo, al describir con detalle la
actividad matematica, encontramos los siguientes seis tipos de objetos:

- Problemas y situaciones (cuestiones, ejercicios, etc.)
- Lenguaje (términos, expresiones, graficos, etc.)

- Acciones (, técnicas, algoritmos, etc.)

- Conceptos (definiciones o reglas de uso)

- Propiedades de los conceptos y acciones
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- Argumentaciones (inductivas, deductivas, etc.)

Estos objetos estan relacionados unos con otros. El lenguaje es imprescindible para
describir los problemas, acciones, conceptos, propiedades y argumentaciones. Los
conceptos y propiedades deben ser recordados al realizar las tareas, las argumentaciones
sirven para justificar las propiedades.

5.3. Procesos matematicos

En la actividad matematica aparecen también una serie de procesos que se articulan
en su estudio, cuando los estudiantes interaccionan con las situaciones - problemas, bajo
la direccion y apoyo del profesor. Los Principios y Estdndares 2000 del NCTM resaltan
la importancia de los procesos matematicos, en la forma que resumimos a continuacion.

1. Resolucion de problemas (que implica exploracion de posibles soluciones,
modelizacion de la realidad, desarrollo de estrategias y aplicacion de técnicas).

2. Representacion (uso de recursos verbales, simbolicos y graficos, traduccion y
conversion entre los mismos).

Comunicacion (didlogo y discusion con los compaifieros y el profesor).

4. Justificacion (con distintos tipos de argumentaciones inductivas, deductivas, etc.).
Conexion (establecimiento de relaciones entre distintos objetos matematicos).
Nosotros, ademas anadimos el siguiente proceso:

6. Institucionalizacion (fijacion de reglas y convenios en el grupo de alumnos, de
acuerdo con el profesor)

Estos procesos se deben articular a lo largo de la ensefianza de los contenidos
matematicos organizando tipos de situaciones didacticas que los tengan en cuenta. A
continuacion los describimos brevemente.

1. Resolucion de problemas

La importancia que se da a resolucion de problemas en los curriculos actuales es el
resultado de un punto de vista sobre las matemadticas que considera que su esencia es
precisamente la resolucion de problemas. Muchos autores han ayudado a desarrollar
este punto de vista como, por ejemplo, Lakatos’. Entre estos autores destaca Polya. Para
Polya®, la resolucién de un problema consiste, a grandes rasgos, en cuatro fases: 1)
Comprender el problema, 2) Concebir un plan, 3) Ejecutar el plan y 4) Examinar la
solucion obtenida. Cada fase se acompana de una serie de preguntas cuya intencion
clara es actuar como guia para la accion.

Los trabajos de Polya, se pueden considerar como un intento de describir la manera
de actuar de un resolutor ideal. Ahora bien ;Por qué es tan dificil, para la mayoria de los
humanos, la resoluciéon de problemas en matematicas? Los trabajos de Schoenfeld’
tienen por objetivo explicar la conducta real de los resolutores reales de problemas.

3 En su libro "Pruebas y refutaciones" Lakatos presenta un choque de opiniones, razonamientos y
refutaciones entre un profesor y sus alumnos. En lugar de presentar el producto de la actividad
matematica, presenta el desarrollo de la actividad matematica a partir de un problema y una conjetura
(1978, Alianza editorial)

* Polya, G. (1965). ;Cémo plantear y resolver problema?. México: Trillas

> Schoenfeld, A. (1985). Mathematical Problem Solving. Academic Press, New York
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Schoenfeld propone un marco con cuatro componentes que sirva para el analisis de la
complejidad del comportamiento en la resolucion de problemas: 1) Recursos cognitivos:
conjunto de hechos y procedimientos a disposicion del resolutor, 2) Heuristicas: reglas
para progresar en situaciones dificiles, 3) Control: aquello que permite un uso eficiente
de los recursos disponibles y 4) Sistema de creencias: nuestra perspectiva con respecto a
la naturaleza de la matematica y como trabajar en ella.

La resolucion de problemas no es s6lo uno de los fines de la ensefianza de las
matematicas, sino el medio esencial para lograr el aprendizaje. Los estudiantes deberan
tener frecuentes oportunidades de plantear, explorar y resolver problemas que requieran
un esfuerzo significativo.

Mediante la resolucion de problemas matematicos, los estudiantes deberan adquirir
modos de pensamiento adecuados, habitos de persistencia, curiosidad y confianza ante
situaciones no familiares que les seran utiles fuera de la clase de matematicas. Incluso
en la vida diaria y profesional es importante ser un buen resolutor de problemas.

La resolucion de problemas es una parte integral de cualquier aprendizaje matematico,
por lo que consideramos que no deberia ser considerado como una parte aislada del
curriculo matematico. En consecuencia, la resolucion de problemas debe estar articulada
dentro del proceso de estudio de los distintos bloques de contenido matematico. Los
contextos de los problemas pueden referirse tanto a las experiencias familiares de los
estudiantes asi como aplicaciones a otras areas. Desde este punto de vista, los problemas
aparecen primero para la construccion de los objetos matematicos y después para su
aplicacion a diferentes contextos.

25. Analiza como se usa la resolucion de problemas en el texto anteriormente analizado.

26. Indica algunas situaciones de la vida ordinaria en que sea precisa la resolucion de
problemas.

2. Representacion con diversos lenguajes

La manera de expresar nuestras ideas influye en como las personas pueden
comprender y usar dichas ideas. Por ejemplo, es diferente la comprension que tenemos
de los nimeros naturales cuando los representamos mediante digitos o mediante la recta
numérica. Algunos autores como Wittgenstein piensan incluso, que sin el lenguaje no
hay tales ideas, ya que éstas no son otra cosa que reglas gramaticales de los lenguajes
que usamos para describir nuestro mundo.

Ejemplo

Sin la palabra “triangulo” (u otra que tenga los mismos usos) no existiria la idea de
triangulo. Esta idea no es mas que una regla para describir un cierto tipo de objetos (con tres
vértices, con tres lados, suma de angulos igual a 180 grados, etc.).

El lenguaje matematico tiene ademas una doble funcion:
= representacional: nos permite designar objetos abstractos que no podemos percibir;

= instrumental: como herramienta para hacer el trabajo matematico. El valor
instrumental puede ser muy diferente segin se trate de palabras, simbolos, o
graficas. En consecuencia, el estudio de los diversos sistemas de representacion para
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un mismo contenido matematico es necesario para la comprension global del
mismo.

El lenguaje es esencial para:

= comunicar las interpretaciones y soluciones de los problemas a los compafieros o
el profesor;

= reconocer las conexiones entre conceptos relacionados;
= aplicar las matematicas a problemas de la vida real mediante la modelizacion.

= para utilizar los nuevos recursos tecnoldgicos que se pueden usar en el trabajo
matematico.

27. Haz una lista de las posibles representaciones a) de un triangulo, b) de un namero, y
¢) de un conjunto de datos estadisticos. ;Qué caracteristicas se visualizan mejor en cada
una de ellas?

3. Comunicacion

La comunicacion de nuestras ideas a otros es una parte esencial de las matematicas
y, por tanto, de su estudio . Por medio de la formulacion, sea esta oral o escrita , y la
comunicacion, las ideas pasan a ser objetos de reflexion, discusion, revision y
perfeccionamiento. El proceso de comunicacion ayuda a construir significado y
permanencia para las ideas y permite hacerlas publicas.

Cuando pedimos a los estudiantes que piensen y razonen sobre las matematicas y
que comuniquen los resultados de su pensamiento a otras personas, de manera oral o
escrita, aprenden a ser claros y convincentes. Cuando los estudiantes escuchan las
explicaciones de otros compaferos tienen oportunidades de desarrollar sus propias
interpretaciones. Los didlogos mediante los que las ideas matematicas se exploran desde
distintas perspectivas ayudan a los participantes a ajustar su pensamiento y hacer
conexiones.

Cuando los alumnos participan en discusiones en las que tienen que justificar sus
soluciones -especialmente cuando hay desacuerdos - mejoran su comprension
matematica a medida que tienen que convencer a sus compafieros de puntos de vista
diferentes. Esa actividad también ayuda a los estudiantes a desarrollar un lenguaje para
expresar ideas matematicas y les hace conscientes de la necesidad de usar un lenguaje
preciso. Los alumnos que tienen oportunidades, estimulo y apoyo para hablar, escribir,
leer y escuchar en las clases de matematicas reciben un doble beneficio: mejoran su
aprendizaje matematico al tiempo que aprenden a comunicarse de manera matematica.

4. Justificacion

El razonamiento matematico y la demostracion son componentes esenciales del
conocimiento matematico entendido éste de la manera integral que proponemos.
Mediante la exploracion de fendmenos, la formulacion de conjeturas matematicas, la
justificacion de resultados, sobre distintos contenidos matematicos y diferentes niveles
de complejidad los alumnos apreciaran que las matematicas tienen sentido. Partiendo de
las destrezas de razonamiento con las que los nifios entran en la escuela, los maestros
pueden ayudarles a que aprendan lo que supone el razonamiento matematico.

El razonamiento y la demostraciéon matematica no se pueden enseiar impartiendo
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un tema sobre logica, o unas demostraciones aisladas sobre temas como la geometria.
Este componente del conocimiento matematico debera estar presente en la experiencia
matematica de los estudiantes desde los niveles de educacion infantil. Razonar de
manera matematica es un héabito, y como todos los habitos se debe desarrollar mediante
un uso consistente en muchos contextos.

5. Conexiones matematicas

Cuando los estudiantes pueden conectar las ideas matematicas entre si, con las
aplicaciones a otras areas, y en contextos de su propio interés, la comprension
matematica es mas profunda y duradera. Podemos postular que sin conexién no hay
comprension, o ésta comprension es débil y deficiente. Mediante una instruccion que
enfatiza las interrelaciones entre las ideas matematicas, los estudiantes no s6lo aprenden
matematicas, sino que también aprecian la utilidad de las matematicas.

Las matematicas no se deben ver como una coleccién de partes separadas, aunque
con frecuencia se divide en temas que se presentan desconectados. Las matematicas son
un campo integrado de estudio, por lo que los matemadticos profesionales prefieren
referirse a su disciplina en singular: la Matematica. Concebir las matematicas como un
todo resalta la necesidad de estudiar y pensar sobre las conexiones internas de la
disciplina, tanto en un nivel particular del curriculo como entre distintos niveles. Para
enfatizar las conexiones, los profesores deben conocer las necesidades de sus
estudiantes, asi como las matematicas que estudiaron en los niveles anteriores, y las que
estudiaran en los siguientes.

28. Estudia las conexiones del concepto de poligono con otras ideas matematicas.
Elabora un mapa conceptual que ponga de relieve estas relaciones.

6. Institucionalizacion

Las matematicas constituyen un sistema conceptual lé6gicamente organizado. Una
vez que un objeto matematico ha sido aceptado como parte de dicho sistema puede ser
considerado como una realidad cultural, fijada mediante el lenguaje, y un componente
de la estructura 16gica global. En el proceso de estudio matematico habra pues una fase
en la que se fija una "manera de decir", piblicamente compartida, que el profesor
debera poner a disposicion de los alumnos en un momento determinado.

Los profesores en formacion de los distintos niveles educativos deberan conocer
la importancia de los seis procesos de indole matematica que hemos descrito, y tenerlos
en cuenta en su trabajo como directores y ayudantes de los procesos de estudio
matematico de los nifios.

29. A partir de la observacion de una sesion de clase de matematicas identifica los
diferentes procesos que se ponen en juego entre los descritos anteriormente.
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5.4. Conocimientos personales e institucionales

En una clase, los conocimientos de cada alumno en un momento dado son muy
variados. Hablamos de conocimiento personal de cada alumno para diferenciarlo del
conocimiento fijado por el profesor, por el libro de texto o en un curriculo
(conocimiento institucional).

Ejemplo,
El Disefio Curricular Base (MEC) fija unos contenidos para la suma y la resta que se
concretan en la programacion que hace cada profesor en su clase (conocimiento

institucional). Un nifio puede finalizar un nivel escolar sin haber alcanzado plenamente
todos los objetivos fijados.

Podemos describir metaforicamente el aprendizaje como "acoplamiento
progresivo" entre significados personales e institucionales en una clase. Es importante
diferenciar las facetas personal e institucional de los conocimientos matematicos para
poder describir y explicar las interacciones entre el profesor y los alumnos en los
procesos de ensenanza y aprendizaje.

6. TRANSPOSICION DIDACTICA

Cuando queremos ensefiar un cierto contenido matematico, tal como los nimeros
racionales, hay que adaptarlo a la edad y conocimientos de los alumnos, con lo cual hay
que simplificarlo, buscar ejemplos asequibles a los alumnos, restringir algunas
propiedades, usar un lenguaje y simbolos mas sencillos que los habitualmente usados
por el matematico profesional.

Ejemplo

En Matematicas, se define la suma de dos numeros naturales ¢ y b como “el cardinal de la
unién de dos conjuntos disjuntos que tienen como cardinales a y b respectivamente.

Esta definicion es demasiado complicada para el alumno de primaria. Se suele sustituir por

ideas tales como “reunir”, “juntar”, “afiadir”. Se proporciona al nifio regletas, colecciones de
objetos y otros materiales para que pueda experimentar con los mismos. Es claro que el

significado es muy diferente en los dos casos.

La expresion "transposicion didactica"® hace referencia al cambio que el
conocimiento matematico sufre para ser adaptado como objeto de ensenanza. Como
consecuencia se producen diferencias en el significado de los objetos matematicos entre
la "institucibn matemadtica" y las instituciones escolares. Por ejemplo, los usos y
propiedades de las nociones matematicas tratadas en la ensefianza son necesariamente
restringidos. El problema didactico se presenta cuando, en forma innecesaria, se muestra
un significado sesgado o incorrecto.

6 Chevallard, Y. (1985). La transposition didactique. Grenoble: La Pensée Sauvage.
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C: Seminario didactico

1. ACTITUDES HACIA LAS MATEMATICAS

(1) Cumplimentar el cuestionario adjunto de "Actitudes hacia las matematicas''.
Presentar y discutir los resultados en la clase.

. . . 7
Cuestionario de actitudes’:

Sefialar el grado de acuerdo o desacuerdo respecto de las siguientes afirmaciones sobre
las matematicas, segun el siguiente convenio:

1: Totalmente en desacuerdo; 2: En desacuerdo; 3: Neutral (ni de acuerdo ni en
desacuerdo); 4: De acuerdo; 5: Totalmente de acuerdo:

1. Considero las matematicas como una materia muy necesaria en mis estudios.

1 2 3 4 5
2. Laasignatura de matematicas se me da bastante mal.

1 2 3 4 5
3. Estudiar o trabajar con las matematicas no me asusta en absoluto

1 2 3 4 5
4. Utilizar las matematicas es una diversion para mi.

1 2 3 4 5
5. Las matematicas son demasiado tedricas para que puedan servirme de algo.

1 2 3 4 5
6. Quiero llegar a tener un conocimiento mas profundo de las matematicas..

1 2 3 4 5
7. Las matematicas son una de las asignaturas que mas temo.

1 2 3 4 5
8. Tengo confianza en mi cuando me enfrento a un problema de matematicas.

1 2 3 4 5
9. Me divierte el hablar con otros de matematicas.

1 2 3 4 5

7 Auzmendi, E. (1992). Las actitudes hacia la matemdtica-estadistica en las ensefianzas medias
y universitarias. Bilbao: Mensajero.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Las matematicas pueden ser utiles para el que decida realizar una carrera de
"ciencias", pero no para el resto de los estudiantes.

1 2 3 4 5

Tener buenos conocimientos de matematicas incrementard mis posibilidades de
trabajo.

1 2 3 4 5

Cuando me enfrento a un problema de matematicas me siendo incapaz de pensar
con claridad.

1 2 3 4 5
Estoy calmado/a y tranquilo/a cuando me enfrento a un problema de matematicas.
1 2 3 4 5

Las matemadticas son agradables y estimulantes para mi.

1 2 3 4 5
Espero tener que utilizar poco las matematicas en mi vida profesional.

1 2 3 4 5

Considero que existen otras asignaturas mas importantes que las matematicas para
mi futura profesion.

1 2 3 4 5
Trabaja con las matematicas hace que me sienta muy nervioso/a.
1 2 3 4 5
No me altero cuando tengo que trabajar en problemas de matematicas.
1 2 3 4 5
Me gustaria tener una ocupacion en la cual tuviera que utilizar las matematicas.
1 2 3 4 5
Me provoca una gran satisfaccion el llegar a resolver problemas de matematicas.
1 2 3 4 5

Para mi futuro las matematicas son una de las asignaturas mas importantes que
tengo que estudiar.

1 2 3 4 5
Las matemadticas hacen que me sienta incomodo/a y nervioso/a.

1 2 3 4 5
Si me lo propusiera creo que llegaria a dominar bien las matematicas.

1 2 3 4 5

Si tuviera oportunidad me inscribiria en més cursos de matematicas de los que son
obligatorios.

1 2 3 4 5

La materia que se imparte en las clases de matematicas es muy poco interesante.

44



Perspectiva educativa de las matematicas

(2) Comenta el siguiente texto que hace referencia a un chico de 12 afios:

"Una mujer imploraba desesperadamente al otro lado del teléfono:

<<Tememos que nuestro hijo de doce aiios esté incapacitado para el aprendizaje, que
tenga algo en el cerebro. No puede aprender matemdticas. ;jQuerria Vd. examinarlo
para ver si se puede hacer algo?>>.

Después de que Mark entrara con mucha vergiienza en mi despacho, sus primeras
palabras revelaron su temor:

<<;Asi que ahora va Vd. a descubrir lo tonto que soy!>>

Le expliqué que el proposito de la reunion era descubrir qué sabia y qué no sabia de las

matematicas para que sus padres y sus maestros pudieran ayudarle mejor(...) (Baroody
1988, pp. 75-76).

(3) ({Qué tipo de ensefianza de las matematicas pueden generar las siguientes
creencias sobre las matematicas:

"- La incapacidad para aprender datos o procedimientos con rapidez es senal de
inferioridad en cuanto a inteligencia y caracter.

- La incapacidad para responder con rapidez o emplear un procedimiento con eficacia
indica <<lentitud>>.

- La incapacidad para responder correctamente indica una deficiencia mental.
- Una incapacidad total para responder es senial de una estupidez absoluta.

- Todos los problemas deben tener una respuesta correcta.

- Solo hay una manera (correcta) de resolver un problema.

- Las respuestas inexactas (por ejemplo las estimaciones) y los procedimientos
inexactos (por ejemplo, resolver problemas por ensayo y error) son inadecuados.

- Comprender las matemdticas es algo que solo esta al alcance de los genios.

- Las matemdticas no tienen por qué tener sentido." (Barody 1988, pp. 77-78).

2. REFLEXION Y REDACCION
(4) Explicar y dar ilustraciones de las siguientes afirmaciones:
Las matematicas son:
o El estudio de patrones y relaciones
o Una manera de pensar
o Un arte

o Un lenguaje
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(5) Compara la siguiente afirmacion sobre las matematicas con las de la actividad
anterior:

Las matematicas son la ciencia que estudia el nimero y el espacio

(Estas de acuerdo con esta afirmacion?

(6) Las matematicas muchas veces se presentan como una ciencia objetiva e
ideologicamente neutral.

Primero resuelve y después comenta qué opinién te merecen estos dos problemas
correspondientes a textos de aritmética de inicios del siglo XX.

"La viuda de un militar que perecio en la ultima guerra de Cuba disfruta de un
sueldo de 1.375 ptas al anio; y dando lecciones de musica y francés a algunas
senoritas, gana 10 duros mensuales. ;Qué cantidad podra depositar cada mes en
la Caja de Ahorros, necesitando para su manutencion y demas gastos los 7/9 de lo
que posee y destinando el 4% del resto para limosnas?"(1906)

"Un industrial explotador, cuyo capital, como el de todos los capitalistas, se
acumula merced a las privaciones de la clase obrera, ha determinado, contando de
antemano con la inconsciencia de sus obreros, rebajar 2 reales a cada una de las
252 piezas que semanalmente le elaboran sus esclavos. Digase cudnto representa
esta rebaja al cabo de un arnio, cudntos obreros trabajan en su fabrica, sabiendo

que cada uno fabrica 6 piezas semanalmente y cuanto roba a cada obrero?"”
(1905).

(7) Para algunos socidlogos, la idea de que las matematicas puedan variar igual
que varia la organizacion social no es admisible.

Uno de los primeros socidlogos que se opuso a este punto de vista fue Splenger en el
primer capitulo "El sentido de los nimeros" de su obra "La decadencia de Occidente"
publicada en 1918. En este capitulo Spengler expone, entre otras, las siguientes ideas:

o "Mas no debe confundirse la matemdtica considerada como la facultad de
pensar prdacticamente los numeros, con el concepto mucho mas estrecho de la
matemdtica como <<teoria>> de los numeros desarrollada en forma hablada
o escrita. Ni la matematica escrita ni la filosofia explicada en libros tedricos
representan todo el caudal de intuiciones y pensamientos matemdaticos y
filosoficos que atesora una cultura."

e "En vano aplicaremos nosotros, los occidentales, nuestro propio concepto
cientifico del numero, violentamente, al objeto de que se ocupaban los
matematicos de Atenas y Bagdad; es lo cierto que el tema, el proposito y el
método de la ciencia que en estas ciudades llevaba el mismo nombre, eran muy
diferentes de los de nuestra matemdtica. <<No hay una matemdatica, hay
muchas matematicas>>."

Comenta las opiniones de estos socidlogos.
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3. ACTIVIDADES DE CAMPO

(8) Observar una sesion de clase de matematicas en un nivel de primaria.

Hacer una lista de momentos en los se muestra evidencia de usar uno o varios de los
procesos matematicos considerados en la seccion 5.3. Decir lo que hacen o dicen los
nifios y en qué tipo de actividad estaban implicados. ;Qué papel juega el profesor?

(9) Plantear a los estudiantes de primaria las siguientes cuestiones sobre la
resolucion de problemas matematicos:

a) (;Qué es un problema matematico?
b) ;Qué haces para resolver un problema?

Clasificar y discutir las distintas respuestas.

(10) Analizar y discutir la evolucion de las respuestas dadas por nifios de infantil y
primaria a las cuestiones que se indican®:

a) Maestra: "Yo tengo 3 caramelos (la maestra ensefia los 3 caramelos que tiene) y tu
tienes 2 (el nifio tiene 2 caramelos en su mano) ;Quién tiene mas caramelos?"

"La que tiene mas caramelos es la sefiora de la porteria que tiene una caja llena"

"No, yo no tengo ningun caramelo, ti me lo has dado, pero no son mios ... "

b) Maestra: ;Qué es un problema?
"Un problema es tener un hermanito" (P3, Preescolar 3 afios)
"Un problema es que mi hermano me pegue"(P3)
"Un problema es alguna cosa que nos preocupa"(P3)
"Un problema es no hacer las cosas bien"(P4)
"Un problema es perder alguna cosa" (P4)
"Que Maria se haga pipi encima"(P4)
"Un problema es que pasa alguna cosa"(P5)
"Que te dicen una pregunta que no sabes" (1°)
"Que te dicen una cosa y has de decir la respuesta" (1°)
"Es una pregunta que tienes que pensar con la cabeza" (1°)
"Es una pregunta que tienes que adivinar" (1°)

"Son preguntas que te hacen y al principio no las sabes, pero luego haces un dibujo
en el papel o lo dibujas en la cabeza o te lo imaginas y luego ya lo ves mas claro"

(1°)

¥ Coll, C. (2001). La resoluci6 de problemes en les primeres edats. Biaix, 18: 9-12.
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"Un problema es una pregunta que no sabes la respuesta y tienes que pensar y
pensar para dar la respuesta (2°)

¢) Maestra: ;Qué haces para resolver un problema?

"Estoy callado, luego no veo nada, bueno lo veo todo oscuro...y luego ya me sale la
respuesta" (P4)

"Me fijo mucho y después me sale" (P4)

"Me meto lo que me dicen en la cabeza, después me lo imagino, veo lo que esté
pasando y luego ya lo s¢" (P5)

"Pienso, muevo la cabeza y.......ya me sale" (1°)
"Lo pienso hasta que lo encuentre" (1°)

"Lo pienso un rato, depende de si el problema es dificil o no. Algunas veces so6lo de
escucharlo ya sé como se hace" (1°)

"Lo pienso con el cerebro" (1°)

d) Al preguntarle a un alumno de segundo ciclo si el problema,

"En un arbol hay 2 gorriones y uno se va volando. ;Cuéntos gorriones quedan?, era
realmente un problema, el alumno contestd que "esto no es un problema, porque yo
ya s¢ la solucion".

e) La siguiente respuesta corresponde a un alumno de segundo ciclo inicial cuando se le
pidi6 que explicara a un nifio de otra clase los problemas que resolvian en su clase:

"Hay muchos problemas, algunos problemas los has de escuchar muy bien para
saber que te preguntan, en otros los has de mirar, porque en la fotografia esta la
respuesta, en otros los has de pensar s6lo con la cabeza, en otros los has de tocar
para saber la respuesta.....en otros necesitas alguna cosa que te ayude a hacerlos ....
por ejemplo si me preguntan cuanto peso y no lo sé he de ir a pesarme y después ya
sabr¢ el problema....En otros me los imagino con la cabeza y luego ya los sé..."

¢ Qué conclusion te sugieren estas respuestas sobre la enserianza de la resolucion de
problemas en las primeras edades?

4. RESOLUCION DE PROBLEMAS (TALLER MATEMATICO)

(11) Resuelve los siguientes problemas:

1. Encuentra el mayor nimero posible de cuadrados de cualquier tamafio que se
puedan formar en un tablero de 4x4.’

? Este problema se comenta en: Bolt, B. (1998). Qué és la geometria?. Biaix, 12: 2-14.
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2. Unir 6 cerillas de modo que formen cuatro tridngulos equilateros contiguos cuyos
lados sean iguales a la longitud de una cerilla.'”

3. Utilizando solo cuatro lineas rectas, unir los nueve puntos sin levantar el lapiz del
papel

4. Desplaza tres segmentos a nuevas posiciones para que los seis cuadrados de la
figura se conviertan en 4 de area igual a los de la figura

5. Demuestra que la suma de los dngulos de un triangulo es 180°

6. En las figuras siguientes resulta facil saber si el punto X es interior o exterior a la
curva y también saber si la curva (simple) es cerrada o abierta.

a) ¢(Los puntos de la figura siguiente estan dentro o fuera?
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¢) Un francés llamado Jordan descubrié una manera muy simple para saber si un
punto es interior o exterior a una curva cerrada simple: dibujé una linea recta
desde el punto hasta el exterior de la curva y contd si esta recta cortaba a la
curva un numero par o impar de veces. /Puedes decir de qué regla se trata?

% Los problemas 2,3 y 4 se comentan con detalle en Orton (1990)
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7. Tienes que completar este cuadrado mégico, de tal manera que ha de tener todos los
numeros del 1 al 25 y ha de cumplir la propiedad de que todas las columnas y filas

sumen 65.
251181 11
21119 ] 12 ] 10
221201 13
16 | 14 23
15 24 1 17

8. Las siguientes figuras son polidiamantes. Estas figuras son tridngulos de un
determinado tipo conectados por un lado. En la figura puedes ver los polidiamantes
formados por 1 tridngulo, por 2 tridngulos, por 4 tridngulos y por 5 tridngulos.

a) ¢;Cudl es la clase de triangulos que forman los polidiamantes? ;Qué
propiedad cumplen?

b) (Cuales de los polidiamantes formados por 4 triangulos son desarrollos
planos del tetraedro?

. A A
ey ‘ \ Y O
SR S—— i .
A A
VAVAVAY VAVAY, FAVAYS QV
¢) De polidiamantes formados por 6 tridngulos, o hexadiamantes, hay 12.
Dibtjalos.
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9. (Cuadl es el nimero minimo de cerillas que hemos de anadir para obtener
exactamente 11 cuadrados en la figura?
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11. Diez encinas producen 17 kg de oxigeno en 1 hora. ;Cuantas encinas necesitamos
para proporcionar a 34 estudiantes el oxigeno que necesitan durante 1 hora si cada

uno necesita 0,7 kg por hora?

12. ;Cual es el numero de diagonales de un poligono?

13. Dado un cuadrado de 20 cm de lado unimos los puntos medios de los lados opuestos
para obtener 4 cuadrados. Si en cada cuadrado unimos los puntos medios de los
lados consecutivos se obtiene otro cuadrado. ;Cudl es su area?

14. a) A partir de los poligonos de la figura siguiente completa las filas de la tabla tomando
como unidad el area del cuadrado determinado por cuatro puntos de la trama
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Figura |Area |Puntos interiores (i) La mitad de los puntos de la frontera (b/2)
1 7 2 6

2

3

4

5

6

b) ¢(Puedes hallar alguna relacion entre el area, los puntos interiores y los puntos
de la frontera (si lo necesitas puedes dibujar mas poligonos)?

15. Dos amigos, Juan y Pedro, se encuentran despué¢s de mucho tiempo. Juan le
pregunta a Pedro como le va la vida. Pedro le responde que tiene tres hijas y Juan le
pregunta qué edades tienen. Pedro le dice que el producto de las tres edades es 36 y
que su suma es el nimero de su casa (la casa de Juan). Juan piensa un rato y le dice
que no hay suficiente informacion para saber las edades de sus hijas, a lo que Pedro
responde que la mayor toca el piano. Juan descubre inmediatamente les edades de
las hijas de Pedro. ;Cuales son las edades de las tres hijas de Pedro?

(12) A continuacion tienes algunas de las estrategias que se utilizan para resolver
problemas:

a. Ensayoy error,

b. Construir un modelo,

c. Analisis-sintesis,

d. Resolver un problema mas simple,

e. Hallar alguna regularidad,

f. Utilizar una tabla o un esquema.

Explica cual de ellas has utilizado para resolver cada uno de los problemas
anteriores
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A: Contextualizacion

Al. Creencias sobre la ensefianza y aprendizaje de las matematicas

Consigna:
A continuacion presentamos dos cuestionarios con algunos enunciados que reflejan
diferentes modos de pensar sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

1) Completa cada cuestionario, leyendo con atencion los enunciados e indicando el
grado de acuerdo con cada uno de ellos, mediante un valor numérico, siguiendo el
convenio presentado.

2) Sino estas de acuerdo con alguno de los enunciados, indica tus razones.

Cuestionario A:

Indica tu grado de acuerdo con cada enunciado, segin el siguiente convenio:

1: Totalmente de acuerdo con el enunciado de la izquierda; 2: Si estas de acuerdo con el
enunciado de la izquierda; 3: Si estds indeciso; 4: Si estds mds de acuerdo con el
enunciado de la derecha; 5: Si estds completamente de acuerdo con el enunciado de la
derecha.

El fin principal de la educacion El fin principal de la educacion
matematica elemental es asegurarel |[12345 matematica es promover la
dominio de hechos basicos, reglas, comprension y el pensamiento

formulas y procedimientos

El crecimiento del conocimiento 12345 El crecimiento del conocimiento
implica acumulacion de informacion implica ganar nuevas comprensiones
para estar mas informado y reorganizar el propio pensamiento
El aprendizaje es esencialmente un 12345 El aprendizaje es esencialmente un
proceso receptivo y pasivo de proceso activo de construir
memorizacion de informacion comprensiones y estrategias

La memorizacion precisa de hechos |[12345 La construccion activa del

y procedimientos y requiere que los conocimiento requiere hacer

nifios estén atareados: que escuchen matematicas (esto es, descubrir

con atencion y practiquen con patrones, hacer y comprobar
diligencia lo que se les ha ensefiado conjeturas, y resolver problemas)

La instruccion directa y la practica 12345 La implicacién activa de los alumnos
son el modo mas efectivo de en el aprendizaje por descubrimiento
transmitir informacion a los nifios y la solucion de problemas es el modo

mas efectivo de estimular la
comprension y el pensamiento

Ensefiar es explicar - un profesores |[12345 Ensefiar es guiar - un profesor sirve
principalmente un transmisor de principalmente para facilitar el
informacion. descubrimiento y el pensamiento.

57



J. D. Godino, C. Batanero y V. Font

Puesto que los nifios no tienen un
interés natural en aprender
matematicas, es esencial para los
educadores encontrar modos de
estimular el aprendizaje.

12345

Puesto que los nifios tienen un interés
natural en explorar y comprender las
cosas, las matematicas pueden ser
interesantes por si mismas.

Cuestionario B:

Sefiala el grado de acuerdo o desacuerdo respecto de las siguientes afirmaciones sobre

la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, seglin el siguiente convenio:

1: Totalmente en desacuerdo; 2: En desacuerdo; 3: Neutral (ni de acuerdo ni en

desacuerdo); 4: De acuerdo; 5: Totalmente de acuerdo:

Los procedimientos no estandares se deberian descartar porque pueden interferir con el
aprendizaje del procedimiento correcto.

1 2 3 4 5
La instruccion matematica deberia comenzar con las destrezas basicas y progresar hacia el
estimulo del pensamiento de orden superior.

1 2 3 4 5
Cuando se introduce un tema matematico, un profesor deberia seguir el siguiente principio:
"Primero lo simple y directo" y s6lo mas tarde introducir problemas mas complejos.

1 2 3 4 5
Los nifios pequefios son matematicamente incapaces. Esto es, son incapaces de resolver
incluso problemas matematicos elementales porque les falta el prerrequisito de experiencia
y conocimiento.

1 2 3 4 5
Para comprender las matematicas elementales, los nifios deben ser conducidos mediante una
secuencia sistematica de lecciones bien organizadas.

1 2 3 4 5
Un profesor debe servir como el juez de lo que es correcto o no.
1 2 3 4 5

Un profesor deberia siempre proporcionar feedback (esto es, alabar las respuestas correctas
de los estudiantes y corregir inmediatamente sus respuestas incorrectas).

1 2 3 4 5
Un profesor deberia actuar rapidamente para eliminar desacuerdos porque son perturbadores
y pueden causar confusion innecesaria.

1 2 3 4 5
Para estimular la independencia, los estudiantes deberian trabajar solos para realizar las
tareas.

1 2 3 4 5
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A2. Lectura, reflexion y discusion

Consigna:
A continuacion se presenta un texto que describe una clase de matematicas imaginaria

1) Léelo con atencion. Subraya los puntos que consideras especialmente atractivos en la
descripcion.

2) (Qué puntos corresponden a una clase estandar de matematicas? ;Cuales podrian
alcanzarse si el profesor se lo propone? ;Cudles te gustaria personalmente conseguir en
tu clase de matematicas?

3) (Cuaéles son las tareas, responsabilidades y funciones que se describen del profesor?
LY de los alumnos?

“Imagine una clase, una escuela, o un distrito escolar donde todos los estudiantes
tienen acceso a una instruccion matemdtica atractiva y de alta calidad. Se proponen
unas expectativas ambiciosas para todos, con adaptacion para aquellos que lo
necesitan. Los profesores estan bien formados, tienen recursos adecuados que apoyan
su trabajo y estan estimulados en su desarrollo profesional. El curriculo es
matematicamente rico y ofrece oportunidades a los estudiantes de aprender conceptos y
procedimientos matemdticos con comprension. La tecnologia es un componente
esencial del entorno. Los estudiantes, de manera confiada, se comprometen con tareas
matematicas complejas elegidas cuidadosamente por los profesores. Se apoyan en
conocimientos de una amplia variedad de contenidos matemdticos, a veces enfocando el
mismo problema desde diferentes perspectivas matematicas o representando las
matemadticas de maneras diferentes hasta que encuentran métodos que les permiten
progresar. Los profesores ayudan a los estudiantes a hacer, refinar y explorar
conjeturas sobre la base de la evidencia y usan una variedad de razonamientos y
técnicas de prueba para confirmar o rechazar las conjeturas. Los estudiantes son
resolutores flexibles de problemas y tienen recursos variados. Solos o en grupos y con
acceso a la tecnologia, los estudiantes trabajan de manera productiva y reflexiva, con
la guia experimentada de sus profesores. Los estudiantes son capaces de comunicar sus
ideas y resultados oralmente o por escrito de manera efectiva. Valoran las matemdticas
y se comprometen activamente en su aprendizaje.”

(NCTM 2000, Una Vision de las Matematicas Escolares).
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B: Desarrollo de conocimientos

1. INTRODUCCION

Seguramente pensaras que la vision de la clase de matematicas que nos propone el
NCTM en la lectura introductoria, aunque ciertamente ambiciosa, es muy valiosa.
Hemos tomado esta lectura como punto de partida para reflexionar sobre la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas.

En el capitulo 1 hemos presentado nuestra vision de las matematicas como
quehacer humano (las matematicas son una actividad humana), lenguaje simbolico (el
lenguaje de la ciencia) y sistema conceptual (red interconectada de conceptos, propiedades
y relaciones, construida progresivamente mediante negociacion social). No hay duda que
la forma de concebir las matematicas por parte del profesor incidira en la forma en que éste
las ensefia.

Ademas el profesor tiene en cuenta las funciones y tareas que cree mas efectivas para
favorecer el aprendizaje de sus estudiantes y la adquisicion de disposiciones y actitudes
favorables hacia las matematicas. Algunas de estas tareas las debe realizar ¢l mismo y otras
las llevaran a cabo los estudiantes.

En este capitulo reflexionaremos sobre las caracteristicas de una ensefianza de las
matematicas que sea eficaz para el logro del aprendizaje significativo de los alumnos.
Ello implica del profesor la labor docente de direccion y ayuda en los procesos de
estudio. El profesor trata de conjugar las orientaciones curriculares con una vision
constructiva de las matematicas y del aprendizaje matemadtico, adoptando para ello
modelos didacticos coherentes.

1. ;Cuales de los siguientes tipos de tareas podrian ser adecuados para los alumnos en una
clase de matematicas y con relacion a qué temas? ;Qué aprenden en cada una de ellas?

e Corregir el ejercicio o examen de un compafiero.

Busqueda de informacion en Internet.

Preparar un poster con los resultados de un trabajo en equipo.

Construir la maqueta de un edificio.

2. COMPETENCIA Y COMPRENSION MATEMATICA

Cuando analizamos el aprendizaje, o en los documentos curriculares, se habla con
frecuencia de que el fin principal es que los estudiantes comprendan las matematicas o
que logren competencia o capacidad matematica.

Ejemplos:

Las orientaciones curriculares del DCB (Documento Curricular Base, MEC, 1989), indican
que, al finalizar la Educacion Primaria, los alumnos habran desarrollado la capacidad de
identificar en su vida cotidiana situaciones y problemas para cuyo tratamiento se requieren
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operaciones elementales de calculo (suma, resta), discriminando la pertinencia de las
mismas y utilizando los algoritmos correspondientes.

Para los grados K-2 (Infantil y primer ciclo de primaria) el NCTM (2000) propone en uno

de los estandares: Comprender los significados de las operaciones y las relaciones entre
ellas

(Como podemos reconocer la competencia y comprension? Trataremos de

clarificar estas nociones desde nuestra perspectiva del conocimiento matematico.

2.1. Nociones de competencia y comprension

Una primera respuesta la encontramos a partir de diversos diccionarios:

El diccionario de uso del espafiol de Maria Moliner se refiere a la persona
‘competente’ como al “conocedor de cierta ciencia o materia, o experto o apto en la
cosa que se expresa o a la que se refiere el nombre afectado por ‘competente™. La
competencia se relaciona con la aptitud, capacidad, disposicion, “circunstancia de
servir para determinada cosa”. Una persona apta, o capaz, es “util en general para
determinado trabajo, servicio o funcion”.

El diccionario Penguin de Psicologia define “competencia” como “la capacidad de
realizar una tarea o de finalizar algo con éxito”. Pone en juego la nocion de
‘capacidad’, que se refiere tanto al nivel general de inteligencia de alguien como a la
cualidad o destreza que tiene esa persona para hacer una cosa particular.

Parece claro que la competencia es un rasgo cognitivo y disposicional del sujeto.

También que sera distinta segun el campo profesional, el objeto de saber o la edad.
Hablamos asi de competencia matematica del ingeniero, del fisico, o del estudiante de
primaria o secundaria.

Ejemplos

Un ingeniero puede ser muy competente en su campo y no serlo como traductor de aleman.
Una cocinera competente puede no ser competente como conductora. Alguien puede ser
competente para el bricolage, la mecanica de los automdviles, pero un incompetente para la
gestion burocratica, etc.

Vemos que la palabra competencia se refiere a un saber hacer especifico.

Generalmente tener competencia es equivalente a tener conocimiento practico sobre
algo; se usa habitualmente referido a destrezas manipulativas o procedimentales.

En el caso de las matematicas se podra hablar de competencias generales, como
competencia aritmética, algebraica, geométrica; o mas especificas como,
competencia para resolver ecuaciones, calculo con fracciones, etc.

Las expresiones del tipo, “A es competente para realizar la tarea T”, indican que el
sujeto A domina o es capaz de aplicar correctamente la técnica ¢ que resuelve o
permite hacer bien la tarea T. Decimos que el sujeto tiene una capacidad o
competencia especifica, o que “sabe cémo hacer” la tarea.
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3. Da una lista de competencias especificas relacionadas con la adiciéon y substraccion.
(Como podrias evaluar tales competencias?

4. Analiza una leccion de un texto de matematicas de primer curso de primaria. ;Qué
competencias se tratan de desarrollar?

e El diccionario de uso del espafiol de Maria Moliner define la comprension como
“entendimiento” o “facultad de comprender”. Comprender lo considera “entender;
percibir el significado de algo”, “percibir las ideas contenidas en algo dicho o
escrito”.

e Por tanto, cuando decimos “A comprende la técnica t que permite realizar la tarea
T”, queremos decir que A sabe por qué dicha técnica es adecuada, conoce su ambito
de validez y la relaciona con otras técnicas.

Competencia y comprension se complementan mutuamente:

e La competencia atiende al componente practico, mientras que la comprension al
componente teorico del conocimiento.

e La competencia pone en juego conocimientos de tipo procedimental, la comprension
requiere conocimiento conceptual.

La sociedad valora la accién; pero, ;es posible o deseable la accion sin
comprension? Parece que la accion serd mas flexible y adaptable, generalizable, y por
tanto, mas eficaz si va acompafiada de comprension, de saber por qué se hacen asi las
cosas.

5. (Piensas que en el caso de las matematicas, podemos separar los conocimientos de tipo
conceptual y procedimental? ;Por qué?

6. (En qué medida el profesional competente tiene también conocimientos conceptuales,
logicos y argumentativos.

7. Al preguntar a un alumno de 6° qué significa la frase “El nimero medio de hijos por
familia en Espafia es 1.2” da la siguiente respuesta: “Significa que por cada familia, si
hubiera que repartir todos los hijos, tocaria a cada una un hijo. El 1.2 es tan solo el numero
de la operacion matematica”. Analiza los tipos de comprension y competencia sobre la
media que podemos deducir de la respuesta del nifio.

2.2. Comprension instrumental y relacional

Richard Skemp' (psicélogo y matematico) analiz6 la diferencia entre comprension
relacional (saber qué) y comprension instrumental (saber hacer). Estos dos tipos de
comprension no siempre van unidos.

Ejemplo

Es frecuente que los alumnos aprendan el algoritmo de la resta llevandose, sin saber por
qué se aplica el algoritmo.

' Skemp, R. (1976). Relational understanding and instrumental understanding. Mathematics Teaching, 77,
20-26.
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Otro caso es que los alumnos sumen correctamente fracciones pasando a comun
denominador, aunque no entiendan por qué no pueden sumarse directamente las fracciones
de distinto denominador.

Al preguntarse si un tipo de comprension es preferible al otro, Skemp concluye a
favor de la comprension relacional. El conocimiento instrumental implica la aplicacion
de maltiples reglas en lugar de unos pocos principios de aplicacion general, y por tanto
puede fallar en cuanto la tarea pedida no se ajuste exactamente al patron estandar.

e Para las matematicas relacionales Skemp citas las siguientes ventajas:

1. Son mas adaptables a nuevas tareas. Al saber no so6lo qué método funciona sino
también por qué, el nifio puede adaptar los métodos a los nuevos problemas, mientras
que si solo tiene comprension instrumental necesita aprender un método diferente para
cada nueva clase de problemas.

2. Las matematicas relacionales son mas faciles de recordar, aunque son mas dificiles de
aprender. Ciertamente es mas facil que los alumnos aprendan que “el area de un
triangulo = (1/2) base x altura”, que aprender por qué eso es asi. Ahora bien, tienen que
aprender reglas separadas para los triangulos, rectangulos, paralelogramos, trapecios;
mientras que la comprension relacional consiste en parte en ver todas estas férmulas con
relacion al area del rectangulo. Si se sabe como estdn interrelacionadas se pueden
recordar mejor que como partes desconectadas. Hay mas cosas que aprender —las
conexiones y las reglas separadas- pero el resultado, una vez aprendido, es mas
duradero.

Vemos, por tanto, que aunque a corto plazo y en un contexto limitado las
matematicas instrumentales pueden estar justificadas, no pueden estarlo a largo plazo y
en el proceso educativo del nifio.

e Sin embargo, algunos profesores ensefian unas matematicas instrumentales, por las
siguientes razones:

1. Son usualmente mas faciles de aprender; por ejemplo, es dificil entender
relacionalmente la multiplicacion de dos numeros negativos, o la division de
fracciones , mientras que reglas como “Menos por menos, mas” y “para dividir por
una fraccion, multiplicas en cruz ” se recuerdan con facilidad.

2. Debido a que se requieren menos conocimientos, permite proporcionar la
respuesta correcta de manera mas rapida y fiable que la que se consigue mediante un
pensamiento relacional.

3. Al poder dar la respuesta correcta rapidamente el alumno puede obtener un
sentimiento de éxito.

Estas argumentaciones, presentadas por Skemp en los afios setenta, sobre las
relaciones entre comprension instrumental y relacional nos parecen igualmente validas
para las relaciones entre competencia y comprension entendidas como hemos propuesto
en la primera seccion.
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8. Analiza en la siguiente ficha, tomada de un texto escolar. ;Qué conocimientos
instrumentales y relacionales se requieren para su realizacion. {Como podriamos distinguir
si un nifio que realiza la tarea con competencia, también comprende lo que hace
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2.3. Los objetos de comprension y competencia

Para lograr la comprension y la competencia matematica, tenemos que responder a
dos cuestiones bésicas:

e ;Qué comprender? ;Cudles son los conocimientos matematicos que queremos que
nuestros alumnos lleguen a dominar? La respuesta a estas preguntas es el eje
descriptivo, que indicara los aspectos o componentes de los objetos a comprender.
Definir la “buena” comprension y la “buena competencia” matematica requiere
definir previamente las “buenas” matematicas.

e ;Como lograr la comprension y la competencia por parte de nuestros alumnos? La
respuesta a esta pregunta es el eje procesual que indicard las fases o momentos
necesarios para el logro tanto de la “buena” comprension como de la “buena”
competencia.

Nuestras ideas sobre el logro de la competencia y comprension estan, por
consiguiente, intimamente ligadas a como concebimos el conocimiento matematico’.
Los términos y expresiones matematicas denotan entidades abstractas cuya naturaleza y
origen tenemos que explicitar para poder elaborar un modelo util y efectivo sobre qué

Si, por ejemplo, consideramos el conocimiento matemdatico como informacion internamente
representada, la comprension ocurre cuando las representaciones logran conectarse en redes
progresivamente mas estructuradas y cohesivas. Pero equiparar la actividad matematica al procesamiento
de informacion nos parece excesivamente reduccionista, por lo que, desde nuestro punto de vista las
teorias de la comprension derivadas de esta concepcion no modelizarian adecuadamente los procesos de
enseflanza y aprendizaje de las matematicas, en especial los aspectos sociales y culturales implicados en
dichos procesos.
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entendemos por comprender tales objetos. Para ello debemos responder a preguntas
tales como: ;Cudl es la estructura del objeto a comprender? ;Qué formas o modos
posibles de comprender existen para cada objeto matematico? ;Qué aspectos o
componentes de la préctica y el discurso matematico es posible y deseable que aprendan
los estudiantes en un momento y circunstancias dadas? ;Como articular el estudio de
sus diversas componentes?

9. Supdn que tienes que ensefiar los numeros del 10 al 15 a un nifio de primer curso de
Primaria. Analiza la estructura de este conocimiento. ;Qué conceptos, representaciones,
procedimientos debe aprender el nifio si queremos que logre competencia y comprension de
estos numeros? ;Como podriamos secuenciar su enseflanza? Da algunos ejemplos de
actividades que resulten significativas para este aprendizaje.

10. ;Te parece suficiente el modelo epistemologico en el que de manera implicita basa
Skemp su andlisis de la comprension instrumental y relacional, y que le lleva a considerar
dos tipos de matematicas: una matematica instrumental y otra relacional? ;Cuales son las
caracteristicas de ambas matematicas? ;Como estan relacionadas? ;Qué otras facetas
deberiamos tener en cuenta?

Hemos visto que todo modelo de competencia y comprension matematica
involucra una determinada manera de entender las matemadticas y los objetos
matematicos. El reconocimiento de la complejidad del conocimiento matematico que
hemos expuesto en el capitulo 1 debe llevarnos, coherentemente, a reconocer también
una complejidad para el logro de la competencia y comprension matematica.

11. ;Piensas que se puede concebir la comprension y competencia como estados
dicotomico, esto es, se tiene 0 no competencia, se comprende o no se comprende un tema
matematico? ;Se tratan mas bien de procesos en progresivo crecimiento y mejora, que
ademas dependen y deberan ser valorados respecto a los contextos institucionales
correspondientes?.

12. A continuacion tienes algunas de las respuestas de alumnos del primer curso de la
especialidad de maestro de primaria a la pregunta ;Qué significa saber matematicas?
formulada cuando ingresan en la facultad. Coméntalas teniendo en cuenta las
consideraciones anteriores sobre comprension y competencia.
e Saber hacer los calculos y resoluciones de problemas apropiados para la edad del
alumno.
e Adquirir y utilizar los métodos y estrategias necesarias para poder resolver los
ejercicios.
e Aplicar los contenidos matematicos que han aprendido.
e Tener la capacidad suficiente para poder resolver o explicar cualquier cuestion
relacionada con las matematicas.
e Tener interiorizados conocimientos sobre la materia en cuestion.
e Entenderemos por "saber matematicas" que cualquier individuo haya adquirido
unos conceptos basicos
e Saber matematicas significa tener conocimientos sobre esta asignatura dependiendo
del nivel en que se encuentre.
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3. APRENDER Y ENSENAR MATEMATICAS

De acuerdo con nuestra concepcion de las matematicas, descrita en el capitulo 1,
"conocer" o "saber" matematicas, es algo mas que repetir las definiciones o ser capaz de
identificar propiedades de numeros, magnitudes, poligonos u otros objetos matematicos.
La persona que sabe matematicas ha de ser capaz de usar el lenguaje y conceptos
matematicos para resolver problemas. No es posible dar sentido pleno a los objetos
matematicos si no los relacionamos con los problemas de los que han surgido.

Ejemplos:

Si no se pone a los nifios en situacion de contar o de comparar cantidades de objetos, de
ordenar colecciones, no captaran el sentido de los niimeros naturales.

Es dificil comprender la utilidad de los niimeros enteros negativos si no nos hemos encontrado
con la necesidad de resolver algunas ecuaciones algebraicas cuya solucion es negativa.

e Es frecuente que las orientaciones curriculares insistan en que el aprendizaje de las
matematicas debe ser significativo y que para conseguirlo “Los estudiantes deben
aprender las matematicas con comprension, construyendo activamente los nuevos
conocimientos a partir de la experiencia y los conocimientos previos” (NCTM,
2000, Principio de Aprendizaje)

e Las orientaciones curriculares consideran que el aprendizaje significativo supone
comprender y ser capaz de aplicar los procedimientos, conceptos y procesos
matematicos, y para ello deben coordinarse el conocimiento de hechos, la eficacia
procedimental y la comprension conceptual.

13. Supongamos que quieres lograr de tus alumnos de primaria un aprendizaje significativo
de la multiplicacion de ntimeros naturales de hasta dos cifras. Enumera:

e Algunos hechos que los alumnos deben conocer.

e Algunos procedimientos que deben dominar.

e Algunos conceptos y propiedades que deben comprender.

Redacta un ejercicio de evaluacion para cada uno de ellos.

14. ;Por qué los estudiantes que memorizan hechos o procedimientos sin comprension a
menudo no estan seguros de cuando y cdmo usar lo que conocen, y ese aprendizaje es con
frecuencia fragil?

15. ;Por qué el aprendizaje con comprension hace mas facil el aprendizaje posterior y las
matematicas tienen mas sentido y son mas faciles de recordar y de aplicar cuando los
estudiantes conectan de manera significativa los nuevos conocimientos con los ya
construidos?.

3.1. Papel de la resolucion de problemas en el aprendizaje significativo

La actividad de resolver problemas es esencial si queremos conseguir un aprendizaje
significativo de las matematicas. No debemos pensar en esta actividad sélo como un
contenido mas del curriculo matematico, sino como uno de los vehiculos principales del
aprendizaje de las matemadticas, y una fuente de motivacion para los alumnos ya que
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permite contextualizar y personalizar los conocimientos. Al resolver un problema, el
alumno dota de significado a las practicas matematicas realizadas, ya que comprende su
finalidad.

El trabajo del alumno en la clase de matematicas debe ser en ciertos momentos
comparable al de los propios matematicos:

e ¢l alumno investiga y trata de resolver problemas, predice su solucion (formula
conjeturas),

e trata de probar que su solucion es correcta,

e construye modelos matematicos,

e usa el lenguaje y conceptos matematicos, incluso podria crear sus propias teorias,
e intercambia sus ideas con otros,

e finalmente reconoce cuales de estas ideas son correctas- conformes con la cultura
matematica-, y entre todas ellas elige las que le sean utiles.

Por el contrario, el trabajo del profesor es, en cierta medida, inverso al trabajo de un
matematico:

e En lugar de partir de un problema y llegar a un conocimiento matematico, parte de un
conocimiento matematico y busca uno o varios problemas que le den sentido para
proponerlo a sus alumnos (recontextualizacion).

e Una vez producido un conocimiento, el matematico lo despersonaliza. Trata de
quitarle todo lo anecddtico, su historia y circunstancias particulares, para hacerlo mas
abstracto y dotarlo de una utilidad general. El profesor debe, por el contrario, hacer
que el alumno se interese por el problema (repersonalizacion). Para ello, con
frecuencia busca contextos y casos particulares que puedan motivar al alumno.

16. Busca algunos problemas interesantes para los alumnos que le sirvan para comprender la
multiplicacion de fracciones. (Coémo se ejemplifican los procesos de recontextualizacion y
repersonalizacion en esta actividad?

No basta con cualquier soluciéon a un problema. El profesor trata de ayudar a sus
alumnos a encontrar las que son “correctas” matemdaticamente. El conocimiento
matematico tiene una dimension cultural. Por ello el profesor ha de ayudar a sus alumnos a
encontrar o construir este "saber cultural" de modo que progresivamente se vayan
incorporando a la comunidad cientifica y cultural de su época.

3.2. Ensenanza de las matematicas

La mayor parte de los profesores comparten actualmente una concepcion
constructivista de las matematicas y su aprendizaje. En dicha concepcion, la actividad de
los alumnos al resolver problemas se considera esencial para que éstos puedan construir el
conocimiento.

Pero el aprendizaje de conceptos cientificos complejos (por ejemplo de conceptos
fisicos 0 matematicos) en adolescentes y personas adultas, no puede basarse solamente en
un constructivismo estricto. Requeriria mucho tiempo de aprendizaje y, ademads, se
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desperdiciarian las posibilidades de poder llevar al alumno rédpidamente a un estado mas
avanzado del conocimiento, mediante técnicas didacticas adecuadas.

17. ¢Por qué una interpretacion ingenua del constructivismo, daria un papel limitado a la
ensefianza, considerando que el principal trabajo del profesor seria seleccionar problemas
significativos para sus alumnos?.

18. /Qué implicaciones se deducen para la ensefianza del hecho que las matematicas no
constituyen solamente una actividad sino también son un lenguaje simbolico y un sistema
conceptual, logicamente organizado?

e FEl aprendizaje de una lengua, requiere la practica de la conversacion desde su
comienzo, pero si queremos lograr un aprendizaje funcional que permita la
comunicacion, sera preciso el estudio de la gramatica. Del mismo modo, ademas de
hacer matemdticas es preciso estudiar las reglas matemdticas para poder progresar en
la materia.

e Puesto que disponemos de todo un sistema conceptual previo, herencia del trabajo de
las mentes matematicas mas capaces a lo largo de la historia desaprovechariamos esta
herencia si cada estudiante tuviese que redescubrir por si mismo todos los conceptos
que se le tratan de ensefar.

La ciencia, y en particular las matematicas, no se construyen en el vacio, sino sobre los
pilares de los conocimientos construidos por nuestros predecesores. El fin de la ensefanza
de las matematicas no es solo capacitar a los alumnos a resolver los problemas cuya
solucién ya conocemos, sino prepararlos para resolver problemas que atin no hemos sido
capaces de solucionar. Para ello, hemos de acostumbrarles a un trabajo matematico
auténtico, que no solo incluye la solucion de problemas, sino la utilizacion de los
conocimientos previos en la solucion de los mismos.

19. La mejora de la educacion matematica para todos los estudiantes requiere una ensefianza
eficaz de las matematicas en las clases. Comenta la cita siguiente “La ensefianza eficaz de
las matematicas requiere comprender lo que los estudiantes conocen y necesitan aprender
v, en consecuencia, les desafia y apoya para aprender bien los nuevos conocimientos”
(NCTM, 2000, Principio de la Ensefianza).

Los estudiantes aprenden matemadticas por medio de las experiencias que les
proporcionan los profesores. Por tanto, la comprension de las matematicas por parte de
los estudiantes, su capacidad para usarlas en la resolucion de problemas, y su confianza
y buena disposicién hacia las matematicas estdn condicionadas por la ensefianza que
encuentran en la escuela.

No hay recetas faciles para ayudar a todos los estudiantes a aprender, o para que
todos los profesores sean eficaces. No obstante, los resultados de investigaciones y
experiencias que han mostrado como ayudar a los alumnos en puntos concretos deberian
guiar el juicio y la actividad profesional. Para ser eficaces, los profesores deben conocer
y comprender con profundidad las matemadticas que estdn ensefiando y ser capaces de
apoyarse en ese conocimiento con flexibilidad en sus tareas docentes. Necesitan
comprender y comprometerse con sus estudiantes en su condicion de aprendices de
matematicas y como personas y tener destreza al elegir y usar una variedad de
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estrategias pedagodgicas y de evaluacion. Ademas, una ensefianza eficaz requiere una
actitud reflexiva y esfuerzos continuos de busqueda de mejoras.

20. A continuacion tienes algunas de las respuestas de alumnos del primer curso de la
especialidad de maestro de primaria a la pregunta ;Qué significa ensefiar matemdticas?,
formulada cuando ingresan en la facultad. ;Crees que la mayoria corresponden a una
concepcion constructivista?.

e Para ensefiar matematicas se requiere de unos conocimientos previos de ambito
matematico, y al mismo tiempo ser capaz de transmitir tus conocimientos de
manera clara, concisa y ordenada a los alumnos.

e Saber transmitir de forma coherente y que se pueda entender los objetivos,
contenidos y procedimientos de esta materia.

e Transmitir tus conocimientos adaptandolos al ciclo educativo al que va dirigido.

e Explicar de manera clara y coherente de forma que los otros te entiendan sin
dificultades.

e Tener los conocimientos adecuados para motivar al nifio a aprender matematicas.

e Es utilizar todos los procedimientos, recursos y estrategias necesarias para ayudar al
alumno (suporte pedagogico) a adquirir unos aprendizajes significativos.

4. ESTUDIO DIRIGIDO DE LAS MATEMATICAS

Llamaremos instruccion matemadtica o estudio dirigido de las matematicas a la

ensefianza y aprendizaje organizado de un contenido matematico dentro de la clase de
matematicas.

Ejemplos:

El estudio dirigido del sistema de numeracion decimal en la escuela primaria;
El estudio dirigido de la suma de numeros naturales en una clase de primaria
El estudio dirigido de las funciones en una clase de educacion secundaria.

En los ejemplos anteriores, y en todo proceso de instruccidbn matematica

intervienen:

Un contenido matematico, que incluye todas las practicas en torno al mismo. En el
segundo ejemplo anterior estas practicas incluirian los algoritmos de la suma, el
aprendizaje de las tablas, la forma de colocacion de los sumandos y el total, la
resolucion de problemas sencillos, etc. Hablamos de sistema de practicas
matematicas relativas a la suma.

Unos sujetos que tratan de adquirir (apropiarse, construir) dicho contenido, en
nuestro ejemplo los alumnos de la clase.

El profesor, que dirige y organiza el proceso de instruccion.

Los recursos didacticos o medios instruccionales, entre los que incluimos el tiempo,
libros, fichas, materiales manipulativos, etc.

Un supuesto basico del constructivismo piagetiano es el aprendizaje por adaptacion

a un medio. Ciertamente que el conocimiento progresa como resultado de la
construccion personal del sujeto enfrentado a tareas problematicas. Pero es preciso tener
también en cuenta el papel de la interaccion entre los propios alumnos y la de éstos con
el profesor. Esta tltima es crucial para orientar e impulsar el aprendizaje, debido a que
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el conocimiento matematico tiene un componente discursivo (basado en reglas y
argumentos) y no s6lo un componente practico (basado en problemas y acciones).

21. Damos a una pareja de nifios de segundo curso de primaria un geoplano y una caja de
gomas de colores, con la siguiente consigna: Construye todos los triangulos de diferentes
formas y tamario como puedas. Discute con tu compaiiero cudles son iguales y por qué.
¢ Cudles son diferentes y por qué?

o] ] ] =] ] =
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a) /Qué estrategias pueden usar los nifios de esta edad para realizar la tarea? ;Qué aprenden
al realizarla?

b) ;Qué vocabulario podrian emplear? ;Qué conceptos y propiedades hay implicitos detras
de los mismos?

¢) ¢ Por qué es mejor que los dos nifios trabajen juntos, en lugar de trabajar por separado?

d) Indica algunas posibles dificultades o errores y como el profesor puede ayudar a
superarlas.

e) (Como cambia la tarea si en vez del geoplano usamos papel y lapiz? ;Y si les damos una
coleccion de figuras triangulares planas de plastico para clasificar?

La instruccion matematica significativa atribuye un papel clave a la interaccion

social, a la cooperacion, al discurso, y a la comunicacion, ademas de a la interaccion del
sujeto con las situaciones-problemas. El sujeto aprende mediante su interaccidon con un
medio instruccional, apoyado en el uso de recursos simbolicos, materiales y
tecnoldgicos disponibles en el entorno. Algunas consecuencias de este enfoque de la
enseflanza son las siguientes:

1.

Para que el estudio de un cierto concepto sea significativo, debemos mostrar a los
alumnos una muestra representativa de las practicas que lo dotan de significado. Al
planificar la ensefianza debemos partir del andlisis del significado de dicho
concepto. Puesto que el tiempo de ensefianza es limitado, se procurard seleccionar
las practicas mas representativas.

Ejemplo

Al ensefiar a los nifios la clasificacion de los cuadrilateros, sera mejor mostrar algin
ejemplo de cada tipo diferente de cuadrilaitero (rombos, cuadrados, trapecios,
paralelogramos, etc.) mas que centrarnos en muchos ejemplos del mismo tipo (solo
paralelogramos). Conviene también plantearles problemas variados (construccion, medida
del perimetro, clasificacion, calculo y medida de area, etc.), mas que repetir muchas veces el
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mismo tipo de problema. El significado del concepto cuadrildtero sera mas completo
cuanto mayor sea la gama de propiedades, lenguaje y problemas presentados.

Es importante dar a los alumnos la oportunidad de plantearse y de tratar de resolver
problemas interesantes para que: 1) formulen hipétesis y conjeturas, 2) traten de
usar diferentes sistemas de representacion, 3) traten de comunicar y validar las
soluciones propuestas, 4) confronten sus soluciones con las de otros compaiieros, vy,
finalmente, 5) traten de confrontar su soluciéon con la solucidon que se considera
correcta en matematicas.

Debemos ser conscientes que al final del proceso de instruccion el conocimiento
construido por cada alumno sera siempre parcial y dependerd del contexto
institucional, material y temporal en que tiene lugar el proceso’.

Si queremos que los alumnos adquieran competencia y comprension sobre los distintos

componentes de un contenido matematico, debemos tener en cuenta dichos componentes
al planificar y llevar a cabo la ensefianza. Para ello el investigador francés Brousseau
propuso disenar situaciones didécticas de diversos tipos:

Accion, en donde el alumno explora y trata de resolver problemas; como consecuencia
construird o adquirird nuevos conocimientos matematicos; las situaciones de accion
deben estar basadas en problemas genuinos que atraigan el interés de los alumnos, para
que deseen resolverlos; deben ofrecer la oportunidad de investigar por si mismos
posibles soluciones, bien individualmente o en pequefios grupos.

Formulacion/ comunicacion, cuando el alumno pone por escrito sus soluciones y las
comunicar a otros nifios o al profesor; esto le permite ejercitar el lenguaje matematico.

Validacion, donde debe probar que sus soluciones son correctas y desarrollar su
capacidad de argumentacion.

Institucionalizacion, donde se pone en comtn lo aprendido, se fijan y comparten las
definiciones y las maneras de expresar las propiedades matematicas estudiadas.

El tipo de discurso -comunicacion oral o escrita- del profesor y los alumnos es un

aspecto determinante de lo que los alumnos aprenden sobre matematicas. Si s6lo hay
comunicacion del profesor hacia los alumnos, en una ensefianza expositiva, a lo mas con
apoyo de la pizarra, los alumnos aprenderan unas matematicas distintas, y adquirirdn una
vision diferente de las matematicas, que si el profesor les anima a que comuniquen sus
ideas a otros nifios y al profesor.

22. Se da a una pareja de nifios nueve fichas cuadradas del mismo tamaiio, con la siguiente
consigna:

Buscad la manera de unir las nueve fichas cuadradas para formar el poligono que tenga el
menor perimetro posible. Busca también el poligono con el mayor perimetro posible.

(Qué tipo de situacion didactica se plantea? ;Cual es el conocimiento que se adquiere al
resolver la tarea? ;Piensas que puede variar la dificultad si s6lo damos al nifio una hoja de

3 Al reconocer la complejidad del conocimiento matematico, no podremos concebir competencia y

comprension como estados dicotomicos — un nifio es o no competente, comprende o no comprende un
tema matematico-. La competencia y comprension son crecientes y progresivas a lo largo del aprendizaje.
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papel y un lapiz? ;Y si la hoja es cuadriculada? ;Como se podria completar la tarea si
queremos que aparezcan los cuatro tipos de situaciones: accion, formulacion, validacion e
institucionalizacion?

5. NORMAS SOCIOMATEMATICAS. CONTRATO DIDACTICO

La clase de matematicas esta con frecuencia regida por "obligaciones" o normas no
explicitas entre el profesor y los alumnos. Estas "normas sociales" guian la colaboracion
de los alumnos, y sus obligaciones, asi como su forma de reaccionar ante un error o una
indicacion del profesor.

Ejemplos

Los nifios suponen que han de ser criticos hacia las afirmaciones, tanto propias como de

otros nifos.

Se espera del alumno que explique las soluciones de los problemas que el profesor le

propone.

El profesor es quien pone los exdmenes. Los alumnos aceptan la calificacion del profesor.

Estas normas determinan un microcultura del aula y tienen las siguientes
caracteristicas:
e Algunas son generales y se pueden aplicar a cualquier disciplina.
e Regulan el funcionamiento de las actividades docentes y discentes.

Llamamos contrato pedagogico al conjunto de estas normas que no estan ligadas a
una disciplina especifica. Otras normas son especificas de la actividad matematica,
regulan, por ejemplo, las argumentaciones matematicas e influyen en las oportunidades
de aprendizaje.

Ejemplos:
Hay un acuerdo sobre lo que es "matemdticamente diferente”, o "matematicamente
relevante " en el aula. Asi, cuando esperamos que el nifio resuelva un problema de forma
aritmética y uno de los alumnos idea una solucién original y completamente inesperada
También hay un convenio implicito sobre lo que es "matematicamente eficiente",
"matematicamente elegante", o "matematicamente aceptable".

En didactica de las matematicas se habla de contrato didactico para describir y
explicar las obligaciones o normas no explicitas que rigen las interacciones entre el
profesor y los alumnos en el aula de matematicas (en general de una disciplina
especifica). El "contrato didactico" regula los derechos y obligaciones del profesor y los
alumnos. Es el resultado de un proceso de negociacion entre los alumnos, el profesor y
el medio educativo. Uno de los componentes esenciales del contrato didactico son los
criterios de evaluacion explicitos, pero hay otros no explicitados que s6lo se detectan
cuando el profesor plantea actividades poco habituales que vulneran las reglas del
contrato, lo cual produce el consiguiente desconcierto en los alumnos. Los alumnos, en
su adaptacion al medio escolar, llegan a desarrollar un sentido que les permite captar
cudles son las reglas del contrato didactico en cada caso.

La importancia de los fendmenos de contrato didactico se debe a que condicionan de
manera determinante el tipo de aprendizaje. La actitud del profesor determina con
frecuencia de manera inconsciente las relaciones de los alumnos con la matematica. Por
ejemplo:

e actitud de espera de la explicacion del profesor,
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e interés en investigar la situacion,

e control de los resultados, por parte de los alumnos.

Si el profesor quiere, por ejemplo, fomentar la iniciativa del alumno puede optar por
no incorporar indicaciones sobre la solucién al presentar un problema. Este es un
ejemplo de una ruptura del “contrato” habitual, ya que se supone que el profesor "sabe
la solucion", y su funcidén como profesor deberia ser "ensefiar" ese conocimiento.
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6. DIFICULTADES, ERRORES Y OBSTACULOS

Todas las teorias sobre la ensefianza-aprendizaje de las matematicas coinciden en la
necesidad de identificar los errores de los alumnos en el proceso de aprendizaje,
determinar sus causas y organizar la ensefianza teniendo en cuenta esa informacion. El
profesor debe ser sensible a las ideas previas de los alumnos y utilizar las técnicas del
conflicto cognitivo para lograr el progreso en el aprendizaje.

e Hablamos de error cuando el alumno realiza una practica (accidon, argumentacion,
etc.) que no es valida desde el punto de vista de la institucion matematica escolar.

e El término dificultad indica el mayor o menor grado de éxito de los alumnos ante
una tarea o tema de estudio. Si el porcentaje de respuestas incorrectas (indice de
dificultad) es elevado se dice que la dificultad es alta, mientras que si dicho
porcentaje es bajo, la dificultad es baja.

Las creencias del profesor sobre los errores de los alumnos dependen de sus propias

concepciones sobre las matematicas. Aquellos que no han tenido ocasion de conocer
como se desarrollan las matematicas, o no han realizado un cierto trabajo matematico
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piensan que hay que eliminar el error a toda costa. Cambiar su manera de pensar implica
un cierto cambio en la relacion de dicho profesor con respecto a la actividad
matematica.

El modelo de aprendizaje es también determinante. En un aprendizaje conductista, el
error tiene que ser corregido, mientras que es constitutivo del conocimiento en un
aprendizaje de tipo constructivista.

Algunas causas de errores y dificultades son las siguientes:

1. Dificultades relacionadas con los contenidos matemdticos
La abstraccion y generalizacion de las matematicas es una posible causa de las

dificultades de aprendizaje. El andlisis del contenido matemadtico permite prever su

grado de dificultad potencial e identificar las variables a tener en cuenta para facilitar su
ensenanza.

e A veces el error no se produce por una falta de conocimiento, sino porque el alumno
usa un conocimiento que es valido en algunas circunstancias, pero no en otras en las
cuales se aplica indebidamente. Decimos que existe un obstdculo. Con frecuencia el
origen de los errores no es sencillo de identificar, aunque a veces se encuentran
ciertos errores recurrentes, para los cuales la investigacion didactica aporta
explicaciones y posibles maneras de afrontarlos.

Ejemplo
La ordenacion de los nimeros decimales 2'47 y 2'328 es una tarea para la que un alto
porcentaje de alumnos dicen que 2'328 es mayor que 2'47, "porque 328 es mayor que 47".
Los niimeros decimales los estan considerando como si fueran "dos niimeros naturales
separados por una coma", y comparan ambos niimeros separadamente.

La identificacion de tales obstaculos revela complejidades del significado de los
objetos matematicos que pueden pasar inadvertidas. La superacion del obstaculo
requiere que el alumno construya un significado personal del objeto en cuestion
suficientemente rico, de manera que la practica que es adecuada en un cierto contexto
no se use en otro en el que no es valida. Parece razonable pensar que si un tipo de error
se manifiesta en un cierto nimero de alumnos de manera persistente en una tarea, su
origen se debe buscar en los conocimientos requeridos por la tarea, y no tanto en los
propios alumnos.
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Ejemplo’

En el item adjunto se obtienen
habitualmente porcentajes de
respuestas correctas bastante A B
desiguales a las partes a) y b) (del
orden del 90% a la a) y del 40% a la
b).

Alrededor del 40% de alumnos de 6°|Yn terreno se ha dividido como se indica en la figura.
de primaria afirman que el perimetro Sefialar en cada caso la respuesta que consideres
correcta:

la regién B es mayor 1 de la A. . .
de celo ©s Mayor que © de’ a) - El area de la parcela A es la mas grande
Estos alumnos consideran que el rea y | | 45 dos parcelas tienen igual area

el perimetro  son  magnitudes | _E| grea de la parcela B es la mas grande.
relacionadas de manera que varian en

el mismo sentido. "A mas area, mayor | b)- El perimetro de la parcela A es el mayor
perimetro". Se ve sin dificultad que la |- Las dos parcelas tienen el mismo perimetro
parcela B es mayor que la A (4rea B > | - El perimetro de la parcela B es el mayor.
area A). Deducen de esto que el
perimetro de B sera mayor que el de A.

2. Dificultades causadas por la secuencia de actividades propuestas

Se puede dar el caso de que la propuesta de actividades que presenta el profesor a

los alumnos no sea potencialmente significativa, por causas diferentes:

a) Cuando el profesor no estructura bien los contenidos que quiere ensefar.

b) Cuando los materiales que ha escogido, como por ejemplo los libros de texto, no
son claros -ejercicios y problemas confusos, mal graduados, rutinarios y
repetitivos, errores de edicion, etc.

¢) Cuando la presentacion del tema que hace el profesor no es clara ni esta bien
organizada -no se le entiende cuando habla, habla demasiado rapido, la
utilizacion de la pizarra es cadtica, no pone suficiente énfasis en los conceptos
clave del tema, etc.

El profesor debe analizar las caracteristicas de las situaciones didécticas sobre las
cuales puede actuar, y su eleccion afecta al tipo de estrategias que pueden implementar
los estudiantes, conocimientos requeridos, etc. Estas caracteristicas suelen denominarse
variables didacticas y pueden ser relativas al enunciado de los problemas o tareas, o
también a la organizacion de la situacion (trabajo individual, en grupo, etc.).

La edad de los alumnos o sus conocimientos previos influyen sobre el éxito de una
tarea. Pero sobre estas variable poco o nada puede hacer el profesor en el momento en
que gestiona la situacion. En consecuencia, no se trata de variables didacticas.

Ejemplo
En un problema del tipo, "Juan tenia 69 bolas, gana 2. ;Cuantas bolas tiene ahora?" los
valores numéricos elegidos permiten que el alumno encuentre la solucion con la estrategia
simple del recuento (69, 70, 71). Si cambia el enunciado de manera que en lugar de ganar 2

* Briand, J. y Chevalier, M.C (1995). Les enjeux didactiques dans l'ensignement des mathématiques.
Paris: Hatier.
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bolas, gana 28, el recuento es una técnica poco eficaz, por lo que el alumno probablemente
se vera forzado a usar otros procedimientos.

3. Dificultades que se originan en la organizacion del centro.
En ocasiones el horario del curso es inapropiado, el nimero de alumnos es
demasiado grande, no se dispone de materiales o recursos didacticos, etc.

4. Dificultades relacionadas con la motivacion del alumnado

Puede ocurrir que las actividades propuestas por el profesorado a los alumnos sean
potencialmente significativas y que la metodologia sea la adecuada, pero que el
alumnado no esté en condiciones de hacerlas suyas porque no esté motivado. Este tipo
de dificultades esta relacionado con la autoestima y la historia escolar del alumno.

5. Dificultades relacionadas con el desarrollo psicologico de los alumnos

Una fuente de dificultades de aprendizaje de los alumnos de primaria hay que
buscarla en el hecho de que algunos alumnos aun no han superado la etapa preoperatoria
(teoria de Piaget) y realizan operaciones concretas, o bien que aquellos que aun estan en
la etapa de las operaciones concretas realicen operaciones formales. En la planificacion
a largo plazo del curriculo habra que tener en cuenta dos aspectos fundamentales:

- Cudles de los objetivos del area de matematicas corresponde a la etapa
preoperatoria, cudles a la de las operaciones concretas y cudles a la de las
operaciones formales

- Precisar las edades en que los alumnos pasan aproximadamente de una etapa a la
otra.

Ejemplo:

Una de las maneras mas habituales para introducir la formula de la longitud de una
circunferencia en primaria consiste en hacer medir a los alumnos diferentes longitudes y
diametros de objetos circulares como platos, monedas, etc. para que comprueben que el
cociente entre la longitud y el didmetro siempre es el mismo y que aproximadamente es
3,14. Para ello, los alumnos pueden rodear con una cuerda el perimetro del plato y luego
extenderla sobre una regla para medirla. Si algiin alumno no esta en la etapa operatoria
puede no entender que la longitud de la cuerda no varia al extenderla sobre la regla

6. Dificultades relacionadas con la falta de dominio de los contenidos anteriores

Puede ocurrir que el alumno, a pesar de tener un nivel evolutivo adecuado, no
tenga los conocimientos previos necesarios para poder aprender el nuevo contenido, vy,
por tanto, la "distancia" entre el nuevo contenido y lo que sabe el alumno no es la
adecuada. La evaluacion inicial puede detectar los contenidos previos que hay que
adquirir para conseguir el aprendizaje del contenido previsto.

Ejemplo: Un alumno con dificultades en el algoritmo de la resta es de esperar que tenga
dificultades con el algoritmo de la division.

24. En una clase de 6° de primaria el maestro no ha dado ninguna justificacion de la formula
de la longitud de una circunferencia ni de la formula del area del circulo. ;Qué tipo de error
podemos esperar de sus alumnos?
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25. De acuerdo con el esquema propuesto en el apartado 6 encuentra una explicacion para
las siguientes respuestas:

a)’
YAG Y LA (3F
6 2560x
26 % 2
Y4 > F 3 ¥
\q% 2 <8
ot 37 T Tgo-
~9 P
T >7 3 ¥
il 28
¥ Wi 266
¥ LE
.Bfi;i’
Y 2

b) El alumno renuncia a todo tipo de reacciéon mostrando una actitud de indiferencia, falta
de atencion y aparente pereza.

7. ESTANDARES PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

Al reflexionar sobre qué caracteriza a un buen profesor de matematicas o sobre
como conducir una clase de matematicas, es util analizar algunos documentos
preparados sobre esta problemadtica por asociaciones de profesores. Una de estas
asociaciones, de gran prestigio, que incluye también investigadores en educacion
matematica es el National Council of Teachers of Mathematics (N.C.T.M).

Dicha asociacion elaboré en 1991 un documento titulado Estandares profesionales
para la ensefianza de las matematicas (N.C.T.M. 1991) con el fin de que fuese una
referencia para orientar la labor de los profesores de matematicas en la década de los 90.
A continuacion sintetizamos dicho documento.

7.1. Supuestos de los estandares

1. El fin de la ensefianza de las matematicas es ayudar a los estudiantes a desarrollar
su capacidad matemdatica:

El curriculo matematico propuesto en los "Estandares" trata de fomentar el
razonamiento matematico, la comunicacidon, la resolucion de problemas y el
establecimiento de conexiones entre las distintas partes de las matematicas y las
restantes disciplinas. Para ello se sugiere que:

e Los profesores deben ayudar a cada estudiante para que desarrolle su comprension

> Fernandez, Llopis y Pablo (1985). Nifios con dificultades para las matematicas. Madrid: CEPE.
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conceptual y procedimental de cada nucleo conceptual matematico: nimeros,
operaciones, geometria, medicion, estadistica, probabilidad, funciones y algebra y
los relacione entre si.

e Deben tratar de que todos los estudiantes formulen y resuelvan una amplia variedad
de problemas, hagan conjeturas, den argumentos, validen soluciones, y evaluen si
las afirmaciones matematicas son o no plausibles.

e Deben estimular la disposicion de los estudiantes para usar e interesarse por las
matematicas, para apreciar su belleza y utilidad, y comprender a los que se quedan
atascados o despistados.

e Deben ayudar a los estudiantes a reconocer que en el trabajo matematico llegamos a
veces a callejones sin salida y animarles a perseverar cuando se enfrentan con
problemas intrincados, asi como a desarrollar auto confianza e interés.

2. Lo que los estudiantes aprenden esta fundamentalmente conectado con el como lo
aprenden

Las oportunidades de los estudiantes para aprender matematicas dependen del
entorno y del tipo de tareas y discurso en que participan. Lo que los estudiantes
aprenden -sobre conceptos y procedimientos particulares asi como su capacidad de
razonamiento - depende de como se implican en la actividad en clase de matematicas.
Su actitud hacia las matematicas también queda marcada por tales experiencias. Por
consiguiente, hemos de cuidar no sélo el curriculo, sino también la metodologia de
ensenanza si queremos desarrollar la capacidad matematica de los estudiantes.

3. Todos los estudiantes pueden aprender a pensar matemdticamente

Cada estudiante puede -y debe- aprender a razonar y resolver problemas, hacer
conexiones a través de una rica red de topicos y experiencias, y a comunicar ideas
matematicas. Aunque los objetivos tales como hacer conjeturas, argumentar sobre las
matematicas usando la evidencia matematica, formular y resolver problemas parezcan
complejos, no estdn destinados s6lo a los chicos "brillantes" o '"capaces
matematicamente".

4. La ensenianza es una prdctica compleja y por tanto no reducible a recetas o
prescripciones

La ensefianza de las matematicas se apoya en el conocimiento de varios dominios:
- conocimiento general de las matematicas,
- de como los estudiantes aprenden matematicas en general,
- del contexto de la clase, la escuela y la sociedad,
- la ensenanza es especifica del contexto.
Ejemplo

El conocimiento teodrico general sobre el desarrollo del adolescente, puede sélo
parcialmente informar una decision sobre estudiantes particulares aprendiendo un concepto
matematico particular en un contexto dado.

Los profesores combinan el conocimiento procedente de estos dominios diferentes
para decidir como responder a la pregunta de un estudiante, como representar una idea
matematica particular, hasta cudndo proseguir con la discusién de un problema, o qué
tarea usar para introducir a los estudiantes en un topico nuevo. Estas decisiones
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dependen de una variedad de factores antes los cuales el profesor debe encontrar un
equilibrio.

26. ;Por qué ensefiar bien las matematicas es un compromiso complejo, que no se puede

reducir a un conjunto de recetas?.

La buena ensenanza depende de una serie de consideraciones y demanda que los

profesores razonen de un modo profesional dentro de contextos particulares de trabajo.
Los estandares para la ensefianza de las matematicas estan disefiados como una ayuda
en tales razonamientos y decisiones resaltando aspectos cruciales para la creacion del
tipo de practicas de ensefianza que apoyan los objetivos de aprendizaje. Se agrupan en
cuatro categorias: tareas, discurso del profesor y de los estudiantes, entorno 'y analisis.

7.2. Tareas

Las tareas en que se implican los estudiantes - proyectos, problemas, construcciones,

aplicaciones, ejercicios, etc. - y los materiales con los que trabajan enmarcan y centran
sus oportunidades para aprender las matematicas en la escuela. Dichas tareas:

Proporcionan el estimulo para que los estudiantes piensen sobre conceptos y
procedimientos particulares, sus conexiones con otras ideas matematicas, y sus
aplicaciones a contextos del mundo real.

Pueden ayudar a los estudiantes a desarrollar destrezas en el contexto de su utilidad.

Expresan lo que son las matemadticas y lo que implica la actividad matematica.
Pueden dar una visidon de las matematicas como un dominio de indagacion valioso y
atrayente.

Requieren que los estudiantes razonen y comuniquen matematicamente Yy
promueven su capacidad para resolver problemas y para hacer conexiones.

Una responsabilidad central del profesor consiste en seleccionar y desarrollar tareas

valiosas y materiales que creen oportunidades para que los estudiantes desarrollen su
comprension matematica, competencias, intereses y disposiciones.

27. En un grupo de alumnos de primaria, el profesor quiere trabajar las diferentes unidades
de medida de longitud. Compara los dos tipos de tarea siguientes, desde el punto de vista
de las oportunidades que proporcionan para aprender matematicas.

a. Realizar ejercicios de transformacion y calculo con diferentes unidades de medida, por
ejemplo, pasando de metros a centimetros o sumando medidas expresadas en diferentes
unidades y transforméandolas a una unidad comun.

b. Se da a los alumnos reglas de 30 cm. de longitud y se les pide medir el perimetro de la
clase. Los alumnos pueden usar si desean técnicas auxiliares, por ejemplo, contar el
nimero de pasos que hay que dar alrededor de la clase, contar el numero de baldosas
cuadradas completas a lo largo del perimetro, midiendo los trozos de baldosas no
completas, usar un carrete de hilo como ayuda, etc. El profesor no da indicaciones sobre
como trabajar, aunque proporciona los recursos necesarios. Finalizada la tarea se produce
una comparacion de estrategias y soluciones.

79



J. D. Godino, C. Batanero y V. Font

7.3. Discurso

El discurso de una clase - los modos de representar, pensar, hablar, ponerse de
acuerdo o en desacuerdo- es central para que los estudiantes comprendan que las
matematicas como un dominio de investigacion humana con modos caracteristicos de
conocimiento.

El discurso incluye el modo en que las ideas son intercambiadas y lo que implican
las ideas: Es conformado por las tareas en las que los estudiantes se comprometen y la
naturaleza del entorno de aprendizaje; también influye sobre las mismas.

28. Da una lista de todos los tipos de actividades en un aula de matematicas que puedan
considerarse como parte del discurso. ;Quién habla?, ;Sobre qué?, ;De qué manera? ;Qué
escriben las personas, qué registran y por qué? ;Qué cuestiones son importantes? ;Como
se intercambian las ideas? ;Qué ideas y modos de pensamiento son valorados? ;Quién
determina cuando finalizar una discusion?

7.4. Entorno

El profesor de matematicas es responsable de crear un entorno intelectual en que la
norma consista en un serio compromiso hacia el pensamiento matematico, para que el
entorno de la clase sea el fundamento de lo que los alumnos aprenden. Mas que un
entorno fisico, con bancos, cuadernos y posters, el entorno de la clase forma un
curriculo oculto con mensajes sobre lo que cuenta en el aprendizaje y la actividad
matematica: ;Pulcritud?, ;Velocidad?, ;Precision? ;Escuchar bien? ;Ser capaz de
justificar una solucion? ; Trabajar independientemente? Si deseamos que los estudiantes
aprendan a hacer conjeturas, experimenten con aproximaciones alternativas para
resolver problemas, y construir y responder a los argumentos de los demas, entonces la
creacion de un entorno que estimule este tipo de actividades es esencial.

7.5. Analisis

Los profesores deben ser responsables de analizar su practica docente, para intentar
comprender tanto como sea posible los efectos de la clase de matematicas sobre cada
estudiante. El profesor debe llevar un registro sobre su clase usando una variedad de
estrategias y centrando la atencién sobre una amplia matriz de dimensiones de la
competencia matematica, como se indica en los Estandares de Curriculo y Evaluacion
de las Matematicas Escolares. Lo que los profesores aprenden de esto deberia ser una
fuente primaria de informacion para la planificacion y mejora de la instruccion tanto a
corto como a largo plazo. Algunas posibles preguntas son:

e ;Uso buenas tareas, es decuado el discurso y el entorno de trabajo para estimular el
desarrollo de la capacidad y el conocimiento matematico de los estudiantes?

e ;Qué¢ parecen comprender bien los estudiantes, y qué solo parcialmente? ;,
e Qué conexiones parece que estan haciendo?
e /Qué¢ disposicion matematica parecen que estan desarrollando?

e ;Como trabaja el grupo conjuntamente como una comunidad de aprendizaje dando
sentido a las matematicas?
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C: Seminario didactico

1. ANALISIS DE DOCUMENTOS CURRICULARES

El anexo 2.1. contiene el enunciado del conjunto de normas o criterios para el logro
de una ensefianza eficaz de las matematicas segin el NCTM 91. Estudia con
detenimiento cada uno de dichos estdndares y contrastalos con las orientaciones
metodoldgicas indicadas en los curriculos espafioles (estatal y autonémico), asi como
con las indicaciones sobre el estudio dirigido de las matematicas incluidas en este
capitulo.

2. REFLEXION, REDACCION Y DISCUSION

Para las siguientes afirmaciones’ expresa tu grado de acuerdo y explica las posibles
razones de tu acuerdo o desacuerdo. Clasificalas seglin las personas o instituciones que
suelen manifestarlas.

a) Todos los nifios pueden aprender matematicas

b) Las matematicas son muy dificiles

c) Las matematicas son muy abstractas

d) Con tantos alumnos por clase es muy dificil dar clase

e) Los alumnos vienen mal preparados de los cursos anteriores

f) No estan motivados para estudiar

g) Lo mas importante es que el profesor domine la materia

h) Los profesores de primaria tienen pocos conocimientos de matematicas

1) A este alumno le cuesta mucho

J)  Me han puesto las clases a unas horas en las que es imposible explicar nada

k) A mi las mateméaticas nunca me han ido bien / me cuestan mucho

1) Lo sabia pero en el examen me pongo nervioso y lo hago todo mal

m) No sirvo para las matematicas

n) Este profesor se explica muy mal

0) Este alumno no hace nada pero no molesta, en cambio este, ademas de no hacer
nada, distorsiona la clase

p) Cuando se explicd este tema yo estaba enfermo

q) Le faltan los conocimientos previos

r) Cuando yo estudiaba tampoco entendia las matematicas

3. ENCUESTA DE ACTITUDES DE LOS ALUMNOS

Plantea algunas preguntas a una pequefia muestra de nifilos para conocer sus
actitudes y percepcion de las matematicas’. Por ejemplo,
- Qué asignatura te gusta mas? ;Se te da bien?

% Font, V (1998). Classificaci6 de les dificultats d'aprenentatge dels continguts matematics. Actes de les
3es Jornades de Didactica de les Matematiques. (pp. 41-50). Ed. Associacio de Professors de
Matematiques de les Comarques Meridionals. Reus

" Reys, R. E. y cols (2001). Helping children learn mathemtics. New York: John Wiley. (p. 24)
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- Crees que saber matematicas te ayudard cuando seas mayor? ;Por qué?
-Si te digo, "Vamos a hacer matematicas". ;Qué harias?
- Crees que a tu profesor le gusta ensefiar matematicas? Dime por qué.

4. ERRORES Y OBSTACULOS

1. Encuentra una explicacion para las siguientes respuestas de un alumno a estas tres
sustracciones:

287 369 1528
-75 - 295 -233
212 134 1315

2. Algunos alumnos resuelven tareas aritméticas aplicando las siguientes reglas de su
propia invencion:

1. No se puede dividir @ por b a menos que a sea mayor que b.

2. No se puede restar a de b a menos que a sea menor que b.

3. Cuando se multiplican dos niimeros, el resultado es mayor que ambos numeros.

4. Cuando se suman dos numeros, el resultado es mayor que cada uno de los

sumandos.

5. Para hacer una adicion en columna, se "alinean" las cifras a la derecha.

Determina el campo de validez de cada una de estas reglas.

5. DISENO DE ACTIVIDADES

Elige un contenido matematico para un nivel determinado de primaria (nimeros,
geometria, datos). Enunciar al menos un problema para ese tema que se pueda resolver
usando las técnicas: buscar un patrdn, hacer un dibujo o diagrama, y construir una tabla.

6. ANALISIS DE TEXTOS
A continuacién tienes dos explicaciones que tienen por objetivo introducir la

multiplicacion en 3° de primaria. Compdéralas y di cudl crees que es la que
potencialmente es mas significativa. Justifica tu respuesta.
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Como multiplicamos numeros
de 2 o0 mas cifras

Si en una estanteria caben 124 libros. ; Cuantos caben
en 2 estanterias ?

P
L

=y,

Hi

am
atis
R

124 124 124

x 2 X 2 x 2

778 748 248

Primero multiplicamos |  |Después multiplicamos | | POr Gttimo multiplicamos
las unidades las decenas las centenas

¢ Cuantas holas
tengo en total si
en cada pote
hay 237

L Multiplico las unidades )

CMuItipIico las decenas :l

ANEXO 2.1:
ESTANDARES SOBRE LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS (NCTM, 1991)

ESTANDAR 1: TAREAS MATEMATICAS VALIOSAS
El profesor de matematicas deberia plantear tareas que estén basadas en:
* unas matematicas significativas y razonables;

* el conocimiento de los intereses, experiencias y comprension de los estudiantes;
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* el conocimiento de los distintos modos en que aprenden los alumnos: y que
* comprometa el intelecto de los estudiantes;
* desarrolle la comprension y destrezas matematicas de los estudiantes;

* estimule a los estudiantes a hacer conexiones y a desarrollar un marco coherente
para las ideas matematicas;

* exija la formulacion y resolucion de problemas y el razonamiento matematico;
* promueva la comunicacion sobre las matematicas;
* presente las matemadticas como una actividad humana en desarrollo;

* muestre sensibilidad y tenga en cuenta las diversas disposiciones y experiencias
previas de los estudiantes;

* promueva el desarrollo de las disposiciones para hacer matematicas de los
estudiantes.

ESTANDAR 2: EL PAPEL DEL PROFESOR EN EL DISCURSO
El profesor de matematicas deberia organizar el discurso mediante

* el planteamiento de cuestiones y tareas que pongan de manifiesto, comprometan y
desafien el pensamiento de cada estudiante;

* escuchar cuidadosamente las ideas de los estudiantes;

* pidiendo a los estudiantes que clarifiquen y justifiquen sus ideas oralmente y por
escrito;

* decidiendo cuales ideas de las que los estudiantes afloran durante una discusion se
van a tratar con detalle;

* decidiendo cuando y como asociar una notacion y el lenguaje matematico a las ideas
de los estudiantes;

* decidir cuando proporcionar una informacion, cuando clarificar una cuestién, cuando
modelizar, cuando llevar el protagonismo, y cuando dejar al estudiante luchar contra
una dificultad;

* registrar la participacion de cada estudiante en las discusiones y decidir cuando y
como animar a cada estudiante a participar.

ESTANDAR 3: EL PAPEL DEL ESTUDIANTE EN EL DISCURSO

El profesor de matematica deberia promover un discurso de la clase en el que los
estudiantes -

* escuchen, respondan y pregunten al profesor y unos a otros;

* usen una variedad de herramientas para razonar, hacer conexiones, resolver problemas
y comunicarlos;

* plantear problemas y cuestiones;
* hacer conjeturas y presentar soluciones;

* explorar ejemplos y contragjemplos para investigar y conjeturar;
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* tratar de convencerse a si mismos y a los demas de la validez de representaciones
particulares, soluciones, conjeturas y respuestas;

* apoyarse en la evidencia y los argumentos matematicos para determinar la validez.

ESTANDAR 4: INSTRUMENTOS PARA ESTIMULAR EL DISCURSO

El profesor de matematicas, con objeto de estimular el discurso, deberia promover
y aceptar el uso de -

* ordenadores, calculadoras y demas tecnologia;

* materiales concretos usados como modelos;

* dibujos, diagramas, tablas y graficas;

* términos y simbolos inventados y convencionales;
* metaforas, analogias y relatos;

* hipotesis, explicaciones y argumentos escritos;

* presentaciones orales y dramatizaciones.

ESTANDAR 5: ENTORNO DE APRENDIZAJE

El profesor de matematicas deberia crear un entorno de aprendizaje que estimule el
desarrollo de la capacidad matematica de cada estudiante:

* proporcionando y estructurando el tiempo necesario para que exploren unas
matematicas adecuadas y que intenten resolver problemas e ideas significativas;

* usando el espacio fisico y los materiales de modo que faciliten el aprendizaje
matematico por los estudiantes;

* proporcionando un contexto que estimule el desarrollo de las destrezas y eficiencia
matematica;

* respetando y valorando las ideas de los estudiantes, modos de pensamiento y
disposicion hacia las matematicas;

y mediante la animacion consistente de los estudiantes para -
* trabajar independientemente y en colaboracion para dar sentido a las matematicas;

* asumir riesgos intelectuales mediante el planteamiento de cuestiones y formulando
conjeturas;

* mostrar competencia matematica mediante la validacién y el apoyo de ideas
matematicas con argumentos matematicos.

ESTANDAR 6: ANALISIS DE LA ENSENANZA Y EL APRENDIZAJE

El profesor de matematicas deberia comprometerse en el analisis progresivo de la
ensefianza y el aprendizaje sabiendo —

* observar, escuchar y reunir informacion sobre los estudiantes para evaluar lo que estan
aprendiendo;
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* examinar los efectos de las tareas, el discurso, y el entorno del aprendizaje sobre el
conocimiento de los estudiantes, sus destrezas y actitudes;

en orden a -

* asegurar que cada estudiante estd aprendiendo unas matematicas adecuadas y
significativas y que esta desarrollando una disposicion positiva hacia las matematicas;

* desafiar y extender las ideas de los estudiantes;
* adaptar o cambiar las actividades durante la ensefianza;
* hacer planes, tanto a corto como a largo plazo;

* describir y comentar sobre el aprendizaje de cada estudiante con los padres,
directores, asi como con los propios estudiantes.

BIBLIOGRAFIA

Baroody, A. J. (1988). El pensamiento matematico de los nifios. Madrid: Visor/MEC.

Brousseau, G. (1988). Utilidad e interés de la didactica para un profesor. Suma, 4: 5-12'y
Suma 5: 5-12 (segunda parte).

Flores, P. (2001). Aprendizaje y evaluacion. En E. Castro (Ed.), Diddctica de la
matemadtica en la Educacion Primaria (pp. 41-59). Madrid: Sintesis.

Font, V (1994). Motivacion y dificultades de aprendizaje en matematicas. Suma, 17: 10-
16

Skemp, R. (1980). Psicologia del aprendizaje de las matematicas. Madrid: Morata.

86



Diddctica de la Matemdtica para Maestros (USRS eR=ellyEIgI LR (@R
. QEDirector: Juan D. Godino
Manual para el Estudlante Edicién Octubre 2004 http://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/

Capitulo 3
CURRICULO MATEMATICO PARA LA

EDUCACION PRIMARIA



J. D. Godino, C. Batanero y V. Font

88



Curriculo matematica para la educacion primaria

A: Contextualizacion

REFLEXION Y DISCUSION SOBRE LAS ORIENTACIONES CURRICULARES

Consigna:

A continuacion se presenta un extracto del Decreto de Curriculo de Educacion Primaria,
para el area de Matematicas.

1) Léelo con atencion. Subraya los puntos que consideras especialmente acertados.

2) (Coémo se contempla el aprendizaje de las matematicas?

3) (Se da prioridad a unas matematicas ligadas a la experiencia, integradoras y
funcionales, y se tienen en cuenta las caracteristicas personales, sociales y psicoldgicas
del alumnado?.

4) Si no estas de acuerdo con alguno de los enunciados, indica tus razones.

Las matematicas en la Educacion Primaria (Decreto de Primaria, MEC)

Las consideraciones precedentes sobre el conocimiento matematico y sobre el papel que juega en el
desarrollo global de los alumnos muestran hasta qué punto las contribuciones de esta area son decisivas
para alcanzar los Objetivos Generales de la Educacion Primaria. En efecto, mediante el aprendizaje de las
matematicas los alumnos desarrollan su capacidad de pensamiento y de reflexion logica, y adquieren un
conjunto de instrumentos poderosisimos para explorar la realidad, para representarla, explicarla y
predecirla, en suma, para actuar en y sobre ella.

Tradicionalmente, la ensefianza de las matematicas en la Educacion Primaria ha estado fuertemente
determinada por dos tipos de reflexiones: las relativas al nivel de desarrollo intelectual y de competencia
cognitiva de los alumnos y las relativas a la estructura interna del conocimiento matematico. Respecto a
las segundas, se ha subrayado sobre todo que las matematicas no son un conjunto de elementos
desconectados, sino que poseen una estructura interna, con una fuerte componente jerarquica entre sus
partes, que impone una determinada secuencia temporal en el aprendizaje. De este modo, la estructura
interna del saber matematico se ha convertido a menudo en el punto de referencia inico para la seleccion,
organizacion y secuenciacion de los contenidos de aprendizaje en la Educacion Primaria.

Esta manera de proceder ignora la diferencia, esencial desde el punto de vista pedagogico, entre, por
una parte, las caracteristicas del saber matematico en un estado avanzado de elaboracion y, por otra, el
proceso de construccion del conocimiento matematico. Como ya se ha mencionado, la formalizacion, el
rigor, la coherencia, la ausencia de ambigiiedad y las otras caracteristicas del conocimiento matematico
no son el punto de partida, sino mas bien el punto de llegada de un largo proceso de construccion. Es en
este sentido que la eleccion de la estructura interna del saber matematico como tnico punto de referencia
para la seleccion, organizacion y secuenciacion de los contenidos del aprendizaje no parece una opcion
adecuada, siendo necesario introducir igualmente criterios relativos a la naturaleza del propio proceso de
construccion.

Algo similar cabe decir en cuanto a las consideraciones relativas al nivel de desarrollo intelectual y
de competencia cognitiva de los alumnos. En la medida en que el aprendizaje de las matematicas se
entienda como la apropiacion por parte de los alumnos de un saber constituido y acabado, es evidente que
su capacidad para asimilar y aprehender la estructura interna de dicho saber condicionara la posibilidad
misma de llevar a cabo el aprendizaje. Por el contrario, si el aprendizaje de las matematicas se contempla,
como es el caso en este Disefio Curricular Base, como un proceso de construccion y de abstraccion de
relaciones, progresivamente mas complejas, elaboradas en y a partir de la actividad del alumno, entonces
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las caracteristicas psicoevolutivas de los alumnos, sin dejar de jugar un papel esencial, dificilmente
podran ser consideradas como el punto de referencia unico para la seleccion, organizacion y
secuenciacion de los contenidos del aprendizaje. En efecto, buena parte de los conceptos y
procedimientos matematicos que, por su grado de formalizacion, abstraccion y complejidad, escapan a las
posibilidades de comprension de los alumnos hasta bien entrada la adolescencia, aparecen sin embargo de
forma intuitiva y practica en las actividades escolares y extraescolares de los alumnos de la Educacion
Primaria convirtiéndose, de este modo, en objeto de atencion preferente de la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas en esta etapa educativa.

De lo dicho hasta aqui se infiere que, en la Educacion Primaria, el proceso de construccion del
conocimiento matematico debe utilizar como punto de partida la propia experiencia practica de los
alumnos. Las relaciones entre las propiedades de los objetos y de las situaciones que los alumnos
establecen de forma intuitiva en el transcurso de sus actividades pueden convertirse en objeto de reflexion
dando paso, de este modo, a las primeras experiencias especificamente matematicas. En un primer
momento, estas experiencias matematicas seran de una naturaleza esencialmente intuitiva y estaran
vinculadas a la manipulacion de objetos concretos y a la actuacion en situaciones particulares.

Conviene tener presente, sin embargo, que la experiencia practica sélo constituye un punto de
partida -en el que sera preciso detenerse en ocasiones durante periodos de tiempo ciertamente dilatados-,
y que la construccion del conocimiento matematico obliga a una abstraccion y una formalizacion
crecientes. Quiere esto decir que la experiencia practica y la comprension intuitiva de nociones,
relaciones y propiedades matematicas ha de ir enriqueciéndose progresivamente con formas de
representacion (por ejemplo, dibujos, esquemas y otras formas de representacion grafica) que permitan
trascender la manipulacion concreta de objetos y situaciones hasta llegar, en ultimo término, a una
comprension plena de las mismas mediante el manejo adecuado de las notaciones y operaciones
simbolicas de tipo numérico, algebraico o geométrico.

Son muchos los conceptos y procedimientos matematicos cuya comprension plena en el sentido
apuntado escapa a las posibilidades intelectuales de los alumnos de la Educacion Primaria. Sin embargo,
esto no implica, como ya se ha dicho, que deban excluirse necesariamente como objeto de aprendizaje.
Por una parte, su introduccion de forma mas o menos intuitiva durante esta etapa permite iniciar el largo
camino que lleva desde la reflexion sobre la propia actividad hasta los niveles mas abstractos, formales y
deductivos del conocimiento matematico. Por otra parte, mucho antes de que sea posible alcanzar su
comprension plena, algunos de estos conceptos y procedimientos (por ejemplo, sistema de numeracion
decimal, estrategias de conteo, operaciones aritméticas, unidades de medida, etc.) adquieren un valor
instrumental que se corresponde plenamente con las necesidades e intereses de los alumnos de la
Educacion Primaria.

En cualquier caso, el hecho de tomar como punto de partida para la construccion del conocimiento
matematico la propia experiencia y la reflexion sobre la misma con el fin de ir avanzando,
progresivamente, hacia niveles mas elevados de abstraccion y de formalizacidn posee importantes
implicaciones para la enseflanza y el aprendizaje de las matematicas en la Educacion Primaria. Sin
menoscabo del desarrollo del que son objeto en el apartado de Orientaciones Didacticas y para la
Evaluacion, sefialemos, por ejemplo, que el planteamiento expuesto aconseja:

e conceder prioridad al trabajo practico y oral, introduciendo Unicamente las actividades
descontextualizadas y el trabajo escrito (utilizacion de notaciones simbdlicas) cuando los alumnos
muestren una comprension de los conceptos matematicos y un interés por los mismos;

e conceder prioridad al trabajo mental (y, en especial, al calculo mental) con el fin de profundizar
los conocimientos matematicos intuitivos antes de pasar a su formalizacion;

e utilizar ampliamente actividades grupales de aprendizaje que favorezcan los intercambios, la
discusion y la reflexion sobre las experiencias matematicas;

e prestar especial atencion al desarrollo de estrategias personales de resolucion de problemas,
potenciando la inclusion en las mismas de los conocimientos matematicos que se vayan adquiriendo
(representaciones graficas y numéricas, registro de las alternativas exploradas, simplificacion del
problema,..);

e utilizar los distintos ambitos de experiencia de los alumnos, escolares (otras areas del curriculo:
conocimiento del medio, actividades fisicas y deportivas, actividades artisticas, etc.) y extraescolares,
como fuente de experiencias matematicas.
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B: Desarrollo de conocimientos

1. INTRODUCCION

En la bibliografia encontramos diferentes interpretaciones del término curriculo,
asi como diferentes formas de explicarlo y justificarlo (teorias curriculares) con las que
ya estais familiarizados por vuestros estudios de pedagogia.

En sintesis el curriculo trata de establecer de manera razonada y para cada etapa
educativa, qué ensefiar y como en las distintas dreas de conocimiento. Los elementos
que componen el curriculum se pueden agrupar en torno a cuatro cuestiones: ;Qué
ensefar?, ;Cudndo ensefiar?, ;Como ensefiar?, y ;Qué, como y cuando evaluar?

En un sentido restringido el "curriculo" se refiere a las directrices y documentos
oficiales dirigidos a un nivel y contenido concreto. Las directrices curriculares oficiales,
tanto a nivel nacional como de las comunidades autondémicas, establecen los fines
generales de la educacion matematica, los objetivos, contenidos y criterios de
evaluacion, pero a un nivel de generalidad que debe ser posteriormente desarrollado por
los centros, seminarios y los propios profesores. Estos deberan tener una preparacion
adecuada para realizar la labor de desarrollo e implementacion curricular.

En sentido amplio el curriculo comprenderia también el detalle de las acciones
educativas especificas que se deben realizar en el aula para el logro de los objetivos,
esto es, el plan operativo que detalla qué matematicas necesitan conocer los alumnos, qué
deben hacer los profesores para conseguir que sus alumnos desarrollen sus conocimientos
matematicos y cudl debe ser el contexto en el que tenga lugar el proceso de ensefanza-
aprendizaje.

El curriculum se concreta en tres niveles: el primer nivel es el marco comun
elaborado por el Ministerio de Educacion y Ciencia, que se completa con las
aportaciones de la Comunidad Auténoma. El segundo nivel lo establece el equipo
docente de cada centro marcando los objetivos basicos, la organizacion y coordinacion
de recursos. El tercer nivel esta formado por las programaciones de aula con todos los
elementos que esto conlleva.

En los capitulos 1 y 2 hemos descrito nuestros supuestos epistemologicos sobre la
naturaleza de las matemadticas, su ensefianza y aprendizaje. De ellos se derivan los
siguientes supuestos pedagogicos sobre la elaboracion de propuestas curriculares para la
educacion matematica:

1. El fin primordial del profesor en el aula es ayudar a sus alumnos a desarrollar el
razonamiento matematico, su capacidad de formular y resolver problemas, de
comunicar sus ideas matematicas y relacionar las diferentes partes de las matematicas
entre si y con las restantes disciplinas. Finalmente debe promover unas buenas
actitudes en los alumnos hacia las matematicas.

2. El profesor debe prestar una atencion especial a la organizacion de la ensefianza y el
aprendizaje: lo que los alumnos aprenden depende fundamentalmente de como se lleva
a cabo este aprendizaje. Debe realizar una cuidadosa seleccion de las tareas y
situaciones didacticas que proporcionen oportunidades a los alumnos de indagar
problemas significativos para ellos y relevantes desde el punto de vista matematico,
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formular hipdtesis y conjeturas, utilizar diversos tipos de representaciones; validar sus
soluciones y comunicarlas a otros, dentro de un clima cooperativo y cientifico.

3. Hay que llevar al alumno progresivamente a la construccion de una red de conceptos y
procedimientos, y al dominio del lenguaje matematico, en consonancia con el
conocimiento matematico objetivo. Con dicho fin se deben disefiar situaciones
especificas de institucionalizacion de los conocimientos pretendidos.

4. El curriculo debe ser flexible y adaptado a los distintos alumnos. Todos los nifios
deben alcanzar los objetivos de aprender a realizar conjeturas y argumentos, formular y
resolver problemas. Para ello se deben proponer tareas sencillas sobre las que toda la
clase puede trabajar, pero, ademas, se deben proporcionar actividades de desarrollo y
sugerencias para los alumnos mas capacitados.

5. La observacion continuada de los procesos de ensefianza-aprendizaje debe ser la
principal estrategia evaluadora de los mismos.

1. Compara el nivel de concrecion que presentan los siguientes documentos para el bloque
de contenidos "Numeros y operaciones": 1) El DCB, 2) El Proyecto curricular de una
escuela que puedas conseguir, y 3) Un libro de texto de matematicas de primaria.

2. (Por qué el curriculo realmente implementado en el aula puede ser diferente del curriculo
oficial, contenido en las directrices curriculares e incluso diferente del curriculo planificado
por el mismo profesor? ;Qué motivos pueden llevar al profesor a cambiar lo planificado?

El curriculo matematico escolar tiene una fuerte incidencia sobre lo que los
estudiantes tienen oportunidad de aprender y de lo que aprenden efectivamente:

« En un curriculo coherente, las ideas matematicas se presentan y vinculan de forma
que permite progresar al conocimiento de los estudiantes y su capacidad de aplicar
las matematicas.

« Un curriculo matematico efectivo se centra en las partes mas importantes de las
matematicas —las que preparan a los estudiantes para sus estudios futuros y para
resolver problemas en una variedad de situaciones, en la vida diaria y en el trabajo.

« Un curriculo matematico bien articulado desafia a los estudiantes para que aprendan
ideas matematicas cada vez mas sofisticadas a medida que contindan en sus
estudios.

La Ley Organica 1/1990 de Ordenacion General del Sistema Educativo (LOGSE),
determina, en su articulo cuarto, los elementos integrantes del curriculo: los objetivos,
contenidos, métodos y criterios de evaluacion de cada uno de los niveles, etapas, ciclos,
grados y modalidades en los que se organiza la practica educativa. Dispone también que
corresponde al Gobierno fijar los aspectos basicos del curriculo o ensefianzas minimas
para todo el Estado, mientras es competencia de las Administraciones Educativas
establecer el curriculo con mayor detalle. En el Real Decreto 1006/1991, de 14 de junio
(BOE 26-6-1991), el MEC establece los mencionados aspectos basicos del curriculo de
matematicas de Educacion Primaria.

En este capitulo presentamos las principales caracteristicas del curriculo oficial de
matematicas para la educacion primaria en Espafia, junto con las orientaciones
curriculares elaboradas en EE.UU por el National Council of Teachers of Matematicas
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(Principios y Estandares para las Matematicas Escolares; NCTM 2000). Esto permitira a
los maestros en formacion tener elementos de comparacion y disponer de criterios para
hacer una interpretacion critica y constructiva de las orientaciones curriculares.

2. FINES Y OBJETIVOS DE LA EDUCACION MATEMATICA
2.1. ;Por qué y para qué enseiiar matematicas?

En este apartado analizaremos las siguientes razones ofrecidas en los documentos
curriculares para apoyar la ensefianza de las matematicas:

e La matematica es una parte de la educacion general deseable para los futuros
ciudadanos adultos, quienes precisan adquirir competencias numéricas, geométricas,
estadisticas y de medida suficientes para desenvolverse en su vida diaria, asi como
para leer e interpretar informacién matematica que aparece en los medios de
informacion.

e Es util para la vida posterior, ya que en todas las profesiones se precisan unos
conocimientos de diverso nivel de sofisticacion sobre las matematicas.

e Su estudio ayuda al desarrollo personal, fomentando un razonamiento critico,
basado en la valoracion de la evidencia objetiva.

e Ayuda a comprender los restantes temas del curriculo, tanto de la educacion
obligatoria como posterior, que con frecuencia se apoyan en calculos, conceptos o
razonamientos matematicos.

3. Analiza las ideas matematicas que aparecen en un ejemplar del diario local o nacional.
(Piensas que algin adulto puede tener dificultad en interpretar algunas de estas ideas? ;Como
puede influir una interpretacion incorrecta de ideas o informacion matematica en las siguientes
situaciones: elaboracion de un presupuesto, lectura de un contrato de trabajo, elaboracion del
plano de una vivienda?

4. Analiza la presencia de contenidos matematicos en otras areas curriculares, tales como
geografia, ciencias sociales, dibujo, etc.

2.2. Justificacion y orientacion del curriculo basico del MEC

El Diseno Curricular Base (MEC, 1989) reconoce que las matematicas constituyen
hoy un conjunto amplio de modelos y procedimientos de analisis, calculo, medida y
estimacion, utiles para establecer relaciones espaciales, cuantitativas y de otros tipos
entre diferentes aspectos de la realidad. A semejanza de otras disciplinas, constituyen un
campo en continua expansion y de creciente complejidad, lo que tiene también
consecuencias sobre la educacion en matematicas, que si bien ha estado presente
tradicionalmente en la ensefianza, puede y merece ser ensefiada con procedimientos
distintos de los tradicionales. La misma introduccién y aplicacion de nuevos medios
tecnologicos en matematicas obliga a un planteamiento diferente tanto en los contenidos
como en la forma de su ensefianza.

El curriculo debe reflejar el proceso constructivo del conocimiento matematico, tanto
en su progreso histdrico como en su apropiacion por el individuo. La formalizacion y
estructuracion del conocimiento matematico como sistema deductivo no es el punto de
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partida, sino mas bien un punto de llegada de un largo proceso de construccion de
instrumentos intelectuales eficaces para interpretar, representar, analizar, explicar y
predecir determinados aspectos de la realidad.

La constante referencia a la realidad que se encierra en la actividad matematica no ha
de hacer olvidar, por otro lado, los elementos por los que las matematicas precisamente
se distancian de la misma, mediante la creatividad, la critica, el poder de imaginar y
representar no solo espacios fisicos reales, sino, con generalidad mayor, una “realidad”
alternativa. La exploracion y desarrollo de modelos “puramente” matematicos
contribuyen a describir, comprender y explicar mejor la complejidad del mundo.

La ensefianza de las matematicas se justifica también por objetivos de desarrollo
intelectual general: se destaca que las matematicas contribuyen al desarrollo de
capacidades cognitivas abstractas y formales, de razonamiento, abstraccion, deduccion,
reflexion y analisis.

Hay que destacar también el valor funcional que poseen como conjunto de
procedimientos para resolver problemas en muy diferentes campos, para poner de
relieve aspectos y relaciones de la realidad no directamente observables y para predecir
hechos, situaciones o resultados antes de que se produzcan o se observen
empiricamente. Ambos aspectos, el funcional y el formativo, son indisociables y
complementarios, no antagénicos.

Por otro lado, en la sociedad actual es imprescindible manejar conceptos
matematicos relacionados con la vida diaria, en el ambito del consumo, la economia
privada y otras situaciones de la vida social. A medida que los alumnos progresan a
través de los ciclos de la educacion obligatoria, se precisan unas matematicas mas
complejas, tanto en las ciencias de la naturaleza como en las ciencias sociales. Por ello,
su aprendizaje ha de llevar a la capacidad de utilizar el lenguaje matematico en la
elaboracién y comunicacion de conocimientos.

Asi pues, a lo largo de la educacion obligatoria las matematicas han de desempefiar,
un papel formativo bésico de capacidades intelectuales, un papel aplicado a problemas y
situaciones de la vida diaria, y un papel instrumental para adquirir conocimientos en
otras materias.

Todo ello justifica los contenidos de las matematicas en esta etapa, asi como las
caracteristicas didacticas basicas de su ensefanza, asi como los siguientes principios de
seleccion y organizacion de sus contenidos. Estos principios no se aplican por igual
desde el comienzo de la Educacion Primaria al final de la Educacion Secundaria, pero
mantienen su vigencia a lo largo de la educacion obligatoria:

1. Las matemadticas han de ser presentadas a alumnos y alumnas como un conjunto de
conocimientos y procedimientos que han evolucionado en el transcurso del
tiempo, y que, con seguridad, continuaran evolucionando en el futuro. En esa
presentacion han de quedar resaltados los aspectos inductivos y constructivos y no
solo los aspectos deductivos de la organizacion formalizada que le caracteriza
como producto final. En el aprendizaje de los propios alumnos hay que reforzar el
uso del razonamiento empirico inductivo en paralelo con el uso del razonamiento
deductivo y de la abstraccion.

2. Es necesario relacionar los contenidos de matematicas con la experiencia de
alumnos y alumnas, y presentarlos en un contexto de resolucion de problemas y
de contraste de puntos de vista en esta resolucion. En relacion con ello, hay que
presentar las matemadticas como conocimiento que sirve para almacenar una
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informacion de otro modo inasimilable, para proponer modelos que permiten
comprender procesos complejos del mundo natural y social y para resolver
problemas muy diferentes, gracias a la posibilidad de abstraccion, simbolizacion y
formalizacion propia de las matematicas.

3. Laenseianzay el aprendizaje de las matematicas ha de atender equilibradamente a:
a) al establecimiento de destrezas cognitivas de caracter general, susceptibles de
ser utilizadas en una amplia gama de casos particulares, que potencian las
capacidades cognitivas de los alumnos; b) a su aplicacion funcional, posibilitando
que los alumnos valoren y apliquen sus conocimientos matematicos fuera del
ambito escolar, en situaciones de la vida cotidiana; ¢) a su valor instrumental,
creciente a medida que el alumno progresa hacia tramos superiores de la
educacion, y en la medida en que las matemadticas proporcionan formalizacion al
conocimiento humano riguroso y, en particular, al conocimiento cientifico.

En la educacion Primaria los diferentes aspectos (formativo, funcional, instrumental)
son muy importantes, ya que, debido a su abstraccion, formalizaciéon y complejidad,
gran parte de los conceptos y procedimientos matematicos escapan a las posibilidades
de comprension de alumnos y alumnas. Por ello, en esta etapa, a semejanza de lo que
debe hacerse con otras areas, el punto de partida del proceso de construccion del
conocimiento matematico ha de ser la experiencia practica y cotidiana que nifios y nifas
poseen. Las relaciones entre las propiedades de los objetos y de las situaciones que
alumnos y alumnas establecen de forma intuitiva y espontanea en el curso de sus
actividades diarias han de convertirse en objeto de reflexion, dando paso de ese modo a
las primeras experiencias propiamente matematicas. Se trata de experiencias sencillas y
cotidianas tales como la organizacion del espacio y la orientacioén dentro de ¢l (en casa,
en el colegio, en la vecindad), los ciclos y rutinas temporales (dias de la semana, horas
de comer, etc.), las operaciones de medicion que realizan los adultos (contando,
pesando, etc.), el uso del dinero en las compras cotidianas o la clasificacion de objetos
de acuerdo con determinadas propiedades.

La orientacion de la ensefanza y del aprendizaje en esta etapa se situa a lo largo de
un continuo que va de lo estrictamente manipulativo, practico y concreto hasta lo
esencialmente simbolico, abstracto y formal. Las experiencias matematicas iniciales
seran de naturaleza esencialmente intuitiva y estaran vinculadas a la manipulacion de
objetos concretos y a la actuaciéon en situaciones particulares. Aunque podemos
detenernos durante periodos de tiempo dilatados, estas experiencias iniciales son sé6lo
un punto de partida que hay que abandonar en algin momento, para construir el
conocimiento matematico a través de una abstraccion y formalizacion crecientes, y
corregir los errores, distorsiones e insuficiencias de la intuicién espontanea. Sin
necesidad de alcanzar la comprension plena de algunos conceptos y procedimientos
matematicos, €stos pueden cumplir sus funciones instrumentales en un nivel que se
corresponde con las necesidades y capacidades de los alumnos de Primaria.

Es importante que los alumnos tengan dominio funcional de estrategias basicas de
computo, de cdlculo mental, de estimaciones de resultados y de medidas, asi como
también de utilizaciéon de la calculadora, sin necesidad de conocer sus fundamentos
matematicos. Junto con ello, los alumnos y alumnas tendran que adquirir una actitud
positiva hacia las matematicas, para valorar y comprender la utilidad del conocimiento
matematico, interesarse por su uso, el modo en que permite ordenar la informacion,
comprender la realidad y resolver determinados problemas.
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5. Analiza la siguiente actividad de un
texto de primer curso de primaria.

(Qué contenidos se tratan?

( Coémo se relacionan con la experiencia del
alumno?

(Qué tipo de conocimiento puede adquirir
el alumno?

(Como se podria hacer progresar hacia un
conocimiento mas formal?

Objetivos generales

Una vez establecidas las motivaciones anteriores, el Decreto curricular indica que la
ensefianza de las matematicas en la etapa de Educacion Primaria tendra como objetivo
contribuir a desarrollar en los alumnos y alumnas las capacidades de:

1. Utilizar el conocimiento matematico para interpretar, valorar y producir
informaciones y mensajes sobre fenomenos conocidos.

2. Reconocer situaciones de su medio habitual en las que existan problemas para cuyo
tratamiento se requieran operaciones elementales de calculo, formularlos
mediante formas sencillas de expresion matematica y resolverlos utilizando los
algoritmos correspondientes.

3. Utilizar instrumentos sencillos de calculo y medida decidiendo, en cada caso, sobre
la posible pertinencia y ventajas que implica su uso y sometiendo los resultados a
una revision sistematica.

4. FElaborar y utilizar estrategias personales de estimacion, calculo mental y
orientacion espacial para la resolucion de problemas sencillos, modificdndolas si
fuera necesario.

5. Identificar formas geométricas en su entorno inmediato, utilizando el conocimiento
de sus elementos y propiedades para incrementar su comprension y desarrollar
nuevas posibilidades de acciéon en dicho entorno.

6. Utilizar técnicas elementales de recogida de datos para obtener informacion sobre
fenémenos y situaciones de su entorno; representarla de forma grafica y numérica
y formarse un juicio sobre la misma.

7. Apreciar el papel de las matematicas en la vida cotidiana, disfrutar con su uso y
reconocer el valor de actitudes como la exploracion de distintas alternativas, la
conveniencia de la precision o la perseverancia en la busqueda de soluciones.

8. Identificar en la vida cotidiana situaciones y problemas susceptibles de ser
analizados con la ayuda de codigos y sistemas de numeracion, utilizando las
propiedades y caracteristicas de €stos para lograr una mejor comprension y
resolucion de dichos problemas.
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6. Indica dos situaciones de la vida cotidiana del nifio en que aparezca problemas aritméticos,
otras dos en que se requiera la orientacion espacial y otras dos en que aparezcan problemas de
estimacion o medida.

7. Identifica en un libro de matematicas de educacion primaria una actividad relacionada con
cada uno de los objetivos anteriores.

2.3. Principios para las matematicas escolares propuestos por el NCTM

A continuacion presentaremos una sintesis de la tltima edicion de las orientaciones
curriculares elaboradas por la prestigiosa organizacion de profesores de matematicas de
Estados Unidos, National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), que se conocen
con el nombre de “Principios y Estandares para la Matematica Escolar” (Principios y
Estandares 2000). El proceso riguroso y sistemdtico aplicado en su desarrollo han
permitido elaborar unas guias curriculares que suponen un claro progreso con relacion a las
orientaciones curriculares elaboradas en nuestro pais a principios de los noventa, tanto para
todo el estado espafiol como en las distintas comunidades autonomas.

Los Principios y Estandares proporcionan una guia y una perspectiva general, esto es,
se trata de un “Disefio curricular base”, y deja, por tanto, las decisiones curriculares
especificas a los niveles locales de decision (Proyectos de Centro, y Programaciones de
Aula). Consideramos que es un documento de gran ayuda que nos permite contrastar y
valorar los disefios curriculares propuestos en Espafia a nivel nacional y regional para el
area de matematicas. Ademads, ofrecen una vision de las matematicas y su ensefianza, y
unos recursos educativos, que en lineas generales son coherentes con el enfoque
epistemologico, cognitivo e instruccional que hemos descrito en los capitulos anteriores.

El documento “Principios y Estandares para la Matematica Escolar” esta disponible
en Internet en version electronica, junto con otros recursos complementarios para la
ensefianza de las matematicas en los niveles de educacion infantil hasta el bachillerato para
su difusion internacional.

8. Explora la pagina de Internet dedicada a los Principios y Estandares para la matematica
escolar: http://standards.nctm.org/

(Qué tipo de recursos se recogen? ;Como pueden estos recursos ser utiles a un profesor?

Los Principios y Estdndares para la Matematica Escolar pretenden ser un recurso y
una guia para todas las personas que toman decisiones que afectan a la educacion
matematica de los estudiantes de los niveles desde infantil hasta el bachillerato (grados K-
12, en terminologia de EE.UU.). Las recomendaciones enfatizan la importancia de la
comprension y se describen modos de cémo pueden lograrla los estudiantes. Han sido
elaborados por diversos grupos de trabajo formados por profesores de matematicas y
especialistas en educacion matematica durante un periodo de unos tres afios, partiendo de
la informacion y experiencia aportada por documentos similares elaborados en ediciones
anteriores (Estdndares Curriculares; Estandares Profesionales para la Ensefianza de las
Matematicas; Estandares de Evaluacion para las Matematicas Escolares)

« Los Principios son enunciados que reflejan preceptos basicos que son fundamentales
para el logro de una educacion matematica de calidad; deberian ser tutiles como
perspectivas sobre las que los educadores pueden basar sus decisiones que afectan a las
matematicas escolares.
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« Los Estandares describen el contenido matematico y los procesos que los estudiantes
deberian aprender.

Los Principios y los Estandares conjuntamente constituyen guias para los educadores
en su esfuerzo por una mejora continua de la educacion matemadtica en las clases, las
escuelas y el sistema educativo. A continuacion describimos los seis principios recogidos
en el documento

Principios para las Matemdaticas Escolares

» Equidad. La educacion matematica de calidad ha de basarse en la equidad — unas altas
expectativas y apoyo para todos los estudiantes, seglin sus caracteristicas.

* Curriculo. Un curriculo es mas que una coleccion de actividades: debe ser coherente,
centrado en unas matematicas importantes y bien articuladas a lo largo de los distintos
niveles.

= Ensefianza. Una ensefianza efectiva de las matematicas requiere que los estudiantes
comprendan lo que conocen y lo que necesitan aprender, y por tanto se plantea el
desafio de apoyarles en un aprendizaje correcto.

» Aprendizaje. Los estudiantes deben aprender matematicas con comprension,
construyendo activamente el nuevo conocimiento a partir de la experiencia y el
conocimiento previo.

* Evaluacion. La evaluacion debe apoyar el aprendizaje de unas matematicas relevantes
y proporcionar informacion util tanto a los profesores como a los estudiantes.

* Tecnologia. La tecnologia es esencial en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas; influye en las matematicas que se ensefian y estimula el aprendizaje de
los estudiantes.

Estos seis principios no se refieren a contenidos o procesos matematicos especificos,
mientras que los Estdndares si se refieren a dichos contenidos y procesos. Los principios
describen cuestiones cruciales que, aunque no sean especificas de las matematicas
escolares, estan profundamente interconectadas con los programas de matematicas. Pueden
influir en el desarrollo de marcos curriculares, la seleccion de materiales curriculares, la
planificacion de unidades o lecciones instruccionales, el disefio de evaluaciones, la
asignacion de los profesores y los estudiantes a las clases, las decisiones instruccionales en
las clases, y el establecimiento de programas de apoyo para el desarrollo profesional de los
profesores.

9. {Cémo pueden producirse problemas de falta de equidad en la clase de matematicas? ;Como
pueden los libros de texto u otros materiales no respetar el principio de equidad?

10. Pon ejemplos de la forma en la que la calculadora puede afectar a la clase de matematicas.
(Qué otros recursos tecnologicos podrian afectar a la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas?
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3. CONTENIDOS MATEMATICOS EN PRIMARIA

3.1 Diferentes tipos de contenidos: conceptos, procedimientos y actitudes

En el Capitulo 1 de esta Monografia ya se ha comentado que el Disefio Curricular
Base estd organizado teniendo en cuenta tres tipos de contenidos: conceptos,
procedimientos y actitudes. En los bloques de estas orientaciones se sefialan en tres
apartados distintos los tres tipos de contenido. El primero de ellos es el que presenta los
conceptos, hechos y principios. El segundo tipo de contenido es el que se refiere a los
procedimientos. Este tipo de contenido, si bien estaban presentes en los curriculos
anteriores, quedaban relegados a un segundo plano. En el DCB los procedimientos
pasan a un primer plano y ademas éstos no se restringen a los algoritmos ya que se
contemplan procedimientos generales como por ejemplo el célculo mental o la
resolucion de problemas. La novedad mdas importante es la incorporacién en el
curriculo contenidos de actitudes, valores y normas con el objetivo de que el alumno
tenga una actitud positiva que le permita perseverar en el esfuerzo necesario para la
construccion de los nuevos contenidos que se le proponen en el proceso de estudio.

3.2. Bloques de contenidos en el curriculo basico del MEC y su estructuracion

El Curriculo del MEC se organiza en cuatro bloques de contenidos, diferenciando en
ellos conceptos, procedimientos y actitudes. A continuacion los reproducimos.

1. Numeros y operaciones
Conceptos
1. Numeros naturales, fraccionarios y decimales:
2. Sistema de Numeracién Decimal:
3. Las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division:
4. Reglas de uso de la calculadora
Procedimientos
1. Utilizacion de diferentes estrategias para contar de manera exacta y aproximada.

2. Explicacion oral del proceso seguido en la realizacion de calculos y en la
resolucion de problemas numéricos.

3. Estimacion del resultado de un célculo y valoracion de si una determinada
respuesta numérica es o no razonable.

4. Elaboracion de estrategias personales de calculo mental con nimeros sencillos.

5. Utilizacion de la calculadora de cuatro operaciones y decision sobre la
conveniencia o no de usarla atendiendo a la complejidad de los célculos y a la
exigencia de exactitud de los resultados.

Actitudes

1. Curiosidad por indagar y explorar sobre el significado de los cddigos numéricos y
alfanuméricos y las regularidades y relaciones que aparecen en conjuntos de
numeros.
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2.

2. Sensibilidad e interés por las informaciones y mensajes de naturaleza numérica
apreciando la utilidad de los nimeros en la vida cotidiana.

3. Confianza en las propias capacidades y gusto por la elaboracién y uso de
estrategias personales de calculo mental.

4. Gusto por la presentacion ordenada y clara de los calculos y de sus resultados.

11. {Qué puede hacer el maestro en la clase de matematicas para aumentar la curiosidad de
sus alumnos? ;para reforzar la confianza en su propia capacidad para hacer matematicas?
(para motivarlos a una presentacion clara y ordenada de las soluciones a las tareas
propuestas?

12. Da una lista de estrategias sencillas de calculo mental que puedan ser tutiles a los alumnos
que finalizan la educacion primaria en situaciones cotidianas, tales como ir a hacer la
compra.

13. Razona como la implantacion del Euro ha influido en la creacion de nuevas necesidades
de aprendizaje, en lo que se refiere a conceptos numéricos.

La medida

Conceptos

1. Necesidad y funciones de la medicion:
2. Unidades no convencionales.

3. Las unidades de medida del Sistema Métrico Decimal: (longitud, superficie,
capacidad, masa).

4. Las unidades de medida de tiempo.

Procedimientos

1. Mediciones con unidades convencionales y no convencionales.

2. Elaboracion y utilizacion de estrategias personales para llevar a cabo
estimaciones de medidas en situaciones cotidianas.

3. Toma de decisiones sobre las unidades de medida mas adecuadas en cada caso
atendiendo al objetivo de la medicion.

4. Expresion verbal del proceso seguido y de la estrategia utilizada en la medicion.

Actitudes

1. Valoracion de la importancia de las mediciones y estimaciones en la vida
cotidiana.

2. Gusto por la precision apropiada en la realizacion de mediciones.

3. Curiosidad e interés por averiguar la medida de algunos objetos y tiempos
familiares.

4. Tendencia a expresar los resultados numéricos de las mediciones manifestando
las unidades de medida utilizadas.
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14. Analiza la progresion del aprendizaje de las unidades de medida de tiempo en la
ensefanza primaria en una coleccion de libros de texto. ;Piensas que tienen en cuenta los
contenidos actitudinales?

3. Formas geométricas y situacion en el espacio
Conceptos
1. La situacion en el espacio (distancias, angulos y giros, y sistema de coordenadas
cartesianas)
2. Relacion entre elementos geométricos (paralelismo, perpendicularidad)
3. Larepresentacion elemental del espacio (planos, mapas, maquetas)
4. Formas planas y espaciales
5. Regularidades y simetrias.
Procedimientos
1. Descripcion de la situacion y posicion de un objeto en el espacio con relacion a
uno mismo y/o a otros puntos de referencia apropiados.
2. Interpretacion y descripcion verbal de croquis, planos, maquetas y mapas.
3. Comparacion y clasificacion de figuras y cuerpos geométricos utilizando diversos
criterios.
4. Formacion de figuras planas y cuerpos geométricos a partir de otras por
composicioén y descomposicion.
5. Busqueda de elementos de regularidad y simetria en figuras y cuerpos
geométricos.
Actitudes
1. Valoracion de la utilidad de los sistemas de referencia y de la representacion
espacial en actividades cotidianas.
2. Sensibilidad y gusto por la elaboracion y por la presentacion cuidadosa de las
construcciones geomeétricas.
3. Precision y cuidado en el uso de instrumentos de dibujo y disposicion favorable
para la busqueda de instrumentos alternativos.
4. Interés y perseverancia en la busqueda de soluciones a situaciones problematicas
relacionadas con la organizacion y utilizacion del espacio.
4. Organizacion de la informacion
Conceptos
1. Larepresentacion grafica:
2. Las tablas de datos.
3. Tipos de graficas estadisticas: bloques de barras, pictogramas, diagramas
lineales, etc.
4. Caracter aleatorio de algunas experiencias.
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Procedimientos

1. Exploracion sistematica, descripcion verbal e interpretacion de los elementos
significativos de graficas sencillas relativas a fendmenos familiares.

2. Recogida y registro de datos sobre objetos, fendmenos y situaciones familiares
utilizando técnicas elementales de encuesta, observacion y medicion.

3. Elaboracion de graficas estadisticas con datos poco numerosos relativos a
situaciones familiares.

4. Expresion sencilla del grado de probabilidad de un suceso.
Actitudes

1. Actitud critica ante las informaciones y mensajes transmitidos de forma grafica y
tendencia a explorar todos los elementos significativos.

2. Valoracion de la expresividad del lenguaje grafico como forma de representar
muchos datos.

3. Sensibilidad y gusto por las cualidades estéticas de los graficos observados o
elaborados.

15. Analiza los conceptos y procedimientos implicados en la resolucion de la siguiente
tarea. /Se recogen todas las indicadas en el Decreto de Educacion Primaria? Completa la
tarea para que se recojan todos ellos.

Ejercicio. Al medir la altura en cm. que pueden saltar un grupo de escolares, antes y
después de haber efectuado un cierto entrenamiento deportivo, se obtuvieron los valores
siguientes. ;jPiensas que el entrenamiento es efectivo?

Altura saltada en cm.

Alumno Ana Bea Carol DianaElena Fanny GemaHilda Ines Juana
Antes del 115 112 107 119 115 138 126 105 104 115
entrenamiento

Después del 128 115 106 128 122 145 132 109 102 117
entrenamiento

3.3. Estandares de contenidos y procesos del NCTM

Los Estandares constituyen un fundamento global recomendado para todos los
estudiantes. Se formulan estandares para cinco bloques de contenido matematico y cinco
tipos de procesos matematicos. Los bloques de contenido son: Numeros y operaciones,
Algebra, Geometria, Medicion, Analisis de Datos y Probabilidad, mientras que los tipos de
procesos matematicos se refieren a: Resolucion de Problemas, Razonamiento y prueba,
Comunicacion, Conexiones y Representaciones.

Cada uno de estos diez Estandares se aplican en todos los niveles, desde educacion
infantil a bachillerato y proponen las matematicas que todos los estudiantes deberian tener
oportunidad de aprender. Cada Estandar comprende un pequefio nimero de objetivos que
se aplican a todos los niveles — un niicleo comun que promueve un foco en el crecimiento
del conocimiento de los estudiantes a medida que progresan en el curriculo. En cada tramo
de niveles se formulan un conjunto adicional de expectativas especificas sobre los
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estandares de contenido. No se espera que cada topico sea tratado todos los afios ni que los
distintos contenidos se traten de manera separada unos de otros. Las distintas areas se
solapan y estan integradas. Los procesos se pueden aprender dentro de los contenidos, y
los contenidos se puede aprender dentro de los procesos.

Ejemplos
Los numeros penetran en todas las areas de matematicas. Algunos temas sobre analisis de
datos se pueden caracterizar como parte de la medicion. Los patrones y funciones aparecen en

geometria. Los procesos de razonamiento, prueba, resolucion de problemas y representacion
se usan en todas las areas de contenido.

La disposicion del curriculo en estos Estandares se propone como una organizacion
coherente del contenido y los procesos matemadticos. Las personas que disefien marcos
curriculares especificos, evaluaciones, materiales instruccionales, programaciones de aula
basados en los Principios y Estandares necesitaran tomar sus propias decisiones sobre el
orden y el énfasis en los distintos contenidos y procesos.

Los objetivos generales incluidos en las tablas 3.1 y 3.2 se concretan en objetivos mas
especificos (expectativas) segun los siguientes tramos de niveles o grados en que se divide
el sistema educativo en EE.UU: Preescolar a 2° Grado (edades 5 a 7 anos); Grados 3 a 5
(8-10 anos); Grados 6 a 8 (11-13 afios) y Grados 9 a 12 (14-17 anos). El tramo de edades
de los niveles intermedios, Grados 6 a 8, incluye el 6° Nivel, que para nosotros
corresponde a la Educacion Primaria.

Tabla 3.1: Estandares de contenidos matematicos para los niveles de educacion infantil a
bachillerato

Contenidos y | Los programas instruccionales deberian capacitar a los estudiantes para:
procesos

e comprender los numeros, los modos de representar los numeros, relaciones

Numeros y entre los niimeros, y los sistemas numéricos;
operaciones e comprender los significados de las operaciones y como se relacionan unas con
otras;
e calcular eficazmente y hacer estimaciones razonables.
Algebra e comprender patrones, relaciones y funciones;
e representar y analizar situaciones y estructuras matematicas usando simbolos
algebraicos;
e usar modelos matematicos para representar y comprender relaciones
cuantitativas;
e analizar el cambio en diversos contextos.
Geometria e analizar las caracteristicas y propiedades de las formas geométricas de dos y
tres dimensiones y desarrollar argumentos matematicos sobre relaciones
geométricas;

e especificar posiciones y describir relaciones espaciales usando geometria de
coordenadas y otros sistemas de representacion;

e aplicar transformaciones y usar la simetria para analizar situaciones
matematicas;

e usar la visualizacion, el razonamiento espacial, y la modelizacion geométrica
para resolver problemas.

Medicion e comprender los atributos medibles de los objetos y las unidades, sistemas, y
procesos de medicion;
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aplicar técnicas apropiadas, herramientas, y formulas para determinar
mediciones.

Analisis de
Datos y
Probabilidad

formular cuestiones que se puedan plantear sobre datos y recoger, organizar, y
presentar datos relevantes para responderlos;

seleccionar y usar métodos estadisticos apropiados para analizar datos;
desarrollar y evaluar inferencias y predicciones basadas en los datos;
comprender y aplicar conceptos basicos de probabilidad.

Tabla 3.2: Estandares sobre procesos matemdticos para los niveles de educacion infantil a

bachillerato

Contenidos y

Los programas instruccionales deberian capacitar a los estudiantes para:

procesos
Resolucion de e construir nuevo conocimiento matematico por medio de la resolucion de
Problemas problemas;

e resolver problemas que surgen de las matematicas y en otros contextos;

e aplicar y adaptar una variedad de estrategias apropiadas para resolver
problemas;

e controlar y reflexionar sobre el proceso de resolver problemas
matematicos.

Razonamiento y
Prueba

e reconocer el razonamiento y la prueba como aspectos fundamentales de
las matematicas;

e hacer e investigar conjeturas matematicas;
e desarrollar y evaluar argumentos y pruebas;
e seleccionar y usar varios tipos de razonamientos y métodos de prueba.
Comunicaciones |e organizar y consolidar su pensamiento matematico mediante la
comunicacion;
e comunicar su pensamiento matematico de manera coherente y clara a los
compafieros, profesores y a otras personas;
e analizar y evaluar el pensamiento matematico y las estrategias de los
demas;
e usar el lenguaje de las matematicas para expresar ideas matematicas de
manera precisa.
Conexiones e reconocer y usar conexiones entre las ideas matematicas;
e comprender como se relacionan las ideas matematicas y se organizan en
un todo coherente.
e reconocer y aplicar las ideas matematicas en contextos no matematicos.
e crear y usar representaciones para organizar, registrar, y comunicar ideas
Representaciones matematicas;
e seleccionar, aplicar, y traducir representaciones matematicas para resolver
problemas;

e usar representaciones para modelizar e interpretar fendmenos fisicos,
sociales y matematicos

16. Analizar las diferencias y semejanzas en las orientaciones curriculares siguientes
respecto de los contenidos matematicos para los niveles de primaria:

- Curriculo basico del MEC
- Las orientaciones curriculares de tu Comunidad Autonoma

- Principios y Estandares 2000 del NCTM.
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4. ORIENTACIONES SOBRE LA EVALUACION
4.1. Fines y tipos de evaluacion. Principios basicos

La evaluacion es el proceso de recogida y andlisis de informacion que permite
conocer hasta qué punto se estd produciendo un buen proceso de ensefanza y
aprendizaje y qué problemas se estdn planteando en este proceso. La informacion
resultante proporciona al profesor elementos para analizar criticamente su intervencion
educativa, detectar necesidades y tomar decisiones al respecto. En la evaluacion, como
seguimiento continuo del proceso de ensefianza y aprendizaje cabe distinguir tres
momentos 0 aspectos complementarios:

e Evaluacion inicial: aporta informacién sobre la situacion de cada alumno al iniciar
un determinado proceso de ensefanza y aprendizaje que permite adecuar este
proceso a sus posibilidades. Desde la perspectiva del aprendizaje significativo, esta
evaluacion se convierte en una tarea prioritaria para conocer los conocimientos
previos de los alumnos.

o Evaluacion formativa o continua: pone énfasis en el proceso de ensefianza y
aprendizaje entendido como un continuo. Es una evaluacion con caracter regulador,
de orientacion y autocorrectora del proceso educativo, al proporcionar informacion
constante sobre si este proceso se adapta a las necesidades o posibilidades del
sujeto, permitiendo la modificacion de aquellos aspectos que resulten poco
funcionales.

o Evaluacion sumativa: proporciona informacion sobre el grado de consecucion de los
objetivos propuestos, referidos a cada alumno y al proceso formativo. Esta
evaluacion toma datos de la formativa y afiade a éstos otros obtenidos de forma mas
puntual.

La evaluacion se considera hoy dia una parte importante del proceso de instruccion.
Se concibe la evaluacion como un proceso dindmico y continuo de produccion de
informacion sobre el progreso de los alumnos hacia los objetivos de aprendizaje. El
principal proposito es mejorar el aprendizaje de los alumnos. Otros fines secundarios de la
evaluacion son:

e Proporcionar a los alumnos informacién individual sobre qué han aprendido y en qué
puntos tienen dificultades.

e Proporcionar informacion al profesor, a los padres y al centro escolar sobre el progreso
y la comprension de sus alumnos, en general y sobre las dificultades de estudiantes
particulares

e Proporcionar a las autoridades educativas o a cualquier agente educativo un indicador
global del éxito conseguido en los objetivos educativos.

Cuando la evaluacién es una parte integral de la instruccion matematica, contribuye
de manera significativa al aprendizaje matematico de todos los estudiantes. “La
evaluacion deberia apoyar el aprendizaje de unas matemdticas importantes y
proporcionar informacion util a los profesores y a los estudiantes” (NCTM 2000,
Principio de Evaluacién)

La evaluacion deberia ser mas que un test al final de la instruccidn para ver como se
comportan los estudiantes bajo condiciones especiales; en su lugar, deberia ser una parte
integral de la instruccion que informa y guia a los profesores en la toma de decisiones.
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Ademas, la evaluacion no deberia hacerse sélo a los estudiantes; se debe realizar para
los estudiantes, para guiar y estimular su aprendizaje. Los Estandares de Evaluacion de
las Matematicas Escolares (NCTM, 1995) proponen que una evaluacion ejemplar de las
matematicas deberia,

« reflejar las matematicas que los estudiantes deberian conocer y lo que deberian ser
capaces de hacer;

« estimular el aprendizaje de las matematicas;
o promover la equidad;

e ser un proceso abierto;

« promover inferencias validas;

e Ser un proceso coherente.

En los siguientes apartados incluimos las orientaciones sobre la evaluacion de la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas contenidas en el curriculo basico del MEC
y los Estandares sobre Evaluacion del NCTM.

4.2. La evaluacion en el curriculo basico del MEC
En el DCB se contemplan los siguientes criterios:

1. En un contexto de resolucion de problemas sencillos, anticipar una solucion
razonable y buscar los procedimientos matemdaticos mas adecuados para abordar el
proceso de resolucion.

Este criterio esta dirigido especialmente a comprobar la capacidad del alumno o la
alumna en la resolucion de problemas, atendiendo al proceso que ha seguido. Se trata de
verificar que el alumnado trata de resolver un problema de forma légica y reflexiva.

2. Resolver problemas sencillos del entorno aplicando las cuatro operaciones con
numeros naturales y utilizando estrategias personales de resolucion.

Con este criterio se pretende evaluar que el alumnado sabe seleccionar y aplicar
debidamente las operaciones de calculo en situaciones reales. Se debera atender a que
sean capaces de transferir los aprendizajes sobre los problemas propuestos en el aula a
situaciones fuera de ella.

3. Leer, escribir y ordenar numeros naturales y decimales, interpretando el valor de
cada una de sus cifras (hasta las centésimas), y realizar operaciones sencillas con estos
numeros.

Con este criterio se pretende comprobar que el alumnado maneja los nimeros
naturales y decimales; igualmente, se trata de ver que sabe operar con estos numeros y
que, en situaciones de la vida cotidiana, interpreta su valor.

4. Realizar calculos numéricos mediante diferentes procedimientos (algoritmos, uso
de la calculadora, calculo mental y tanteo) utilizando el conocimiento sobre el sistema
de numeracion decimal

Este criterio trata de comprobar que los alumnos y las alumnas conocen las
relaciones existentes en el sistema de numeracion y que realizan célculos numéricos
eligiendo alguno de los diferentes procedimientos. Igualmente, se pretende detectar que
saben usar la calculadora de cuatro operaciones.

106



Curriculo matematica para la educacion primaria

5. Realizar estimaciones y mediciones escogiendo entre las unidades e instrumentos
de medida mas usuales, los que se ajusten mejor al tamario y naturaleza del objeto a
medir

Con este criterio se trata de que alumnos y alumnas demuestren su conocimiento
sobre las unidades mas usuales del SMD y sobre los instrumentos de medida mas
comunes. También se pretende detectar si saben escoger los mas pertinentes en cada
caso y si saben estimar la medida de magnitudes de longitud, superficie, capacidad,
masa y tiempo. En cuanto a las estimaciones, se pretende que hagan previsiones
razonables.

6. Expresar con precision medidas de longitud, superficie, masa, capacidad y tiempo
utilizando los multiplos y submultiplos usuales y convirtiendo unas unidades en otras
cuando sea necesario

Con este criterio se pretende detectar que alumnos y alumnas saben utilizar con
correccion las unidades de medida mas usuales, que saben convertir unas unidades en
otras (de la misma magnitud), y que los resultados de las mediciones que realizan los
expresan en las unidades de medida més adecuadas y utilizadas.

7. Realizar e interpretar una representacion espacial (croquis de un itinerario,
plano, maqueta) tomando como referencia elementos familiares y estableciendo
relaciones entre ellos

Este criterio pretende evaluar el desarrollo de las capacidades espaciales topologicas
en relacion con puntos de referencia, distancias, desplazamientos y ejes de coordenadas.
La evaluacion debera llevarse a cabo mediante representaciones de espacios conocidos
o mediante juegos.

8. Reconocer y describir formas y cuerpos geométricos del entorno proximo,
clasificarlos y dar razones del modo de clasificacion

Este criterio pretende comprobar que el alumno o la alumna conoce algunas
propiedades basicas de los cuerpos y formas geométricas, que elige alguna de esas
propiedades para clasificarlos y que explica y justifica la eleccion.

9. Utilizar las nociones geométricas de simetria, paralelismo, perpendicularidad,
perimetro y superficie para describir y comprender situaciones de la vida cotidiana.

En este criterio es importante detectar que los alumnos han aprendido estas nociones
y saben utilizar los términos correspondientes para dar y pedir informacion.

10. Realizar, leer e interpretar representaciones grdficas de un conjunto de datos
relativos al entorno inmediato

Este criterio trata de comprobar que el alumno o la alumna es capaz de recoger y
registrar una informacién que se pueda cuantificar, que sabe utilizar algunos recursos
sencillos de representacion grafica, tablas de datos, bloques de barras, diagramas
lineales, etc., y que entiende y comunica la informacion asi expresada.

11. Hacer estimaciones basadas en la experiencia sobre el resultado de juegos de
azar sencillos y comprobar dicho resultado

Se trata de comprobar que los alumnos empiezan a constatar que hay sucesos
imposibles, sucesos que con toda seguridad se producen, o que se repiten, siendo mas o
menos probable esta repeticion. Estas nociones estaran basadas en su experiencia.
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12. Expresar de forma ordenada y clara los datos y las operaciones realizadas en la
resolucion de problemas sencillos

Este criterio trata de comprobar que el alumno o la alumna comprende la importancia
que el orden y la claridad tienen en la presentacion de los datos de un problema para la
busqueda de una buena solucidn, para detectar los posibles errores y para explicar el
razonamiento seguido. Igualmente, trata de verificar que comprende la importancia que
tiene el cuidado en la disposicion correcta de las cifras al realizar los algoritmos de las
operaciones propuestas.

13. Perseverar en la busqueda de datos y soluciones precisas en la formulacion y la
resolucion de un problema

Se trata de ver si el alumno valora la precision en los datos que recoge y en los
resultados que obtiene y si persiste en su busqueda, en relacién con la medida de las
distintas magnitudes, con los datos recogidos para hacer una representacion grafica y
con la lectura de representaciones.

17. Indica cuales de los siguientes instrumentos de evaluacion podrian ser utiles para cada
uno de los criterios basicos de evaluacién (1 a 13) del curriculo del MEC.

e Observacion sistematica de las intervenciones de los alumnos en clase a lo largo del curso
e Revision periddica de los cuadernos y apuntes de los alumnos;

¢ Pruebas especificas escritas tipo examen

¢ Preguntas realizadas en clase a alumnos particulares o a toda la clase;

e Trabajos de sintesis sobre un tema o una coleccion de lecturas. que muestren la comprension y
capacidad de sintesis

e Proyectos y trabajos individuales o colectivos
e Test de opciones multiples
e Problemas para realizar en la clase o como trabajo de casa

¢ "Dossier" donde el profesor va recogiendo informacion diversa acerca del alumno

¢ "Diario" elaborado por los alumnos con resimenes de lo aprendido en clase

4.3. La evaluacion en los Estandares del NCTM

El National Council of Teachers of Mathematicas (NCTM, 1991), propone dos
categorias de estandares de evaluacion de la ensefianza de las matematicas: El proceso y
los focos de la evaluacion. Sobre el proceso de evaluacion se formulan tres estdndares y
sobre los focos de evaluacion cinco estandares.

A: EL PROCESO DE EVALUACION:
ESTANDAR 1: EL CICLO DE EVALUACION

La evaluacion de la ensefianza de las matematicas deberia ser un proceso ciclico
que implique:

e recogida perioddica y analisis de informacién sobre la ensefianza de las matematicas
de un individuo;

e el desarrollo profesional basado en el andlisis de la ensefianza;
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¢ la mejora de la ensefianza como consecuencia del desarrollo profesional.

ESTANDAR 2: LOS PROFESORES COMO PARTICIPANTES DE LA EVALUACION

La evaluacion de la ensefianza de las matematicas deberia proporcionar
oportunidades progresivas para que los profesores:

e analicen su propia ensefianza;
e deliberar con los colegas sobre su ensefianza;

e consultar con sus supervisores sobre su ensefianza.

ESTANDAR 3: FUENTES DE INFORMACION

La evaluaciéon de la ensefianza de las matematicas deberia estar basada en
informacion procedente de una variedad de fuentes incluyendo:

e los objetivos del profesor y las expectativas sobre el aprendizaje de los estudiantes;
e los planes del profesor para el logro de estos objetivos;

e el archivo del profesor, formado por una muestra de planes de lecciones, actividades
y materiales de los estudiantes, y los medios para evaluar la comprension
matematica de los estudiantes;

e andlisis de multiples episodios de ensenanza en clase;
e los analisis del profesor de la ensefianza en clase;

e cvidencia, de la comprension y actitud de los estudiantes hacia las matematicas.

18. Indica todas las fuentes que el profesor puede utilizar para evaluar su propia actuacion
en el aula. ;Por qué la autoevaluacion es una parte importante de la tarea del profesor?

B. LOS FOCOS DE LA EVALUACION:

ESTANDAR 4: CONCEPTOS, PROCEDIMIENTOS Y CONEXIONES
MATEMATICAS

La evaluacion de la ensefianza de conceptos, procedimientos y conexiones
matematicas deberia proporcionar evidencia de que el profesor,

e demuestra un conocimiento adecuado de los conceptos y procedimientos
matematicos;

e representa las matematicas como una red de conceptos y procedimientos
interconectados;

e enfatiza las conexiones entre las matematicas y otras disciplinas y las relaciona con
la vida diaria;

e compromete a los estudiantes en tareas que promueven la comprension de los
conceptos, procedimientos y conexiones matematicas;

e compromete a los estudiantes en un discurso matematico que amplia su
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comprension de los conceptos, procedimientos y conexiones matematicas.

ESTANDAR 5: LAS MATEMATICAS COMO RESOLUCION DE PROBLEMAS,
RAZONAMIENTO Y COMUNICACION

La evaluacion de la ensefianza de las matemadticas como un proceso que implica la
resoluciéon de problemas, el razonamiento y la comunicacion deberia proporcionar
evidencia de que el profesor:

e c¢jemplifica y enfatiza los aspectos de resoluciéon de problemas, incluyendo la
formulacion y el planteamiento de problemas, resolucion de problemas usando
diferentes estrategias, verificando e interpretando resultados, y generalizando
soluciones;

e muestra y enfatiza el papel del razonamiento matematico;

e cjemplifica y enfatiza la comunicacion matematica usando formas escritas, orales y
visuales;

e compromete a los estudiantes en tareas que implican la resolucion de problemas, el
razonamiento y la comunicacion;

e compromete a los estudiantes en el discurso matematico que amplia su comprension
de la resolucién de problemas y su capacidad para razonar y comunicarse
matematicamente.

ESTANDAR 6: PROMOCION DE LA DISPOSICION MATEMATICA

La evaluacion de que el profesor estimula la disposicion matematica de los estudiantes
deberia proporcionar evidencia de que:

e modeliza una disposicion para hacer matematicas;

e muestra el valor de las matematicas como un modo de pensar y sus aplicaciones en
otras disciplinas y en la sociedad;

e promueve la confianza de los estudiantes, la flexibilidad, perseverancia, curiosidad,
e inventiva en la actividad de matematizacion por medio del uso apropiado de tareas
y comprometiendo a los estudiantes en el discurso matematico.

ESTANDAR 7: EVALUACION DE LA COMPRENSION MATEMATICA DE LOS
ESTUDIANTES

La evaluacion de los medios, por los que el profesor evalua la comprension de las
matematicas de los estudiantes deberia proporcionar evidencia de que el profesor —

e usa una variedad de métodos de evaluacion para determinar la comprension
matematica de los estudiantes;

e Jlos métodos de evaluacion concuerdan con el nivel de desarrollo, madurez
matematica, y 1a base cultural de. los estudiantes;

e los métodos de evaluacion se corresponden con lo que se ensefia y como se ensefia;

e analiza la comprension individual de cada estudiante, su disposicion para hacer,
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matematicas, de modo que la informacién sobre su desarrollo matematico pueda ser
proporcionado a los estudiantes, sus padres y al personal escolar pertinente;

e basa la instruccion en la informacion obtenida en la evaluacion de la comprension
de los estudiantes y de su disposicion hacia las matematicas.

ESTANDAR 8: ENTORNO DE APRENDIZAJE

La evaluacion de la capacidad del profesor para crear un entorno de aprendizaje
que estimula el desarrollo de la capacidad matematica de cada estudiante deberia
proporcionar evidencia de que el profesor:

e transmite la idea de que las matematicas son un contenido para ser explorado y
creado tanto individualmente como en colaboracion con otros.

e respeta a los estudiantes y sus ideas y anima su curiosidad y espontaneidad;
e estimula a que los estudiantes extraigan y validen sus propias conclusiones;

e selecciona las tareas que permitan a los estudiantes construir nuevos significados
mediante la construccion y la extension de su conocimiento previo;

e hace un uso apropiado de los recursos disponibles;

e respeta y responde a los diversos intereses de los estudiantes asi como a sus
identidades culturales, lingiiisticas y socioecondémicas mediante el disefio de las
tareas matematicas;

e apoya y estimula la participacion completa y el estudio continuado de las
matematicas de todos los estudiantes.

19. Analizar las diferencias y semejanzas en las orientaciones curriculares siguientes
respecto de la evaluacion de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en primaria:

- Curriculo basico del MEC
- Las orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

- Principios y Estandares 1991 del NCTM.

5. DISENO Y GESTION DE UNIDADES DIDACTICAS

En este apartado s6lo se dan algunas indicaciones para conseguir el objetivo de
aprender a disefiar y gestionar unidades didacticas, ya que, evidentemente, este objetivo
es muy ambicioso y s6lo se puede alcanzar a partir de la experiencia que se obtiene al
impartir clases reales.

El disefio de unidades didacticas (programaciones de aula o tercer nivel de
concrecion del curriculo) tendra en cuenta los documentos oficiales (primer nivel de
concrecion) y el proyecto de centro (segundo nivel de concrecion).

El disefio de unidades didacticas implica la toma de decisiones en distintos ambitos
de concrecion hasta culminar en un documento en el que el profesor concreta los
objetivos, contenidos, actividades, recursos y materiales, instrumentos de evaluacion y
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seleccion de estrategias metodologicas. Este documento serd un instrumento de
planificacion y gestion del trabajo en clase con los alumnos, en un periodo corto de
tiempo (unas 3 o 4 semanas) y se centra en un contenido matematico que tiene una
cierta unidad temadtica, y que organiza el tratamiento de un cierto tipo de problemas en
el nivel educativo correspondiente.

5.1 Elementos a tener en cuenta en la planificacion de una unidad didactica

Nos parece evidente que el disefio de las unidades didacticas se ha de basar en los
seis elementos que describimos a continuacion.

(1) La informacion disponible sobre los objetivos y contenidos del curriculo de
primaria y del proyecto de centro correspondiente.

Pero esta informacion no es suficiente para asegurar que los alumnos realicen una
actividad matematica "rica" que contemple los diferentes aspectos de dicha actividad
descritos en el capitulo 1. Al analizar la actividad matematica en el primer capitulo
vimos que un contenido que puede parecer elemental como, por ejemplo "suma", se
convierte en un sistema complejo formado por conceptos, procedimientos, lenguaje,
situaciones, argumentaciones, etc. Para analizar y organizar este sistema complejo las
orientaciones curriculares, siendo importantes, son insuficientes, ya que el maestro tiene
que tomar decisiones sobre el tipo de problemas que propondra a los alumnos, el tipo de
representaciones que utilizard, el orden de presentacion de los contenidos, etc.

Por tanto conviene tener en cuenta en segundo lugar:

(2) Los tipos de problemas que son el campo de aplicacion de los contenidos
matematicos seleccionados.

Las situaciones de la vida cotidiana y las otras ciencias puede ayudarnos mostrando
los problemas que se pueden resolver con los contenidos de la unidad didactica,
mientras que la historia de las matematicas puede ayudarnos para saber como y por qué
fueron planteados.

Los tipos de problemas se resuelven con determinados procedimientos, entre los
cuales tendremos que hacer una seleccion; estos procedimientos se justifican por medio
de unos conceptos que se tendran que definir (institucionalizar) de una o varias maneras
diferentes, estos conceptos y procedimientos se tendran que representar por algunas de
las diferentes representaciones que se utilizan normalmente, etc.

Por lo tanto también es conveniente tener en cuenta en tercer lugar:

(3) El conjunto organizado de prdcticas institucionales, operativas y discursivas, que
proporcionan la solucion a los tipos de problemas seleccionados (contenidos
procedimentales, conceptuales y formas de representacion).

Un andlisis a fondo de los contenidos a ensefar, su organizacion, estructura,
relaciones logicas, técnicas de resolucion, formas de representacion, etc. es fundamental
para disefiar una secuencia didéctica. Para este analisis puede ser muy util conocer la
génesis historica de los contenidos que se quieren ensefiar, ya que ésta puede ser una
fuente importante de material para su ensenanza. Considerar el momento histérico en el
que se desarrolla un contenido matemadtico lleva a hablar de sus conexiones con la
ciencia de la época, con las necesidades humanas, sociales o de cualquier otro tipo que
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llevaron al inicio y posterior desarrollo de dicho contenido. También obliga a hablar de
las aplicaciones posteriores, esperadas o que surgieron de forma imprevista. Otro
elemento a destacar es que la historia también puede ayudar a resolver el problema de la
motivacion del alumno.

Para este tipo de analisis también puede ser muy util el estudio de las unidades
didacticas que proponen los libros de texto. Un analisis comparativo de la organizacion
que presentan los libros de texto de primaria es un elemento importante a tener en
cuenta para elaborar una propuesta de unidad didactica. De todas maneras, el analisis
que se propone ha de ser un andlisis de los contenidos a ensefiar que lleve a su
problematizacién y no a una asuncion acritica tanto de los contenidos del DCB como de
las organizaciones que proponen los diferentes libros de texto para su ensefianza.

Los tres puntos anteriores son los fundamentales para el disefio de unidades. Ahora
bien, hay otros aspectos a tener en cuenta. El primero de ellos son los recursos y
materiales didacticos, ya que estos tienen una incidencia importante en el proceso de
ensefianza-aprendizaje y pueden condicionar la organizacidon, los contenidos y la
metodologia de la unidad didéctica. Por ejemplo, el hecho de poder usar un programa de
geometria dindmica como el programa Cabri, o bien una Hoja de Calculo puede
implicar que determinados contenidos de geometria o estadistica puedan ser
incorporados a la unidad.

Por lo tanto, un cuarto aspecto a tener en cuenta es el siguiente:

(4) Materiales y recursos disponibles para el estudio del tema, incluyendo los libros de
texto y experiencias didacticas descritas en las publicaciones accesibles.

Otro elemento que conviene tener en cuenta es el conocimiento de los errores y
dificultades recurrentes en el estudio del tema que la investigacion didactica ha
documentado. En la fase de planificacion de la unidad se pueden contemplar a priori
estos errores y dificultades para disefiar actividades que los tengan presentes.

Por lo tanto, un quinto aspecto a tener en cuenta es el siguiente

5. El conocimiento de los errores y dificultades recurrentes en el estudio del tema que
la investigacion didactica ha documentado

Por ultimo conviene tener presente un sexto aspecto, ya que, por ejemplo, la
organizacion de una unidad no serd la misma si optamos por una metodologia
globalizadora, por ejemplo, un proyecto de trabajo, en la que se traten conjuntamente
contenidos de varios bloques (por ejemplo, geometria y medida) que si no lo hacemos, y
nos limitamos a los contenidos de un solo bloque.

Por lo tanto, un sexto aspecto a tener en cuenta es el siguiente

6. Los criterios metodologicos y de evaluacion incluidos en las orientaciones
curriculares, asi como las recomendaciones aportadas por la investigacion
didactica descritas en publicaciones accesibles.

5.2 Disefio de una unidad didactica

Las consideraciones anteriores se refieren a la fase de la planificacion de la unidad
didactica. Pero en el disefio de una unidad didéctica, hay que contemplar una primera
fase de planificaciéon y una segunda fase propiamente de disefio. En la fase de
planificacion conviene tener presente el mayor nimero posible de los seis aspectos
comentados anteriormente. Una vez hemos recogido informacion sobre los elementos
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anteriores, podemos empezar a tomar decisiones que permiten el disefo efectivo de la
unidad. Esto es, concretar en actividades de aula las tomas de posicion sobre los
aspectos anteriores.

Con relacion a las actividades disefiadas se ha de remarcar que la naturaleza de la
actividad de los alumnos en clase de matematicas es una cuestion central en su
ensefianza puesto que el aprendizaje es siempre el producto de la actividad, y si esta se
reduce, por ejemplo, a la resolucion repetitiva de ejercicios para aplicar ciertas formulas
esto es lo que se aprende y lo que queda en los alumnos. Por lo tanto, hay que procurar
incorporar en la unidad actividades "ricas" en el sentido de que permitan superar el
aprendizaje pasivo, gracias a la incorporacion al proceso de ensefianza-aprendizaje,
entre otros, de algunos de los siguientes aspectos:

- laactividad del alumno,

- el uso de materiales,

- problemas contextualizados,

- grupos de trabajo,

- uso de diferentes representaciones,

- la contextualizacioén de contenidos, etc.

Tal como se coment6 en el capitulo 2 al tratar el estudio dirigido de las
matematicas conviene disefiar actividades que permitan la accion, la formulacion, la
validacion y la institucionalizacién.

Por otra parte, es conveniente elaborar una unidad didactica para un alumno
"promedio", que contemple actividades de refuerzo para los alumnos con mas
dificultades y también actividades de ampliacion.

En la fase de disefio también se han de contemplar actividades de evaluacion
inicial, formativa y sumativa.

Las consideraciones anteriores se han de concretar en un material que, de manera
indicativa, tendrd la siguiente estructura:

e Objetivos
e Contenidos

e Una breve descripcion de las actividades con orientaciones metodologicas y el
tipo de recurso a utilizar

e Una breve descripcion de las actividades de evaluacion con orientaciones
metodologicas

e Una breve descripcion de las posibles actividades de refuerzo y de ampliacion
o Recursos y materiales
o Bibliografia

e Actividades para los alumnos

5.3. Gestion de las unidades didacticas. Adaptaciones

En el disefio de la unidad se ha previsto, muchas veces de manera implicita, una
determinada gestion de aula. Por ejemplo, si la unidad incorpora una actividad en la que
los alumnos han de descubrir una féormula para hallar el nimero de diagonales de un
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poligono, el maestro en la situacion de accion de los alumnos tendra una actuacion muy
diferente que en la situacion de validacion o en la de institucionalizacion de los
resultados obtenidos.

La gestion de la unidad puede llegar a ser mas importante que las propias
actividades que la componen ya que una actividad "rica", mal gestionada, normalmente
termina siendo una actividad "pobre", mientras que una actividad mal disefiada, bien
gestionada, se puede llegar a convertir en una actividad "rica".

A pesar de que en la planificacion y el disefio de la unidad ya se ha previsto a priori
una determinada gestion de aula y un determinado tratamiento de la diversidad, tenemos
que pasar a analizar la gestion efectiva de aula que permite la unidad disefiada. Hay que
tener en cuenta que esta unidad se va a utilizar con unos alumnos determinados sobre
los cuales podemos tener mucha informacion de los cursos anteriores. Esta informacion,
junto con la evaluacion inicial de los alumnos y la evaluacion formativa -utilizadas tal
como se ha explicado en este capitulo- permiten adaptar la unidad a la diversidad de los
alumnos. Esto es, la unidad didéctica se ha de adaptar, ampliar o variar para tratar la
diversidad de errores y dificultades que pueden presentar los alumnos.

En la fase de gestion de la unidad, el maestro tendrd en cuenta las caracteristicas de
las situaciones que pueden ser modificadas por él (variables didacticas), asi como los
fenomenos del contrato didactico.

De todas maneras, hay que ser conscientes de que nos podemos encontrar con
determinados alumnos que necesitaran una adaptacion curricular. El curriculum escolar
propuesto por las administraciones tiene un caracter abierto, flexible o adaptable a las
necesidades o caracteristicas de la comunidad educativa en la que estdn inmersos los
centros educativos. Esta concepcion permite la puesta en marcha de un proceso de
adaptacion curricular a diferentes niveles, hasta llegar al nivel de concrecién de una
Adaptacion Curricular Individual (ACI). Por tanto, a los tres niveles de concrecion
comentados anteriormente (DCB, Proyecto de centro, unidad didéctica) hay que
anadirles un cuarto nivel que son las ACI, las cuales consisten en que los tutores,
maestros y maestros de apoyo, asesorados por especialistas, acomodan el curriculo
teniendo en cuenta las caracteristicas individuales.

5.4 La evaluacion de la unidad didactica

Una vez implementada la unidad didéactica es conveniente reflexionar sobre su
utilidad y sobre su posible modificacion. Para poner un solo ejemplo, si se ha optado
por utilizar un determinado material es conveniente formularse preguntas del tipo: ;He
conseguido integrarlo en las actividades de los alumnos?;Qué ventajas e inconvenientes
he observado cuando la actividad se realiza con ese material?;Lo volveré a a utilizar de
la misma manera?;Qué modificaciones introduciré en la secuencia de actividades para
optimizar el uso de este material? ;Hay algin material similar que ofrezca mas
ventajas?, etc.

20. Selecciona un contenido matematico y planifica una semana de trabajo para un nivel de
primaria determinado teniendo en cuenta los criterios y elementos descritos en esta seccion.
Trabaja en equipo con otro compafiero.
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C: Seminario didactico

1. ANALISIS DE TEXTOS Y DOCUMENTOS CURRICULARES

(1) Discutir el siguiente comentario:

"El curriculo esta siempre en un proceso continuo de cambio con el fin de mantener
un equilibrio entre las necesidades del contenido matematico, el nifio y los cambios
sociales ".

(2) Seleccionar un contenido matematico (por ejemplo, las fracciones). Comparar la
manera en que se planifica su ensefianza en dos libros de texto diferentes.

(3) Seleccionar un contenido matematico (por ejemplo, la multiplicacion de nimeros
naturales). Analizar su desarrollo en tres cursos en los libros de una misma
editorial. Identificar lo que se repasa y lo que se incluye como nuevos
conocimientos en cada nivel.

2. DIFERENTES TIPOS DE CONTENIDOS

(4) Identifica los tipos de contenidos (conceptos, procedimientos o actitudes) que
pretenden evaluar las siguientes actividades:

1) (Se puede decir que la parte rayada del triangulo es 2/3? ;Por qué?

/ \

2) Aproximadamente un tercio de los residuos sélidos es material combustible (papel,
carton, plasticos,...), la mitad es materia organica y el resto es material inerte (metales,
vidrio, restos de obra,...). ;Qué fraccion de los residuos representa el material inerte? Si
en un pueblo se producen diariamente 120 Kg de residuos, ;Cudl es su composicion?

3) Senalar el grado de acuerdo o desacuerdo respecto de las siguientes afirmaciones
sobre las matematicas, segun el siguiente convenio:

1: Totalmente en desacuerdo; 2: En desacuerdo; 3: Neutral (ni de acuerdo ni en
desacuerdo); 4: De acuerdo; 5: Totalmente de acuerdo:
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1. Considero las matematicas como una materia muy necesaria en mis estudios.

1 2

4 5

2. La asignatura de matematicas se me da bastante mal.

1 2

4 5

3. Estudiar o trabajar con las matematicas no me asusta en absoluto

1 2

4) a) Dibuja otro poligono que tenga la misma area que este

cuadrado de lado 6 m.

b) Dibuja otro poligono que tenga el mismo perimetro que este

3. ACTIVIDADES DE CAMPO

4 5

(5) Proponer una prueba de resolucion de problemas a un grupo reducido de
alumnos de primaria. Analizar las soluciones dadas por los alumnos y puntuar

, . . 1
segun la siguiente escala :

Escala de puntuacion de resolucion de problemas

Comprender el problema
0: Incomprension completa del problema

1: Incomprension o interpretacion incorrecta
de parte del problema

2: Comprension completa del problema.

Planificacion de la solucion:

0: No se intenta resolver o plan completamente
inapropiado.

1: Plan parcialmente correcto basado en una
interpretacion correcta de parte del problema

2: El plan podria llevara la solucién correcta si
se hubiera implementado correctamente

Obtencion de la solucion:

0: Sin solucioén, o respuesta erronea basada en
un plan inapropiado.

1: Error de escritura o calculo, respuesta
parcial en un problema con varios apartados.

2. Respuesta correcta y formulacion correcta.

4. DISENO DE SECUENCIAS DE ACTIVIDADES

(6) Preguntas para iniciar la reflexion:

a) /Conviene empezar a disefiar una unidad de estadistica por la lectura de graficas o
bien por la confeccion de gréaficas a partir de tablas?

b) ¢En la primaria hay que introducir la media ponderada?

' Reys, R. E. y cols. (2001). Helping children learn mathematics (Sixth edit.). New York: John Wiley.

(p. 63).

117




J. D. Godino, C. Bataneroy V. Font

¢) (En el ultimo curso de primaria es conveniente trabajar la estadistica con la hoja de
calculo?

d) /Qué tipo de material y cdmo se puede utilizar para hacer un grafico de barras en el
primer ciclo de primaria? .

(7) En la tabla incluida al final de este problema tienes una secuencia de 12
actividades de 6° de primaria. Reflexiona sobre esta secuencia de actividades
teniendo en cuenta los siguientes aspectos2 :

1. Organizacion de la actividad, gestion, recursos, etc.

a) (Se trata de una propuesta de trabajo colaborativo?. b) ;Todos los alumnos
pueden participar?. c¢) ;Se presenta una situacion que implica una actividad
manipulativa?. d) ;Qué tipo de material se utiliza? e) ;Se trata de una tarea que
permite que los alumnos realicen una actividad matematica “rica”?, f) (En cual
actividad el alumno tiene que dar justificaciones y argumentaciones? ;Qué
actividad se puede considerar una situacion de accion? Compara la gestion de las
actividades 8 y 10, etc..

2. Los contenidos y su organizacion

a) (Qué bloques del curriculum se trabajan? b) ;Se trabaja simultdneamente la
geometria en tres dimensiones y la geometria en dos dimensiones?. ¢) ;Cudles son
los principales contenidos que se trabajan en esta secuencia? Confecciona una tabla
con los contenidos (conceptos, procedimientos y valores) que se han trabajado en
cada una de las diferentes actividades.

3. Dificultades del alumno

a) Comenta las dificultades que crees que tendran los alumnos de primaria. b) Lee
y comenta el apartado “Representaciones bidimensionales del espacio
tridimensional” (apartado 1.7, pp. 48-55) del libro El aprendizaje de las
matematicas (Dickson y cols., 1991). c) Si tienes oportunidad de que un alumno de
6° de primaria resuelva estas actividades, ;qué tipo de dificultades has observado?
(Qué tipo de dificultades has tenido tu para resolver estas actividades?

4. Actividades para continuar la secuencia

a) Observa que asi como hay situaciones de accion o de argumentacion no hay
situaciones que sirvan para institucionalizar los contenidos que se han construido
en el proceso de ensefianza-aprendizaje. ;Cuales son los contenidos que conviene
institucionalizar en esta secuencia de actividades?. Disefa actividades para su
institucionalizacion

b) Una casa ha de tener puertas, ventanas, etc. Una forma de continuar esta
secuencia de actividades es que los alumnos construyan sus propias casas en base a

modulos de 1 dm3, pongan puertas, ventanas, tejado, etc.; hagan planos de su
distribucion, dibujen las vistas, etc. Disefia una secuencia de ampliacion de las 12
actividades iniciales teniendo en cuenta estos aspectos.

% Font, V.(2003) La formacién inicial en matematicas de los maestros de educacién primaria. Una
propuesta dialégica. Actas 2° Congreso Internacional de Docencia Universitaria e Innovacion. Julio de
2002. Tarragona
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c¢) (Qué escala es conveniente tomar para que la casa construida con los 4 cubos
sea la maqueta de una casa razonablemente “real”? Disefia una ampliacion de esta
secuencia de 12 actividades que contemple el contenido "escala".

d) En la actividad 8 se ha de construir 1 dm3 Esta actividad se suele proponer en
las clases de primaria ya que una vez construido el cubo se puede plastificar con lo
que se puede llenar de agua y a continuacion pesar con una balanza. Esta actividad

permite comprobar a los alumnos la relacion entre el dm3 | el litro y el kilogramo.
Disefia una continuacion de la secuencia de actividades para continuar el proyecto
trabajando el volumen.

e) Antes de la secuencia inicial de 12 actividades se podria trabajar una secuencia
de actividades sobre los poliminds que sirviera para justificar que solo hay 35
hexaminds. Confecciona una propuesta de ampliacion del proyecto trabajando
actividades relacionadas con los poliminos.

f) El cubo y la casa son poliedros. Disefia una secuencia didactica de ampliacion en
la que los alumnos primero tengan que construir otros poliedros y después tengan
que resolver actividades en las que tengan que contar para cada poliedro las caras,
los vértices y las aristas y, finalmente, comprobar (o bien obtener por induccion) el
teorema de Euler.

g) Considera otras posibilidades de ampliacion de la secuencia.

Secuencia de actividades para sexto curso:

Actividad 1: Frecuentemente has utilizado objetos con forma de cubo. Pon cuatro
ejemplos.

Actividad 2: Dibuja un cubo
Actividad 3: ; Qué es un "recortable" de un cubo? Dibuja uno.

Actividad 4: Los hexaminds son figuras formadas por seis cuadrados de manera que cada
dos de ellos tengan un lado en comun. A continuacién tienes dibujados todos los
hexaminds posibles. Entre los 35 hexamindés has de encontrar los 11 que permiten
construir un cubo. Puedes dibujar el hexamindé en papel cuadriculado para poderlo
recortar con unas tijeras.
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Actividad 5: Un cubo tiene caras, aristas y vértices:
a) Dibuja un cubo y sefiala un vértice, una cara y una arista
b) ¢Cuantas caras tiene un cubo? Cuantas son laterales?;Y cuantas son bases?
¢) ¢Cuantas aristas tiene un cubo?

d) ¢Cuantas caras confluyen en un vértice?

Actividad 6: Fijate en los hexaminds que no son "recortables” de un cubo:

a) Teniendo en cuenta el numero de caras que confluyen en un vértice, ¢cuales de los
hexaminds quedan descartados como "recortables"?

b) ¢Has observado alguna otra caracteristica?

Actividad 7: Para construir un cubo a partir de un hexaminé que es un "recortable" suyo
necesitamos pestafas.

a) Dibuja un hexamind que sea un "recortable" del cubo con las pestafias necesarias.
Recodrtalo y comprueba que se obtiene un cubo.

b) Repite el mismo proceso con otro hexaminé que sea un "recortable" del cubo.

¢) ¢Has necesitado las mismas pestafas?;,Cual es el niumero minimo de pestafias que
se necesitan?

Actividad 8: Dibuja un hexamind que sea un recortable del cubo (con las pestanas) de
lado 10 cm en una cartulina. Recértalo y enganchalo.

Actividad 9: Cada grupo de cuatro alumnos tiene cuatro cubos. Construir una casa con
estos cuatro cubos de manera que cada dos cubos se toquen.

Actividad 10: Construye todas las casas posibles. ; Cuantas hay? Dibujalas.

Actividad 11: Pon los cuatro cubos en posicion de "T" y dibuja las vistas (alzado, planta y
perfil)

Actividad 12: a) Construye un "recortable" -con las pestafias necesarias- que permita
construir una casa. El modelo mas simple es la casa de cuatro cubos en forma de "T",
pero también se puede hacer con casas de mas de 4 cubos.

b) Construye la casa con una cartulina y de manera que las aristas sean de 10 cm.
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A: Contextualizacion

REFLEXION Y DISCUSION SOBRE LOS RECURSOS DIDACTICOS EN LA
ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

Consigna:

A continuacidn se presenta un extracto de un documento sobre el uso de recursos
didacticos en la ensefianza de las matematicas en primaria.

1) Léelo con atencion. Subraya los puntos que consideras especialmente acertados.

2) (Qué papel da a los alumnos en su proceso de aprendizaje? ;Qué requisitos se
sugieren para las situaciones didacticas a proponer en la clase de matematicas?

3) (Por qué se destaca la importancia del material manipulativo? ;En qué forma se
sugiere su uso?

4) (Como debe complementar el profesor el uso del material didactico?
5) Sino estas de acuerdo con alguno de los enunciados, indica tus razones.
Extracto del documento:

Para ayudar a los chicos y chicas de tercer ciclo a construir conocimientos matematicos es
preciso combinar varios factores en una secuencia de aprendizaje:

* Por un lado, es importante proponerles situaciones en las que tengan un papel activo, es
decir, plantearles algo que tengan que hacer, por ejemplo: distribuir cosas entre..., buscar
todos los que tengan..., construir una figura que sea..., y, a ser posible, que tengan una
implicacion personal en la propuesta, ya sea porque corresponda a alguna situacion de la
vida diaria o a algunas de sus aficiones; aunque esto Ultimo no siempre resulta facil,
cuando se consigue, el interés y la significatividad de la propuesta aumentan
notablemente y se obtienen mejores resultados.

* Igualmente, es importante ofrecer material que ayude a representar la propuesta: cubos,
abacos, instrumentos de medida, cuerpos geométricos o material para construirlos, etc., es
decir, algo que permita que, al pensar maneras de resolver una determinada cuestion, se
pueda materializar y comprobar los resultados de una manera fisica. Si, por ejemplo, les
proponemos que busquen distintas maneras de dividir un cuadrado en partes iguales y
disponen de un cuadrado de papel, podran doblarlo o recortarlo y comprobar asi algunas
de las combinaciones que se les ocurran.

* La manipulacion, siempre que sea posible, no deberia ser silenciosa; debemos intentar
que describan lo que estan haciendo, que evoquen lo que hicieron en otro momento,
motivarles con preguntas para que hagan conjeturas, expresen lo que estan considerando
y que lo discutan con sus compafieros. Obtendremos asi varios efectos beneficiosos: uno
de ellos es provocar la verbalizacion, cosa que influye de manera muy determinante en la
clarificacion de las propias ideas y en la elaboracion de conceptos; otro es el
establecimiento de un intercambio, una discusion entre iguales que fomenta la seguridad
y la confianza en uno mismo, actitud que resulta fundamental en el aprendizaje de las
matematicas; ademas, en el transcurso de estas discusiones, podemos ayudar a considerar
el error no como un fracaso, sino como una forma de aproximaciéon a la solucion
adecuada.
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* Es importante también ayudar a generalizar, a encontrar “la norma”, para lo cual hay que
promover experiencias similares que consideren un abanico de ejemplos suficientes y
representativos que sirvan de referencia, y conducir, con preguntas y ejemplos, el
pensamiento de los nifios hasta llegar a la conceptualizaciéon. Obtendran asi una
definicidon o una norma que, por ser elaborada a partir de experiencias concretas y con la
practica y la discusion, tiene un valor totalmente distinto al de la definicion que se podria
haber dado a un alumno considerado receptor.

* No hay que olvidar tampoco la importancia de la mecanizacioén. Las matematicas hay que
comprenderlas, pero también hay que practicarlas con el fin de alcanzar un dominio que
permita utilizarlas economizando esfuerzos; por lo tanto, deben proponerse también
ejercicios encaminados a conseguir una automatizacion de determinadas habilidades.

Este planteamiento de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas contrasta con el que
muchos de nosotros hemos vivido como alumnos cuando el 1apiz y el papel, la tiza y la pizarra
eran los Unicos elementos que acompafiaban la explicacion del maestro; explicacion que se
limitaba, en muchos casos, a dar unos enunciados que se debian memorizar, que nadie podia
discutir, ni siquiera comentar, y que representaban el preludio de una serie de ejercicios que hay
que resolver.

Desde entonces han cambiado muchas cosas: los nifios tienen libros de texto agradables y
bien ilustrados y pueden, por supuesto, comentar y preguntar con mucha mas libertad a su
maestro, pero debemos plantearnos hasta qué punto hemos conseguido cambiar la idea de fondo
y si realmente admitimos que para aprender hay que reelaborar los conocimientos en un proceso
en el que es preciso tantear soluciones, comentar ideas y razonar resultados, y en el que cada
cual participa a la vez de forma individual y como miembro de una colectividad. Nuestras ideas
respecto a este tema imprimiran un cariz decisivo al aprendizaje que fomentemos, e influiran
mas, por supuesto, que el material que utilicemos.
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B: Desarrollo de conocimientos

1. INTRODUCCION

En las distintas propuestas de reforma del curriculo matematico de las comunidades
auténomas espafolas, y de otros paises, se sugiere el uso de materiales didacticos
(generalmente de tipo manipulativo o visual) como un factor importante para mejorar la
calidad de la ensefianza. El uso de recursos manipulativos como el geoplano, tangram,
abacos, material multibase, dados, fichas, etc. se presenta como "casi obligado" en los
niveles primarios y secundarios. Estas propuestas vienen apoyadas por instituciones
prestigiosas como el NCTM, que ha dedicado varias publicaciones a este tema. También
en Espafia los profesores se han preocupado por el tema; por ejemplo, la Federacion
Espanola de Sociedades de Profesores de Matematicas organizé unas jornadas
especificas sobre el tema.

Uno de los argumentos en que se apoyan estas orientaciones es que se supone que
los materiales manipulativos ayudan a los nifios a comprender tanto el significado de las
ideas matemadticas como las aplicaciones de estas ideas a situaciones del mundo real.
Sin embargo, es necesario profundizar sobre el sentido, fundamento y problematica que
plantea a los profesores y a los investigadores en didactica de las matematicas el uso de
materiales "manipulativos" en el estudio de las matematicas.

Este capitulo tiene dos objetivos principales:

e Proporcionar al profesor en formaciéon un marco conceptual que le ayude a tomar
una posicion critica y constructiva sobre el uso de los recursos didacticos, y en
particular los materiales manipulativos, en la ensefianza de las matematicas.

« Hacerle reflexionar sobre la complejidad del uso de los materiales concretos debido
a las relaciones nada simples que existen entre los materiales, las situaciones
didacticas y los diversos lenguajes utilizados en la construccion de los conceptos y
estructuras matematicas.

2. RECURSOS DIDACTICOS

Son muchos los posibles recursos didacticos que podemos usar en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas.

Ejemplos

e Los propios libros de texto, cuadernos de ejercicio, pizarra, lapiz, papel e instrumentos de
dibujo o la calculadora que usamos habitualmente en clase son recursos didacticos, puesto
que ayudan al alumno en su aprendizaje y al profesor en la ensefianza.

o Cuando se ensefa a los nifios a contar, se puede usar como recurso los propios dedos de las
manos, piedrecillas, regletas Cuisenaire, material multibase, etc.

o Juegos habituales, tales como la oca, parchis, ruleta, domino, dados, cartas, pueden ayudar a
los nifios a comprender la idea de azar y probabilidad.
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e Recursos didacticos mas sofisticados incluyen los documentales grabados en video sobre
aspectos concretos de las matematicas, los programas didacticos de ordenador y
recientemente los recursos en Internet.

Para comprender mejor la importancia de los recursos o material didactico, se usan
diferentes clasificaciones de los mismos. Una de ella consiste en diferenciar dos tipos de
recursos:

e Ayudas al estudio: recursos que asumen parte de la funcion del profesor
(organizando los contenidos, presentando problemas, ejercicios o conceptos). Un
ejemplo lo constituyen las pruebas de autoevaluacion o los programas tutoriales de
ordenador, etc. También se incluyen aqui los libros de texto, libros de ejercicios, etc.

e Materiales manipulativos que apoyan y potencian el razonamiento matematico:
Objetos fisicos tomados del entorno o especificamente preparados, asi como
graficos, palabras especificas, sistemas de signos etc., que funcionan como medios
de expresion, exploracion y célculo en el trabajo matematico.

1. ;/Qué tipos de recursos usas o has usado personalmente en el estudio de las
matematicas? ;Cudles te han sido mas utiles?

2. En la década de los 80 estuvo en auge el lenguaje de ordenador LOGO. En este lenguaje
los nifios pueden dar 6rdenes a una "tortuga" que se desplaza por la pantalla del ordenador
y "conoce", entre otras, las 6rdenes avanza (AV) gira derecha (GD), gira izquierda (GI) y
REPITE. Ademas se puede ensefiar a la tortuga nuevas palabras mediante el comando
PARA.

Una vez aprendidas nuevas palabras, se puede dar 6rdenes a la tortuga utilizdndolas.
Como ejemplo, mostramos las instrucciones para ensefar a la tortuga las palabras
cuadrado y bandera.

a. ;Clasificarias el lenguaje LOGO de ayuda al estudio o de instrumento semio6tico?

b. (Qué complemento seria necesario para que el lenguaje LOGO cumpliese ambas
funciones?

c. Busca algunos libros sobre lenguaje LOGO y analiza qué parte o partes de las
matematicas pueden beneficiarse del uso de este recurso.

PARA CUADRADO PARA BANDERA
REPITE 4 AV 50
AV 50 CUADRADO

GD 90

3. AYUDAS AL ESTUDIO DE LAS MATEMATICAS
3.1. Los libros de texto y apuntes

El recurso didactico mas comun en la ensefianza de cualquier tema es el libro de
texto. Por ello es importante tener un criterio para elegir los que se han de recomendar a
los alumnos. El libro de texto "conserva y transmite" de alguna formal el conocimiento
matematico, puesto que el alumno lo usa como referencia, cuando tiene que resolver un
problema o recordar una definicion o propiedad.
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Hay que tener en cuenta ademas que las matematicas que se presentan en un libro
destinado a los nifios son muy diferentes de las matematicas que usan los matematicos
(por ejemplo, la que encontramos en un texto universitario). En el capitulo 1 ya hemos
comentado que en didéctica se habla de transposicion didactica para referirse al cambio
que el conocimiento matematico sufre para ser adaptado como objeto de ensefianza. La
transposicion didactica es necesaria porque:

« Hay que seleccionar y secuenciar las partes de las matematicas que se van a ensefiar
a los alumnos de un cierto nivel escolar.

« Hay que adaptarlas para hacerlas comprensibles a los nifios; para ello se requiere
prescindir de la formalizacion y usar un lenguaje comprensible para ellos.

« Hay que buscar ejemplos, problemas y situaciones que interesen a los nifos y que
permitan a los alumnos apropiarse de los conocimientos pretendidos.

3. Compara la presentacion de los niimeros naturales en tu texto de matematicas (por
ejemplo, en el capitulo 1 de este Manual) con la que se hace en los libros de texto de
primer a tercer curso de primaria. {Qué diferencias observas? ;Como se ha secuenciado
el tema para hacerlo asequible a los alumnos? ;Son los ejemplos presentados a los nifios
los mismos que los presentados en el texto para la formacion del profesor?

La importancia del libro de texto es resaltada en diversos documentos:

« En el denominado Informe Cockeroft' se afirma que "los libros de texto constituyen
una ayuda inestimable para el profesor en el trabajo diario del aula".

« En Rico® encontramos que "El libro proporciona seguridad y continuidad en los
puntos de vista, facilita la imagen de que el conocimiento es algo localizado, que se
puede encontrar facilmente y con respecto al cual el Gnico trabajo posible consiste
en su asimilacion. Su determinacion ya estd hecha, y su base fundamentalmente es
"cientifica", apoyada por la tradicion y la experiencia. Como el libro supone un gran
esfuerzo de sintesis, planificacion, estructuracion y acomodacion de contenidos, por
encima de la capacidad del profesor medio, se considera el paradigma del
conocimiento que hay que transmitir".

« Romberg y Carpenter’ por su parte indican que "el libro de texto es visto como la
autoridad del conocimiento y guia del aprendizaje. La propiedad de las matematicas
descansa en los autores del libro de texto y no en el maestro".

Quizas en estas citas hay también una advertencia velada: el profesor debe ser
cuidadoso y hacer un uso critico de los libros de texto. No todos ellos son igualmente
valiosos. Mas alla de que la presentacion sea agradable, que los ejercicios y problemas
sean interesantes hay que cuidar que el contenido sea adecuado y que el significado que
se presente de las matematicas esté carente de sesgos.

" Cockeroft, W. H. (1985). Las Matemdticas si cuentan. Madrid: MEC (p.114).

% Rico, L. (1990). Disefio curricular en Educacion Matematica: Una perspectiva cultural. En S. Llinares, y
V. Sanchez (Eds.), Teoria y practica en Educacion Matemdtica (pp. 17-62). Sevilla: Alfar (p.22).

> Romberg, T. A.y Carpenter, T. P (1986). Research on teaching and learning mathematics: Two
disciplines of scientific inquiry. En M. C. Wittrock (Ed.), Handbook of Research on Teaching (pp. 850-
869). New York: McMillan (p. 867).
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Ademas de los libros de texto, los cuadernos de ejercicios, esquemas y apuntes de
los alumnos son también herramientas importantes en el aprendizaje. Los apuntes
también pueden proporcionar informacion al profesor sobre lo que sus alumnos
aprenden.

4. Compara el tema de fracciones en dos libros de texto de primaria diferentes. ;Cual te
parece mas completo y por qué? ;Puedes observar alglin sesgo, por ejemplo, la falta de
un punto importante para el aprendizaje de los alumnos?

5. Consigue unos apuntes de dos de tus amigos tomados en la clase de matematicas y
compara con los tuyos propios. /Puedes detectar algiin punto incorrectamente
comprendido? ;Qué partes de la leccion fueron recogidas por los tres estudiantes?
(Cudles solo por alguno de ellos? Si ti fueras el profesor, ;como podrias usar estos
apuntes para mejorar tu accion docente?

3.2. Las tareas matematicas y situaciones didacticas entendidas como recurso.
Variables didacticas

Desde una perspectiva muy general podemos considerar que las tareas que se proponen
en la clase de matematicas son un recurso didactico que puede controlar el profesor. En el
capitulo 2 sobre ensefianza y aprendizaje de las matematicas, destacamos que al resolver
estas tareas el alumno dota de significado a los conceptos matematicos y también
describimos las caracteristicas deseadas en las tareas matematicas.

Estas tareas toman diversas formas en los libros de texto y en el material elaborado por
el profesorado, pero los ejemplos y ejercicios son una parte importante. Una practica
comun en los libros de texto es mostrar al alumno algunos ejemplos del concepto antes o
después de haberlo definido y estudiado sus propiedades y luego asignarle algunos
ejercicios para reforzar el aprendizaje. Esta practica se justifica porque se supone que se
gana maestria en el tema a través del trabajo con los ejercicios y de los ejemplos mostrados
del concepto.

Por otra parte, el aprendizaje matematico no es consecuencia directa y exclusiva de
la confrontacion de los alumnos con tareas mas o menos problematicas. Los problemas
matematicos propuestos en clase formaran parte de dispositivos mas generales y
complejos que son las secuencias de situaciones diddcticas. Estas secuencias de
situaciones, tal como ya hemos comentado en el capitulo 2 al analizar el estudio dirigido
de las matematicas, deben contemplar no sélo los momentos de la accion/ investigacion
personal de los alumnos con las tareas - fase para la cual el material tangible puede
desempefar un papel importante - sino que deben disefiarse e implementarse, ademas,
momentos de formulacién /comunicacion de las soluciones, justificacion /discusion de
las mismas, institucionalizacion de los conocimientos pretendidos (compaginar las
técnicas, el lenguaje y los conceptos puestos en juego con la cultura matematica
correspondiente).

6. Propon una lista de ejercicios sobre la multiplicacion de fracciones. Inventa una
situacion didactica a partir de la cual el alumno pueda llegar a comprender para qué se
necesita la multiplicaciéon de fracciones.
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Variables didacticas

La resolucion de problemas ha sido una de las areas de investigacion de mayor
impacto en la didactica de las matematicas. Los investigadores interesados en entender
la interaccion entre el estudiante y la tarea de resolucion de problemas han analizado las
tareas presentadas, las caracteristicas de los estudiantes, de la situacion de evaluacion, la
ensefanza recibida y otros puntos, tratando de ver cudles de ellos influyen tanto en el
éxito del alumno al resolver el problema como en su aprendizaje.

En la bibliografia sobre resolucion de problemas se suele diferenciar tres tipos
principales de variables, que, en nuestra opinion, se puede extender a casi todo tipo de
tarea matematica:

o variables del problema: en un mismo problema o tarea, ligeras variaciones en el
enunciado, pueden variar su dificultad, las estrategias con que los alumnos tratan de
resolverlo o bien los contenidos matematicos de la tarea.

o variables del sujeto: los alumnos tienen diversas capacidades, intereses, actitud e
historia. Las circunstancias sociales y familiares también pueden influir, por
ejemplo, el apoyo de sus padres en el estudio o los medios que éstos le
proporcionan.

e la situacion de resolucion, herramientas disponibles, si se trabaja s6lo o en grupo,
etc.

Interesa destacar aquellas variables cuyo control se puede considerar como un
recurso del profesor, es decir sobre las que podemos actuar y que producen un cambio
significativo en lo que el alumno aprende: son las llamadas variables diddcticas.
Generalmente son variables de tarea o de la situacion; pero también a veces se puede
actuar sobre las variables del sujeto, por ejemplo, tratando de aumentar el interés o
mejorar la actitud de los alumnos.

7. Considera el siguiente ejercicio. Identifica posibles variables de tarea y escribe el
enunciado de otros ejercicios similares, variando estas variables.

Juan y Maria juegan a lanzar dos monedas. Si salen dos caras Juan gana un euro y en
otro caso Maria gana un euro. ;Es equitativo el juego? ;Cudnto tiene que ganar Maria
para que el juego sea equitativo?

4. MATERIAL MANIPULATIVO

A continuacion planteamos unas reflexiones sobre esta segunda clase de recursos
didacticos, que, en realidad, constituyen los instrumentos semioticos del trabajo
matematico (sea éste profesional o escolar). Nos referiremos a ellos con el nombre
genérico de manipulativos y distinguiremos dos tipos, “manipulativos tangibles” y
“manipulativos grafico-textuales-verbales”:

e “Manipulativos tangibles” —que ponen en juego la percepcion tactil: regletas,
abacos, piedrecillas u objetos, balanzas, compas, instrumentos de medida, etc. Es
importante resaltar que los materiales tangibles también desempefian funciones
simbolicas. Por ejemplo, un nifio puede usar conjuntos de piedrecillas para
representar los numeros naturales.
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Ejemplo

En Resnick y Ford* se describe el caso de Leslie, una nifia de 9 afios que utilizaba
sistematicamente una regla defectuosa para la resta, a saber, la de restar el nimero menor
del mayor en cada columna, sin tener en cuenta cual era el sustraendo y cual el minuendo.
Leslie realizaba manipulaciones simbolicas con los niimeros pero no les atribuia un
significado. Estas manipulaciones simbolicas pueden ser "concretadas" de manera tangible
con un material: los bloques de base diez de Dienes. Este material fue usado con Leslie
para dar un significado concreto a sus manipulaciones con simbolos numéricos de la
manera siguiente:
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o “Manipulativos grdfico-textuales-verbales” —en los que participan la percepcion
visual y/o auditiva; graficas, simbolos, tablas, etc. Es importante resaltar que este

* Resnick, L. B. y Ford, W. (1991). La enseiianza de las matemdticas y sus fundamentos psicolégicos.
Barcelona: Paidos-MEC (pp. 248-252).
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segundo tipo de objetos -graficos, palabras, textos y simbolos matematicos,
programas de ordenador- también pueden manipularse, pues podemos actuar sobre
ellos. Sirven como medio de expresion de las técnicas y conceptos matematicos y al
mismo tiempo son instrumentos del trabajo matematico.

El caracter dindmico y "manipulable" de los sistemas de signos matematicos esta
siendo potenciado recientemente por el uso de las nuevas tecnologias en las distintas
ramas de las matemadticas (Geometria, Cabri; Analisis de datos, Statgraphics; Calculo,
Derive; etc.)

Ejemplo

Las graficas siguientes estan realizadas con la hoja de calculo EXCEL, disponible en la
mayor parte de los ordenadores. En EXCEL u otras hojas electronicas, los alumnos pueden
introducir sus datos, realizar con ellos célculos (lo que le obliga a pensar la formula
correspondiente para obtener el resultado deseado) y pasar de un grafico a otro. Cada
grafico se puede manipular de diversas formas, cambiando, por ejemplo, las escalas,
rotulos, nimeros de datos.

Cada una de estas graficas, y el mismo listado de datos en la hoja constituye un sistema
diferente de representacion que visualiza distintos conceptos matematicos. Por ejemplo,
mientras el grafico de sectores visualiza mejor la proporcion que cada dato representa del
total (frecuencia relativa, fraccion como parte-todo) el grafico de barras visualiza mejor la
frecuencia absoluta, asi como la idea de escala numérica para las frecuencias. En el caso de
datos numéricos también visualiza mejor la tendencia central (moda) y dispersion).

Numero de aciertos Numero de aciertos
©
o 14
1 0 a7 e 15 19
3 4 210
'S o 5 4 > 3
O o 1 0
5 D10 [TH 0 o _ |_| _ |_| _ |_|
m1 7 8 9 10 11 12
14 =k}

8. La tabla 100

La tabla que reproducimos a continuacion muestra una disposicion de los nameros del 0 al 99
que se conoce como la “tabla 100”’; una variante puede ser comenzar desde 1.

0 1 2 |3 (4 |5 |6 |7 |8 |9
10 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19
20 |21 |22 |23 |24 (25 |26 |27 |28 |29
30 |31 |32 |33 |34 |35 |36 [37 |38 |39
40 |41 |42 |43 |44 |45 |46 |47 |48 |49
50 |51 |52 |53 |54 |55 |56 |57 |58 |59
60 |61 |62 |63 |64 |65 |66 [67 |68 |69
70 |71 |72 |73 |74 |75 |76 |77 |78 |79
80 |81 |82 |83 |84 |85 [86 |87 |88 |89
90 |91 |92 |93 |94 |95 |96 [97 |98 |99

a. Inventa algunas tareas utilizando esta tabla que sean utiles para el aprendizaje de la serie
numérica, ligadas al descubrimiento de patrones o regularidades en la disposicion de los
numeros.

b. (Como se manipulan los nimeros de la tabla para descubrir los patrones?
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c. (Qué objetos matematicos se representan en la tabla? ;Cuales se pueden representar
mientras buscamos los diferentes patrones?

d. Construye una tabla similar para un sistema de numeracién diferente (por ejemplo, en base
5). (Cémo se modifican ahora los patrones que habias encontrado para la tabla 100?

4.1. Funciones del material textual

Las funciones que pueden desempeiar los materiales manipulativos en la
ensefianza de las matemadticas elementales se explican porque algunas teorias
ampliamente aceptadas sobre el aprendizaje de las matematicas dan un peso importante
a las relaciones entre lenguaje y pensamiento y conceden, por ello, gran relevancia a los
medios de expresion en la actividad y el estudio de las matematicas.

No podemos olvidar que tanto las situaciones didéacticas, problemas y tareas que
proponemos a los nifios como los objetos abstractos que ellos deben evocar para
resolverlos (por ejemplo, la ideas de numero, operacion, suma, propiedad asociativa, ...)
requieren del lenguaje para ser comunicadas por los nifios a su profesor o compaiieros, o
incluso para pensar en ellas.

Ejemplo:

Los simbolos matematicos permiten expresar cantidades, realizar operaciones, fijar
procesos y resultados intermedios, localizar y corregir posibles errores, obtener reglas y
algoritmos estrechamente ligados a tales expresiones simbolicas. Por ello, el calculo escrito
potencia el calculo mental, que no es sino la manipulacion interiorizada de los lenguajes
tangibles, verbales y grafico-textuales.

9. Reproducimos a continuacién un problema y las soluciones al mismo de tres alumnos.
(Qué objetos matematicos representan los simbolos en cada una de las tres soluciones?
(Como operan los alumnos con dichos simbolos? ;Cémo puede utilizar el profesor las
respuestas para detectar errores de comprension?

Problema. Maria y Pedro dedican una media de 8 horas cada fin de semana a hacer deporte. Otros
8 estudiantes dedican cada semana una media de 4 horas a hacer deporte. ;Cudl es el numero
medio de horas que hacen deporte cada fin de semana los 10 estudiantes?.
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Los sistemas de signos matematicos desempefian un papel esencial en el trabajo
matematico, de manera que el progreso en la puesta a punto de tales recursos estd
fuertemente relacionado con el avance de las matematicas.

Pero no todos los instrumentos semioticos son igualmente eficaces para resolver
problemas matematicos. Pensemos, por ejemplo, en la eficacia del sistema de
numeracion decimal (numerales indo-arabigos) frente a una representacion simple
mediante, piedrecillas o el sistema de numeracién romano; o también, en la mayor
eficacia del registro escrito algebraico frente al registro oral caracteristico de la
aritmética tradicional.

10. Intenta resolver el siguiente problema suponiendo que no puedes utilizar el algebra
(por ejemplo por tanteo como lo podria resolver un alumno de primaria). Después vuelve a
resolverlo utilizando las ecuaciones (por ejemplo como lo resolveria un alumno de
secundaria)

a) La edad de Ana es el triple de la edad de Alberto. Las dos edades suman 32. Halla estas
edades por tanteo completando la tabla siguiente:

Edad de Alberto | Edad de Ana Suma de las dos edades

2 3:2=6 2 + 6 = 8 El resultado es menor
12 3:-12=36 12 + 36 = 48 El resultado es mayor
6 3-...=.. 6+....=....

b) Resuelve el problema anterior utilizando ecuaciones

Una vez reconocidos los papeles instrumentales y representacionales (semidticos) de
los recursos manipulativos en la actividad matematica tenemos que analizar su eficacia
relativa, el espacio y circunstancias en las que cada manipulativo se revela como mejor
adaptado a la funcién requerida. Asi, por ejemplo, diversas investigaciones han
mostrado que la aritmética oral es mas eficaz que la escrita en ciertos contextos
etnomatematicos; que el abaco japonés puede superar en eficacia a la calculadora; que,
como dice el proverbio, "una imagen vale méas que mil palabras". Pero tales ventajas se
restringen a ambitos reducidos y especificos frente a la generalidad de los
"manipulativos textuales", como se refleja en el uso del lenguaje algebraico en la mayor
parte de las matematicas.

11. Realiza la suma: 14278 + 1799 + 93219: a) mentalmente; b) usando numeracion
romana; ¢) usando el algoritmo habitual de la suma. ;Cual de los tres métodos te parece mas
eficaz? ;Qué papel representan los simbolos manipulativos en cada uno de los tres
sistemas?

12. Da una lista de situaciones de la vida diaria en que habitualmente se use la aritmética
oral.
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4.2. El material manipulativo como puente entre la realidad y los objetos
matematicos

Gran parte de la actividad matematica puede ser descrita como procesos de
modelizacion, en el que interpretamos de forma abstracta, simplificada e idealizada un
objeto, un sistema de relaciones o un proceso evolutivo que surge de la descripcion de
la realidad. La construccion de modelos matematicos, su comparacion con la realidad, y
su perfeccionamiento progresivo intervienen en cada fase de la resolucion de problemas
matematicos, no solo relacionados con situaciones practicas, sino también en el trabajo
de desarrollo teorico. Este proceso seguiria las cinco fases siguientes:

1. Observacion de la realidad

2. Descripcion simplificada de la realidad

3. Construccion de un modelo

4. Trabajo matematico con el modelo

5. Interpretacion de resultados en la realidad
Ejemplo:

Supongamos que quiero estimar el tiempo que debo esperar cada dia en la parada del
autobus que tomo para ir a la facultad. En el paso 1 observaré durante algunos dias el tiempo
que espero, para diferenciar, si es 0 no constante. Si observo bastante variacion y es dificil
predecir el tiempo exacto de espera, consideraré que estoy en una situacion aleatoria. Para
ello debo admitir que la situacion es, por lo menos potencialmente, reproducible (tengo que
esperar al autobis mas de una vez en condiciones similares) y que tiene diferentes
resultados posibles, sin que sepamos con seguridad cual sera el que ocurrird en una
experiencia particular (no sé con seguridad el tiempo que debo esperar en la parada a que
aparezca el autobus).

Una vez aceptada la aleatoriedad de la situacidon, en el paso 2 debemos realizar una
descripcion simplificada de la misma que nos permita pasar de la realidad observada (paso
1) a la construccion del modelo (paso 3). Para ello tomamos unos aspectos de la situacion y
prescindimos de otros. En el ejemplo del autobus deberemos decidir qué parada elegimos, si
esperamos un autobus dado (el nimero 1) o si contamos el tiempo hasta que aparezca en la
parada cualquier autobtis. También si diferenciamos la hora del dia o el dia de la semana o
no.

Al comenzar la construccion del modelo (punto 3) de nuevo se precisan una serie de
decisiones: jaceptamos que el tiempo de llegada del proximo autobus es independiente del
que acaba de llegar? ;trataremos los tiempos como una variable continua? ;cudles son otras
variables, ademas del tiempo de espera que me podrian interesar en el trabajo con el
modelo?

Una vez que hemos construido un modelo matematico para la situacion (por ejemplo
aceptamos que los tiempos de espera varian entre 10 y 30 minutos y cualquier tiempo en
este intervalo es equiprobable) puedo trabajar con el modelo para obtener resultados
"matematicos".

Finalmente queda todavia la parte mas importante: comparar estas conclusiones con el
comportamiento real de la situacion analizada y decidir que el modelo matematico elegido
nos proporciona una buena descripcion de la realidad.

El propésito de construir un modelo es obtener una mejor comprension de una parte
de nuestro universo y, asi, poder predecirla y si es posible controlarla. Un modelo no es
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"real", ni tampoco "verdadero"; en el mejor de los casos es consistente y concordante
con las observaciones. Esto se olvida con facilidad y se suele confundir "modelo" y
"realidad".

Por otro lado, todos los pasos 1 a 5 son igualmente importantes en la actividad de
modelizacion. Sin embargo, en la clase de matematicas, con frecuencia nos apresuramos
a correr a los pasos 3 y 4 (las “verdaderas” matematicas) con lo que se impide al alumno
apreciar la relacion entre matematicas y realidad asi como la aplicabilidad y
limitaciones de las matematicas.

13. Da otros ejemplos de situaciones reales que puedan ser estudiadas con ayuda de un
modelo matematico. Para cada una de ella indica en qué forma simplificamos la realidad
para poder modelizarla, qué tipo de modelo matematico utilizamos y como podemos
comprobar que el modelo es util para describir la realidad.

Utilidad del material tangible en la actividad de modelizacion

Algunas veces la parte formal del modelo matematico (puntos 3 y 4 del proceso) es
demasiado abstracta para la edad de los alumnos, quienes, sin embargo, podrian
comprender bien los pasos 1, 2 y 5, asi como adquirir al menos intuitivamente alguna
comprension sobre el modelo matematico o sobre alguna de sus propiedades y
relaciones. Una pregunta que se plantea el profesor en estos casos es si seria posible
llevar a cabo un estudio intuitivo de un problema o de un tema, con ayuda del material
concreto o tangible. Aunque este estudio no seria todavia un estudio matemadtico
particular, podria preparar al alumno para una comprension posterior mas completa.

Ejemplo:

Supongamos que planteamos a unos alumnos de primaria la tarea de encontrar cual de
todos los rectangulos de perimetro dado tiene area maxima y, posteriormente, cual de todos
los poligonos regulares de perimetro dado tiene area maxima.

Un estudio formal podria no estar a su alcance, porque se necesitaria la idea de funcion,
para escribir el area en funcion del perimetro, y también la idea de derivada asi como la
capacidad de derivar que se adquiere solo al final de la secundaria.

Sin embargo, podemos proporcionar a los alumnos algunos materiales concretos que les
permitan explorar el problema y llegar a una conjetura. Algunos de estos materiales
podrian ser:

e Una hoja de papel cuadriculado; podrian tratar el primer problema en forma
aproximada, solo para valores discretos, es decir cuando solo se toman medidas enteras
del perimetro y area.

e un geoplano y una cinta de longitud fija, no elastica, junto con una regla para medir,
papel lapiz y calculadora ordinaria.

o Una calculadora grafica.
e Un microordenador, dotado de Lenguaje LOGO que el alumno pueda programar.

o Un ordenador dotado del lenguaje CABRI.

Observamos en el ejemplo, que no siempre llegamos a la parte de formulacion
matematica. Sin embargo, en todos los casos hemos comenzado una actividad de
modelizacion, que serd diferente segiin el material udilizado. Entre el dominio de la
realidad en que se encuentra la situacidon que queremos analizar y el dominio tedrico
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donde, con ayuda de las matematicas construimos un modelo teorico que debe, por un
lado, simplificar la realidad y abstraer s6lo sus aspectos esenciales y, por otro, ser 1til
para interpretar los caracteres retenidos en la modelizacién, podemos situar el dominio
pseudo- concreto en el que podemos trabajar con los alumnos por medio del material.

En el dominio pseudo-concreto el alumno ya ha salido de la realidad y trabaja con
una situacion, que siendo ya abstracta e idealizada, permite "concretar" y dar significado
a los conceptos y simbolos caracteristicos del dominio tedrico, e incluso prescindir de
determinados simbolos y representaciones formales que a ciertas edades pueden
dificultar mas que facilitar la comprension de los alumnos.

Ejemplo

Cuando el alumno trabaja sélo con papel cuadriculado, prescinde de posibles valores no
enteros para los lados de los rectdngulos. También supone que todos los cuadros de la
cuadricula son perfectamente cuadrados, prescindiendo de posibles irregularidades. Al
mismo tiempo conserva la denominacion rectangulo, cuadrado para los resultados de sus
dibujos, que pudieran no ser perfectamente regulares. El papel didactico del modelo pseudo-
concreto es inducir implicitamente el modelo tedrico a los alumnos, incluso aunque su
formulacion matematica formalizada no sea posible.

14. Analizar qué simplificaciones de la realidad se hacen para resolver el problema
propuesto con cada uno de los materiales sugeridos en el ejemplo anterior. Describir la
actividad matematica que se lleva a cabo en el trabajo con cada uno de dichos
materiales.

En definitiva, el trabajo con material es muy importante en las primeras etapas de la
educacion matematica. Las metaforas de "manipular y ver los objetos matematicos" son
esenciales para la comprension matematica.

4.3. Algunas precauciones

Como toda metafora, el uso del material concreto en el aprendizaje de las
matematicas resalta unos aspectos de los conceptos que tratamos de ensefiar y ocultan
otros, por lo que debemos prestar una atencion cuidadosa en su uso.

Cuando trabajamos con materiales (por ejemplo, con “poligonos” o “poliedros” de
plastico), en cierta forma “manipulamos” y vemos los sistemas de signos matematicos,
pero no los conceptos matematicos, que son intangibles e invisibles. Es una idea erronea
pensar que los conceptos matematicos, incluso los figurales, estdn plasmados, reflejados
o cristalizados en el material tangible. Los objetos que investiga y manipula el
razonamiento geométrico son entidades mentales que Fischbein® denomina conceptos
figurales, los cuales “reflejan propiedades espaciales (forma, posicién y magnitud), y al
mismo tiempo, poseen cualidades conceptuales, como idealidad, abstraccion,
generalidad y perfeccion” (p. 143).

> Fischbein, E. (1993). The theory of figural concepts. Educational Studies in Mathematics, 24: 139-162.
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Ejemplo

El borde de una cara de una moneda, o de la esfera de un reloj NO es una circunferencia,
aunque solemos decir “este borde tiene forma de circunferencia”

La circunferencia es un objeto matematico idealizado que no existe en el mundo real. Es
una abstraccion o generalidad que surge cuando encontramos muchos ejemplos de formas
tales como ruedas, relojes, mesas, camilla, etc.

Matematicamente se define como "el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de uno fijo", o el conjunto de pares de numeros reales que satisfacen la ecuacion
x* + y* = r’. Posiblemente si comprobamos esta propiedad en cada uno de los ejemplos
anteriores nunca se cumple con exactitud, aunque si de una forma aproximada.

En el ejemplo anterior, sin embargo, hablamos de “circunferencia” para referirnos a
estas multiples formas y también en frases como “el drea interior de la circunferencia”,

" <

“longitud de la circunferencia", “poligono inscrito a la circunferencia”, etc.

Por tanto la expresion "concepto de circunferencia" es signo de un sistema de
practicas actuativas y discursivas asociada a cierta clase de situaciones problematicas o
descripciones del entorno tal como ya hemos comentado en el capitulo 1. Los objetos
matematicos (técnicas y estructuras conceptuales) provienen de sistemas de practicas
ante tipos de tareas, y no so6lo por abstraccion empirica de cualidades de objetos
ostensivos’.

Ejemplo

Si so6lo consideramos el "cuadrado" como el concepto geométrico que resulta por
abstraccion empirica de cualidades de objetos ostensivos que podemos encontrar en nuestro
entorno, entenderemos el cuadrado como la figura formada por cuatro lados iguales y con los
cuatro angulos de 90°, pero no podemos entender el "cuadrado" como '"construccioén
geométrica" ni podemos construir el cuadrado a partir de la diagonal o bien a partir del lado. En
cambio si manipulamos con un programa informatico como el Cabri y realizamos las siguientes
construcciones: 1) construccion de un cuadrado a partir de un lado y 2) construccion de un
cuadrado a partir de la diagonal el alumno, por una parte, puede aprender y generalizar dos
métodos de construccion de cuadrados y, por otra parte, el concepto de cuadrado que tiene el
alumno queda enriquecido con la vision de que un cuadrado es el resultado de una construccion
geométrica. Asi mismo, en el contexto de la "geometria de la tortuga" (lenguaje Logo), la
expresion REPITE 4 [AV 30 GD 90] es un cuadrado.

9 G

15. Con relacién a los conceptos de “recta”, “angulo”, “medida” analiza la diferencia
entre el uso que se hace de estas palabras al trabajar con un material manipulativo o en
la vida cotidiana y escolar, y el significado matematico de los términos.

Parte del problema sefialado se explica porque con un mismo término del lenguaje
nos referimos con frecuencia, tanto a objetos matemadticos abstractos, como a las
situaciones concretas modelizadas por dicho concepto. Asi, en la clase de matematica, y
en los manuales escolares encontramos expresiones tales como:

“Dibuja una recta, un angulo, recorta un triangulo, muéstrame un plano, etc.”

Como entidades abstractas que son, parece obvio que no se puede dibujar una recta o un
angulo. Lo que el alumno dibuja para realizar estas tareas es un trazo (objeto ostensivo

% Godino, J. D. y Batanero, C. (1994). Significado institucional y personal de los objetos matematicos.
Recherches en Didactiques des Mathématiques, 14, n° 3: 325-355.
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manipulable) que evoca o simboliza el concepto de recta, angulo (objeto abstracto)
correspondiente:

o La recta, como entidad matematica, es ilimitada y carece de espesor, no asi los
dibujos y representaciones graficas que se hacen de ella.

e Del mismo modo, un tridngulo no es una pieza de material de una forma especial, ni
una imagen dibujada sobre el papel. Es una forma controlada por su definicion.

En consecuencia, un uso irreflexivo del material manipulativo podria constituir
obstaculos para la apropiacion efectiva del conocimiento matematico:

« Las acciones matematicas son virtuales, imaginadas, no reales. Son acciones sobre
objetos mentales, "materializados" mediante sistemas de signos especificos.

o El lenguaje y la practica escolar pueden llevar a confundir entre las propiedades
concretas del material manipulativo y los objetos matematicos que modelizan dichas
propiedades. Ello puede impregnar a los objetos matematicos de unas connotaciones
tangibles y visuales de las que progresivamente los alumnos deben desprenderse en
los niveles superiores de ensefianza.

« Al mismo tiempo, las manipulaciones puramente sintacticas y formalistas de los
sistemas de signos verbales-textuales pueden ocasionar un aprendizaje memoristico,
rutinario, desprovisto de sentido para los alumnos.

e Sino se es cuidadoso en separar el material manipulativo del objeto abstracto, el
paso de la accion fisica directa sobre material tangible a la accién imaginada,
apoyada en sistemas de signos, puede estar no exento de conflictos.

16. Un tipo de material manipulativo
usado para hacer comprensible la idea de
media aritmética es una balanza, donde los
datos se representan como pesos situados
en diferentes posiciones de un tablero
(cada dato se sitGa en la posicidon que
indica su valor numérico) y la media es el
punto de equilibrio de la balanza (en el
ejemplo, el valor 5). ;Qué conflictos piensas se podrian producir por un uso inadecuado de
este material?

4.4. Relacion de los manipulativos con las situaciones didacticas

El uso del material debe permitir el planteamiento de problemas significativos para
los estudiantes, que puedan ser asumidos por ellos, apropiados a su nivel e intereses, y
pongan en juego los conceptos, procedimientos y actitudes buscadas. El material en si
es inerte, tanto si es tangible como grafico-textual, y puede ser usado incluso de forma
indeseable. Los aparatos fisicos, ni tampoco los restantes manipulativos, ofrecen
experiencia matematica inmediata en si mismos. La actividad matematica se pone en
juego por las personas enfrentadas a tareas que les resultan problematicas.

Por tanto, lo que se debe considerar como recurso didactico no es el material
concreto o visual, sino la situacion didactica integral, que atiende tanto a la practica
como al discurso, de la que emergen las técnicas y estructuras conceptuales
matematicas.
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Ejemplos

Un juego de ruletas puede usarse para trabajar el tema de la probabilidad; para estudiar la
idea de sector circular y amplitud y medir diferentes amplitudes, o bien simplemente para
hacer un sorteo de un premio en clase, pero sin conectarlo con la clase de probabilidad.

Una calculadora puede usarse solo para comprobar las operaciones realizadas primero con
papel y lapiz, o bien como ayuda en el calculo mental, o incluso para plantear la idea de
redondeo, error absoluto y relativo.

En consecuencia el estudio de las matematicas requiere enfrentar al alumno a
problemas o tareas cuya solucion son los conocimientos matematicos pretendidos. Esta
confrontacién con situaciones-problemas, inductora de la actividad de matematizacion,
contribuira, ademas, a su formacion integral como persona, objetivo final del proceso
educativo.

Es importante también que el uso del material, no comprometa toda la atencion de
los alumnos, desplazando la propia reflexion matematica. Usar manipulativos tangibles
en la ensefianza de las matematicas es siempre un medio para un fin, nunca un fin en si
mismo.

Con frecuencia se defiende el uso de distintos sistema de representacion para el
aprendizaje significativo de las matematicas, incluyendo las representaciones con
material tangible. Pero como afirma Baroody’, "desafortunadamente, no hay atn
evidencia suficiente disponible para determinar qué modos de presentacion son
cruciales y qué secuencia de representaciones deberian usarse antes de introducir las
representaciones simbolicas" (p. 5). Pensemos, por ejemplo, en la ensefianza a personas
invidentes, las cuales pueden aprender cualquier contenido matematico sin el recurso a
la percepcion visual.

El juego de representaciones puede ser una condicidon necesaria, pero no suficiente
para el aprendizaje matemadtico. La eficacia relativa de cada sistema de signos desde el
punto de vista instrumental nos debe llevar a descartar algunos de estos sistemas y
concentrar los esfuerzos en el dominio de herramientas con perspectivas de futuro.

Ejemplo

El &baco japonés, por ejemplo, es un instrumento de calculo de extraordinaria eficacia para
realizar calculos aritméticos; compite incluso, una vez adquirida cierta destreza, con el uso
de la calculadora. Pero se duda de su valor como recurso didactico en los primeros niveles
de ensefanza debido a sus convenciones particulares de representacion de los numeros y la
complejidad de su manipulacion. Incluso el uso del abaco ordinario, aunque es una
herramienta excelente y 1til, esta lejos de ser el remedio para las dificultades de la
ensefanza y aprendizaje de la aritmética. "Es mas que dudoso, por ejemplo, que el abaco
sea el mejor modelo -0 siquiera bueno- para el aprendizaje de la multiplicacion o la

division"®,

El uso del material dentro de una secuencia de situaciones didécticas por parte de los
profesores debe estar basado en la reflexion sobre las siguientes preguntas:

e (Qué aprenden los alumnos tras un proceso de estudio basado en el uso de un
material determinado?

« (De qué factores depende el estudio?

7 Baroody, A. J. (1989). Manipulatives don't come with garantees. Arithmetic Teacher (October): 4-5.
¥ Hernan, F. y Carrillo, E. (1988). Recursos en el aula de matematicas. Madrid: Sintesis. (p. 60).
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o (Podemos aspirar en los niveles de educacion obligatoria a que los alumnos
adquieran determinadas destrezas en el manejo de sistemas de signos textuales?

e (Cuéndo y de qué modo dejar de usar material tangible y pasar al textual?

5. RECURSOS TECNOLOGICOS

Diversas investigaciones estdn demostrando que los estudiantes pueden aprender
mas matematicas y de manera mas profunda con el uso de una tecnologia apropiada.
Hay que tener en cuenta, no obstante, que la tecnologia no se deberia usar como
sustituto de intuiciones y comprensiones basicas; al contrario, debera enfocarse de
manera que estimule y favorezca tales intuiciones y comprensiones mas solidas. Los
recursos tecnologicos se deben usar de manera amplia y responsable, con el fin de
enriquecer el aprendizaje matematico de los estudiantes.

La existencia, versatilidad y potencia de la tecnologia hace posible y necesario
replantearse qué matematicas deberian aprender los estudiantes, y cémo deberian
aprender mejor. Pueden aparecer también algunas dificultades:

e Dificultades de aprendizaje del software o la calculadora si el alumno no esta
familiarizado con el mismo. Ello puede ocasionar que el tiempo, ya limitado, para la
ensefianza de la matematica se invierta en el aprendizaje de la tecnologia. Por ello se
recomienda usar recursos facilmente manipulables que no afiadan complejidad
innecesaria a la actividad matematica.

e Dificultad en aceptar datos de la calculadora u ordenador que no han obtenido
personalmente. Por ejemplo, algunos alumnos se resisten a tomar como aleatorios
los numeros obtenidos de una calculadora u ordenador, puesto que estos
instrumentos siempre producen un resultado exacto y esto contradice la idea de
aleatoriedad.

e Dificultad en diferenciar la estimacion que proporciona la calculadora u ordenador
del verdadero valor tedrico; por ejemplo, en probabilidad, dificultad en diferenciar
la estimacién frecuencial de la probabilidad, obtenida mediante la tecnologia del
verdadero valor tedrico de la probabilidad; en el estudio de las funciones, dificultad
en distinguir el limite tedrico de una estimacidon discreta del mismo; en general
dificultad de diferenciar lo discreto y lo continuo al trabajar con la tecnologia.

5.1. Calculadoras

Las calculadoras y los ordenadores se consideran actualmente como herramientas
esenciales para la ensefianza, el aprendizaje y la construccion de las matematicas. "La
tecnologia es esencial en la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas; influye en
las matematicas que se ensefan y favorece el aprendizaje de los estudiantes" (NCTM,
2000).

Estos recursos han reducido muchas horas dedicadas al calculo, permitiendo dedicar
mas tiempo a tareas interpretativas y eliminando temas, como el calculo de logaritmos a
los que se destinaba mucho tiempo hace unos afios.
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5.2. Ordenadores

Han sido principalmente los ordenadores los que estdn cambiando la manera de
enseflar matematicas, debido principalmente a la revolucion que hizo que los
ordenadores estuvieran a disposicion de un mayor niumero de usuarios, y al desarrollo
del lenguaje natural en el manejo del software que hizo accesible su uso.

Los programas de ordenador proporcionan imagenes visuales que evocan nociones
matematicas, facilitan la organizacion, el analisis de los datos, la graficacion y el calculo
de manera eficiente y precisa. Pueden apoyar la investigacion de los propios estudiantes
en las distintas areas de matematicas: geometria, estadistica, algebra, medida y sistemas
numeéricos. Cuando proporcionamos herramientas tecnoldgicas, los estudiantes pueden
centrarse en la toma de decisiones, la reflexion, el razonamiento y la resolucion de
problemas.

La gran ventaja de los ordenadores es su naturaleza dinamica, su velocidad, y el
creciente rango de software que soportan. De esta manera, permiten a los estudiantes
experimentar y explorar todos los aspectos de la matematica y tienen oportunidad de
poder trabajar sobre preguntas de investigacion reales, las cuales brindan mayor interés.
Podemos diferenciar los siguientes tipos de software para la ensenanza:

1. Lenguajes de programacion. En las primeras experiencias de ensefianza, una opcion
era que los alumnos escribieran sus propios programas de ordenador, por ejemplo en
lenguaje LOGO. Esta opcidn hoy dia apenas se usa, aunque todavia encontramos en
Internet algunos micro-programas interactivos similares a LOGO.

2. Paquetes profesionales. Existe una gran variedad de ellos, como por ejemplo SPSS,
0 Mathematica, tan so6lo se usan en la universidad y en pocos casos en los tltimos
cursos de ensefianza secundaria.

3. Software diddctico. Debido a la complejidad de los programas profesionales algunos
investigadores han realizado adaptaciones de ellos a lo que generalmente se requiere
en la clase o han construido su propio paquete didactico. Un ejemplo es Fathom, un
medio de aprendizaje para andlisis exploratorio de datos y algebra, y se utiliza en
secundaria que incluye manipulacion dinamica de diversas representaciones,
permite trazar graficos de puntos, de barras, trazar funciones e importar datos desde
Internet. Otro ejemplo es el programa Clic que se usa fundamentalmente para
disefiar paquetes educativos para la etapa de educacion primaria.

4. Micromundos. Estos consisten en grupos de programas que sirven para estudiar
conceptos particulares. Ejemplos particulares son muchos de los programas
interactivos preparados con relacion a los estdndares del NCTM y que estan
disponibles en Internet. Entre estos micromundos destaca el programa Cabri que
esta especialmente pesnsado para su aplicacion a la geometrias

5. Software de uso general, como por ejemplo las hojas de calculo, EXCEL, LOTUS,
etc, que son aplicadas en diversas experiencias de clase y brindan un amplio
espectro de posibilidades en la ensefianza de conceptos estadisticos,
proporcionalidad, o funciones.

Los programas informaticos llamados de "proposito general" como los
procesadores de texto, hojas de célculo, etc. son programas que estan disponibles en
casi todos los ordenadores y que pueden ser muy utiles para trabajar diferentes
contenidos matematicos. Por ejemplo con el programa WORD o con el PAINT
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podemos trabajar contenidos geométricos como los frisos y mosaicos, mientras que
con la hoja de célculo podemos trabajar aritmética, estadistica y probabilidad.

Con relacion a la hoja de célculo hay que destacar los siguientes aspectos: 1)
Permite la representacion de la informacion en formato numérico y grafico y en un
formato semialgébrico -si se utilizan formulas. 2) La interaccion del alumno con una
hoja de célculo le obliga a ser preciso y metodico, 3) La hoja de calculo produce una
variacion en "tiempo real". Cada una de las acciones y decisiones que realiza el
alumno tienen una respuesta inmediata en la pantalla del ordenador. 4) La hoja de
calculo asume la realizacion de cédlculos matematicos que pueden ser complicados o
"pesados" para el alumno, y le permite dedicar sus esfuerzos a otros objetivos.

Tutoriales, que son programas desarrollados para la ensefianza personalizada de los
estudiantes y para la evaluacion.

5.3. Internet

El enorme potencial de esta tecnologia y la rapidez con que su uso se estd

generalizando es especialmente visible en la educacion. Destacan entre otras las
siguientes posibilidades:

Correo electronico: que permite enviar y recibir mensajes a través del ordenador y
los sistemas de comunicacion asociados. Puesto que los mensajes pueden contener
documentos de texto o graficos u otro material informdtico adosados, posibilita la
tutoria a distancia y el trabajo conjunto de profesor y alumnos o varios alumnos,
incluso a distancia

Listas de distribucion y discusion por correo electrénico, que permiten enviar un
mismo mensaje a toda una lista de personas en forma instantdnea y podemos utilizar
tanto con nuestros alumnos como para intercambiar ideas o soluciones a problemas
con otros profesores.

Sociedades: El numero de asociaciones educativas y de profesores de matematicas
que construyen sus propias paginas, con informacion sobre sus actividades y desde
las cuales podemos acceder a recursos utiles para la ensefianza de las matematicas,
es cada dia creciente.

Revistas y boletines: la revista electronica constituye una nueva filosofia en la
difusion del conocimiento. Por un lado, acorta todo el proceso desde que se remite
un trabajo hasta que se publica, y la difusion es potencialmente mucho mayor, pues
no hay costes de distribucion implicados, por lo que, generalmente, estas revistas se
distribuyen libre de coste. No solo encontramos revistas para los profesores de
matematicas, sino también para los alumnos.

Software: También hay software disponible en Internet y algunos programas pueden
cargarse directamente o bien ser solicitados a través de correo electronico. En otros
casos podemos usar cierto software "a distancia". De este modo, Internet suprime las
barreras de compatibilidad o de limitaciones de memoria y pone a nuestra
disposicion el uso "on-line" de otros medios informaticos.

Otros recursos didacticos: incluyen, conjuntos de datos para el trabajo en la clase de
estadistica, juegos y pasatiempos matematicos, libros de texto interactivos, notas
sobre historia de las matematicas, etc.
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5.4 Video

Actualmente se pueden encontrar videos didacticos que tratan muchos de los
contenidos matematicos de la educacion primaria -por ejemplo, la coleccion Ojo
Matematico. Si bien el video permite tratar los contenidos de una manera muy diferente
a como lo hace un libro de texto puede resultar una actividad muy pasiva para los
alumnos. Algunos consejos generales que conviene tener en cuenta son:

1) Antes de llevarlo al aula, hay que determinar qué parte se va a usar, por qué y
para qué. Se necesita verlo completo para determinar qué segmentos son
adecuados para los alumnos.

2) No hay que caer en la tentacion de querer proyectar todo el video en una sola
sesion. Los chicos no tienen la misma retentiva que los adultos, o la que
desarrollan cuando van al cine. No hay que sustituir la clase con un video, sino
que hay que aprovechar partes del mismo para enriquecer la ensefianza.

3) Hay que disefar actividades que permitan a los estudiantes estar atentos antes,
durante y después de ver el segmento del video.

4) No es conveniente apagar las luces.

6. JUEGOS

Otro recurso que conviene tener presente son los juegos, sobretodo por su papel
motivador. Una de las clasificaciones sobre los juegos es la que considera por una parte
los juegos de conocimiento en los que hay que poner en funcionamiento un
determinado contenido matematico de la ensefianza primaria y, por otra parte, los
juegos de estrategia en los que hay que encontrar la estrategia que permite ganar el
juego

17. Clasifica los juegos siguientes como juegos de conocimiento o de estrategia. Para
cada uno de ellos comenta el conocimiento que hay que poner en funcionamiento o la
estrategia ganadora.
 Escondite
o Parchis
e La carrera del 20. Se trata de un juego de dos jugadores en el que el jugador que
empieza jugando debe decir un nimero menor que 20 y el contrincante debe decir
un niimero 1 o 2 unidades mayor. Gana el jugador que dice 20 por primera vez’.

7. DOS POSICIONES EXTREMAS: FORMALISMO Y EMPIRISMO

Los andlisis de la actividad matematica llevados a cabo por distintos autores
sugieren el importante papel de los medios expresivos para el desempeiio de tal
actividad, la cual, aunque es esencialmente mental, se apoya en la accién sobre tales
instrumentos semioticos. Estos andlisis apoyarian, por tanto, el uso de materiales
manipulativos tangibles en los primeros niveles de ensefianza siempre que tales recursos
sirvieran de apoyo ostensivo para la reflexion matematica y no la limiten.

En las secciones anteriores hemos enfatizado una cierta precaucion respecto del uso
ingenuo de los manipulativos tangibles. Pero esa actitud es igualmente aplicable

? Chevallard, Y., Bosch, M. y Gascon, J. (1997). Estudiar matematicas. El eslabon perdido entre la
ensenianza y el aprendizaje. Barcelona: ICE-Horsori (p. 222).
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respecto del uso de los manipulativos grafico-textuales. En general el empleo de los
instrumentos semidticos en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas puede caer en
dos posiciones extremas:

e ¢l formalismo, consistente en un uso exclusivo y prematuro de simbolos formales -
con la consiguiente pérdida por parte del alumno del significado fenomenologico de
la actividad matematica (conexion con las situaciones- problemas);

e el empirismo, esto es, el uso abusivo de materiales tangibles, incluso cuando ya la
edad y comprension del alumno no los hace necesarios, con la consiguiente pérdida
del sentido discursivo de la actividad matematica (conexioén con la actividad de
generalizacion y abstraccion) .

Para superar ambos sesgos se requiere implementar una dialéctica compleja entre
los distintos tipos de simbolos y materiales ostensivos que promueva la actividad
reflexiva del alumno. Esto precisa un gran esfuerzo de investigacion para dilucidar qué
materiales usar, cuando, como, con quién, asi como sobre las conexiones que se
deberian establecer entre los manipulativos tangibles, orales y grafico-textuales, entre
las técnicas y estructuras conceptuales matematicas y las situaciones-problemas que
resuelven y organizan tales estructuras.
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C: Seminario didactico

1. ANALISIS DE DOCUMENTOS CURRICULARES

(1) A continuacion se presenta un extracto de un documento curricular sobre el uso de
recursos en el aprendizaje significativo de las matematicas.

1) Léelo con atencion. Subraya los puntos que consideras especialmente acertados.

2) (Qué papel juega el uso de recursos en el aprendizaje significativo segin este
documento?

Extracto del documento: Recursos didacticos para la ensefianza de las matematicas en
primaria (MEC)

Sefialamos a continuacion algunos aspectos que favorecen el aprendizaje significativo:

*  Atiende a la diversidad del alumnado, tanto en sus experiencias previas y sus estrategias personales de

aprendizaje como en sus capacidades, ya que la actividad puede abordarse de maneras distintas: pueden
hacerlo de forma verbal, otros de forma manipulativa o grafica, etc. La participacion de cada nifio en la
elaboracion de conjeturas y la verbalizacion garantizan la diversidad de enfoques y de lenguajes.

Plantea un aprendizaje funcional y significativo al considerar la conveniencia de partir de los intereses de los
nifios y las niflas, y de situaciones reales para establecer relaciones con sus conocimientos anteriores y
elaborar conjuntamente definiciones y generalizaciones.

Permite también integrar conceptos, procedimientos y actitudes en una misma secuencia de aprendizaje, ya
que, a través de procedimientos, es decir de “hacer” alguna cosa, ya sea contar, clasificar, representar, etc., se
llega a sacar conclusiones y a generalizar, y con ello a los conceptos; sin olvidar que las actitudes de
participacion, gusto por el trabajo, por la precision, etc., se adquieren simultaneamente.

Dificilmente se pueden garantizar estas condiciones en una secuencia en la que se empieza por la definicion, se pasa a
exponer algunos ejemplos y después se presentan ejercicios para practicar. Este es un planteamiento que, por
desgracia, es muy frecuente todavia en nuestras escuelas, y que s6lo garantiza la uniformidad, que relaciona poco o

nada los aprendizajes con las situaciones de la vida diaria y que fomenta actitudes muy negativas frente a la
matematica.

2. ANALISIS DE ACTIVIDADES Y LIBROS DE TEXTO

(2) Examina en un libro de texto de primaria si se incluyen actividades que requieran el
empleo de materiales manipulativos.

(3). En una clase la maestra ha utilizado papel cuadriculado de la siguiente manera:

— +

47 44 43
4-{d+3)

(Qué contenido matematico se esta trabajando en esta actividad?

147



J. D. Godino, C. Bataneroy V. Font

(4) Explica como y con qué material justificarias a un alumno de primaria la propiedad
asociativa 2:(3-5) = (2:3)-5

(5) Utilizando el plegado de papel:
a) Trazar la perpendicular por un punto A a una rectar.
b) Trazar la paralela por un punto A a una rectar.
c) Trazar la bisectriz de un angulo.

d) Construir un pentagono regular.

(6) (Cual es el objetivo de la siguiente actividad?;Crees que el uso del geoplano permite
realizar esta actividad en el primer ciclo de primaria?

En un geoplano de 5x5 construye el triangulo de la siguiente figura y su simétrico
respecto de la linea horizontal

(7) En un libro de texto se propone el siguiente método para dibujar un diagrama de
sectores.

a) Explica por qué este procedimiento es correcto.
b) Explica como se puede determinar el centro del circulo

¢) Busca en un libro de texto el procedimiento normal para dibujar un diagrama de
sectores. (Qué tipo de contenido matematico se evita utilizando este
procedimiento?

d) (Qué tipo de material se evita utilizando este procedimiento?

Para dibujar un grafico de sectores para esta tabla de datos, has de seguir los
pasos siguientes.
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Edad | Frecuencia absoluta
7 3
8 2
9 3
10 4
11 6
12 2
Total 20

1) Coge una tira de cartulina de 24 cm de largo por 5 cm de alto. Dibuja 20 rectangulos
de base 1 cm. A continuacion pinta 3 de color azul, 2 de color verde, 3 de color amarillo,
4 de color negro, 6 de color rojo y 2 de color marron.

2) Une con pegamento los extremos de la tira de cartulina, de manera que los 4
rectangulos sin colorear queden por detras de los segmentos coloreados y la tira forme
un anillo con los colores hacia adentro.

3 ) En una hoja se traza una circunferencia utilizando la tira del apartado anterior.
Marca el principio y el final de cada color

4) Determina el centro de la circunferencia y une las marcas con el centro. Por ultimo
colorea cada sector con el color correspondiente.
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3. EL MATERIAL MANIPULATIVO COMO PUENTE ENTRE LA REALIDAD Y
LOS OBJETOS MATEMATICOS!®

(8) A continuacion tienes una secuencia de actividades que permite modelizar una
situacion "real". El modelo matematico se corresponde con el curriculum de la
ESO, pero la utilizacion de un programa de geometria dinamico como el Cabri
permite considerar la posibilidad de utilizar esta secuencia de actividades con
alumnos de primaria. Después de leer las actividades y de pensar como las podria
resolver un alumno de primaria, contesta:

a)
b)
¢)
d)

e)

(Qué situacion "real" se estd modelizando?
(Qué contenido matematico sirve para modelizar estd situacion "real"?
El contenido del apartado anterior, ;con qué notacion se representa en la ESO?

(Es adecuado introducir el contenido del apartado b en primaria? ;Y la notacién
que lo representa en la ESO?

(Crees que la secuencia de actividades que sigue es apropiada para alumnos de
6° de primaria?

1. La figura de la pantalla del ordenador es un edificio de 7 m de altura que tiene una sombra de
2,9 m. Si sitias el puntero del ratéon en el punto A y lo mueves hacia arriba y hacia abajo,
observaras como aumenta o disminuye la altura del edificio. ;Qué le ocurre a la sombra del
edificio al aumentar su altura? ;Y si disminuye la altura?

A

rayo de sol

A

&1 enc punm
[0 O]
2.0
Te rra 1 -]
2.9

2. La figura anterior nos permite observar la sombra que tienen, a la misma hora, edificios
de alturas diferentes.

a) Completa la siguiente tabla:

Altura (m) | Sombra (m)

4
8
12
16
b) Si doblamos la altura de un edificio, ;qué le pasa a su sombra? ;Y si la triplicamos? ;Y
si la cuadriplicamos?

10 Font, V. (1996). Incidencia del micro-mundo Cabri-géométre en el proceso de enserianza-aprendizaje

de la

proporcionalidad de magnitudes. Un ejemplo de su utilizacion en el aula. (Comunicacion

presentada en el ICME-8, Sevilla).
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d) Divide cada altura por su sombra. ;Observas alguna relacion entre las alturas de los
edificios y sus sombras?

e) Variando la posicion del punto A de la pantalla anterior, resuelve el siguiente
problema: “ Juana ha medido, a la misma hora, algunos objetos (arboles, edificios,
monumentos, etc.) y sus sombras, pero no ha tenido tiempo de hacer todas las
mediciones. Completa la tabla de Juana.”

Altura de los objetos (m) | Sombras (m)
355 |

7 2,9

....... 5,8

21 8,7

4. CALCULADORAS

(9) Describir algunos de los beneficios de usar calculadoras en las clases de
matematicas. ;Cuales son algunos de los argumentos que suelen decirse en contra del
uso de calculadoras en la ensefanza de la aritmética?

(10) Después de efectuar las siguientes restas con la calculadora: 9-1, 98-21, 987-321,
9876-4321, 98765-54321, haz una prediccion del resultado de las restas 987654-654321
y 9876543-7654321 y da una justificacion de esta prediccion.

(11) Las calculadoras tienen posibilidades que podriamos calificar como "ludicas" o
"curiosidades". Un ejemplo lo tenemos en actividades como la siguiente en las que la
ultima respuesta se obtiene girando 180° el resultado de la pantalla de la calculadora a la
pregunta anterior:

Un camion que transporta 1725,23 kg de naranjas, ha perdido 16,5 kg por el
camino. ;Cuantos kg de naranjas tiene aun el camion? ;Qué es imprescindible
para escribir esta respuesta?

5. PROGRAMAS INFORMATICOS

(12) Estudia estas actividades basadas en el uso de una Hoja de Célculo desde la
perspectiva del maestro: ciclo, objetivo, contenidos, etc. Explica las ventajas de
utilizar la hoja de calculo en lugar de hacer el ejercicio con lapiz y papel.

1) Aritmética. En la hoja de calculo que sigue el alumno ha de escoger entre tres
posibilidades. Si escoge la correcta el ordenador contesta Muy Bien. Si la eleccioén no es
la correcta el ordenador contesta que vuelva a intentarlo. Con el botéon Otro n.° el
ordenador propone la misma actividad con nimeros diferentes. Las opciones Ejercicio
anterior y siguiente permiten pasar a actividades mas féciles o mas dificiles.
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2larien (doen pw pete foess et O wpws | gt al®ix]
Dl @R aBd - - X edlll@d— -0G.
= =« X EEFOPeXxm LT EE -S4,

Pon el signo que corresponda:

< (menor que), > (mayor que) 6 = (igual que)

?
419 ?7 981 p—
| Ejercicio anterier | | Ejercicio siguiente

(=

2) Cdlculo mental: En la hoja de célculo que sigue el alumno ha de escoger un nlimero
entre 1 y 100. Si este numero coincide con el que ha pensado el ordenador recibe la
siguiente respuesta: Has acertado. Si el nimero es menor o mayor el ordenador
responde indicandolo. El ordenador también cuenta los intentos. Con el botdn /nicio el
ordenador propone la misma actividad con numeros diferentes.

o R Tt e o el

Comenta esta actividad desde la perspectiva del maestro: ciclo, objetivo, contenidos,
etc. Explica las ventajas e inconvenientes de utilizar la hoja de célculo en lugar de hacer
este juego so6lo con calculo mental. ;Cudl es la estrategia que hay que seguir?

A B |

Si quieres que el ordenador piense
un nimmero entre 1 v 100 pulsa el botdn
de comienzo

Nimero de intentos

COMIENZO I

;;:‘;m |~ (ot | | e =

3) Confecciona una hoja de célculo que permita rsolver por tanteo el problema
propuesto en la actividad 10

6. INTERNET

(13) Visita las siguientes paginas web y explora los recursos disponibles para la
ensefianza de las matematicas en primaria:

http://www.pangea.org/~acte/sebas/Volta%20Espanya/castella.htm

http://matti.usu.edu/nlvm/nav/vlibrary.html

http://illuminations.nctm.org/index2.html
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(14) Busca en Internet paginas que tienen por objetivo el intercambio por Internet de
problemas de matematicas entre escuelas, el aprendizaje cooperativo, etc.
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Numeros naturales. Sistemas de numeracion

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

El estudio de los sistemas numéricos, incluyendo su uso en las diversas situaciones de
la vida diaria, ha sido historicamente una parte esencial de la educacion matematica desde los
primeros niveles. Esto es asi porque todas las matematicas que se estudian desde preescolar
hasta el bachillerato estan cimentadas en los sistemas numéricos (naturales, enteros,
racionales y reales). Los principios que fundamentan la resoluciéon de ecuaciones son los
mismos que las propiedades estructurales de los sistemas numéricos. De igual modo las
medidas de magnitudes no son otra cosa que nimeros y los datos estadisticos son en la
mayoria de los casos informacién numérica contextualizada. Esto explica que la comprension
de los nimeros, de las operaciones aritméticas y la adquisicion de destrezas de calculo formen
el nicleo de la ensefianza de las matematicas en la educacion infantil y primaria. Los
estudiantes deberan enriquecer progresivamente su comprension de los nimeros; esto implica
saber qué son los nimeros, como se representan con objetos, simbolos numéricos o sobre la
recta numérica, cdmo se relacionan unos con otros, el tipo de estructura que forman, y como
se usan los numeros y las operaciones para resolver problemas.

1.1. Diseno Curricular Base del MEC

El Decreto del MEC (BOE 26-6-91) por el que se establecen las ensefianzas minimas
del area de matematicas en la educacion primaria establece las siguientes indicaciones para el
bloque tematico de "Numeros y operaciones":

Conceptos:
1. Numeros naturales
2. Sistemas de numeracion decimal
Procedimientos
1. Utilizacion de diferentes estrategias para contar de manera exacta y aproximada.
Actitudes
1. Curiosidad por indagar y explorar las regularidades y relaciones que aparecen en
conjuntos de nlimeros.
2. Sensibilidad e interés por las informaciones y mensajes de naturaleza numérica
apreciando la utilidad de los niumeros en la vida cotidiana.

Estas orientaciones curriculares fueron formuladas de manera mds explicita en el DCB
(Documento Curricular Base, MEC, 1989). Entre los objetivos generales que hacen referencia
al estudio de los "Numeros y operaciones" se indica que, al finalizar la Educacion Primaria,
como resultado de los aprendizajes realizados en el area de Matematicas, los alumnos habran
desarrollado la capacidad de:

1. Identificar en su vida cotidiana situaciones y problemas susceptibles de ser analizados
con la ayuda de coédigos y sistemas de numeracion, utilizando las propiedades y
caracteristicas de éstos para lograr una mejor comprension de los mismos y encontrar
soluciones pertinentes.

2. Utilizar su conocimiento de los principales sistemas de numeracion (decimal, romano...)
para interpretar, valorar y producir informaciones y mensajes numéricos sobre fenémenos
conocidos.

En el desarrollo del bloque tematico sobre "Numeros y operaciones" el DCB incluye las
siguientes orientaciones curriculares:

Hechos, conceptos y principios
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1. Numeros naturales.

* Necesidad y funciones: contar, medir, ordenar, expresar cantidades o particiones,
codificar informaciones, distinguir objetos y elementos, etc.

* Relaciones entre nimeros (mayor que, menor que, igual a, diferente de, mayor o igual
que, menor o igual que, aproximadamente igual) y simbolos para expresarlas.

2. Sistemas de numeracion: decimal, romano, monetario, para medir &ngulos y tiempo.
* Grafia de los numeros en los distintos sistemas.
* Base, valor de posicion y reglas de formacion de los nameros en los diferentes sistemas.
* Numeros cardinales y ordinales.
* Relaciones entre sistemas de numeracion.
Procedimientos
1. Utilizacion de diferentes estrategias para contar de manera exacta y aproximada.

2. Interpretacion de tablas numéricas y alfanuméricas (de operaciones, horarios, precios,
facturas, etc.) presentes en el entorno habitual.

4. Elaboracion y utilizacion de codigos numéricos y alfanuméricos para representar objetos,
situaciones, acontecimientos y acciones.

Actitudes, valores y normas

1. Curiosidad por indagar y explorar sobre el significado de los codigos numéricos y
alfanuméricos y las regularidades y relaciones que aparecen en conjuntos de niimeros

2. Sensibilidad e interés por las informaciones y mensajes de naturaleza numérica apreciando
la utilidad de los numeros en la vida cotidiana.

3. Rigor en la utilizacion precisa de los simbolos numéricos y de las reglas de los sistemas de
numeracion, e interés por conocer estrategias de calculo distintas a las utilizadas
habitualmente.

1.2. Principios y Estandares para la Matematica Escolar (NCTM 2000)

Las orientaciones curriculares del NCTM proponen que la educacion matematica, con
relacion al bloque tematico de "Numeros y operaciones", debe desarrollar el "sentido
numérico" en los estudiantes. Los componentes del sentido numérico, que se deben lograr de
manera progresiva desde los niveles de preescolar hasta secundaria, se describen con tres
estandares generales. El primero de ellos es comprender los nimeros, las distintas maneras de
representarlos, las relaciones entre los nimeros y los sistemas numéricos. Sobre este objetivo
propone el logro de las siguientes expectativas para los Grados K-2 (Infantil y primer ciclo de
primaria):

. contar con comprension y reconocer “‘cuantos hay” en conjuntos de objetos;

« usar multiples modelos para desarrollar una comprension inicial del valor de posicion y el
sistema de numeracion de base diez;

« desarrollar la comprension de la posicion relativa y magnitud de los ntimeros, de los aspectos
cardinal y ordinal y sus conexiones;

« desarrollar un sentido de los nimeros naturales, representarlos y usarlos de manera flexible,
incluyendo la relacion, composicion y descomposicion de los numeros

« conectar las palabras nimeros y los numerales con las cantidades que representan, usando
diversos modelos fisicos y representaciones.
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Para el nivel 3-5 se espera que los nifios sean capaces de:

. comprender la estructura del valor de posicion del sistema de numeracion decimal y ser
capaz de representar y comparar nimeros naturales y decimales;

. reconocer representaciones equivalentes para los mismos niimeros y generarlos mediante
composiciones y descomposiciones de otros nimeros;

Ejercicio:

1.Analizar las diferencias y semejanzas en las orientaciones curriculares siguientes respecto del
estudio de los numeros naturales y la numeracion,

- Disefio Curricular Base del MEC

- Las orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

- Principios y Estandares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

2.1. El sentido numérico y su desarrollo

Desde los niveles de preescolar uno de los objetivos basicos de la educacion matematica
sera el desarrollo progresivo del "sentido numérico", entendido como "una buena intuicion
sobre los niumeros y sus relaciones", que debe desarrollarse gradualmente como resultado de
explorar los numeros, usarlos en una variedad de contextos, y relacionarlos entre si,
superando el limitado aprendizaje de los algoritmos tradicionales. "El sentido numérico se
concibe como una forma de pensar, por consiguiente no es una "leccion" en el curriculum de
las matematicas de Primaria, sino una manera de aproximarse al trabajo con los numeros en el
aula" (Llinares, 2001, p. 152).

La comprension y dominio de los numeros naturales pone en juego muchas ideas,
relaciones y destrezas, por lo que podemos considerarlo como un aprendizaje complejo, que
no se desarrolla de manera simple y automatica. Con la expresion ‘sentido numérico’
hacemos referencia al complejo de nociones y relaciones que configuran el ‘sistema de los
numeros naturales’. Incluye, por tanto, su origen en las actividades humanas de contar y
ordenar colecciones de objetos, los instrumentos materiales inventados para dicha actividad,
las operaciones y relaciones que se establecen entre ellas para la solucién de problemas
practicos, y el propio sistema logico—deductivo que organiza, justifica y estructura todos sus
elementos.

El dominio intuitivo, flexible y racional de los nimeros que caracteriza la apropiacion del
sentido numérico por parte del sujeto se inicia en preescolar, con las actividades de
clasificacion y ordenacion de colecciones (uso de relaciones “mds que”, “menos que”,
“igual”, ...), el aprendizaje de la secuencia numérica hasta la decena, y contintia
desarrollandose en los niveles escolares posteriores trabajando con numeros mas grandes,
fracciones, decimales, porcentajes, etc.

2.2. El aprendizaje de la sucesion de palabras numéricas
El nimero natural surge como respuesta a la pregunta, ;cudntos hay? o ;qué lugar ocupa
este elemento dentro de un conjunto ordenado? Se construye, por tanto, alrededor de su

significado como cardinal y ordinal y para ello es necesario contar. Pero esto exige a su vez la
memorizacion de tramos de la sucesion numérica cada vez méas amplios. Ademas, se necesita
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también estar en condiciones de recitar cualquier tramo de la sucesiéon numérica para
saber cuales son los niimeros anterior y posterior a uno dado y para desarrollar técnicas orales
de suma y resta.

La memorizacién de la sucesion de palabras numéricas puede conseguirse por medio de
situaciones de recitado o de recuento. Pero el recuento empieza siempre desde uno y no
permite consolidar tramos altos de la sucesion. Por ejemplo, para aprender que después del
novecientos noventa y nueve viene el mil no podemos contar desde uno, tendremos que
recitar la sucesion numérica desde un novecientos y pico. Hay que tener en cuenta, ademas,
que las dificultades mayores se encuentran en los cambios de decena, centena, millar, etc., por
lo que es necesario ejercitarse en tramos de la sucesidbn que contengan alguno de estos
cambios.

En el dominio del recitado de las palabras numéricas el alumno puede encontrarse en
alguno de los niveles siguientes:

- Nivel cuerda. El alumno es capaz de recitar un trozo de la sucesion numérica por evocacion.
El sonido de lo que estd diciendo trae encadenados los sonidos siguientes, pero el nifio no
separa una palabra de otra. Este conocimiento verbal no puede aplicarse al recuento al no
distinguir donde acaba una palabra y empieza otra.

- Nivel cadena irrompible. El nio solo es capaz de recitar la sucesion numérica si empieza
por el uno, pero ahora ya diferencia las distintas palabras numéricas. En este nivel ya se
pueden asumir tareas de recuento.

- Nivel cadena rompible. Aqui el alumno es capaz de "romper" la cadena comenzando a
recitar a partir de un nimero distinto del uno.

- Nivel cadena numerable. El niflo es capaz, comenzando desde cualquier numero, de contar
un nimero determinado de palabras, deteniéndose en la que corresponda. Por ejemplo, contar
cinco nimeros a partir del ocho y decir el numero final, el trece. Desde este dominio se
afrontan con bastantes garantias la realizacion de las operaciones basicas del célculo.

- Nivel cadena bidireccional. Es el méximo dominio al que se puede llegar. Supone las
destrezas del nivel anterior aplicadas al recitado de la sucesion numérica hacia delante o hacia
atras. Contar bien desde el nimero a, b nimeros hacia atras, tardando aproximadamente el
mismo tiempo que hacia delante, es el tipo de tarea que define al alumno que ha alcanzado
este nivel de dominio de la sucesion numérica.

Aunque estos niveles definen una progresion en el aprendizaje del recitado de la sucesion
numérica, hay que entender que no todos los nifios pasan por todos esos niveles y también que
un mismo nifio puede tener un nivel de dominio de un cierto tramo numérico y otro nivel
distinto para otro tramo numérico. Es decir, un nifio puede estar en un nivel de "cadena
numerable" en el tramo del uno al diez y en un nivel de "cadena irrompible" en el tramo del
diez al veinte. El aprendizaje de las palabras numéricas se va haciendo por tramos progresivos
que se suelen consolidar en el siguiente orden: primero las palabras uno, dos y tres, después el
tramo del uno al cinco seguido del tramo del cinco al diez. En fases posteriores los nifios van
consolidando los siguientes tramos: del diez al veinte, del veinte al cincuenta, del cincuenta al
cien, del cien al doscientos, del doscientos al quinientos, del quinientos al mil, del mil al diez
mil, del diez mil al cien mil, del cien mil al millén, del millén en adelante.

2.3. El aprendizaje del recuento y del significado del niimero como cardinal y ordinal
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Los distintos estados de conocimiento de los nifios sobre el significado del ntimero
pueden resumirse como sigue:

- Percepcion temprana de cardinales. Los nifios pequefos, entre dos y cuatro afios, son
capaces de reconocer el cardinal de conjuntos de uno a tres o cuatro elementos sin necesidad
de contar. El cardinal es percibido globalmente por simple inspeccion visual del conjunto. En
cambio, cuando se trata de cardinales mayores, los nifios ya no saben decirlos correctamente
porque eso exige contar y en esta etapa no tienen asumidos los principios en los que se basa
dicha técnica.

- Percepcion prioritaria de ordinales. Esta etapa corresponde a nifios con edades entre tres y
cinco anos. Ahora los nifios ya asumen algunos de los principios que permiten efectuar un
recuento. En concreto, el principio del orden estable (las palabras numéricas deben decirse
siempre en el mismo orden, empezando por el uno y sin omitir ninguna) y el de la
correspondencia uno a uno (cada objeto del conjunto contado debe recibir una palabra
numérica y solo una)'. La préactica del recuento pone de manifiesto el sentido ordinal del
nimero por cuanto la palabra numérica que se adjudica a cada objeto es su ordinal. Sin
embargo, en esta fase no se asume el principio de cardinalidad, es decir, los nifios no
entienden que el ultimo ordinal sea, al mismo tiempo, el cardinal de todo el conjunto. Para
ellos, la respuesta a la pregunta, ;cuantos hay?, consiste en la enumeracion de todos los
objetos de la coleccion.

- Percepcion prioritaria de cardinales. En esta etapa, los niflos, entre cuatro y siete afios,
asumen el principio de cardinalidad (la ultima palabra de un recuento indica, no sélo el
ordinal del ultimo elemento sefalado, sino también el cardinal del conjunto) con lo que
pueden responder correctamente a la pregunta ;cudntos hay? después de haber efectuado un
recuento. Pero al centrar su atencidon en los cardinales sufren una cierta regresion respecto a
los ordinales y aparecen, por ejemplo, dificultades al obtener un ordinal. Se niegan a detener
el recuento en el elemento en cuestidbn, ya que tienen muy claro el principio de la
correspondencia uno a uno y pretenden adjudicar palabras numéricas a todos los elementos
del conjunto. También tienen dificultades para reinterpretar un cardinal como ordinal, es
decir, una vez que han dicho que diecisiete es el nimero de elementos de un cierto conjunto,
les resulta dificil volver a entenderlo como el ordinal del ultimo elemento senalado. Esto les
impide, entre otras cosas, adoptar técnicas de contar a partir de uno de los sumandos para
obtener una suma.

Una buena concepcion® del nimero como cardinal y ordinal supone asumir la doble condicion
de cada palabra de un recuento como ordinal de un elemento y, a la vez, cardinal de los
elementos contados hasta ese momento. Esto permite interpretar las palabras de un recuento
numérico, bien como ordinales, bien como cardinales, en funcion del problema que haya que
resolver.

En lo que se refiere a la técnica de contar, los errores que se observan pueden clasificarse
en:

1 . . .
Esto no quiere decir que los niflos en esta etapa no cometan errores en el recuento. De hecho, las

equivocaciones al contar son bastante frecuentes incluso en los adultos. Lo que quiere decir es que son
razonablemente conscientes de los principios a los que nos acabamos de referir y procuran respetarlos al efectuar
los recuentos.

% Una concepcion es el conjunto de informaciones ( conocimientos para la accion y saberes para la interaccion
social) que un individuo tiene acerca de una nociéon matematica.
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- Errores de recitado. Errores ligados a un recitado incorrecto de la sucesion
numérica, consistentes en: saltarse palabras numéricas, decirlas en otro orden, repetirlas,
introducir palabras no numéricas, etc. Pueden deberse a que el nifio no tiene asumido el
principio del orden estable o a una memorizacion incorrecta del tramo numérico que recita.

- Errores de coordinacion. Errores ligados a la falta de coordinacion entre la emision de la
palabra y el sefialamiento del objeto. Por ejemplo, el nifio dice "cuatro" sefialando dos objetos
o dice "dos tres" senalando un tnico objeto. Pueden deberse al desconocimiento del principio
de la correspondencia uno a uno, al hecho de no saber donde empiezan y acaban las distintas
palabras numéricas (nivel cuerda del recitado) o a una falta de coordinacion entre la emision
vocal y el movimiento de la mano.

- Errores de particion. Errores asociados al hecho de "no llevar la cuenta", es decir, de no
distinguir correctamente lo ya contado de lo que falta por contar. Consisten en volver a contar
un objeto ya contado o dejar objetos sin contar. Se producen por desconocimiento del
principio de la correspondencia uno a uno o por una defectuosa puesta en practica del mismo,
debida al desconocimiento o mala utilizacion de las técnicas auxiliares del recuento (técnicas
de diseno de un camino, marcado, separacion o realizacién de una particion)

2.4. El aprendizaje del orden numérico

El orden numérico se construye alrededor de situaciones de comparacion: comparacion
entre ordinales para decidir quién va antes y comparacion entre cardinales para decidir a qué
conjunto le sobran o faltan elementos cuando construimos parejas con un elemento de cada
conjunto. Decimos que cinco es menor que ocho porque si un elemento es el quinto estara
antes o sera anterior en el tiempo al octavo (significado del orden entre ordinales). También
decimos que cinco es menor que ocho porque si emparejamos cinco tazas con ocho platos
quedaran platos sin taza (significado del orden entre cardinales). Esta tltima definicion
también lleva implicita la idea de que todos los conjuntos que tienen el mismo cardinal
pueden emparejarse sin que quede ningun elemento sin pareja.

El orden numérico tanto en su sentido ordinal como cardinal es asumido muy pronto por
los nifios. En el caso de orden entre ordinales, el éxito a la hora de ordenar dos nimeros va
ligado a la memorizacion del tramo de la secuencia numérica que los incluye. El nifio capaz
de recitar del uno al diez ya puede decir, por ejemplo, que "el seis va antes que el nueve". Sin
embargo, ese mismo nifio puede no saber que quince es menor que diecisiete si no tiene
memorizado el tramo del diez al veinte. La memorizacioén de tramos cada vez mas amplios de
la sucesion numérica permite a los nifios ampliar las parejas de nimeros susceptibles de ser
ordenadas. Finalmente, la familiarizaciéon con las reglas de formacion de las palabras
numéricas junto con el conocimiento de la escritura del nimero, conduce a los nifios a asumir
las reglas formales del orden numérico:

a) Un numero es menor que otro si tiene menos cifras.

b) Si dos niimeros tienen el mismo numero de cifras, serd menor aquel que tenga menor la
cifra de orden superior.

¢) Si las cifras de orden superior coinciden, se examinan las cifras de orden siguiente hasta
encontrar algin caso en que no coincidan y entonces se aplica la regla b.
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En cuanto al sentido cardinal del orden, en un primer momento los nifios son capaces de
percibir globalmente si en un conjunto hay mas elementos que en otro, siempre que esa
diferencia sea apreciable por simple inspeccion visual. Sin embargo, el establecimiento del
orden entre los cardinales de dos conjuntos por medio del emparejamiento (construccion de
parejas que contengan un elemento de cada conjunto) o del recuento no es una habilidad
temprana; de hecho, hay nifios de seis y siete afios que, en esas condiciones, tienen
dificultades para decidir qué conjunto tiene mas o menos elementos.

A este respecto es esclarecedor el comportamiento de los nifios en la llamada experiencia
de la conservacion del numero propuesta por Jean Piaget. Consiste en lo siguiente:

- Se le presentan aun nifio un nimero reducido de objetos, por ejemplo, entre seis y nueve
fichas azules puestas en fila. A continuacion, el entrevistador le pide al nifio que ponga tantas
fichas rojas como fichas azules hay, una ficha roja por cada ficha azul. Una vez que el nifio ha
emparejado cada ficha azul con una ficha roja, el entrevistador le pregunta si hay el mismo
numero de fichas azules que de fichas rojas. Si el nifio dice que si, el entrevistador modifica la
fila de fichas rojas dejando una mayor distancia entre dos fichas. De esa manera, la fila de
fichas rojas ocupa mas espacio que la de fichas azules.

Después de eso, se pregunta al nifio si ahora sigue habiendo las mismas fichas azules que
rojas.

En la resolucion de esta tarea los nifios se comportan de las siguientes maneras:

- Algunos no saben colocar un niimero de fichas rojas igual al de fichas azules. No conocen la
técnica de emparejamiento ni tampoco se les ocurre contar. Son nifios que pueden tener una
percepcion global de donde hay mas o menos elementos, pero que no usan la correspondencia
uno a uno para comparar cardinales.

- Otros son capaces de colocar un numero de fichas rojas igual al de azules, estan seguros de
que los dos cardinales son iguales, pero cuando el entrevistador modifica una de las filas
haciendo que ocupe méas espacio dicen que en esa fila hay més fichas. Se trata de nifios que
son capaces de usar una técnica de emparejamiento para comparar cardinales de conjuntos,
pero en cuanto visualmente ese emparejamiento desaparece dejan de verlo y vuelven a una
comparacion global basada en la percepcion visual de que uno de los conjuntos ocupa mas
espacio.

- Por ultimo, tenemos a los nifios que a pesar de la modificacidén espacial efectuada por el
entrevistador siguen afirmando que los dos conjuntos de fichas tienen el mismo nimero
porque "no se ha puesto ni quitado ninguna ficha". En este caso, los nifios no solo son capaces
de usar la correspondencia uno a uno entre conjuntos para comparar cardinales, sino que
siguen "viéndola", aunque fisicamente haya desaparecido, y no se dejan distraer por
consideraciones de otro orden.

Lo mas sorprendente de esta experiencia es que ha puesto de manifiesto que practica-
mente todos los nifios pequefios son "no conservadores" y que es necesario esperar a que
tengan alrededor de siete afios para que acepten mayoritariamente que el numero de fichas
sigue siendo el mismo.

Una tultima consideracion a tener en cuenta es que la tarea de ordenar dos numeros es
muy diferente de la de ordenar tres o mas nimeros. De hecho, se ha observado que nifios que
son capaces de ordenar tres nimeros de dos en dos no son capaces de ordenarlos a base de
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decir cual es el menor, el mediano y el mayor. En una fase posterior se da también el
caso de que, una vez ordenados ciertos nimeros, el nifio es incapaz de introducir en el lugar
adecuado un numero que se le ha dado posteriormente.

2.5. El aprendizaje del sistema escrito de numeracion

El aprendizaje del sistema escrito de numeracion se desarrolla en dos etapas: la de la
lectura y escritura de las cifras (nimeros del O al 9) y la de la lectura y escritura de numeros
de dos o mas cifras, lo que supone asumir las reglas de representacion de nimeros propias de
un sistema posicional de base diez.

En lo que se refiere a las cifras, los nifios deben aprender a reconocerlas y a
escribirlas siguiendo el sentido de recorrido oportuno. Para las personas diestras los sentidos
de recorrido mas adecuados son los siguientes:

® 12 Bl E HE Y

Los errores mas frecuentes que se observan en el trabajo de los nifios son:
- Errores de inversion de la grafia. Algunos nifios confunden el 6 y 9; otros escriben ,

S enlugarde2, §& enlugarde3, E en lugar de 5.

- Errores caligrdficos. La mala caligrafia puede llevar a un nifio a confundir sus propias cifras
cuando tiene que volver a leerlas. Se puede confundir el 1 conel 2, el 3 conel 5,el 6 0¢el 9
con el 0, etc.

- Errores de recorrido. Es frecuente que los nifios se acostumbren a escribir las cifras
siguiendo recorridos anémalos. Esto contribuye a empeorar la caligrafia y, ademas, puede
fomentar los errores de inversion ya comentados y la escritura de derecha a izquierda, en vez
de izquierda a derecha, lo que crea problemas cuando hay que escribir numeros de varias
cifras.

En cuanto al valor de posicion de las cifras, diversas experiencias muestran que la
comprension que tienen los nifios de ese convenio es muy limitada, incluso cuando llevan ya
mucho tiempo escribiendo numeros de varias cifras. A continuacién vamos a describir dos de
esas experiencias.

Experiencia de Kamii sobre reconocimiento de la decena

- El entrevistador presenta a un nifo dieciséis fichas y le pide que las cuente, las dibuje en un
papel y escriba el nimero 16. Una vez hecho eso, el entrevistador rodea el 6 y le pide al nifio
que senale en el dibujo de las fichas lo que corresponde a ese nimero. Después rodea el 1 y le
pide que sefiale en el dibujo la parte que corresponde a ese numero.

Este experimento se realiz6 con nifios de entre ocho y once afios de edad (por supuesto, todos
ellos escolarizados y sabiendo escribir nimeros de varias cifras) y sus respuestas pueden
clasificarse como sigue:

166



Numeros naturales. Sistemas de numeracion

- Las cifras se interpretan como ordinales o como etiquetas: el 6 corresponde a una ficha y el
1 a otra ficha distinta (22%).

- El 6 representa seis fichas y el 1, una ficha (23%).

- El 6 representa seis fichas y el 1 es una decena, pero, a la hora de indicarlo en el dibujo, se
sefala una sola ficha (12%).

- El 6 representa seis fichas y el 1 las diez fichas restantes ( 43%.
Entre los nifios de ocho afios s6lo el 20% relaciona el 1 con las diez fichas.
Experiencia de Ross del agrupamiento en decenas

- El entrevistador presenta al nifio 48 alubias y 9 tazas. No le dice al nifio cuantas alubias hay
ni le pide que las cuente. Lo que le pide es que ponga diez alubias en cada taza. Una vez
acabada la tarea sobre la mesa quedan 4 tazas llenas y 8 alubias sueltas. Entonces se pregunta
al nifio cudntas alubias hay en total.

Las respuestas de los nifios (entre ocho y once afios) fueron como sigue:
- No saben decir cuantas hay (5%).
- Las vuelven a contar todas de una en una (15%.

- Las cuentan por decenas ("diez, veinte, treinta, cuarenta") y al final afiaden el ocho. Algunos
nifios multiplican diciendo "cuatro de diez son cuarenta" o '"cuatro por diez son
cuarenta"(80%).

Ningun nifio dice directamente "cuarenta y ocho". Ademas, entre los nifios de ocho afios
solo el 60% cuenta de diez en diez, el otro 40% cuenta de uno en uno, o no cuenta.

Estas experiencias muestran que la nocion del valor posicional de las cifras se va
construyendo lentamente y que los nifios aprenden a escribir nimeros sin ser enteramente
conscientes del valor que representa cada cifra. De hecho, los nifios saben que cuarenta y dos
se escribe con un cuatro y un dos porque los dos nimeros empiezan por la silaba "cua". Son
las similitudes de los sonidos las que permiten escribir y leer correctamente numeros de dos
cifras, mas que una correcta interpretacion del nimero en términos de decenas y unidades.

Los errores mas frecuentes en la escritura de nimeros de varias cifras son los siguientes:

- Invertir el orden de las cifras. Es propio de la escritura de nimeros de dos cifras y consiste
en intercambiar la cifra de las decenas con la de las unidades.

- Incorporar la potencia de la base. Consiste en escribir los nimeros tal como se hablan, es
decir, explicitando las potencias de la base, como sucede en nuestro sistema oral. Por ejemplo,
tres mil doscientos veintitrés se escribiria como 300020023.

- Suprimir o afadir ceros. En nimeros grandes con pocas cifras significativas es frecuente
que los nifios se equivoquen en el nimero de ceros intermedios que hay que escribir. Por
ejemplo, mil cuatro puede aparecer escrito como 104 o como 10004.

Ademas, se observan dificultades de lectura y escritura de nimeros muy grandes tanto en
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niflos como en adultos debido a que la escuela no suele ejercitar a los alumnos en ello
y, desde el punto de vista social, se trata de un conocimiento poco necesario.

2.6. Conocimientos previos a la ensefianza del valor de posicion de las cifras

Para entender que el nimero treinta y cinco se escribe con un tres y un cinco hay que
"verlo" descompuesto en tres decenas y cinco unidades. Pero eso exige saber que "diez mas
diez son veinte, y mas diez son treinta", es decir, hay que saber contar de diez en diez y que
cuando a una decena se le suma otra se obtiene la decena siguiente. Una vez entendido que
tres decenas es lo mismo que treinta unidades, hay que estar familiarizado con el hecho de que
treinta mds cinco son treinta y cinco.

En otras palabras, para que un nifio pueda darle sentido a los razonamientos que se
organizan alrededor del valor de posicion de las cifras tiene que estar familiarizado con
determinadas técnicas orales de suma. Esto implica que las situaciones aditivas que
estudiaremos mas adelante deben comenzarse antes de ensefiar la escritura de numeros de dos
cifras.

Los conocimientos orales previos a dicha ensefianza son los siguientes:
- Contar de uno en uno y de diez en diez.

- Ser capaz de interpretar como cardinales u ordinales las palabras numéricas
correspondientes a los numeros de dos cifras.

- Saber que si se suma una unidad se obtiene el nimero siguiente.
- Saber que si se suma una decena se obtiene la decena siguiente.
- Sumar oralmente decenas con unidades.

El aprendizaje de estos conocimientos puede conseguirse mediante situaciones de
recitado, de recuento, de orden y aditivas. Pero ademas, se necesitan ciertos conocimientos de
escritura. Son los siguientes:

- Manejar con bastante soltura el lapiz y el papel.
- Leer y escribir las cifras.

- Saber interpretar como cardinales y ordinales las cifras que aparecen en un mensaje escrito.

La adquisicion de la primera de estas condiciones depende de la puesta en marcha de
situaciones de manejo del lapiz y el papel que ayuden a desarrollar la psicomotricidad fina
que la escritura requiere. Estas situaciones no son especificamente matematicas por lo que no
las hemos descrito. En cuanto a las otras dos condiciones, su aprendizaje se conseguird por
medio de las situaciones de trazado de cifras y de comunicacion descritas en el apartado
anterior.

Ejercicio 2: Diagnéstico de competencias y comprension sobre cardinacion y ordenacion

En la tabla siguiente se incluye una relacion de tareas de manipulaciéon de objetos en situaciones
aritméticas que se pueden usar para el diagnostico inicial (o la evaluacion final) de las competencias y
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comprension de los alumnos de ler curso de primaria sobre cardinacion y ordenacion. Utiliza esta
pauta con algun nifio de dicho nivel. Compara tus resultados con la informacion dada en esta seccion.

Manipulacion de objetos en situaciones aritméticas

a) Contar el nimero de elementos de un conjunto.
A ver, ;jcuantas fichas tenemos aqui?, cuéntalas.
b) Construir un conjunto con un nimero dado de elementos
Vamos a coger 15 fichas. Venga, empieza,colocalas aqui.
¢) Dados dos conjuntos, decir cual de ellos tiene mas o menos elementos.
Mira, aqui tenemos fichas negras y aqui fichas rojas. ;Donde hay mas fichas?
d) Construir un conjunto que tenga el mismo nimero de elementos que otro dado.
Mira, aqui tenemos fichas rojas. Vamos a poner un numero igual de fichas azules. ;Como lo
haremos?
e) Decir el ordinal de un elemento.
Vamos a hacer una fila de fichas. Esta es la primera, ésta la segunda, ;y ésta?
a) Colocar un elemento de ordinal dado
Mira, en esta fila hay que colocar esta ficha para que sea la cuarta, ;cémo lo haremos?
g) Aiadir elementos a un conjunto ya contado (con el conjunto inicial tapado o sin tapar)
Aqui hemos contado 17 fichas, jverdad? Si anadimos estas otras, ;Cuantas tendremos ahora?
Aqui hemos contado 17 fichas, jverdad? Si aniadimos estas 3, ;cudntas tendremos ahora?
h) Quitar elementos a un conjunto ya contado (con el conjunto inicial tapado o sin tapar)
Aqui hemos contado 17 fichas, ;jverdad? Si quitamos éstas, ;cudntas tendremos ahora?
Aqui hemos contado 17 fichas, jverdad? Si quitamos 3, ;jcudntas tendremos ahora?
i) Adivinar el cardinal de un conjunto sabiendo su cardinal cuando se le afladen o suprimen elementos.
Mira, aqui tenemos unas fichas escondidas. No sabemos cuantas hay, pero yo sé que si ariadimos
3 mas, en total hay ocho. ;Cuantas fichas hay escondidas?.
j) Modificar el ordinal de un elemento afiadiendo o quitando elementos anteriores.
Mira, esta ficha esta la quinta. Si ponemos delante estas otras dos, jahora como estara?
Mira, esta ficha esta la quinta. ;Cuantas fichas se tienen que ir de la cola para que quede la
tercera?
k) Comparar dos conjuntos y decir cuantos elementos mas o menos tiene uno que otro.
Donde hay mas fichas, jaqui o aqui?, ;cudntas mas?
1) Comparar dos conjuntos diciendo cuantos elementos hay que afiadir a uno de ellos para que se
iguale con el otro.
Aqui tenemos 12 fichas azules y aqui 15 rojas. ;Cudantas fichas azules tenemos que afiadir para
tener tantas como rojas?
m) Construir un conjunto que tenga un numero determinado de elementos de mas o de menos que otro
ya dado.
Aqui tenemos 23 fichas. Vamos a hacer otro monton que tenga 4 fichas menos que éste.
n) Comparar dos ordinales, diciendo cuantos elementos hay entre los dos.
Si sabemos que esta ficha es la sexta y ésta la novena, ;cuantas fichas tendremos que poner entre
las dos?
i) Hacer torres de 10 elementos a partir de un nimero dado de elementos.
Hemos contado 25 fichas. ;Cudntas torres de diez fichas podemos hacer? Vamos a hacerlas.
¢ Cudantas fichas sobran?
0) Realizar acciones de compra-venta de objetos diversos
p) Contar objetos de dos en dos, de cinco en cinco, de diez en diez, de cien en cien , de mil en mil.
q) Recorrer la sucesion numérica escrita saltando de dos en dos, de tres en tres, etc., hacia delante y
hacia atras.
r) Reiterar acciones de afiadir o quitar.
Aqui tenemos 3 fichas. Si afladimos otras 3, ;cudntas tenemos ahora? ;Y con 3 mas?
Si de estas 22 fichas empezamos a quitar 3,y 3,y 3, ..., jcuantas quedaran al final?
s) Repartir un nimero dado de objetos entre un numero dado de individuos.
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Vamos a repartir estas 20 fichas en cuantro montones iguales. ;Cuantas fichas hay en cada
monton?
t) Repartir un nimero dado de objetos entre varios individuos de modo que a cada uno le corresponda
un numero dado de objetos.
Vamos a repartir estas 20 fichas en grupos de 5. ;Cuadntos grupos podremos hacer?
u) Dado cierto numero de individuos, adjudicar a cada uno de ellos un nimero dado de objetos.
Vamos a hacer 4 montones de 5 fichas cada uno. ;Cudnatas fichas necesitaremos?
v) Comprar-vender varios objetos de un mismo precio.
w) Construir conjuntos que tengan dos veces, tres veces, etc. mas elementos que otro dado.
x) Construir conjuntos que tengan la mitad, la tercera parte, etc. que otro dado.
y) Formar todas las combinaciones posibles entre varios elementos.
Si tengo tres pantalones y dos camisas, ;jde cudantas maneras distintas me puedo vestir?
z) Medir longitudes, areas, capacidades, masas con unidades no convencionales.

3. SITUACIONES® Y RECURSOS

3.1. Situaciones de recitado de la sucesion numérica
Las variables didacticas a manipular a la hora de proponer tareas de recitado y los valores
entre los que varian, son los siguientes:
Tipo de sucesion oral: Cardinal u ordinal.
Numeros de comienzo y final del recitado: Cualquier nimero natural.
Sentido del recitado: Hacia delante o hacia atrés.

Numero de términos del recitado: Con o sin control del nimero de términos que se recitan.

Salto: De uno en uno, de dos en dos (por pares e impares), de cinco en cinco (por los
multiplos de cinco), de diez en diez, de veinticinco en veinticinco (por los multiplos de
veinticinco), de cincuenta en cincuenta (por los multiplos de cincuenta), de cien en cien, de
doscientos cincuenta en doscientos cincuenta (por los multiplos de doscientos cincuenta), de
quinientos en quinientos (por los multiplos de quinientos), de mil en mil, de diez mil en diez
mil, de cien mil en cien mil, de un millén en un milldn, etc.

Ejercicios:

3. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de ler curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didacticas identificadas en el estudio del recitado de la sucesion numérica

4. Analizar en un libro de texto de primaria si se incluyen o no, tareas o actividades de recitado de la
sucesion numérica y los valores de las variables didacticas tenidas en cuenta.

3 El término situacién lo usamos con dos sentidos diferentes, como tarea o actividad matematica a realizar, y
como situacion didactica. En este ultimo caso, ademas de la tarea matematica propiamente dicha, se incluyen las
intervenciones del profesor, las interacciones entre alumnos, el tiempo asignado y demas recursos utilizados en
el estudio.
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Las situaciones didacticas, globalmente consideradas, quedan determinadas por otras
variables distintas de las correspondientes a las tareas, entre las que destacamos:

Forma de realizar la tarea: Individualmente, colaborando en grupo pequefio homogéneo,
colaborando en grupo pequefio heterogéneo, colaborando en grupo grande, todos a la vez en
grupo pequeio o grande.

Intervencion del profesor: El profesor, una vez planteada la tarea, no contesta a ninguna
pregunta, contesta solo las preguntas que aclaran la consigna dada, hace sugerencias sobre
como realizar la tarea, colabora con los nifios en la resolucion de la tarea, dice a los niflos,
bien personalmente o bien a través de otro nifio, lo que tienen que hacer.

Tiempo de realizacion de la tarea: Se da el tiempo necesario para que todos los alumnos,
todos menos unos pocos, la mitad de la clase, sdlo unos pocos, realicen la tarea.

3.2. Situaciones de cardinalidad sin recuento

Es importante que los nifios se acostumbren a determinadas configuraciones espaciales
("constelaciones") que permiten conocer el cardinal de un conjunto sin necesidad de contar.
Por ejemplo, ante una constelacion de puntos como la siguiente:

los adultos no necesitamos contar para saber que ahi hay cinco puntos, pues estamos
familiarizados con ella a través de los dados, las fichas del dominé y las cartas de la baraja.
Las situaciones de cardinalidad sin recuento fomentan el reconocimiento visual de cardinales,
habilidad necesaria en las tareas iniciales de suma y resta.

Las variables de las situaciones”* de cardinalidad sin recuento son:
Numerosidad de la situacion: De uno a veinte.

Sentido de la situacion: De reconocimiento (del cardinal del conjunto) o de construccion (de
un conjunto de cardinal dado.

Material utilizado: Dedos de las manos, dados, cartas de la baraja, fichas de domind, regletas
Cuisenaire, regletas con tapa, abaco.

Ejercicios:

5. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de ler curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didacticas identificadas en el estudio de la cardinalidad sin recuento.

6. Analizar en un libro de texto de primaria si se incluyen o no, tareas o actividades de cardinalidad sin
recuento y los valores de las variables didacticas tenidas en cuenta.

4 Situacion, en el sentido de tarea o actividad matemética.
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3.3. Situaciones de recuento: obtencion de cardinales y ordinales

En general, la escuela no ensefia a contar mas alla de los primeros nimeros. Se realizan
actividades de contar para dar sentido a los numeros hasta el diez, pero a partir de ahi los
nimeros se construyen como combinacion de decenas y unidades. Por ejemplo, treinta y
cinco objetos aparecen descompuestos en tres decenas y cinco unidades, con lo que no hace
falta contar mas alla de diez para saber cuantos objetos son.

Nosotros entendemos que lo que da sentido al nuimero como cardinal y ordinal es el
recuento y que, por tanto, es necesario contar objetos una y otra vez para establecer el
significado de los distintos nimeros. Ademas, no basta con dar sentido a los numeros del uno
al diez, sino que hay que realizar actividades de recuento que pongan a los nifios en situacion
de manipular cardinales y ordinales de uno a cien y, en algunos casos, de mas de cien objetos.

Por otra parte, también es necesario aprender las distintas variantes de la técnica de
recuento. No es lo mismo contar para obtener un cardinal que contar para obtener un ordinal.
En el primer caso hay que contar todos los elementos y no importa el orden en que se cuenten;
en el segundo caso, solo se cuenta hasta el elemento en cuestion y siguiendo un orden
predeterminado de antemano. Ademds, la tarea de adjudicar a cada elemento una palabra
numérica, y solo una, puede exigir distintas técnicas auxiliares, dependiendo de la situacion:
seguir un camino, separar los objetos, marcarlos o efectuar particiones. Por tltimo, el tamafio
de la coleccion a contar o sus especiales caracteristicas pueden propiciar el uso de recuentos
abreviados: de dos en dos, de cinco en cinco, de diez en diez, etc. o, por ejemplo, contar
grupos de cien y después contar de cien en cien para obtener el total, etc.

Las variables didécticas que intervienen en las situaciones de recuento son las siguientes:
Significado del numero resultado del recuento: Cardinal u ordinal.
Numerosidad de la coleccion: De uno en adelante.

Sentido de la situacion: De calculo (del cardinal de un conjunto o del ordinal de un elemento)
o de construccion (de un conjunto de cardinal dado o de un elemento de ordinal dado.

Tipo de objetos:

- Sucesos.

- Objetos movibles al alcance de la mano.

- Objetos al alcance de la mano, pero no movibles u objetos dibujados
- con configuracion geométrica tipica
- con configuracion que indica un camino
- con configuracion indiferenciada.

- Objetos a la vista, pero no al alcance de la mano.

- Objetos evocados.
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Salto: De uno en uno, de dos en dos, de cinco en cinco, de diez en diez, de veinticinco en
veinticinco, de cincuenta en cincuenta, de cien en cien, de mil en mil, etc.

Estimacion del resultado: Con o sin exigencia previa de estimacion del resultado.

Ejercicios:

7. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de ler curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didacticas identificadas en el estudio de la obtencion de cardinales y ordinales.

8. Analizar en un libro de texto de primaria si se incluyen o no, tareas o actividades obtencion de
cardinales y ordinales, y los valores de las variables didacticas correspondientes.

3.4. Situaciones de orden numérico

Las variables didacticas que intervienen en las situaciones de orden numérico son las
siguientes:

Significado del numero: Cardinal u ordinal.
Tamario del numero mayor: De uno en adelante.

Tamario de la diferencia: Grande (diferencia que permite ver de forma ostensible cual es el
conjunto de cardinal mayor), o pequefia (diferencia que obliga a emparejar o contar para
decidir qué nlimero es mayor.

Numero de términos de la comparacion: Dos, tres 0 mas.

Grado de formalizacion de la situacion: Contextualizada o formal
Uso de materiales: Con o sin manipulacion de materiales.

Tipo de material:

- Objetos movibles al alcance de la mano y fisicamente cercanos.

- Objetos movibles al alcance de la mano, pero fisicamente separados.
- Objetos al alcance de la mano, pero no movibles u objetos dibujados
- Objetos a la vista, pero no al alcance de la mano.

Tamario del material: Los dos conjuntos que se comparan estan formados por objetos de un
tamaio parecido o muy distintos en tamaiio.

Estimacion del resultado: Con o sin exigencia previa de estimacion del resultado.

Institucionalizacion de las reglas formales que definen el orden: Con o sin explicitacion de
dichas reglas.
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Dentro de las situaciones de orden numérico, son especialmente importantes
aquellas que ponen de manifiesto el hecho de que dos conjuntos con el mismo cardinal
pueden emparejarse sin que sobre ni falte ningiin objeto. Una de ellas es la siguiente:

Situacion fundamental’ de cardinalidad

Condiciones materiales: El profesor debe situar en un lugar, cierto nimero de objetos A y en
otro, cierto numero de objetos B. Los objetos deben estar lo suficientemente separados para
que el nifio que esté cogiendo objetos B no tenga a la vista los objetos A. Ademas, el nimero
de objetos A debe ser lo suficientemente grande para que el nifio no pueda imaginarselos uno
a uno.

Consigna del profesor dirigida al alumno: "Mira, aqui tenemos objetos A y alli objetos B.
Tienes que ir a donde estan los objetos B y traer un objeto B por cada objeto A que tenemos

m

aqui".

Actuacién del profesor: El profesor no debe permitir que el alumno haga pruebas, trayendo
los objetos en varias veces. Debe exigir que los objetos se traigan en una sola vez y si el nifio
se equivoca debe llevarse todos los objetos y empezar de nuevo.

Conocimiento en juego: La resolucion correcta de esta situacion exige saber que cuando dos
colecciones tienen el mismo cardinal, al emparejarlas ninglin objeto se quedara sin pareja. Por
tanto, si se cuenta la coleccidbn A para obtener su cardinal y se construye un conjunto de
objetos B con el mismo cardinal, quedara resuelto el problema.

Ejercicios:

9. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de ler curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didacticas identificadas en el estudio del orden numérico.

10. Analizar en un libro de texto de primaria si se incluyen o no, tareas o actividades de ordenacion
numérica y los valores de las variables didacticas tenidas en cuenta.

3.5. Situaciones de lectura y escritura de nimeros de una cifra

La ensefianza de las cifras exige dos tipos de situaciones: las de trazado de las cifras y las
de comunicacion.

Situaciones de trazado de las cifras
Las variables didacticas a considerar serian las siguientes:

Tamario de la cifra: Del 0 al 9.

® Se le Ilama asi porque su resolucion exige el conocimiento de la propiedad fundamental de los cardinales.
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Método de trazado: Sobre cifra ya hecha o trazado libre imitando el modelo.
Instrumento utilizado: Dedos o lapices.

Material utilizado. Cifras recortadas en papel de lija, arena, talco, pintura de dedos, pinturas
varias, papel, etc.

En un primer momento conviene que la tarea se realice individualmente y en presencia
del profesor. Para ello, éste debe presentar al niflo una cifra recortada en papel de lija y
pegada en una cartulina o plancha de madera y mostrarle como recorrerla con el dedo. A
continuacion, el nifio debe "hacer la cifra" varias veces, siguiendo el recorrido indicado por el
profesor. De esta manera, y dado que el papel de lija raspa y obliga a los nifios a ser
conscientes del trazo que realizan, se van asumiendo los trazados de las distintas cifras.
Posteriormente, se puede pedir al nifio que dibuje la cifra por si mismo con el dedo sobre
arena o con pintura de dedos sobre papel. Mas adelante, se le puede decir que la trace con

lapiz y papel.

Hay que tener en cuenta que en las situaciones de trazado de las cifras no se pretende que
el nifio identifique la palabra con el simbolo escrito; no son, por tanto, situaciones estrictas de
lectura y escritura de cifras. Se trata de que el nifio aprenda la técnica de trazado de las
diferentes cifras, pero se supone que el profesor les dice a los nifios de qué cifra se trata y que
cuando los nifios la escriben, o bien recorren una cifra ya hecha, o bien la copian teniendo el
modelo delante. Son las situaciones de comunicacion las que tienen como objetivo prioritario
el que el nifio relacione el simbolo oral con el simbolo escrito y dé a este ultimo un sentido
como cardinal y ordinal.

Situaciones de comunicacion escrita de numeros de una cifra
Las variables didacticas a tener en cuenta serian las siguientes:
Significado del numero: Cardinal u ordinal.

Tamario del numero: Del 0 al 9.

Tipo de situacion: De peticion o de recuerdo.

Tipo de codificacion: Lectura (pasar del escrito al oral), escritura (pasar del oral al escrito) o
las dos.

Material utilizado: Todo tipo de objetos que se puedan contar, materiales estructurados’,
papel y lapiz, banda en la que aparezcan escritas las cifras en orden (banda numérica), cajas o
sobres para guardar objetos, etc.

En estas situaciones se pretende que los nifios se planteen el problema de comunicar
cantidades por escrito. En las situaciones de peticion los nifios tienen que pedir por escrito a
otros nifios o al profesor, o el profesor a los nifios, que construyan un cierto cardinal u ordinal.
En las de recuerdo se les dice que tomen nota escrita de un cierto cardinal u ordinal para
poder recordarlo dias después.

® Se llama asi a todos aquellos materiales organizados en torno a determinadas configuraciones. Por ejemplo,
dedos de las manos, dados, cartas de la baraja, fichas de domind, regletas Cuisenaire, regletas con tapa, piezas
Herbiniere-Lebert, abaco, dinero ficticio, etc.
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En un primer momento no hay que exigir que los nifios usen las cifras. De
hecho, estas situaciones se pueden plantear sin que los nifos las conozcan. Las estrategias
iniciales seran las de dibujar los objetos o la de dibujar una coleccion de muestra con el
mismo cardinal: dedos, palotes, etc. Si se pone a disposicion de los nifios una banda numérica
con las cifras escritas del 1 al 9 los nifios pueden leer y escribir los mensajes cifrados con mas
facilidad, pues pueden encontrar la cifra contando.

3.6. Situaciones de lectura y escritura de numeros de varias cifras

La ensefianza del sistema de numeracion escrito se lleva a cabo planteando situaciones de
agrupacion y de comunicacion.

Situaciones de agrupacion de cardinales

En un primer momento, se parte de conjuntos de objetos de cardinal dado y se pide a los
nifios que distribuyan los objetos en grupos de diez, o bien, dados varios grupos de diez y un
resto, que den el cardinal del conjunto total. Posteriormente se agrupa por centenas y después
por millares, pero para hacer estas agrupaciones es necesario trabajar con un material
estructurado que permita hacerlas con rapidez, como el dbaco o el dinero ficticio.

Son situaciones que, en un principio, se deben resolver oralmente y en las que la
estimacion previa del resultado juega un papel importante. Una vez presentadas varias de
estas situaciones, conviene pedirles a los nifios que estimen cudntos grupos de diez van a salir
antes de iniciar ninguna accioén. De esta manera, los nifios se van familiarizando con el hecho
de que en un treinta y tantos se obtienen tres decenas, en un cincuenta y tantos, cinco, etc.
Cuando este conocimiento empieza a afianzarse es el momento de presentar la escritura de los
nimeros y seguir realizando estas actividades con el apoyo escrito.

Las variables didacticas a considerar son las siguientes:
Tamario del numero. De diez en adelante.
Tamario de la agrupacion: Diez, cien, mil, etc.

Tipo de situacion: De obtencion del numero de grupos (a partir del cardinal) o de obtencion
del cardinal ( conocido el nimero de grupos.

Material utilizado: Todo tipo de objetos que se puedan contar, cubitos encajables, manos,
cartas de la baraja, regletas Cuisenaire, abaco, dinero ficticio; cajas, sobres, bolsitas para
guardar objetos, etc.

Estimacion del resultado: Con o sin exigencia previa de estimacion del resultado.
Escritura del cardinal: Con o sin escritura del cardinal.
Situaciones de comunicacion escrita de niumeros de mas de una cifra

Son situaciones similares a las de comunicacién escrita de nimeros de una cifra, la
novedad es que se afiade el tema del calendario. Para ello, cada comienzo de mes se colocara
en la clase un cuadro con las casillas vacias correspondientes a los distintos dias del mes. Se
apuntaran las efemérides (cumpleafios de los nifios, dias de fiesta, etc.), contando las casillas
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desde el principio hasta llegar a la que interesa. Después, cada dia se pondra una pegatina con
su fecha.

Las variables didacticas a tener en cuenta serian las siguientes:
Significado del numero: Cardinal u ordinal.
Tamario del numero: De 10 en adelante.
Tipo de situacion: De peticidn, recuerdo o calendario.

Tipo de codificacion: Lectura (pasar del escrito al oral), escritura (pasar del oral al escrito) o
las dos.

Material utilizado: Todo tipo de objetos que se puedan contar, regletas Cuisenaire, abaco,
dinero ficticio, papel y lapiz, cuadro en el que aparezcan escritos los cien primeros numeros
en orden (cuadro numérico), cajas o sobres para guardar objetos, etc.

Un apoyo importante para escribir nimeros de dos cifras es la representacion de esos
mismos nimeros en el abaco. Esto permite al profesor corregir con rapidez los errores de
inversion del orden de las cifras. Ante un nifio que escribe el treinta y cinco como 53, es
relativamente rapido pedirle que represente el numero en el abaco y decirle que ponga
primero el numero de decenas y después el de unidades. En el caso de las centenas se pueden
utilizar varios abacos o billetes que imitan dinero.

Ejercicios:

11. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de ler curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didacticas identificadas en el estudio de la lectura y escritura de numeros.

12. Analizar en un libro de texto de primaria si se incluyen o no, tareas o actividades de lectura y
escritura de numeros y los valores de las variables didacticas tenidas en cuenta.

3.7. Materiales para el estudio de la numeracion

Las actividades manipulativas con material concreto son esenciales para la comprension
del valor de posicion de las cifras en el sistema de numeracion. El uso de materiales
concretos en sus diversas modalidades es una variable de las situaciones que hemos indicado
en las secciones anteriores. Aqui describimos algunos de los materiales més frecuentemente
utilizados.

En la figura 1.1 se muestran algunos ejemplos de materiales mediante los cuales se
expresa el nimero 123. El interés de usar distintos materiales es para que el nifio no asocie el
valor posicional con un modelo particular.

Con el uso de materiales concretos diversos no se trata de que los alumnos abstraigan
algo que tuvieran en comun dichos modelos, como si los conceptos a construir tuvieran una
naturaleza empirica. El fin esencial sera lograr que la comprension de las reglas del sistema de
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numeracion posicional decimal sea independiente de los modelos fisicos utilizables.

Estos modelos pueden ser proporcionales o no proporcionales:

En los proporcionales de base 10, como los bloques multibase, haces de palillos, etc., el
material que expresa la decena es diez veces mayor en tamafio que el que expresa la
unidad; la representacion de la centena es diez veces mayor que la decena, etc. Los
instrumentos de medida también pueden usarse como modelos proporcionales de la
numeracion: las bandas o cintas de metros, decimetros y centimetros se pueden usar como
modelos de cualquier nimero de tres cifras.

Los modelos no proporcionales, tales como el dinero, el 4baco, etc. no mantienen ninguna
relacion de tamafio entre las distintas piezas que representan los ntimeros. Por ejemplo,
una moneda de 1 euro no es cien veces mayor en tamafio que la que representa un
céntimo.
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Modelos proporcionales Modelos no proporcionales
T f “P
m = - J
1] i
: e _@ abaco
placas barras unidades

Bloques multibase

Palillos

® @
Fichas de colores
Figura 1.1: Expresion del nimero123

Entre los materiales manipulativos mas utilizados en el estudio de la numeracion y las
operaciones aritméticas estan los dbacos, los bloques multibase y los niimeros en color.

Abacos

Son juegos de varillas insertadas en un bastidor sobre las que se deslizan bolas o fichas
como en un collar. Reproducen fisicamente las caracteristicas de los sistemas de numeracioén
posicionales ordenados ya que las bolas representan un valor numérico diferente segin la
posicion de la varilla en estan colocadas.

TV T

H

Abaco chino Abaco japonés Abaco ruso

En el dbaco decimal cada bola representa una unidad, pero bolas situadas en varillas
diferentes representan unidades de distintos ordenes; sobre cada varilla se tiene una potencia
de la base. En cada varilla habra 9 bolas como maximo ya que al afiadir otra mas se sustituyen
por una bola colocada en la varilla de la izquierda.
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Abacos no proporcionales. Antes de utilizar los 4abacos no proporcionales se
recomienda usar variantes en los cuales no se usa el convenio del valor de posicion, de modo
que, por ejemplo, el numero 23 queda expresado con dos hileras de 10 bolas y otra de tres. En
cada hilera, que se coloca horizontalmente, que ponen 10 bolas, 5 de un color y 5 de otro.

Bloques multibase

Los bloques multibase se presentan en cajas, una para cada base de numeracion. En cada
caja existen piezas (generalmente de madera o material plastico) de cuatro tipos: cubos,
barras, placas y bloques. Los cubos representan las unidades simples o de primer orden, las
barras las unidades de segundo orden, las placas las de tercero y los bloques las de cuarto

orden.

Forman un sistema de numeracién por agrupamiento
multiple. Cada pieza corresponde a una potencia de la base.
La representacion de un numero se corresponde con el
tamafio de la cantidad ya que van arrastrando todas las
unidades.Palillos, cordones, o cualquier otro material
cotidiano, enlazados o distribuidos en cajas, haciendo

grupos de diez unidades, reproducen las caracteristicas de Blogue multibase de base 10

los bloques.

Numeros en color

Los niimeros en color, también llamados regletas de
Cuisenaire, son una coleccioén de varillas colorecadas de
longitudes que van desde lem (unidades) a 10 cm
(decenas) que permiten reproducir las caracteristicas de
los sistemas de numeracidon de agrupamiento simple. Las
varillas tienen forma de prisma cuadrangular de un
centimetro cuadrado de seccion y sus longitudes varian
de centimetro en centimetro desde uno hasta diez.

Las regletas que tienen el mismo color tienen
también la misma longitud. Los distintos tamafios
permiten ordenar las regletas, formando escaleras;
uniéndolas por los extremos se pueden obtener distintas
longitudes que representardn numeros diferentes y las
operaciones aritméticas.
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3.8. Recursos en Internet

Vamos a contar:
http://math.rice.edu/~lanius/counting/spcount.html

/3 Lecciones de Cynthia Lanius: j¥amos a Contarl - Microzoft Internet Explorer

J Archiva  Edicién  Wer  Favortos  Hermamientas  Ayuda

o {.SS‘@ G 3

Aitrds Aolelarte Detener  Actualizar Inicio Bisgueda | Favortos  Histaorial

B = B

Caren I rngrirnir taodificar Discutic

IR T 7 math ice._cdur e
Favori % 12 436078210 Al
A >
@8 4]
oic iVamos a Contar !

4.
Cam.

Cam uno dos cuatro cinco siete ocho diez

&M 1) ; Cuantos robots estan marchando?

= & &

&1 IRevisatu respuesta agui. j
Cam =l

|&] Lista l_l_le Intermist
Hnico| @ HWML 2D NEHESR YR >»O0 Bled/ s 157
| @numerosnatu.doc - Micr... | I Egﬂ)ﬂ

J — Proporcionalidad | @F’ropolcionalidad.doc = e “@Lecciones de Cynt. ..

Descripcion:

Este conjunto de lecciones animadas para nifios de preescolar o primer curso de primaria
sobre los nimeros se presenta también en castellano. Incluye orientaciones para los maestros.
Es parte de un conjunto de recursos mas amplio para el aula de matematicas. Los principales
objetivos son:

— Contar un pequefio nimero de objetos

— Comprender el significado cardinal y ordinal de los nimeros al cuantificar e identificar el
orden de objetos

— Conectar nimeros y palabras con las cantidades que representan

— Desarrollar la comprension del tamafio relativo de los nimeros y hacer conexiones entre
el cardinal y orden dentro de una secuencia.

— Adquirir diferentes significados para la adicidon y substraccion de nimeros naturales y
relacionar estas dos operaciones.

181


http://math.rice.edu/~lanius/counting/spcount.html

E. Cid, J. D. Godino y C. Batanero

Ejercicio 15:

1. Explorar las diferentes opciones del programa.

Indicar los niveles y partes del curriculo de primaria en que se pueden usar las distintas
opciones.

3. Identificar las variables didacticas de las diversas tareas propuestas en el programa y los
valores particulares implementados de dichas variables. ;Existe algin tipo de control de
los valores por parte del usuario?

4. Comparar los tipos de actividades que se pueden realizar usando el programa respecto a
las que se hacen habitualmente con papel y lapiz.

- ¢Se pueden hacer actividades que no se puedan realizar sin este recurso?
- (Coémo cambian las técnicas de solucion?

5. Después que los alumnos han explorado el programa y realizado las actividades, ;Qué
tipo de explicaciones podria dar el profesor para sistematizar los conocimientos puestos en
juego?

4. TALLER DE DIDACTICA
4.1. Analisis de textos escolares. Disefio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de mateméaticas de ler ciclo de primaria
(recomendamos buscar los libros que utilizaste personalmente, o bien los de algiin familiar o
amigo).

1. Busca ejemplos y ejercicios relacionados con las ideas de nimero y numeracion.
Identifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencialmente conflictivos.

3. Describe los cambios que introducirias en el disefio las lecciones propuestas para los
cursos 1°y 2° de primaria.

4.2. Diseiio de actividades’
i [ T

||y

1. Actividades basadas en configuraciones puntuales /e .'-.-:-J f
La figura adjunta muestra una coleccién de tarjetas en | L. 8¢/
las cuales hay representadas distintas cantidades de 7/ &

puntos dispuestos segiin diversos patrones. ey o/
Propén una coleccion de tareas que permitan pensar a /-\(f”
los alumnos sobre los nimeros y sus composiciones. N\
H.‘,r-"},
N
2. La tabla 100 % /

A continuacion se muestra una disposicion de los
nimeros del 0 al 99 que se conoce como la “tabla 100”; una variante puede ser comenzar

" Van de Walle (2001)
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desde 1. Plantea actividades utiles para el aprendizaje de la serie numérica, ligadas al
descubrimiento de patrones o regularidades en la disposicion de los numeros.

I |2 |3 |4 |5 |6 |7 [8 |9 |10
11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20
21 |22 |23 |24 |25 |26 |27 |28 |29 |30
31 |32 |33 |34 |35 [36 [37 |38 |39 |40
41 142 |43 |44 |45 |46 |47 |48 |49 |50
51 |52 |53 |54 |55 |56 |57 |58 |59 |60
61 |62 |63 |64 |65 |66 |67 [68 |69 |70
71 172 |73 |74 |75 |76 |77 |78 |79 |80
81 |82 |83 |84 |85 |86 |87 |88 |89 |90
91 192 193 194 [95 |96 |97 |98 |99 [100

4.3. Analisis didactico de tareas escolares®
Numeracion

En una clase de primaria, antes de comenzar el primer periodo de trabajo sobre estudio de
los niimeros, particularmente de los numeros de tres cifras, el maestro procede a realizar la
evaluacion inicial incluida en el Anexo.

a) ¢Cual es la funcion de una evaluacion de este tipo y qué consecuencias tiene respecto

a la organizacion de la clase?

b) Indicar para cada ejercicio qué competencias del alumno se propone verificar el

maestro.

c) Para los alumnos que no han tenido ¢€xito en el ejercicio n® 4, ;qué material de ayuda

propondrias? (describe el material)

Anexo: Conocimientos sobre numeracion
1.;Cuantos puntos hay marcados en este cuadro?

* % % k% %
* * * * * * %
* % % ok sk k3 k% % % %
% % % % % % % %k
* * * * * * * % 3k
% % % k%
* * * k% * % 3k
% % % % % %k * sk ok
b % % %
* * * %

® Brousseau y cols (1995)
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2. Observa y comple:
226 227 228
345 ...

3. El maestro dicta los nameros:

246 - 120 - 500 - 63 - 275 895 -709 -
314

4. Escribe estos nimeros ordenados de menor a mayor,

326 - 157 - 609 - 98 - 328 -700 240 - 620

5. Observa los ejemplos y completa:

En 387, la cifra de las decenas es
En 246, la cifra de las centenas es
En 253, la cifra de las unidades es

En 387, la cifra de las decenas es
En 246, el nimero de centenas es
En 253, el nimero de unidades es

6. Observa y continua:
160 - 162 - 164 - - - -

275 - 280 - 285 -

9 - 92 - 94 - - - -

360 - 370 - 380 -

4.4. Diagnostico de la comprension de la numeracién decimal’

Utilizar las siguientes tareas con una pequefia muestra de alumnos de primer curso para

evaluar su comprension y competencia en el numeracion decimal.

Destrezas de recuento

Actividad 1. Contar hacia adelante, a partir de 77.
Actividad 2. Contar hacia atrés, a partir de 55.

Actividad 3. Contar de diez en diez.

Actividad 4. Contar por decenas, comenzando en 34.
Actividad 5. Contar hacia atras por decenas, comenzando en 130.

? Reys et. al. (2001), p. 168.
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Actividad 6. Escribir el nimero 342. Pedir al nifio que lea ese nimero. A continuacidén que
escriba,

el nimero siguiente a 342;

el nimero que resulta de afiadirle 10 unidades mas;

el nimero anterior;

el nimero que resulta de quitarle 10 unidades.

o O O O

Correspondencia entre digitos y cardinales

Actividad 7. Mostrar al nifio una coleccion de 36 fichas (o cualquier otro material). Pedir que
cuente la cantidad de fichas y que escriba el nimero resultante. Senalar el 6 en el 36 y
preguntar, “;Qué quiere decir este 6 en relacion a la cantidad de piezas que hay? Después
sefiale el 3 y repetir la pregunta.

Uso de las decenas

Actividad 8. Tomar 47 fichas y hacer que el nifio las cuente. A continuacién

mostrar al nifio 10 tarjetas con casilleros decimales marcados (figura

adjunta). Preguntar: Si queremos poner estas fichas en los espacios de estas tarjetas,
[cudntas tarjetas podemos llenar?

Usar grupos de 10

Actividad 9. Preparar tarjetas con semillas u otras piezas pegadas en las (fECECREOOG)
tarjetas dispuestas en hileras de 10. Proporcionar al menos 10 tarjetas con
una cantidad grande de semillas. Después de asegurarnos que el nifio ha contado varias
tarjetas de semillas y sabe que hay 10 en cada una de ellas, pedir que muestre 34 semillas.
(¢;Cuenta las semillas individualmente, o usa las tarjetas con decenas de semillas?). Esta
actividad se puede hacer también con centenas.
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Adicion y sustraccion

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

El dominio de los "hechos numéricos basicos" (las tablas de las operaciones aritméticas)
implica que los nifios puedan dar una respuesta rapida sin recurrir a medios no eficientes,
como el recuento. Este aprendizaje, para el caso de la suma y la resta comienza desde el
primer nivel, pero debe continuar en segundo curso y requiere, de parte del maestro:

« Ayudar a los alumnos a desarrollar una solida comprension de las operaciones y de las
relaciones entre los numeros.

« Desarrollar técnicas eficientes de recuerdo de los hechos numéricos.

. Proporcionar practica suficiente en el uso y seleccion de dichas técnicas.

El profesor debera ser capaz de ayudar a los nifios a conectar los diversos significados,
interpretaciones y relaciones de las operaciones aritméticas (adicion, sustraccion), de manera
que puedan usarlas de manera eficiente en los contextos de la vida real. Los problemas
verbales y los modelos graficos o tangibles (conjuntos de fichas y la recta numérica) son las
dos herramientas bdsicas que tiene el maestro para ayudar a los nifios a desarrollar el
significado de las operaciones. Los problemas verbales proporcionan una oportunidad de
examinar los diversos sentidos de cada operacion. Su uso en la clase debe hacerse en un
ambiente de indagacion, permitiendo a los niflos usar sus propias técnicas y justificar sus
soluciones.

En la actualidad la disponibilidad de calculadoras y ordenadores nos libera de la
realizacion de célculos penosos, pero al mismo tiempo lleva a conceder mas importancia al
desarrollo del sentido de la pertinencia y racionalidad de los resultados. Por ello la ensehanza
de diversas estrategias de calculo mental y de estimacion figura como un objetivo en los
diversos curriculos de matematicas basicas. El estudio de los algoritmos tradicionales de
calculos de las operaciones aritméticas, no debe ser un obstaculo para que los alumnos
desarrollen sus propias estrategias. La ensefianza se debe apoyar en las estrategias inventadas
por los propios alumnos por las siguientes razones:

. Favorecen la comprension del sistema de numeracion decimal.

« Se basan en la comprension de los estudiantes.

« Los alumnos comenten menos errores cuando usan sus propias estrategias.

« Promueven el pensamiento matematico, ya que son un ejemplo del "hacer matematicas"

1.1. Disefio Curricular Base del MEC
El Decreto del MEC (BOE 26-6-91) por el que se establecen las ensefianzas minimas

del area de matematicas en la educacion primaria establece las siguientes indicaciones para el
bloque tematico de "Numeros y operaciones":
Conceptos:

1. Las operaciones de suma, resta y sus algoritmos.

2. Reglas de uso de la calculadora
Procedimientos

1. Explicacion oral del proceso seguido en la realizacion de célculos y en la resolucion
de problemas numéricos u operatorios.

2. Estimacién del resultado de un célculo y valoracion de si una determinada respuestas
numérica es o no razonable.

3. Elaboracion de estrategias personales de calculo mental con nimeros sencillos.

4. Utilizacion de la calculadora de cuatro operaciones y decision sobre la conveniencia o
no de usarla atendiendo a la complejidad de los célculos y a la exigencia de exactitud
de los resultados.

Actitudes
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1. Confianza en las propias capacidades y gusto por la elaboracion y uso de
estrategias personales de calculo mental.
2. Gusto por la presentacion ordenada y clara de los calculos y de sus resultados.

Estas orientaciones curriculares se desarrollan en el DCB (Documento Curricular Base,

MEC, 1989), donde se indica que, al finalizar la Educaciéon Primaria, los alumnos habran
desarrollado la capacidad de:

1. Identificar en su vida cotidiana situaciones y problemas para cuyo tratamiento se
requieren operaciones elementales de calculo (suma, resta), discriminando la
pertinencia de las mismas y utilizando los algoritmos correspondientes.

2. Utilizar instrumentos de célculo (calculadora, abaco, ... ) y medida (regla, compas,
etc.) decidiendo, en cada caso, sobre la posible pertinencia y ventajas que implica su
uso y sometiendo los resultados a una revision sistematica.

3. Elaborar y utilizar estrategias personales de cédlculo mental para la resolucion de
problemas sencillos a partir de su conocimiento de las propiedades de los sistemas de
numeracion y de los algoritmos de las cuatro operaciones basicas (suma, resta).

En el desarrollo del bloque tematico sobre "Numeros y operaciones”" el DCB incluye las

siguientes orientaciones curriculares:

Hechos, conceptos y principios
3. Las operaciones de suma, resta.

. Situaciones en las que intervienen estas operaciones: la suma como unién, incremento;
la resta como disminucidn, comparacion, complemento

. Laidentificacion de las operaciones inversas (suma y resta).

« Simbolos de las operaciones

5. Algoritmos de las operaciones.

« Algoritmos para efectuar las operaciones con niimeros naturales.

. Jerarquia de las operaciones y funciéon de los paréntesis.

« Algoritmos para aplicar la suma y resta al calculo del tiempo y de 4ngulos.
« Reglas de uso de la calculadora.

Procedimientos

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Utilizacion de diferentes estrategias para resolver problemas numéricos y operatorios
(reducir una situacion a otra con nimeros mas sencillos, aproximacion mediante ensayo y
error, considerar un mismo proceso en dos sentidos -hacia adelante y hacia atrés-
alternativamente, etc.).

Explicacion oral del proceso seguido en la realizacion de céalculos y en las resolucion de
problemas numéricos u operatorios.

Representacion matematica de una situacion utilizando sucesivamente diferentes
lenguajes (verbal, grafico y numérico) y estableciendo correspondencias entre los mismos.
Decision sobre la conveniencia o no de hacer calculos exactos o aproximados en
determinadas situaciones valorando el grado de error admisible.

Estimacion del resultado de un cdlculo y valoracion de si una determinada respuesta
numérica es o no razonable.

Automatizacion de los algoritmos para efectuar las cuatro operaciones con ndimeros
naturales.

Automatizacion de los algoritmos para efectuar las operaciones de suma y resta con
numeros decimales de hasta dos cifras y con fracciones de igual denominador.
Elaboracién de estrategias personales de calculo mental
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o Suma, resta
« Utilizacion de la composicion y descomposicion de numeros, de la asociatividad y de
la conmutatividad para elaborar estrategias de calculo mental.

16. Identificacion de problemas de la vida cotidiana en los que intervienen una o varias
operaciones, distinguiendo la posible pertinencia y aplicabilidad de cada una de ellas.

17. utilizacion de la calculadora de cuatro operaciones y decision sobre la conveniencia o no
de usarla atendiendo a la complejidad de los calculos a realizar y a la exigencia de
exactitud de los resultados.

Actitudes, valores y normas

1. Rigor en la utilizacion precisa de los simbolos numéricos y de las reglas de los sistemas de
numeracion, e interés por conocer estrategias de célculo distintas a las utilizadas
habitualmente.

2. Tenacidad y perseverancia en la busqueda de soluciones a un problema.

3. Confianza en las propias capacidades y gusto por la elaboracion y uso de estrategias
personales de cdlculo mental.

4. Gusto por la presentacion ordenada y clara de los calculos y de sus resultados.

Confianza y actitud critica en el uso de la calculadora.

9]

1.2. Principios y Estandares para la Matematica Escolar (NCTM 2000)

Para los grados K-2 (Infantil y primer ciclo de primaria) el NCTM (2000) propone los
estandares siguientes:
- Comprender los significados de las operaciones y las relaciones entre ellas
. Comprender las diversos significados de la adicion y sustraccion de nimeros naturales
y las relaciones ente las dos operaciones.
« Comprender los efectos de la adicion y susbraccion de numeros naturales.
« Comprender las situaciones que implican multiplicacion y division, como son las de
agrupamientos de colecciones de objetos de igual cardinal y reparto equitativo.
- Calcular de manera fluida y hacer estimaciones razonables
. Desarrollar y usar estrategias de calculo con numeros naturales, particularmente sobre
la adicion y sustraccion.
« Dominar las tablas de sumar y restar
« Usar una variedad de métodos y herramientas de calculo, incluyendo objetos, célculo
mental, estimacion, papel y lapiz y calculadoras.

Ejercicio:

l.JAnalizar las diferencias y semejanzas en las orientaciones curriculares siguientes respecto del
estudio de los nimeros naturales y la numeracion,

- Disefio Curricular Base del MEC

- Las orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

- Principios y Estandares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

El conocimiento de la suma y resta de nimeros naturales debe organizarse alrededor de
las siguientes facetas o componentes:
« los hechos numéricos basicos (tablas de sumar y restar)
« las técnicas orales de calculo
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« las técnicas escritas de calculo
« las propiedades mas importantes de dichas operaciones
. las situaciones en las que el uso de dichas operaciones es pertinente.

Por tanto, cualquier propuesta de ensefianza de la suma y la resta debe atender al
desarrollo de estos aspectos del conocimiento. De esta manera, y a costa de almacenar mas
informacion en nuestro cerebro, podemos abreviar los procesos de recuento. Si tenemos que
averiguar el cardinal de una coleccion de objetos que se compone de partes que ya estan
cuantificadas no serd necesario efectuar un nuevo recuento, bastard con poner en accion
nuestro conocimiento de los hechos numéricos de la suma, de las técnicas de calculo
asociadas a esa operacion y del hecho de que esa operacion es adecuada para resolver esa
situacion.

La experiencia de que si una coleccion se compone de una parte de tres objetos y otra de
cinco objetos, en total habra ocho objetos, es la que permite decir que "tres mas cinco son
ocho" en determinadas culturas, en particular en la nuestra. Del mismo modo, la constatacién
continua de que el cardinal de un conjunto de tres elementos al que se le afiaden dos es el
mismo que el cardinal de un conjunto de dos elementos al que se le afiaden tres, nos lleva a la
propiedad conmutativa de la suma; etc. Posteriormente, el conocimiento de los hechos
numéricos basicos de suma y resta asi como de sus propiedades permite construir técnicas de
calculo formales desligadas de las situaciones que justifican dichos célculos.

2.1. Desarrollo de las técnicas de recuento abreviado

Los nifios van dando significado a la suma y la resta a través del planteamiento y
resolucion de las situaciones aditivas. Pero en un primer momento, el desconocimiento de la
tabla de sumar y restar impide a los alumnos resolver estas situaciones mediante sumas o
restas, necesitando recurrir al recuento. El hecho, constatado una y otra vez por medio del
recuento, de que si tenemos tres objetos y afiadimos dos mas tendremos cinco objetos en total
es lo que permite decir al nifio, en una fase posterior y sin necesidad de recuento, que tres mas
dos son cinco.

Ahora bien, el paso del recuento al conocimiento de las tablas no es inmediato, sino que es
un proceso paulatino con etapas intermedias que en el caso de la suma, detallamos a
continuacion:

e Recuento de todos. El nifio representa las dos colecciones de objetos de las que habla la
situacion mediante algun tipo de material (dedos, palotes, fichas, objetos diversos), las
junta y lo vuelve a contar todo de nuevo.

e Recuento de todos haciendo énfasis en el primer sumando. El nifio recita los numeros
hasta llegar al primer sumando (sin construir una coleccién de objetos que represente ese
sumando) y continia contando la colecciéon de objetos que representa al segundo
sumando.

e Recuento de todos haciendo énfasis en el sumando mayor. Lo mismo que en el caso
anterior, pero eligiendo como primer sumando el sumando mayor .

e Recuento a partir del sumando mayor. El nifio construye una coleccion de objetos que
representa el sumando menor y la cuenta partiendo del sumando mayor .

En el caso de la resta no nos encontramos con una secuencia de estrategias de recuento
que evolucionan en el tiempo, pasandose de unas a otras, sino con estrategias de recuento
diferentes en funcién de la situacion que se propone y que pueden ser simultneas:

e Recuento de lo que queda. Se utiliza en situaciones de ETE (estado, transformacion,
estado) en las que al conjunto inicial se le quitan elementos. Consiste en representar
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mediante objetos el conjunto inicial, quitar los elementos que indica la transformacion y
volver a contar lo que queda.

e Recuento hacia atras. Se utiliza en las mismas situaciones que el caso anterior y consiste
en contar hacia atrds desde el minuendo tantas veces como indica el sustraendo
(representado mediante una coleccion de objetos, frecuentemente dedos). Esta técnica se
utiliza poco por la dificultad que supone para los nifios contar hacia atras.

e Recuento de la diferencia. En las situaciones de ECE (estado, comparacion, estado) en las
que la incognita es el término de comparacion, se construyen los dos conjuntos, se
emparejan y se cuentan los objetos que quedan sin pareja.

o Recuento desde el sustraendo hasta el minuendo. Se usa en las mismas situaciones que el
caso anterior y consiste en contar desde el sustraendo hasta el minuendo llevando la
cuenta con una coleccion de objetos (generalmente dedos) de las palabras que se dicen.
Posteriormente, se cuenta la coleccion de objetos.

Estas estrategias se superan cuando el niflo memoriza las tablas o desarrolla técnicas
mentales (calculo de dobles, complemento a cinco o a diez, sumar en vez de restar, etc.) para
obtenerlas con rapidez.

2.2. Desarrollo de la comprension de situaciones aditivas

Con respecto a la estructura logica de la situacion

Se observa que las dificultades de los nifios a la hora de afrontar una situacion aditiva
dependen en gran medida de la estructura légica de la situacion y de la posicion de la
incognita. Una gradacion de menor a mayor dificultad podria ser la siguiente:

- EEE (con la incognita en el estado final o en uno de los parciales) y ETE (con la incognita
en el estado final o la transformacion).

- ECE (con la incégnita en la transformacion o en el primer término de la comparacion).

- ETE (con la incdgnita en el estado inicial y ECE (con la incognita en el segundo término
de la comparacion).

- TTT (cuando las tres transformaciones tienen el mismo sentido).

- TTT (cuando las transformaciones tienen diferente sentido)

- CTCycCcCcC.

Con respecto al grado de contextualizacion de la situacion

Se observa que los nifios entienden mejor las situaciones aditivas cuanto mas
contextualizadas estan. La clasificacion de las situaciones en funcion de un mayor a menor
grado de comprension de las mismas y, por consiguiente, de una mayor a menor capacidad de
resolver con éxito, seria la siguiente:

. Situacion que se refiere a materiales presentes en el aula y con el nifio como actor.

« Situacion hipotética contextualizada, con material a disposicion del nifio para que pueda
efectuar una representacion simbdlica.

« Situacion hipotética contextualizada, sin material a disposicion del nifio. En una primera
fase el nifio recurre a los dedos o al dibujo de palotes para efectuar los recuentos
necesarios. En una segunda fase recurre a técnicas de calculo orales o escritas.

. Situacion formal, es decir, situacion en la que se pregunta sin mas por el resultado de una
suma o resta sin referirlo a ninglin contexto fisico o social.
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Los tres primeros tipos de situaciones se engloban en la categoria de situaciones
concretas -situaciones con un mayor o menor grado de contextualizacion-, en oposicion a las
situaciones formales o no contextualizadas.

Con respecto al tamario de los datos

A los nifios les resulta mas dificil interpretar correctamente una situacion aditiva cuanto
mayor es el tamafio de los nimeros que intervienen en ella. Se han realizado experiencias en
las que se ha pedido a grupos de nifios que resuelvan la misma situacion, una vez con
nimeros pequefios y otra con nUmeros grandes, observandose que el porcentaje de
resoluciones correctas disminuye sensiblemente en el segundo caso.

2.3. Errores en la ejecucion de los algoritmos escritos de suma y resta

Los errores mas frecuentes que cometen los nifios al realizar los algoritmos son los
siguientes:
a) De colocacion de los numeros. Justifican los nimeros a derecha en vez de hacerlo a
izquierda o no hacen coincidir las columnas de las cifras del primer nimero con las columnas
del segundo.

2 3 2
+ 4 5
6 8 2

b) De orden de obtencion de los hechos numéricos basicos. Empiezan a sumar o restar por la
columna de la izquierda y avanzan hacia la derecha. Este error viene favorecido por la
tradicion de ensefiar primero el algoritmo sin llevadas, dejando la introduccion de las llevadas
para una segunda fase.

¢) De obtencion de los hechos numéricos bdsicos. Se equivocan en los resultados de la tabla
de sumar o restar.

d) De resta de la cifra menor de la mayor. Restan la cifra menor de la mayor sin fijarse si
corresponde al minuendo o al sustraendo.

5 4 2
-3 7 8
2 3 6

e) De colocacion de un cero. Cuando la cifra del minuendo es menor que la cifra del
sustraendo ponen como resultado el numero cero.

5 4 6
-3 7 3
2 0 3
f) De lugar vacio. Ante un lugar vacio, no completan la operaciéon u olvidan la llevada.
5 8 6 5 4 6
— 5 4 — 5 4
3 2 5 9 2

g) De olvido de la llevada. No incorporan la llevada a la columna siguiente.
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h) De escritura del resultado completo. Cuando al operar una columna obtienen un nimero de
dos cifras lo escriben completo en el resultado.

3 6
+ 5 6
8 1 2

Ejercicio 2: Diagnéstico de competencias en la realizacion de sumas y restas formales orales

En la tabla siguiente se incluye una relacion de tareas aditivas que se pueden usar para el diagnostico
de las competencias de los alumnos de ler curso de primaria en la realizacion oral de sumas y restas

formales. Utiliza esta pauta con algun nifio de dicho nivel e identifica las tareas que supongan mayor
dificultad.

Cada una de las operaciones siguientes puede plantearse como una suma (3+5= ), una resta (8-5=
), la inversa de una suma (3+ =8), la inversa de una resta (8- =3), una descomposicion en suma
(8=3+ ), o una descomposicion en resta (5=8- ). Deben resolverse utilizando fichas, el dbaco u otro
material, salvo cuando los nifios son capaces de dar el resultado mentalmente y en poco tiempo.

1. Operaciones con términos y resultado menor o igual que cinco (operaciones que se abarcan con una
sola mano)
1+1=2; 1+2=3; 1+3=4; 1+4=5; 2+2=4; 2+3=5.
2. Operaciones con términos y resultado menor o igual que diez (operaciones que se abarcan con las
dos manos)
- De dobles: 1+1=2; 2+2=4; 3+3=6; 4+4=8; 5+5=10.
- De complementos a cinco por defecto o exceso: 1+4=5; 2+3=5; 5+1=6; etc.
- De complemento a diez por defecto: 1+9=10; 2+8=10; 3+7=10; 4+6=10; 5+5=10.
- De operaciones en general: 1+6=7; 1+7=8; 1+8=9; 2+4=6; 2+6=8; 2+7=9; 3+4=7; 3+6=9.
3. Operaciones con términos y resultado menor o igual que 20:
- De dobles: 6+6=12; 7+7=14; 8+8=16; 9+9=18; 10+10=20.
- De complementos a diez por exceso: 10+1=11; 10+2=12; 10+3=13; 10+4=14; etc.
- De complementos a quince por defecto o exceso: 14+1 =15; 13+2=15; 12+3=15, 11+4=15; etc.
- De complementos a 20 por defecto: 19+1=20; 18+2=20; 17+3=20; etc.
- De operaciones en general: 1+11=12; 1+12=13; ...; 8+11=19.
4. Operaciones con términos y resultado menor o igual que cien:
- De decenas con unidades: 20+7)27; 60+2=62=; 30-4=26; 50-1=49, etc.
- De decenas con decenas: 30+40=70; 60-50=10; etc.
o Dobles: 10+10=20; 20+20=40; 60-30=30; etc.
o Complementos a 100: 10+90=100; 20+80=100; 30+70=100; etc.
- De decenas y unidades con decenas: 47+20=67; 55-10=45; 40-13=27,; etc.
- Restar todas las decenas: 32-30= 2; etc.
- De decenas y unidades con unidades:
- que no sopresan la decena: 45+3=48; 45-3=42; etc.
- que sobrepasan la decena: 45+7=52; 45-7=38; etc.
- De decenas y unidades con decenas y unidades:
- Dobles: 11+11=22; 12+12=24; 25+25=50; etc.
5. Operaciones con términos menores o iguales que cien y resultado mayor que cien:
- De decenas con decenas: 60+70= 130; etc.
- Dobles: 60+60=120; 70+70=140; etc.
- De decenas y unidades con decenas: 77+50=127, etc.
- De decenas y unidades con unidades: 98+6=104; etc.
- De decenas y unidades con decenas y unidades.
6. Operaciones con términos menores o iguales que mil.
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3. SITUACIONES Y RECURSOS

En concordancia con el apartado anterior, haremos una propuesta de ensefianza con dos
secuencias didacticas paralelas: la via de las situaciones aditivas concretas y la de las
situaciones aditivas formales. La primera es necesaria para establecer el sentido o significado
de las operaciones, que viene asociado a las situaciones que resuelve, y también para justificar
los hechos numéricos bésicos y las técnicas de calculo. La segunda es necesaria para
consolidar la memorizacion de las tablas y las técnicas orales y escritas.

3.1. Secuencia didactica de introduccion de la suma y resta de nimeros naturales

Para conseguir los objetivos didacticos, tendremos que plantear a los nifos diferentes
situaciones aditivas para que, a través de los recuentos, vayan construyendo las operaciones
de suma y resta. Estas situaciones deben variarse recorriendo los problemas de combinacion,
cambio y comparacion, asi como las diferentes posiciones posibles de la incognita. Si no se
usase esta variedad de problemas, los nifios decidirian que la operacién que resuelve el
problema es una suma porque aparece la palabra 'total' o la palabra 'mas' o porque en el
enunciado se habla de 'me dan', 'me regalan', etc.; o una resta porque se pregunta 'cuanto
queda', o aparece la palabra 'menos', o se habla de 'quitar’, etc.

Es también necesario plantear sumas y restas formales, es decir, descontextualizadas
(por ejemplo, 5 + 9, 14 - 5, 25 + 2, etc. ), para que los nifios adquieran técnicas orales (y
posteriormente, escritas) de suma y resta. Es la posesion de estas técnicas lo que convierte en
interesante la decision sobre cual es la operacion que resuelve un problema. Decidir si un
problema se resuelve mediante la suma 47 + 10 o la resta 47 - 10 es una cuestion dificil que
exige tomar en consideracion diferentes aspectos de la situacion. A un nifio no le merece la
pena plantearse una cuestion tan compleja si no tiene una técnica que le permita efectuar con
rapidez la operacion elegida. En ese caso es mas comodo representarse la situacion con algin
tipo de material y hacer directamente los recuentos necesarios.

En el primer caso, el nifio tiene que resolver los problemas de manera autéonoma,
recurriendo, en un principio, a la representacion con materiales y el recuento. La finalidad de
estas tareas es que las estrategias iniciales de recuento evolucionen (al ritmo del nifio) y que, a
medida que se consolidan las técnicas de suma y resta, la base experiencial adquirida por el
alumno en la resolucion de esas situaciones le permita decidir qué operaciones resuelven el
problema.

En el segundo caso, se trata de efectuar sumas y restas que inicialmente se resolveran por
medio de recuentos. Pero conviene hacerles evolucionar cuanto antes hacia estrategias mas
rapidas. Para ello, se debe trabajar con distintos materiales estructurados (dedos de la mano,
regletas Cuisenaire, abaco, etc.) que permitan obviar los recuentos y proporcionen, por medio
del aprendizaje de distintas configuraciones numéricas, el entramado necesario para establecer
las técnicas orales de suma y resta.

Las dos vias: situaciones aditivas concretas y situaciones aditivas formales, deben
desarrollarse a la vez. Una posible forma de hacerlo seria la siguiente:

« Se comienza trabajando las situaciones concretas de EEE, ETE, y ECE en el tramo
numérico de 0 a 20, con materiales presentes en el aula y con el nifio como actor. Al
mismo tiempo los nifios deben familiarizarse con los materiales estructurados y trabajar,
mediante situaciones formales, la memorizacién de las operaciones que caben en una
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mano, de los dobles de una cifra (5 + 5, 6 + 6, etc.) y de los complementos a 10 3 +7, 6 +
4, etc.).

« Se prosiguen las situaciones concretas en el tramo 0 a 50, con casos en los que no haya
posibilidad de recontar los dos términos para forzar la evolucién de las técnicas de
recuento y con presentacion de situaciones hipotéticas contextualizadas referentes a
numeros entre 0 y 20. Mientras tanto, a nivel formal, se contintia con la consolidaciéon de
la tabla de sumar y restar y de las operaciones con términos y resultado menor que 20.

« Se introduce el material estructurado en situaciones concretas con términos entre 0 y 100.
Las situaciones hipotéticas contextualizadas con material a disposicion del nifio se
trabajan entre 0 y 50. Ademads se trabajaran situaciones hipotéticas contextualizadas sin
material entre 0 y 20, tratando que, en ese caso, los nifios empiecen a expresar las
soluciones en términos de sumas o restas. En la via de operaciones formales se continua
con las sumas y restas de términos menores o iguales que 100 en forma oral.

« Se introducen tramos cada vez mas altos de la sucesion numérica, siguiendo unas pautas
similares a las comentadas en los items anteriores e introduciendo las técnicas escritas de
calculo.

3.2. Situaciones aditivas concretas

Recomendamos una secuencia de situaciones aditivas concretas, que el alumno debe
resolver por si mismo. El profesor debe controlar que el nifio entiende el enunciado,
pidiéndole que lo explique con sus propias palabras y animdndole a que encuentre una
estrategia de resolucion. Es decir, se trata, basicamente, de situaciones a-didacticas I

Estas situaciones deben plantearse antes de hablar de sumas y de restas sin forzar al nifio
a decidir cual es la operacion que resuelve el problema, aun cuando ya domine las técnicas de
sumar o restar. En un primer momento deben elegirse nimeros pequefios, pero mas adelante
hay que utilizar nimeros grandes y recurrir a recuentos abreviados y material estructurado.

Aun cuando al principio se permita al nifio representar los dos datos de la situacion, en
momentos posteriores hay que imposibilitarle el recuento de alguno de los términos para
forzarlo a pasar de las técnicas iniciales de "recuento de todo" y "recuento de lo que queda o
de la diferencia" a estrategias mas elaboradas, paso que muchos de los niflos realizan
espontaneamente.

Las variables didacticas de las situaciones aditivas concretas son las siguientes:

« Significado de los numeros: Cardinal, ordinal o medida.

o Tamario de los términos y resultado de la operacion: De 0 a 10, de 10 a 20, de 20 a 50, de
50 a 100, de 100 a 1.000, de 1.000 a 10.000, de 10.000 a 100.000, de 100.000 a 1.000.000,
de 1.000.000 en adelante.

o Estructura logica de la situacion: Situaciones aditivas del tipo EEE, ETE, ECE, TTT ,
CTC o CCC.

o Posicion de la incognita: En el primer término, el término inicial o uno de los términos
parciales; en el término medio de transformacion o comparacion; en el segundo término,
el término final o el término total.

« Sentido del término medio (solo en las situaciones ETE, ECE o CTC ): creciente o
decreciente; positivo o negativo.

« Posibilidad de recuento de los términos: Con posibilidad de recuento de los dos términos
o de uno solo.

1 . ., 1, e , ~ . . y
Situacion a-didactica, aquél momento del proceso de enseianza-aprendizaje en que el alumno esta
comprometido con la resolucion de una tarea problemadtica que asume como propia.
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o Grado de contextualizacion de la situacion: Situacion que se refiere a materiales
presentes en el aula y con el nifio como actor; Situacidon hipotética contextualizada con
material a disposicion del nifio para que pueda efectuar una representacion simbolica;
Situacion hipotética contextualizada sin material a disposicion del nifio.

o Tipo de material utilizado: Estructurado o no estructurado
o Numero de datos: Dos, tres o mas.

Ejercicios:

3. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de 2° curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didacticas para las situaciones aditivas concretas.

4. Analizar en un libro de texto de 2° curso las situaciones aditivas concretas que se incluyan,
identificando los valores de las variables didacticas mencionadas en este apartado.

5. Indicar los valores particulares de las variables didacticas que intervienen en las tareas siguientes.
Clasificar estas tareas segun la estructura logica descrita en la seccion 1.2

i

il
(ISR SRV

J

m.”"‘

3.3. Situaciones aditivas formales. Aprendizaje de algoritmos

En estas situaciones se presenta al alumno sumas y restas formales, es decir, ejercicios
del tipo 3 + 2, 12 - 5, etc. En un primer momento se animara al nifio a contar para obtener el
resultado, dandole a la suma un sentido de reunidon de objetos y a la resta un sentido de
separacion, pero rapidamente se pasara a utilizar materiales estructurados (abacos, bloques,
regletas) para evitar los recuentos y facilitar la memorizacion de los resultados y la
adquisicion de técnicas orales. Para ello, dichos materiales han tenido que ser trabajados
previamente, habiéndose familiarizado el nifio con las distintas configuraciones numéricas.
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Las variables didacticas de las situaciones son las siguientes:
« Tipo de operacion: Suma o resta.

o Direccion de la operacion:
Directa (por ejemplo, 12+5=7,15-11=7),
Inversa (por ejemplo, ? +5=12,15-?=9), 0
Descomposicion (por ejemplo, 12=5+ 72,11 =15-7?).

o Tamario de los términos y del resultado de la operacion:
- Operaciones que caben en una mano: 2+3, 5-1, etc.

- Operaciones que caben en las dos manos: 4+4,8-2, etc.

- Operaciones de la tabla de sumar o restar: 8+7, 11-6, etc.

- Operaciones con términos y resultado menor o igual que 20: 13+6, 17-4, etc.

- Operaciones con términos menores que 100 y resultado menor, igual o mayor que 100.

- Operaciones con términos menores que 1000 y resultado menor, igual o mayor que
1000.

- Operaciones con términos mayores que 1000.

o Numero de cifras de los términos: Los dos términos de la operacion tienen el mismo o
distinto nimero de cifras.

« Numero de cifras significativas concurrentes:
- Términos de cifras significativas no concurrentes: 40+5, 130-8, 200-45, 307+20,
4.000+324, ctc.

- Términos con una cifra significativa concurrente: 60+30, 42-6, 343+20, 208-4,
7.000+5.000, etc.

- Términos con dos cifras significativas concurrentes: 82-24, 66+31, 128+32, 435-420,
7.282-11, etc.

- Términos con tres o mas cifras significativas concurrentes: 347+482, 526-419, 11.297-
4.762, etc.

o Existencia de llevadas: La operacion implica o no llevadas.”

o Técnica de calculo: Uso de material estructurado, técnica oral, técnica escrita,
calculadora.

« Tipo de material estructurado: Dedos, regletas con tapa, regletas Cuisinaire, abaco, etc.

Ejercicios:

6. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de 2° curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didacticas para las situaciones aditivas formales.

7. Analizar en un libro de texto de 2° curso las situaciones aditivas formales que se incluyan,
identificando los valores de las variables didacticas mencionadas en este apartado.
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La figura adjunta muestra ejemplos de tareas para el estudio de las relaciones aditivas
entre numeros pequefios, apoyadas en el uso de material:

Patrones espaciales

[ ] *e e
... L ) J . *ee
* @ *® .
Cinco Seis Siete
(patrén (3y3) (6'y 1 mas)
aprendido)

Uno mas /Dos mas Uno menos /Dos menos

5y 10 como referentes

Cinco y tres mas Dos para diez

“Seis y tres son nueve”
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3.4 Recursos en Internet

Crucigrama de numeros

http://www 1.tpei.com.au/users/puzzles/page19.html

2 NUMBER and WORD PUZZLES - Microsoft Internet Explorer
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Instructions ‘ T\me‘ 317 ‘
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@
~
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e

“One for kids"

Interactive number puzzle

Find Number and Word Puzzles at
www1.tpg.com.aulusers/puzziles/

Email: puzzles@tpg.com.au aas
Copyright © Ken Egan 1997 - 2002 Hame page

+4 Inicio ) NUMBER a

Descripcion

Plantea crucigramas que se resuelven mediante operaciones aritméticas. Hay varios
niveles de dificultad y puede controlarse el tipo de operacion, asi como los errores cometidos.
Puede ser un recurso para el refuerzo de las tablas de las operaciones y la ejercitacion en el
calculo.

Ejercicio

Ejercicio 8:

Explorar las diferentes opciones del programa.

Indicar los niveles y partes del curriculo de primaria en que se pueden usar las distintas

opciones.

3. Identificar las variables didacticas de las diversas tareas propuestas en el programa y los
valores particulares de dichas variables implementados. ;Existe algin tipo de control de
los valores por parte del usuario?

4. Comparar los tipos de actividades que se pueden realizar usando el programa respecto a
las que se hacen habitualmente con papel y lapiz. ;Se pueden hacer actividades que no se
puedan realizar sin este recurso?

5. ¢(Cdémo cambian las técnicas de solucion?

N —
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4. TALLER DE DIDACTICA

4.1. Analisis de textos escolares. Disefio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 1° a 3° curso de primaria
(recomendamos buscar los libros que utilizastes personalmente, o bien los de algin familiar o
amigo).

1. Estudia el desarrollo del tema de “adicidon y substraccion” en dichos niveles.
Indica en qué curso se inicia y cuando termina.

3. Identifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencialmente conflictivos.

4. Describe los cambios que introducirias en el disefio las lecciones propuestas para los
cursos 1°y 2° de primaria.

4.2. Diseiio de una evaluacion
El siguiente problema es un problema aditivo de "estado-comparacioén-estado":
"Maria tiene 5 canicas. Juan tiene 6 canicas mas que Maria. ;Cudntas canicas tiene Maria?"

Este problema es de la forma a + b = ¢, y se pide el valor c, es decir el total. La incognita
es el total. Hay diferentes formas de variar este problema:

« Cambiando la posicion de la incognita;

. Cambiando el término de comparacion: ;Cudntas mds?
« Cambiando el valor de los sumandos:

. Cambiando el contexto: combinacion de objetos;...

Escribe todas las variantes que puedas de este problema cambiando algunas de las
variables anteriores. Clasifica los problemas segun la dificultad para los nifios. Plantea dos o
tres de estos problemas a un nifio de entre 8 y 10 afios. Analiza las estrategias que sigue para
resolverlos. ;Son diferentes las estrategias dependiendo del problema?

4.3. Analisis de problemas propuestos por nifos

a) Se pide a una serie de nifios que inventen un problema, cuya solucion sea 9+3. Estas son
algunas de las respuestas:
o “Tres obreros de un edificio han colocado 9 ladrillos”;
e Juan tenia 3 Euros y su mama le dio 9, ;cuantos tiene ahora?
o Clara tenia 3 huevos y Susana tiene 9 mds
(Son completos los problemas propuestos? ;Estan bien planteados? ;A qué modelo de
situaciones aditivas corresponde?

b) Se pide a una serie de nifios que inventen un problema, cuya solucion sea 72-29 Estas son
algunas de las respuestas:
“Un cocodrilo tenia 72 dientes, al comer algo se le cayeron 29, ;cudntos le quedaron?
“Juan tiene 20 arios, el abuelo tiene 72, ;cuantos anos tiene la madre?
“En un tarro hay 72 caramelos, 29 niiios acertaron y les dieron caramelos, ;cudntos
caramelos les dieron a cada uno?”
“Tomas tiene 72 bolas, Daniel tiene 29, ;jcuantas mas tiene Tomas?
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“Se cogen 72 lapices y 29 boligrafos y se hace la resta”
4.4. Analisis de estrategias aditivas de los alumnos’

Las producciones de los alumnos de primaria propuestas en la pagina siguiente
corresponden al siguiente enunciado:

"Tengo 45 imanes. Quiero pegar hojas en una pizarra metdlica. Tengo dos tipos de
hojas: pequerias y amarillas, grandes y blancas. Utilizo 4 imanes para las hojas
amarillas y 6 para las blancas. ;Cuantas hojas puedo pegar?

El maestro, al preparar esta actividad, ha organizado una lista de soluciones que
minimizan el nimero de imanes no utilizados.

N°de hojas |N°de hojas |N°de imanes | N° de imanes
amarillas blancas usados sobrantes

0 7 42 3

2 6 44 1

3 5 42 3

5 4 44 1

6 3 42 3

8 2 44 1

9 1 42 3

11 0 44 1

l.Interpreta los diferentes procedimientos realizados por los alumnos incluidos en el Anexo.
Explicita el método de cada alumno y las presentaciones utilizadas. ;Previé el maestro
las soluciones dadas por los alumnos?

2. ({Qué conocimientos son movilizados por los alumnos en el curso de esta actividad?

3. {Qué conocimientos y destrezas se pretenden con esta actividad?

Respuestas de cuatro alumnos a la tarea de fijacion de hojas:

? Brousseau, Duval y Vinrich (1995, p. 18)
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1. ORIENTACIONES CURRICULARES
1.1. Diseno Curricular Base del MEC

El Decreto del MEC (BOE 26-6-91) por el que se establecen las ensefianzas minimas
del area de matematicas en la educacion primaria establece las siguientes indicaciones para el
bloque tematico de "Numeros y operaciones":

Conceptos:
1. Las operaciones de multiplicacion y division y sus algoritmos.
2. Reglas de uso de la calculadora

Procedimientos

1. Explicacion oral del proceso seguido en la realizacion de calculos y en la resolucion
de problemas numéricos u operatorios.

2. Estimacion del resultado de un calculo y valoracion de si una determinada respuesta

numérica es o no razonable.
Elaboracién de estrategias personales de calculo mental con nimeros sencillos.

4. Utilizacion de la calculadora de cuatro operaciones y decision sobre la conveniencia o
no de usarla atendiendo a la complejidad de los célculos y a la exigencia de exactitud
de los resultados.

Actitudes

1. Confianza en las propias capacidades y gusto por la elaboracion y uso de estrategias
personales de calculo mental.

2. Gusto por la presentacion ordenada y clara de los célculos y de sus resultados.

(O8]

Estas orientaciones curriculares fueron formuladas de manera mas explicita en el DCB
(Documento Curricular Base, MEC, 1989). Al finalizar la Educacion Primaria, como
resultado de los aprendizajes realizados en el area de Matematicas, los alumnos habran
desarrollado la capacidad de:

1. Identificar en su vida cotidiana situaciones y problemas para cuyo tratamiento se
requieren operaciones elementales de calculo (multiplicacion y division), discriminando la
pertinencia de las mismas y utilizando los algoritmos correspondientes.

2. Elaborar y utilizar estrategias personales de calculo mental para la resolucion de
problemas sencillos a partir de su conocimiento de las propiedades de los sistemas de
numeracion y de los algoritmos de las cuatro operaciones bdasicas (multiplicacion y
division).
En el desarrollo del bloque tematico sobre "Numeros y operaciones" el DCB incluye las
siguientes orientaciones curriculares:
Hechos, conceptos y principios
3. Las operaciones de multiplicacion y division.

 Situaciones en las que intervienen estas operaciones: la multiplicacion como suma
abreviada, proporcionalidad (doble, triple, etc.); la division como reparto, proporcionalidad
(la mitad, la tercera parte, etc.).

* Cuadrados y cubos.
* La identificacion de las operaciones inversas (multiplicacion y division).

* Simbolos de las operaciones
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4. Correspondencias entre lenguaje verbal, representacion grafica y notacion numérica.

5. Algoritmos de las operaciones.

* Jerarquia de las cuatro operaciones y funcion de los paréntesis.

* Reglas de uso de la calculadora.

Procedimientos

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Utilizaciéon de diferentes estrategias para resolver problemas numéricos y operatorios
(reducir una situacion a otra con nimeros mas sencillos, aproximacion mediante ensayo y
error, considerar un mismo proceso en dos sentidos -hacia adelante y hacia atrés-
alternativamente, etc.).

Explicacion oral del proceso seguido en la realizacion de célculos y en las resolucion de
problemas numéricos u operatorios.

Representacion matemadtica de una situaciéon utilizando sucesivamente diferentes
lenguajes (verbal, grafico y numérico) y estableciendo correspondencias entre los mismos.

Decision sobre la conveniencia o no de hacer calculos exactos o aproximados en
determinadas situaciones valorando el grado de error admisible.

Estimacion del resultado de un cdlculo y valoracion de si una determinada respuesta
numérica es o no razonable.

Automatizacion de los algoritmos para efectuar las cuatro operaciones con ndimeros
naturales.

- Elaboracion de estrategias personales de calculo mental
- Multiplicacién y division con numeros de dos cifras en casos sencillos.

Identificacion de problemas de la vida cotidiana en los que intervienen una o varias de las
cuatro operaciones, distinguiendo la posible pertinencia y aplicabilidad de cada una de
ellas.

utilizacion de la calculadora de cuatro operaciones y decision sobre la conveniencia o no
de usarla atendiendo a la complejidad de los céalculos a realizar y a la exigencia de
exactitud de los resultados.

Actitudes, valores y normas

l.
2.

3.
4.

Tenacidad y perseverancia en la busqueda de soluciones a un problema.

Confianza en las propias capacidades y gusto por la elaboracion y uso de estrategias
personales de calculo mental.

Gusto por la presentacion ordenada y clara de los calculos y de sus resultados.

Confianza y actitud critica en el uso de la calculadora.

1.2. Principios y Estandares para la Matematica Escolar (NCTM 2000)

En relacion al aprendizaje de la multiplicacion y division, para los grados 3-5, el NCTM

(2000) propone el logro de las siguientes expectativas:

Comprender los significados de las operaciones y como se relacionan entre si
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« Comprender los diversos significados de la multiplicacion y division
. Comprender los efectos de la multiplicacion y division de nimeros naturales.

« Identificar y usar las relaciones entre las operaciones para resolver problemas, tales como
la division como operacion inversa de la multiplicacion.

. Comprender y usar las propiedades de las operaciones, tales como la distributividad de la
multiplicacion respecto de la adicion.

Calcular de manera fluida y hacer estimaciones razonables

« Dominar las tablas de multiplicar y dividir y usar estas combinaciones basicas para
calcular mentalmente hechos numéricos relacionados, como 30x50.

o Adquirir fluidez en la realizaciéon de sumas, restas, multiplicaciones y divisiones de
numeros naturales.

o Desarrollar y usar estrategias de estimacion de resultados de célculos con numeros
naturales y juzgar que son razonables.

« Seleccionar métodos y herramientas apropiadas para hacer calculos con numeros naturales
incluyendo calculo mental, estimacién, calculadoras, papel y lapiz, segun el contexto y
naturaleza de los célculos y usar el método o herramienta seleccionada.

Ejercicio 1:

Analizar las diferencias y semejanzas en las orientaciones curriculares siguientes respecto del estudio
de la multiplicacion y division:

- Diseno Curricular Base del MEC

- Las orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

- Principios y Estandares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE
2.1. Progresion en el estudio de la multiplicacion y division

Si bien la adicion y la sustraccion se comienzan a estudiar simultdneamente con el
concepto de nimero, la multiplicacion y la divisién son operaciones que requieren un cierto
dominio de los numeros y de las operaciones de adicion y sustraccion.

Esto es claro si tenemos en cuenta el significado de estas operaciones. La
multiplicacion esta ligada a verbos de accion tales como, "juntar tantas veces, repetir tantas
veces, afladir tantas veces, reunir tantas veces, reiterar, etc." Es conveniente, por tanto, tener
un cierto dominio de la suma que permita un calculo seguro de los productos. Para no
entorpecer el aprendizaje de la multiplicacion con dificultades propias de la suma, es por lo
que se suele dejar uno o dos cursos de diferencia entre el estudio de ambas operaciones.

En un principio, las situaciones problematicas deben resolverse tanto con la suma
como con la multiplicacion, hasta que el alumno observe que con la multiplicaciéon y mas con
el uso de las tablas, es mas rapido y seguro.

Los dos términos de la multiplicacion desempefian funciones diferentes: uno de ellos
es la cantidad que se repite (multiplicando). El otro factor nos dice las veces que se repite la
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cantidad inicial (el multiplicador); se refiere a un "objeto" (nimero de veces que se repite la
accion) de naturaleza diferente que el multiplicando.

En cuanto al aprendizaje de las técnicas operatorias habria que comenzar por el
producto de un digito por un digito, respetando las fases manipulativas, graficas (figurativas),
esquematicas y simbolicas.

En el caso de la division se trata de, "repartir en partes iguales, hacer grupos iguales,
restar reiteradamente, distribuir equitativamente, compartir, fraccionar, trocear, partir, etc." El
dividendo es la cantidad a repartir, que hace, por tanto, referencia a cantidades de magnitudes
discretas; por el contrario el divisor es el numero de partes en que se reparte la cantidad
expresada por el dividendo, siendo por tanto de naturaleza diferente.

Los requisitos basicos para afrontar las técnicas escritas operatorias de la division son los
siguientes:

« Una correcta orientacion espacial para las distintas direcciones que supone la técnica de la
caja. Implica, simultaneamente, el manejo de las nociones de derecha, izquierda, antes,
después, arriba, abajo.

« Mecanizacion comprensiva de la suma, resta y multiplicacion.

o Practica en la descomposicion de numeros en 6rdenes de unidades (unidades, decenas,
centenas, ...)

El aprendizaje del calculo de la division requerirda también tener en cuenta las fases
manipulativa, grafica (figurativa) y simbolica, y la siguiente secuenciacion:

« Una cifra en el dividendo y una en el divisor.
« Dos cifras en el dividendo y una en el divisor: ab : ¢, distinguiendo los casos, a>c, y a<c.
Se pueden presentar dificultades cuando exista un cero en el cociente (Por ejemplo, 81: 2)
« Tres o mas cifras en el dividendo y dos cifras en el divisor: abc:de. Los casos en que
pueden surgir dificultades son:
- Cuando hay que tomar tres cifras en el dividendo.
- Cuando hay que colocar ceros en el cociente.

2.2. Principales dificultades en el aprendizaje

El aprendizaje de la multiplicacion y division no esta libre de obstaculos y dificultades.
Indicamos algunas de estas dificultades sobre cuatro aspectos ':

a) Vocabulario y conceptos

En situaciones de multiplicacion los términos “cada”, “a cada uno”, “para cada uno”, etc.
tienen un sentido que, normalmente, no ha sido trabajo por los nifios con anterioridad. Otra
dificultad puede ser el empleo de la palabra ‘producto’. En el lenguaje ordinario un producto
comercial es cualquier cosa que se compra, por lo que se debe prestar atencion al nuevo
significado que se le atribuye en la clase de matematicas como resultado del célculo con
numeros.

b) Nivel de abstraccion

Cuando el nino se enfrenta a la multiplicacion lleva un cierto tiempo, normalmente,
practicando con sumas y restas. Pero sumar y restar supone que los nimeros que entran en
esas operaciones funcionan todos dentro del mismo contexto, esto es, hacen referencia a

! Martinez (1993, p. 141-142)
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cantidades que tienen el mismo significado en los dos sumandos y en el resultado. En algunas
actividades es posible que se pida al niflo que sume, por ejemplo, 3 peras y 2 kiwis para
obtener 5 frutas; en este caso el nifio debe entender que tanto las peras como los kiwis son
“objetos” de la clase de las frutas, por lo que este problema planteara mas dificultades que si
la adicion se refiere s6lo a una clase de frutas.

En el caso de la multiplicacion, el multiplicando es un nimero que indica la medida de
una cantidad de magnitud, es decir, es un estado, mientras que el multiplicador nos dice las
veces que se repite la cantidad inicial (es una razon o una comparacion). Para calcular el coste
de 3 kg de peras a 2 euros el kilo, multiplicamos 3 x 2 = 6 y decimos que el resultado es 6
euros; 3 es la medida de la cantidad de peso de las peras y 2 el precio (medida del valor
economico) por unidad de peso, es decir, la razén entre el valor econémico y el peso.

El resultado también puede ser una cantidad de una naturaleza diferente de los factores
(area o volumen; mientras que los factores son longitudes o longitud y area). Todo esto
supone un nivel de generalidad o abstraccidon superior y por tanto origen de dificultades en el
proceso de estudio.

En el caso de la division debemos tener en cuenta la existencia de dos sentidos bien
distintos para esa operacion:

- segun se considere como “resta sucesiva” de una cantidad fija d de otra D y lo que se

debe hallar es el numero de veces (q) que se puede restar hasta agotar D (la divisién como

agrupamiento)
- 0 bien el sentido de “reparto en partes iguales” de una cantidad D entre un nimero dado de
“sujetos” d, donde lo que se debe hallar es a cuanto tocan (q) (la divisidn como distribucion o
reparto).

¢) Dificultades en operaciones

La primera dificultad que suele pasar desapercibida es que una simple multiplicacion
como 123 x 12 es, en realidad, un conjunto variado de multiplicaciones que se escalonan y se
combinan de acuerdo con unas reglas especificas. Este proceso queda notablemente
oscurecido en el algoritmo habitual al suprimir pasos intermedios, lo que sin duda es una
fuente de dificultades y errores. Estas dificultades son mayores incluso en el célculo de la
divisiéon donde deben realizarse procesos de tanteo, aparte de aplicar de manera coordinada
las operaciones de multiplicacion, adicidon y sustraccion.

d) Solucion de problemas

El estudio de la estructura semantica de los problemas multiplicativos y el analisis de los
tipos de cantidades que intervienen como factores muestra la gran complejidad de este campo
conceptual cuyo estudio integral abarca un periodo bastante dilatado de tiempo.

Seglin algunos estudios’, parece que a los nifios les resulta mas facil identificar la
operacion correspondiente a un problema verbal cuando se trata de una division que cuando
se trata de una multiplicacion. Por otro lado, parece que resuelven mejor las situaciones
multiplicativas de razoén que las de comparacion (salvo cuando en estas ultimas la incognita
estd en el primer término de la comparacion), resultdndoles las de combinacion mas dificiles
de resolver que las otras. Dentro de las situaciones de razon, los problemas de reparto parecen
ser mas faciles que los de agrupamiento.”

Ejercicio 2: Evaluacion de destrezas de calculo

* Puig y Cerdéan (1988, p. 136)
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A continuacién incluimos algunos items de calculo, junto con respuestas tipo dada por nifios.
Para cada respuesta evalua los conocimientos que se ponen en juego, asi como los posibles errores.

Item 1 Multiplica 8x4

Respuestas:

o Ix4=4, 2x4=8, 3x4=12, recita toda la tabla hasta 8x4=32, son 32

o seis veces cuatro son 24, siete veces cuatro son 28, ocho veces cuatro son 32
o Es lo mismo que sumar cuatro veces 8; son 32

o Creo que son 36

o Cuatro veces cuatro son 16, diez mas son 36y 6 32; 32

Item 2: Calcula 805x4
Un nifio obtiene como resultado 3260, ;Como puedes explicar el error?

Item 3: Calcula las siguientes divisiones: 436 |4 85 |5 702 |3

En los siguientes resultados, ;Qué parte
del algoritmo no ha entendido el nifio?

8 |5 436 |4
19
702 |3
20

3. SITUACIONES Y RECURSOS

De acuerdo a los apartados anteriores, haremos una propuesta de ensefianza con dos
secuencias didacticas paralelas: la via de las situaciones multiplicativas concretas y la de las
situaciones formales. La primera es necesaria para establecer el sentido o significado de las
operaciones, que viene asociado a las situaciones que resuelve, y también para justificar los
hechos numéricos basicos y las técnicas de calculo. La segunda es necesaria para consolidar la
memorizacion de las tablas y las técnicas orales y escritas.

3. 1. Situaciones multiplicativas concretas

Recomendamos una secuencia de situaciones multiplicativa concretas que el alumno
debe resolver por si mismo. El profesor debe controlar que el nifio entiende el enunciado,
pidiéndole que lo explique con sus propias palabras y animandole a que encuentre una
estrategia de resolucion. Es decir, se trata, basicamente, de situaciones a-didacticas 3,

Se puede animar al nifio a representar los datos del problema, usando alguno de los
recursos que describimos en la seccion 3.3.

Las variables didacticas de las situaciones multiplicativas concretas son las siguientes:

o Tamario de los términos y resultado de la operacion: De 0 a 50, de 50 a 100, de 100 a
1.000, de 1.000 a 10.000, etc.

o Estructura logica de la situacion: Situaciones de razdn, comparacion, combinacioén y
doble comparacion.

? Situacion a-didactica, aquél momento del proceso de ensefianza-aprendizaje en que el alumno esta
comprometido con la resolucion de una tarea problemadtica que asume como propia.
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o Posicion de la incognita: En el primer estado, el segundo o la razén o comparacioén (en las
situaciones de razon o comparacion), o en los estados o comparaciones parciales o en el
estado producto o comparacion total (en las situaciones de combinacion o doble
comparacion).

o Sentido de la comparacion: De tantas veces mas o de tantas veces menos.

o Grado de contextualizacion de la situacion: Situacidon que se refiere a materiales presentes
en el aula y con el nifio como actor; situacion hipotética contextualizada con material a
disposicion del nifio para que pueda efectuar una representaciéon simbolica; situacion
hipotética contextualizada sin material a disposicion del nifio.

o Tipo de material utilizado: Estructurado o no estructurado, grafico, manipulativo, etc.

o Numero de datos: Dos, tres o mas.

Ejercicios:

3. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de 3° curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didacticas para las situaciones multiplicativas concretas.

4. Analizar en un libro de texto de 3° curso las situaciones multiplicativas concretas que se incluyan,
identificando los valores de las variables didacticas mencionadas en este apartado.

3.2. Situaciones formales. Aprendizaje de algoritmos

En estas situaciones se presenta al alumno multiplicaciones y divisiones formales, es
decir, ejercicios del tipo 12:5, 31x4, etc. En un primer momento se animara al nifio a hallar
sus propias estrategias, por ejemplo, sumando o restando, para dar sentido a las operaciones.

Répidamente se pasard a utilizar materiales estructurados (dbacos, bloques, regletas) para
facilitar la comprension y adquisicion de técnicas orales. Para ello, dichos materiales han
tenido que ser trabajados previamente, habiéndose familiarizado el nifio con las distintas
configuraciones numéricas.

Las variables didacticas de las situaciones son las siguientes:
« Tipo de operacion: multiplicacion o division; en el caso de la division, exacta o no exacta.
o Direccion de la operacion:
Directa (por ejemplo, 12x5=7,15:2=7),
Inversa (por ejemplo, ? x 5=12,16 - ? =8),
Descomposicion, 12=4x?; 5=15:7?
o Tamario de los términos y del resultado de la operacion:
- Dobles o mitades de numeros de una cifra.
- Operaciones de la tabla de multiplicar o dividir.

- Operaciones con multiplicandos o dividendos de una cifra significativa y multiplicadores
o divisores de una cifra.

- Dobles o mitades de numeros de varias cifras significativas.
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- Operaciones con multiplicandos o dividendos de dos o mas cifras significativas y
multiplicadores o divisores de una cifra.

- Operaciones con multiplicandos o dividendos de dos o mads cifras significativas y
multiplicadores o divisores de dos cifras significativas.

- Operaciones con multiplicandos o dividendos de tres o mas cifras significativas y
multiplicadores o divisores de tres o mas cifras significativas.

« Existencia de llevadas: La operacion implica o no llevadas.

o Técnica de cdlculo: Uso de material estructurado; técnica oral, técnica escrita,
calculadora.

« Tipo de material: Regletas Cuisinaire, abaco, bloques multibase, representaciones
gréficas.

Ejercicios:

5. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de 3° curso en las que se incluyan una muestra de
valores de las variables didacticas para las situaciones multiplicativas formales.

6. Analizar en un libro de texto de 3° curso las situaciones multiplicativas formales que se incluyan,
identificando los valores de las variables didacticas mencionadas en este apartado.

Ejercicio 7:

Enuncia problemas que correspondan a cada una de las representaciones graficas siguientes.
Identificar los valores de las variables que se ponen en juego y clasificar los problemas segin el
esquema dado en la seccion 1.1 (parte B).

a)

[ORGICRES

©)
d)
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g)
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3.3. Recursos en Internet

Representacion rectangular de la division entera

http://matti.usu.edu/nlvm/nav/frames_asid 193 g 2 t 1.html

Divizion Show 49 dvided by 5

- 1= x 5— |
Check | “eww Prchleim |
LT I Tinam T ox. U TP TR T T
° is0. HaT - sdacdntar o0 & Flgher Smds ond D ndla Sonces | Fandsedh

Descripcion:

Este recurso permite representar la division entera en un diagrama rectangular mostrando el
dividendo como un rectangulo cuya base y altura son el dividendo y cociente. El resto se
representa como un rectangulo adosado de base unitaria.

Permite probar el conocimiento de las tablas de multiplicar y la comprension de las nociones
de cociente y resto, planteando divisiones al alumno que ¢l debe resolver.

Ejercicio 7:

1.

(Cuales son los conocimientos matematicos que se suponen conocidos para usar este
programa? ;Qué conocimientos sobre el programa se deben aprender para usarlo como
recurso didactico?

(Cuadles son los nuevos conocimientos matematicos pretendidos? ;Cual es su
naturaleza? (adquisicion de una destreza, reconocimiento de una propiedad y su
justificacion, etc.)

Describir un recurso didactico alternativo para el estudio de los conocimientos
pretendidos (p.e., uso de la calculadora, papel y lapiz, etc.). Indicar las ventajas
relativas de cada recurso.

Disefiar una unidad didactica para el estudio del contenido pretendido, apoyada en el
uso de este recurso, indicando:

las consignas que se daran a los alumnos,

las explicaciones complementarias que se consideren necesarias sobre el uso
del recurso y recuerdo de conocimientos previos,

uso de recursos complementarios,

posibles explicaciones finales para sistematizar los conocimientos pretendidos.
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4. TALLER DE DIDACTICA
4.1. Analisis de textos escolares. Disefio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 2° y 3er ciclo de primaria
(recomendamos buscar los libros que utilizastes personalmente, o bien los de algiin familiar o
amigo).

1. Estudia el desarrollo del tema de “multiplicacion y division” en dichos niveles.
Indica en qué curso se inicia y cuando termina.

3. Identifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencialmente conflictivos.

4. Describe los cambios que introducirias en el disefio de las lecciones propuestas para los
cursos 3° a 6° de primaria.

4.2. Analisis de una prueba de evaluacion®*

En la tabla siguiente, parte izquierda, hay un ejercicio propuesto al comienzo del tercer
curso de primaria, y a la derecha los porcentajes de los resultados obtenidos:

Efectua la operacion siguiente:
84 Respuestas correctas: 37'4%
x3 Otras respuestas: 522%

----- Ninguna respuesta:  10'4%

a) La tasa de éxito es baja. ;Es un resultado extraiio?
b) Entre las respuestas erroneas estan las siguientes:

84 84 &4 &4
x3 x3 x3 x3
2312 272 242 92

. Encuentra, en cada caso, lo que hace el nifio
. Basandote en la numeracion decimal, ;coOmo ayudarias a un alumno a reconstruir el
algoritmo correcto?

4.3. Analisis de estrategias de calculo mental /oral

Proponemos a un grupo de nifios la siguiente tarea:
(Cudnto es veinticinco por doce? ;Como obtienes la respuesta sin usar papel y lapiz?

Para cada una de las respuestas siguientes analiza la estrategia seguida:
. "Treinta por doce es trescientos sesenta, cinco por doce sesenta, trescientos sesenta menos
2 b
sesenta trescientos"
- "Veinte por doce es doscientos cuarenta, cinco por doce sesenta, doscientos cuarenta mas
sesenta trescientos"

* Brousseau, G., Duval, A. y Vinrich, G. (1995)
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« "Veinticinco por seis es ciento cincuenta, y ciento cincuenta, trescientos"

« "Veinticinco por dos cincuenta, cincuenta por seis, trescientos"

« "Veinticinco por cuatro cien, por tres trescientos"

« "Veinticinco por doce es lo mismo que cincuenta por seis y lo mismo que cien por tres,
trescientos"

4.4. Evaluacion de resolucion de problemas

Item 4. Daniel tiene 12 caramelos, Maria tiene 6 veces mas caramelos que Daniel. ;Cuantos
caramelos tiene Maria’

Este problema fue resuelto correctamente por el 85% de nifios de 5° y 6° de primaria en
una muestra de 216 nifios.

En este item hay diferentes variables:

. Laposicion de la incognita: Estado inicial, término de comparacion, estado final;

« Término de comparacion: tantas veces mas, tantas veces menos;

. Tamafio de los nimeros

Escribe otros items similares cambiando las variables anteriores. ;Crees que serdn mas
dificiles? ;Por qué?
(Qué estrategias seguirian los nifios en los distintos items que has escrito?

Item 5. A continuacién reproducimos un item sobre problemas multiplicativos de
combinacion y las respuestas de varios chicos de 13 afios. Para cada una indica los
conocimientos mostrados y errores cometidos

“Dos caminos, por la derecha y por la izquierda™
“Dos caminos hasta el centro y tres mas, cinco |;Por cudntos caminos se puede
caminos” ir desde A hasta B?

“dos camimos hasta el centro; tres caminos desde
el centro que se pueden combinar con los
anteriores , seis caminos’”’

Como se ve en el grdfico desde A salen dos
caminos y en el centro de pueden tomar otros tres

el
OZ

> Castro, E.nr, Resolucion de problemas aritméticos de comparacion multiplicativa. Memoria de Tercer Ciclo.
Universidad de Granada.
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IL.
DIDACTICA DE LOS SISTEMAS

NUMERICOS PARA MAESTROS

Capitulo 4:

FRACCIONES Y NUMEROS RACIONALES POSITIVOS
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1. ORIENTACIONES CURRICULARES

La comprension del sistema de niumeros racionales pone en juego diversas nociones
relacionadas, como fracciones, razones, decimales, asi como una rica y compleja
variedad de situaciones de uso y medios de expresion. Su estudio estd condicionado por
la progresiva comprension de las operaciones aritméticas y de las situaciones de
medicion de magnitudes no discretas. Los nimeros racionales son el primer conjunto de
experiencias numéricas de los niflos que no estan basadas en los algoritmos de recuento
como los niimeros naturales. Hasta este momento el recuento en una forma u otra (hacia
delante o hacia atrds, con saltos o no) se podia usar para resolver todos los problemas
que se presentaban. Ahora con la introduccion de los numeros racionales el algoritmo
del recuento falla (o sea, no hay un nimero racional siguiente a otro dado; ademas, las
fracciones se multiplican de manera diferente, etc.). La practica y el discurso que se
pone en juego con los "nimeros racionales" suponen un salto importante en la manera
de pensar y usar los nimeros que origina dificultades a muchos alumnos.

Las reglas de célculo con las fracciones se pueden ensefiar de manera simple: los
alumnos pueden lograr una cierta destreza en el calculo del denominador comun para
sumar o restar fracciones sencillas. De igual modo es posible que aprenden rapidamente
las técnicas de multiplicar y dividir fracciones. Sin embargo, este enfoque algoritmico y
memoristico tiene dos peligros': primero, ninguna de estas reglas ayuda a los
estudiantes a pensar sobre el significado de las operaciones o por qué funcionan.
Segundo, el dominio observado a corto plazo se pierde rapidamente. Las reglas de
operacioén con las fracciones llegan a parecer similares y se confunden. El enfoque de la
ensefianza de las fracciones debe ser el logro del sentido numérico y la resolucion de
problemas.

1.1. Diseno Curricular Base del MEC

En el Disefio Curricular Base para la Educacion Primaria del MEC se mencionan
los “numeros fraccionarios y decimales” en el Bloque 1, indicando las
“Correspondencias entre fracciones sencillas y sus equivalentes decimales”. En el
apartado de Procedimientos se especifica:

1. Comparaciéon entre nimeros naturales, decimales (de dos cifras decimales) y
fracciones sencillas mediante ordenacidn, representacion grafica y transformacion
de unos en otros.

2. Interpretacion, calculo y comparacion de tantos por cientos

3. Automatizacion de los algoritmos para efectuar las operaciones de suma y resta con
nimeros decimales de hasta dos cifras y con fracciones de igual denominador.

En las orientaciones didacticas se indica: Los numeros fraccionarios se
abordaran como partes de un grupo o de magnitudes continuas en diferentes contextos
(reparto y medida). Mediante trabajos manipulativos se comienza con medios, cuartos
.., el décimo se relacionard con el Sistema Métrico Decimal y con los niimeros
decimales. Mas detalladamente se incluyen los siguientes contenidos que son
pertinentes para este tema:

Hechos, conceptos y principios

1. Numeros fraccionarios.

! (Van de Walle, 2001, p. 228):
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* Correspondencias entre fracciones sencillas y sus equivalentes decimales.

* El tanto por ciento de una cantidad (%)

Procedimientos

Interpretacion, calculo y comparacion de tantos por ciento.

Utilizaciéon de diferentes estrategias para resolver problemas numéricos vy
operatorios (reducir una situacion a otra con nimeros mas sencillos, aproximacion
mediante ensayo y error, considerar un mismo proceso en dos sentidos -hacia
adelante y hacia atras- alternativamente, etc.).

Explicacion oral del proceso seguido en la realizacion de célculos y en las
resolucion de problemas numéricos u operatorios.

Representacion matematica de una situacion utilizando sucesivamente diferentes
lenguajes (verbal, grafico y numérico) y estableciendo correspondencias entre los
mismos.

Decision sobre la conveniencia o no de hacer célculos exactos o aproximados en
determinadas situaciones valorando el grado de error admisible.

Estimacion del resultado de un calculo y valoracion de si una determinada respuesta
numérica es o no razonable.

Automatizacion de los algoritmos para efectuar las operaciones de suma y resta con
fracciones de igual denominador.

Actitudes, valores y normas

Rigor en la utilizacion precisa de los simbolos numéricos y de las reglas de los
sistemas de numeracion, e interés por conocer estrategias de calculo distintas a las
utilizadas habitualmente.

Tenacidad y perseverancia en la busqueda de soluciones a un problema.

Confianza en las propias capacidades y gusto por la elaboracion y uso de estrategias
personales de cdlculo mental.

Gusto por la presentacion ordenada y clara de los célculos y de sus resultados.

Confianza y actitud critica en el uso de la calculadora.

1.2. Principios y Estandares para la Matematica Escolar (NCTM 2000)

Las nociones de fraccion y numero racional no son triviales, incluso para los

alumnos de secundaria. Sin embargo, un primer contacto con algunas fracciones
sencillas, como 1/2, 1/4, etc. se puede proponer, y de hecho los libros de texto lo hacen,
para el primer ciclo de primaria. Un desarrollo mas completo se inicia en los niveles 3°
y 4°. Concretamente, en los grados 3-5 el NCTM (2000) incluye las siguientes
expectativas relacionadas con el aprendizaje de las fracciones:

- Comprension de los numeros, modos de representacion, relaciones entre numeros y
sistemas numéricos

- Comprender las fracciones como partes de un todo unidad, como partes de una
coleccion, como posiciones en la recta numérica, y como divisiones de nimeros
naturales.

- Usar modelos, puntos de referencia y formas equivalentes para juzgar el tamano
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de las fracciones.

- Reconocer y generar formas equivalentes de fracciones usadas comuinmente,
decimales y porcentajes.

- Explorar nimeros menores que 0 ampliando la recta numérica y mediante
aplicaciones familiares.

- Describir clases de numeros seglin sus caracteristicas tales como la naturaleza de
sus factores.

- Calcular con fluidez y hacer estimaciones razonables

- Desarrollar y usar estrategias para estimar céalculos con fracciones y decimales
en situaciones relevantes a la experiencia del estudiante.

- Usar modelos visuales, patrones, y formas equivalentes para sumar y restar
fracciones y decimales usados habitualmente.

Ejercicio:

1.Analizar las diferencias y semejanzas en las orientaciones curriculares siguientes respecto del
estudio de los nimeros naturales y la numeracion,

- Disefio Curricular Base del MEC

- Las orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

- Principios y Estandares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

Los nifios comprenden progresivamente la nocién de fraccion, a partir de sus
diferentes significados derivados de los diversos tipos de situaciones de uso, que no son
todos igualmente sencillos de comprender para ellos. En la seccion 1.1. de la parte B
hemos presentado una clasificacion de tales situaciones. Cada tipo de situacion
proporciona significados especificos que deben irse construyendo progresivamente, y
cuyo desarrollo ha sido objeto de diversas investigaciones. Analizaremos el desarrollo
de algunas de estos significados en lo que sigue.

Desarrollo de la fraccion como parte de un todo
Parece ser que las primeras ideas de fraccion de los nifios son de naturaleza
tridimensional e imprecisas.
Ejemplo: Un nifio puede decir “este jarro esta medio lleno”, o “me he comido
medio pastel”, cuando, en realidad so6lo queda una pequefia parte del agua o del
pastel. “Medio” en este contexto es para ¢l algo que no esta completo, pero queda
todavia algo.

En los experimentos de Piaget® se pide a los nifios dividir en partes iguales figuras
de papel o arcilla, doblandolas o cortdndolas para efectuar un reparto equitativo. A las
siguientes edades realizan los nifios diferentes tipos de tareas:

. 4-5 afos: Dividir en mitades figuras pequefias y regulares;
. 6-7 anos: Dividir en tercios;
. 7-9: Dividir en sextos por tanteo;

? Piaget, J., Inhelder, B. y Szeminska, A. (1960). The childs’ conception of geometry. Londres: Routledge
and Kegan.
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.10 afos: Dividir sistematicamente en sextos, partiendo primero por la mitad y
luego dividiendo el resultado en tres partes iguales.

En algunos casos los nifios realizan estas tareas antes de estas edades o son capaces
de comprender la idea de mitad, tercio y sexto aunque fisicamente tengan dificultad en
realizar la division de la figura en partes iguales. Hay siete criterios para comprender la
relacion parte-todo:

. Considerar que una region entera se puede dividir en partes;

. Darse cuenta que el mismo todo se puede dividir en diferente nimero de partes
iguales, y podemos elegir el nimero de partes;

. Las partes de la particion agotan el todo;

. El nimero de partes puede no ser igual al nimero de cortes; por ejemplo con dos
cortes podemos hacer cuatro partes de una tarta;

. Todas las partes son iguales;

. Cada parte en si misma se puede considerar como un “todo”;

. El “todo” se conserva, ain cuando se haya dividido en partes.

Para comprobar si los nifilos comprenden estas ideas se les puede plantear
actividades como indicar qué fraccidon se representa en las siguientes regiones

sombreadas:
||||||||||||||||||||-||||||||||||||||||||
[

En esta fraccion algunos nifios creen que la fraccion coloreada es 3/5

En esta fraccidon algunos nifios creen que la fraccion coloreada es 7/10.

La fraccion como parte en un conjunto discreto de objetos

Algunos experimentos sugieren que para los niflos es mas
dificil comprender la idea de fraccidon en un conjunto discreto de
objetos. Por ejemplo, al preguntar a los nifios qué fraccion
representan las piezas coloreadas dentro del siguiente conjunto,
el 40% de los nifios de 10 anos contestan que 1/2 en lugar de 1/3,
no considerando el conjunto total como un todo.

Representacion de las fracciones como puntos en una recta numeérica

El modelo de recta numérica de las fracciones ocasiona dificultades a los nifios que
no siempre son capaces de pasar de la representacion de areas a la recta o viceversa’. El
modelo de recta numérica resulta mas dificil que los anteriores.

3 Novillis, C. F. (1976). An analisis of the fraction concept into a hierarchy of selected subconcepts and
the testing of the hierarchical dependencies. Journal for Research in Mathematics Education, 7, 131-144.
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En la representacion lineal se enfatiza la idea de que una fraccion, por ejemplo 4/5
es esencialmente un numero, de idéntica naturaleza que los ntimeros 0 y 1, pero
comprendido entre ambos. A diferencia de las dos representaciones anteriores no se
incorpora la idea de relacion parte-todo.

Una ventaja de la representacion lineal es que las fracciones impropias son mas
naturales y no tan diferentes de las fracciones propias y también se visualiza la idea de
que las fracciones “extienden” el conjunto de los nimeros naturales y “rellenan los
huecos” dejados por éstos en la recta numérica. De esta forma se enlaza de forma
natural con la idea de medida no entera.

La fraccion como division indicada de dos numeros enteros
Al calcular porcentajes o transformar una fraccion en decimales es necesario
dividir dos enteros. Esta situacion también se presenta en problemas como el siguiente:

Hay que repartir a partes iguales tres tabletas de chocolate entre 5 niflos

Sélo un 40 % de los nifios de 12 afios responde correctamente a este problema, lo
que sugiere que el resto no han comprendido que cualquier nimero entero puede
dividirse en cualquier nimero de partes iguales.

Equivalencia y comparacion de fracciones

Hemos desarrollado este aspecto en el tema dedicado a proporcionalidad, asi como
en el dedicado a probabilidad. Tanto en la proporcionalidad como en los problemas de
comparacion de probabilidades se ponen en juego la comparaciéon de dos fracciones.
Remitimos a estas lecciones, donde se describen las etapas que siguen los nifios en la
comprension del orden y equivalencia de fracciones.

Otras dificultades y errores

Una primera dificultad en el estudio de las fracciones consiste en que los alumnos
atribuyan un significado correcto a la nocion de fraccidn, y por tanto, a cada uno de los
enteros que aparecen en la escritura de una fraccion. Se trata de una notacion nueva para
los alumnos de este nivel, ya que hasta este momento s6lo conocen los nimeros
naturales.

Algunos de los errores mas frecuentes que cometen los alumnos tras el estudio del
tema, que se manifiestan incluso en niveles de secundaria, son los siguientes:

e Un entero se confunde con su inverso: 1/7 se confunde con 7/1, o bien, 1/7 'y 7/1 se

consideran como dos escrituras equivalentes.

Una fraccion como %2 se considera menor que la fraccion 1/3, argumentando que 2 <
3.

El conocimiento de los naturales puede ser un obstaculo para el dominio de los
nimeros racionales; por ejemplo, algunos nifios pueden afirmar que 1/3 < 1/5
explicando que 3 <5.

e La mitad de la fraccion 1/6 se designa frecuentemente por la fraccion 1/3 (que es en
realidad el doble de 1/6), argumentando que la mitad de 6 es 3.

e Para multiplicar entre si dos fracciones, se les reduce a un comun denominador,
después se multiplican los numeradores olvidando de multiplicar entre si los
denominadores. Se trata de una confusion entre las reglas de la adicion de fracciones
y las de la multiplicacion.
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Remitimos al lector al libro de Llinares y Sanchez (1988, cap. 6) para una
descripcion mas detallada del tipo de errores mas frecuentes en el estudio de las
fracciones por los nifios, con explicacion de su posible origen y actividades para su
prevencion y remediacion.

Ejercicio 2:

En la tabla siguiente se incluyen ejemplos de items de evaluacion usados en distintas
investigaciones y porcentajes de respuestas correctas. Para cada uno de ellos estudia qué
aspecto de las fracciones se evalua. Trata de explicar las diferencias en los indices de
dificultad.

Item 1*. ;Estd dividido este circulo en dos mitades? ;Por qué?

El 89% de los nifios de 12-13 afios dieron una respuesta correcta,
mientas que otros opinaron que si. Para ellos “dos mitades” era equivalente a
dos trozos.

Item 2. En una caja de 12 huevos hay 5 cascados. ;Qué fraccion de huevos esta cascada?
El 70 % de los nifios de 12-13 afios dan una respuesta correcta..

Item 3. Juan y Andrés reciben su paga semanal. Juan gasta la cuarta parte y Andrés gasta la
mitad de su paga. ;Es posible que Juan gaste mas que Andrés? ;Por qué?
En este item el 41% de los nifios de 12 afios piensan que es imposible.

Item 4°. Supongamos que x/y representa un niimero. Si se duplican los valores de x e y el
nuevo numero es:
a) La mitad de grande que x/y
b) igual a x/y
¢) doble que x/y
El 20 por ciento de los nifios de 11 afios dan una respuesta correcta a este item

Item 5. En una clase hay 40 alumnos, 3/5 son nifias. ;Cudntas nifias hay en la clase?
El122 % de los nifios de 11 afios dan la respuesta correcta

3. SITUACIONES Y RECURSOS

De acuerdo a los apartados anteriores, haremos una propuesta de ensefianza con
dos secuencias didacticas paralelas: la via de las situaciones concretas y la de las
situaciones formales. La primera es necesaria para establecer el sentido o significado de
las fracciones, y también para justificar los hechos numéricos basicos y las técnicas de
calculo. La segunda es necesaria para consolidar las técnicas de célculo.

3.1. Situaciones concretas

* Hart, K. (1980), Secondary School Mathematics Project. Research Monograph. Londres: Chelsea

College.
> NAEP, 1980
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Las actividades introductorias para facilitar “el primer encuentro” con las
fracciones se deben apoyar en las diversas representaciones: modelos de dareas,
conjuntos discretos, recta numérica, etc.

Por ejemplo, en lo que concierne a la recta numérica, podemos proponer a los nifios
que tengan que comunicar a otros la posicion exacta de ciertos puntos (correspondientes
a 1/3 y 5/3, por ejemplo) marcados sobre una semirecta graduada, en la cual se han
marcado claramente los nimeros 0, 1 y 2, los cuales indican la unidad de longitud
elegida para graduar la semirecta.

A B

I . I
*

o ¢
—_
N ¢

Los niflos deberdn descubrir en primer lugar la relacion entre la posicion de estos
puntos y la division de la longitud unidad en partes iguales, y después inventar una
escritura que les permita comunicar estas posiciones a sus compaiieros, los cuales sélo
tienen una semirecta graduada con la misma unidad de longitud sobre la que aparecen
marcados el 0, 1, y 2.

En este contexto, la notacion de fraccion, que podra ser propuesta por el maestro
durante la correccion de la actividad, surgira como una respuesta a un problema que
tiene pleno sentido para los nifios y los papeles del numerador y del denominador se
distinguiran rapidamente, ya que cada uno proporciona una informacién necesaria para
el posicionamiento correcto del punto.

Esta misma situacion se puede también explotar para que los nifios “descubran”
que las fracciones 1/3 y 2/6, por ejemplo, son dos codificaciones diferentes de la
posiciéon de un mismo punto y, por tanto, existen numerosas fracciones equivalentes a
una fraccion dada. A partir de esto, la investigacion de las reglas de simplificacion de
las fracciones se puede iniciar con fracciones simples.

Este tipo de introduccion, ademas del interés que presenta para dar sentido a la
nocion y la notacidon de las fracciones, permite también no limitarse a las fracciones
inferiores a la unidad, como ocurre habitualmente con el contexto del reparto de las
tartas que suele usarse con frecuencia.

Esta presentacion no es suficiente para dar todo su sentido a las fracciones. Se debe
acompafiar con otras situaciones en las que esta herramienta se use no solamente como
fraccion de longitud, sino también como fraccion de area o de tiempo, y en general con
situaciones en las que se pongan en juego los diversos contexto de uso de las fracciones.

Recomendamos una secuencia de situaciones concretas, que el alumno debe
resolver por si mismo. El profesor debe controlar que el nifio entiende el enunciado,
pidiéndole que lo explique con sus propias palabras y animandole a que encuentre una
estrategia de resolucion. Es decir, se trata, basicamente, de situaciones a-didacticas 6

Se puede animar al nifio representar los datos del problema, usando alguno de los
recursos que describimos en la seccion 3.3.

Las variables didacticas de las situaciones de introduccion de las fracciones son las

siguientes:

¢ Situacion a-didactica, aquel momento del proceso de ensefianza-aprendizaje en que el alumno esta
comprometido con la resolucion de una tarea problemadtica que asume como propia.
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o Significado de las fracciones: parte- todo, comparacion parte- parte, division de
dos nimeros, comparacion de dos medidas, punto en la recta numérica, etc.

« Tipos de fracciones: igual- distinto denominador, menores mayores que la unidad,
enteras o no enteras, denominadores multiplos unos de otros o no, etc.

« Grado de contextualizacion de la situacion: Situacidn que se refiere a materiales
presentes en el aula y con el nifio como actor. Situacidon hipotética contextualizada
con material a disposicién del nifio para que pueda efectuar una representacion
simbolica. Situacion hipotética contextualizada sin material a disposicion del nifio.

o Tipo de material utilizado: Estructurado o no estructurado.

o Posicion de la incognita en las operaciones: En el primer término, el término inicial
o uno de los términos parciales.

o Numero de datos: Dos, tres o mas.

Ejercicios:

2. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de 5° curso en las que se incluyan una muestra
de valores de las variables didacticas identificadas en el estudio de las situaciones concretas de
uso de las fracciones.

3. Analizar en un libro de texto de 5° de primaria si se incluyen o no situaciones concretas en el
estudio de las fracciones y los valores de las variables didacticas tenidas en cuenta.

3.2. Situaciones formales. Aprendizaje de algoritmos

En estas situaciones se presenta al alumno operaciones formales con las fracciones,
es decir, ejercicios del tipo: 5/7+4/5, etc. En un primer momento se animara al nifio a
hallar sus propias estrategias, para dar sentido a las operaciones.

Rapidamente se pasara a utilizar diversas representaciones (areas, conjuntos, recta
numérica, diagramas en arbol) para facilitar la comprension y adquisicion de técnicas de
calculo. Las variables didacticas de las situaciones son las siguientes:

« Tipo de operacion: suma, resta, multiplicacion y division.
o Direccion de la operacion:
Directa (por ejemplo, 2 /5x 1/4 =7
Inversa (por ejemplo, ? x 2/ 5 =1/10
« Tipos de fracciones, tamario de los términos y del resultado de la operacion:
1. Sumay resta de fracciones de igual denominador;
2. Suma y resta de fracciones, denominadores multiplos uno de otro;

3. Suma y resta de fracciones con denominadores no multiplos, facilmente
descomponibles en factores;

4. Suma y resta de fracciones cualesquiera;

Multiplicar /dividir una fraccion por un entero;
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6. Multiplicar /dividir dos fracciones;
7. Operaciones combinadas
o Técnica de calculo: Uso de material o representaciones graficas, técnica escrita.

« Tipo de material o representaciones usadas; conjuntos de objetos, modelos de
areas, recta numérica, etc.

Ejercicios:

4. Preparar una secuencia de tareas para alumnos de 6° curso en las que se incluyan una muestra
de valores de las variables didacticas identificadas en el estudio de las situaciones formales de
uso de las fracciones.

5. Analizar en un libro de texto de 6° de primaria si se incluyen o no situaciones formales en el
estudio de las fracciones y los valores de las variables didacticas tenidas en cuenta.

3.3. Modelos graficos para el estudio de las fracciones

A lo largo del tema hemos mencionado algunas representaciones graficas mediante
las cuales se expresan situaciones de uso de las fracciones. El uso de estas
representaciones es una opcion del profesor, por lo que se trata de una variable didactica
de las situaciones concretas en el estudio de las fracciones.

Modelos de dreas
Una figura, principalmente rectangular o circular se divide en partes iguales,
sombreando la parte correspondiente a la fraccidon representada.

;Qué fraccion expresa la relacion entre el area de la superficie
sombreada y la superficie del rectangulo mayor?

¢ Cuanto mide el area sombreada si usamos como unidad de medida el
rectangulo mayor?

Este tipo de situaciones de medida o comparacion de areas (con figuras
rectangulares o circulares) se pueden utilizar como modelos de otras situaciones de
contextos no geométricos. Por ejemplo,

"Tenemos que repartir 120 euros entre 12 personas. ;Qué fraccion del total

corresponde a 8 personas? ;Cuantos euros corresponden a estas 8 personas?"

Esta situacion se puede representar "visualmente" con el grafico o modelo de areas
anterior interpretando que el rectangulo mayor "representa las 12 personas (el todo o
unidad), y la parte sombreada a las 8 personas.

Representacion mediante conjuntos
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Cuando el conjunto que se quiere dividir es discreto y el numero de objetos es
multiplo de las partes, una representacion de los objetos puede visualizar el problema de
reparto.

Modelos lineales

Al igual que en el caso de los nimeros naturales, podemos visualizar las fracciones
a lo largo de una recta. Tomamos en ella una cierta longitud como unidad a repartir, y a
partir de ella representamos la fraccion.

2 R 2 2 T T T
0 14 12 34 1 54 32 74 2
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3.4 Recursos en Internet

Modelos de fracciones y expresion de niimeros racionales:

http://illuminations.nctm.org/tools/FractionPie/ver2.html

 NCTM Fraction Model Applet - Microsoft Internet Explorer i
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Descripcion

Permite explorar varios modelos para representar fracciones con numeradores y
denominadores ajustables. Un mismo niimero racional se usa para expresar una parte de
un todo en los casos en que el todo viene dado mediante un circulo, un rectangulo y un
conjunto discreto de fichas circulares. Se comparan simultdneamente tres notaciones:
fraccion, decimal y porcentaje.

Los valores de los numerador y denominador se agrupan en tres versiones:
Version 1: El rango del numerador esta limitado a valores de 0 a 20, y el denominador
toma valores fijados en 1, 2, 4, 5, 8, 10 y 20.

Version 2: El rango del numerador y el denominador varia entre 0 y 20
Version 3: El rango del numerador y el denominador varia entre 0 y 100.

Tanto el numerador como el denominador se indican en la recta numérica y se

cambian desplazando cursores.
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Ejercicio 6:

1. Explorar las tres versiones del programa, representando fracciones mayores y
menores que la unidad y comparando las tres representaciones graficas del todo
y las partes.

2. Escribir una ficha de trabajo para los alumnos de 6° curso de primaria
proponiendo una secuencia de tareas de expresion y representacion de fracciones
equivalentes mayor es y menores que la unidad.

3. Identificar las caracteristicas ergonomicas (eficacia, rapidez, posibilidades de
comparacion, etc.) del uso del programa en relacion al contexto tradicional de
uso de papel, lapiz y calculadora.

4. La expresion decimal de los racionales no decimales no se puede realizar
correctamente con este programa. ;Por qué? ;Qué tareas y recursos puede
utilizar el profesor para que el uso del programa no genere un obstaculo
didactico en relacion a la notacion decimal y porcentual?

5. (Crees que la representacion independiente del numerador y el denominador en
la recta numérica puede ser un obstaculo didactico para la representacion en la
recta de los nimeros racionales;, ;Coémo se puede evitar?

4. TALLER DE DIDACTICA

4.1. Analisis de textos escolares. Disefio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 3er ciclo de primaria y
ler ciclo de secundaria (recomendamos buscar los libros que utilizastes personalmente,
o bien los de alglin familiar o amigo).

e Estudia el desarrollo del tema de “fracciones y numeros racionales” en dichos
niveles.

e Indica en qué curso se inicia y cuando termina.

e Busca algun tipo de problema o tarea que consideres no esta representado en la
muestra de problemas que hemos seleccionado en la situacion introductoria inicial.

o Identifica aspectos del desarrollo del tema que consideres potencialmente
conflictivos para los alumnos de dichos niveles.

4.2. Analisis de respuestas de estudiantes a pruebas de evaluacion

En los siguientes ejemplos analiza las tareas presentadas y las respuestas de los
nifios, indicando los errores subyacentes y la forma en que podria ayudar la maestra a
superarlos.

1. Una maestra pide a sus alumnos que ordenen de menor a mayor las fracciones 1/4 y
1/6.

El 20% de los nifios dicen que Y4 < 1/6 por que 3<5.
(Qué explicacion puede tener esta respuesta de los nifios?. ;Qué podria hacer la maestra
para que los alumnos comprenden la ordenacion de fracciones?
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2. En las siguientes tareas que piden hallar el todo, conocida una parte, que se expresa
mediante una fraccion del todo. Explica por qué esta actividad es dificil y qué puede
hacer el maestro para ayudar a los alumnos.

“Siestaregion [ ]  eslos3/5 deuna region encuentra la region unidad”

“S1 esta coleccion de bolas 0 0000
O 00O

son los 3/5 de un total de bolas encuentra el total de bolas”.

3. Un maestro pone este problema a sus alumnos:
“De los 25 alumnos de la clase 3/5 son nifias. ;Cuantos nifios hay?”
Un alumno responde asi:25 —3/5 =125/5 — 3/5 = 122/2 nifios
Explica como ayudarias a este alumno para que comprenda el enunciado y la
manera de resolverlo.

4. Indicamos a continuacion la respuesta de un estudiante al siguiente problema:
“De la superficie total de Espafia (504.000 km?, aproximados), los dos tercios son de
paisaje llano. ;Cuéntos kildmetros cuadrados representa esta fraccion?.
Respuesta de un alumno:
504000 3/3
X 2/3

x = (504.000x 2/3)/(3/3) = 336.000 km*
(Coémo explicarias la solucion de este problema sin usar “la regla de tres”?
4.3. Analisis de experiencias didacticas
A. El espesor de una hoja de papel

Analiza la siguiente experiencia de estudio de las fracciones y racionales disefiada y
experimentada por G. Brousseau’. Se trata de una secuencia de estudio que permite a los
nifios “reinventar” los numeros racionales bajo la direccion del profesor. Al finalizar:

« Enumera los conocimientos y habilidades previas que consideras necesarias para la
realizacion de estas actividades

. (Cudl es el objetivo que se persigue en cada una de las secuencias en que se ha
dividido la situacion didactica?

« Describe los conocimientos matematicos que se ponen en juego a lo largo del
proceso de estudio.

. Confronta las respuestas dadas a estas cuestiones con el analisis que se hace en

Centeno (1988, pags. 124-125).

Tarea: Se pide a los alumnos medir el espesor de hojas de papel de diferente grosor
con un calibrador; como las hojas son muy finas, se propondra que las midan no de una
en una, sino un paquete con un nimero determinado de tales hojas.

7 siguiendo el resumen elaborado por Centeno (1988).
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Como resultado obtienen dos numeros: el numero de hojas que tiene el paquete y
la medida en milimetros del espesor del paquete. Estos pares de nimeros se pueden
comparar, sumar, restar, multiplicar por un niimero natural, y también dividir.

Material necesario:

- Unas 2000 hojas de papel del mismo tamafio (medio folio, por ejemplo), del mismo
color, pero de 5 grosores (papel de calco, folios normales, cartulinas, etc.). Se
distribuyen en 10 cajas, dos de cada grosor, que contienen cada una alrededor de
200 hojas.

- Calibradores que permitan medir espesores con una precision del milimetro (dos por
cada grupo de cinco alumnos).

- Un biombo o una cortina que permita dividir la clase en dos. Se puede prescindir de
esto si el local es bastante grande como para separar a los alumnos en dos grupos de
forma que puedan ver los nifios de un grupo lo que hacen los del otro grupo.

Organizacion de la clase

La situacion se desarrolla a través de ocho actividades, que se realizan a lo largo de
nueve secuencias de 60 a 70 minutos. El esquema de organizacion es similar para cada
una de las secuencias. Hay acciones individuales, en grupos pequefios, puestas en
comun entre grupos pequefios, puestas en comun de toda la clase, y tiempos destinados
a hacer la sintesis de lo adquirido.

1. Primera secuencia S;: El objetivo es medir el “espesor de una hoja de papel”

Se divide el aula en dos partes con un biombo. En cada parte se colocan cinco cajas
conteniendo cada una 200 hojas de papel.

Situados los nifios en una de las partes del aula, el maestro los distribuye en grupos
de465.

El maestro dice: “Mirad las hojas que he preparado en las cajas A, B, C, D, E. En
cada caja todas las hojas tienen el mismo espesor y cada caja tiene hojas de espesor
distinto. ;Podéis apreciar las diferencias de unos espesores a otros?

Se hacen circular entre los alumnos algunas hojas de forma que todos los nifios
puedan tocarlas y compararlas
- ;Como podemos distinguir unas hojas de otras?

Algunos nifios responden que por el peso.

- Debéis inventar otra manera de designar y reconocer cada uno de estos tipos de
papel, de forma que los podamos distinguir solo por el espesor.

Los nifios intentan al principio medir el espesor de una hoja, pero pronto se dan
cuenta de que no es posible.

Después empiezan a medir paquetes de hojas, las cuentan y ya tienen un codigo que
puede servir para designar los espesores. Dan, por ejemplo, 70 hojas 3 mm; 50 hojas 3
mm,; etc.

Cuando en todos los grupos se ha encontrado este sistema de designacion de hojas
se pasa a un “juego de comunicacion”. Cada grupo se subdivide en dos: uno de
emisores y el otro de lectores.

Para probar el codigo elaborado, todos los emisores se colocan en una de las dos
partes del aula y los lectores en el lado opuesto. Los emisores eligen una de las cajas y
escriben mensajes que envian a los nifios con los que han elaborado antes el codigo. Los
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lectores deben reconocer la hoja de que se trate y para asegurarse de que el codigo ha
funcionado deben comunicar después con los emisores.

El maestro pasa los mensajes de unos a otros, recibe las respuestas y verifica con
todo el equipo si se ha acertado o no. Para escribir los mensajes ha preparado
previamente unas tarjetas en las que los nifios deben escribir el nimero de su equipo, los
mensajes enviados (numerados: juego 1, juego niimero 2, etc. ) y si han sido acertados o
no.

Cuando todos los equipos han hecho varios juegos, y todos los nifios han sido
emisores y receptores mas de una vez, se pasa a una tercera fase, que consistira en una
puesta en comun de todos los equipos.

El desarrollo de las siguientes secuencias es el siguiente:

S,: Comparar los espesores (pares de numeros) y hallar pares equivalentes.

S3: Determinar clases de equivalencia de pares de ntimeros, observando que un mismo
espesor se puede representar por muchos pares, que son por tanto equivalente.

S4: Hallar el espesor de una hoja gruesa formada por dos hojas pegadas (esto lleva a dar
significado a la multiplicacion de espesores —fracciones- por un niumero natural).

Ss: Generalizar los procedimientos descubiertos calculando sumas de espesores.

Se: La diferencia de dos espesores permitird a los nifios dar significado a la diferencia de
fracciones.

S7: Dar significado al producto de espesores por un nimero natural, hallando el espesor
de un carton grueso formado por varias hojas del mismo grosor (producto de un
racional por un natural).

Sg: Evaluar el espesor de un carton comparandolo con un milimetro (se trata de saber si
una fraccion es mayor, menor o igual a un milimetro).

So: Conocido el espesor de un cartéon formado por un niimero de hojas de igual espesor
hallar el espesor de una hoja. Esta actividad dard significado a la division de un
racional por un entero.

B. Reproduccion de un segmento con una unidad no convencional

Se pide a los futuros profesores leer la seccion 8.5.2. del libro de Centeno (1988)
donde se describe otra situacion didactica especifica para dar sentido al uso de las
fracciones en el contexto de medidas lineales y realizar un andlisis semejante al anterior.
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1. ORIENTACIONES CURRICULARES

Los niimeros decimales se han convertido en los ultimos afios en protagonistas de

todos los célculos -hasta el punto de que en la practica desplazan completamente a las
fracciones - debido a la disponibilidad creciente del uso de calculadoras y de
ordenadores que hacen las operaciones con ellos (Centeno, 1988, p. 17).
Los simbolos 3.75 y 3% representan la misma cantidad, aunque tengan un aspecto
tan diferente. Esta apariencia hace que para los nifios, el mundo de las fracciones y el de
los decimales sean muy distintos. Incluso las personas adultas tienden a pensar en las
fracciones como conjuntos o regiones (tres cuartos de algo, por ejemplo), mientras que
consideran los decimales mas como numeros. La realidad es que las fracciones y los
decimales son dos formas diferentes para representar las mismas ideas, o si se prefiere
para describir y manipular el mismo tipo de situaciones.

Uno de los fines principales de la ensefianza de las fracciones y decimales sera que
los estudiantes vean ambos sistemas notacionales como modos de representar los
mismos conceptos, aunque ciertamente con ventajas distintas segun las situaciones. Por
ejemplo, en muchos contextos, es mas facil pensar sobre 3/4 que en 75 centésimas o
0.75. Inversamente, el sistema decimal hace mas facil la expresion de numeros que
estan proximos a 3/4, como 0.73, o 0.78. El uso del sistema decimal es claramente
ventajoso en dispositivos digitales, como calculadoras, ordenadores y mediciones
electronicas’.

1.1. Diseno Curricular Base del MEC

En el Decreto del MEC (BOE 26-6-91) se mencionan los nimeros decimales en los
siguientes términos en el apartado de conceptos:

« Numeros fraccionarios y decimales

Estas orientaciones curriculares fueron formuladas de manera mas explicita en el
DCB (Documento Curricular Base, MEC, 1989). Entre los objetivos generales que
hacen referencia al estudio de los "Numeros y operaciones" se incluyen las siguientes
indicaciones.

Hechos conceptos y principios:
* Correspondencias entre fracciones sencillas y sus equivalentes decimales.
En el apartado de procedimientos:

2. Comparacion entre numeros naturales, decimales (de dos cifras decimales) y
fracciones sencillas mediante ordenacidn, representacion grafica y transformacion de
unos en otros.

15. Automatizacion de los algoritmos para efectuar las operaciones de suma y resta con
numeros decimales de hasta dos cifras y con fracciones de igual denominador.

1.2. Principios y Estandares para la Matematica Escolar (NCTM 2000)°

''Van de Walle (2001), p. 243.
% National Council of Teachers of Mathematics (2000). Principles and Standard for School Mathematics.
Reston: Va: NCTM.
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En los Estandares Curriculares y de Evaluacion del NCTM (1989) las orientaciones
curriculares son algo mas explicitas. Concretamente se dice que en los niveles P-4
(Infantil a 4° curso de Primaria), los nifios empiezan a encontrarse con decimales en
multitud de situaciones -con calculadoras y medidas métricas, en tablas de datos, y en
actividades cotidianas como el uso de un cronometro digital. Por tanto, el curriculo tiene
que hacer énfasis en el desarrollo de conceptos decimales.

Contintian diciendo que el enfoque de los decimales ha de ser parecido al trabajo
con fracciones, es decir, hacer hincapi¢ de forma clara y continua en modelos y en
lenguaje oral y mas tarde conectar este trabajo con los simbolos. Esto es necesario si se
quiere que los decimales tengan sentido para los estudiantes y que éstos hagan de ellos
un uso intuitivo. Al explorar la idea de décimas y centésimas partes con modelos puede
incluirse un trabajo previo con decimales equivalentes, recuento de sucesiones,
comparacion y ordenacion de decimales, y suma y resta.

La ensefianza y el aprendizaje de los decimales ha de incluir experiencias
informales que establezcan la relacion entre fracciones y decimales para que los
estudiantes comiencen a establecer una conexion entre los dos sistemas. Por ejemplo, si
los estudiantes reconocen que 1/2 es la misma cantidad que 0'S, pueden usar esta
relacion para determinar que 0'4 y 0'45 son un poco menos que 1/2 y que 0'6 y 0'57 son
un poco mas que 1/2. Las actividades de este tipo ayudan al nifio a dotar de significado
a los nimeros decimales.

En los Principios y Estandares 2000 (NCTM, 2000) aparecen los decimales en los

siguientes términos:

Grados 3-5:

. comprender la estructura posicional del sistema de numeracion decimal y ser capaz
de representar y comparar niumeros naturales y decimales;

. reconocer y generar formas equivalentes de fracciones, decimales y porcentajes
usados comunmente.

Ejercicio:

1. Analizar las diferencias y semejanzas en las orientaciones curriculares siguientes respecto del
estudio de los numeros decimales,

- Diseno Curricular Base del MEC

- Las orientaciones curriculares de tu pais o Comunidad Auténoma

- Principios y Estandares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

Los numeros decimales empiezan a utilizarse en 4° nivel de primaria generalmente
en un contexto de medida. Por ejemplo, la expresion decimal 1'25 m es una manera
sencilla y comoda de decir que al medir el largo de una mesa se ha necesitado un metro,
2 decimetros y 5 centimetros. La multiplicacién de un numero natural por un decimal,
como 4 x 0'37, se asocia con la suma reiterada: 0'37 + 0'37 + 0'37 + 0'37.

En cursos superiores se encontraran con problemas que llevan a multiplicar, por
ejemplo numeros como 0'37 x 0'37, sin que estos nimeros se interpreten como
medidas. Los momentos mas delicados del proceso de ensefianza - aprendizaje son
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aquellos en los que las propiedades tanto de los nimeros como de las operaciones con
los niimeros naturales no pueden extenderse a los niimeros decimales”.

La comprension de la relacion entre las fracciones y su escritura decimal es similar
a la comprension de la relacion entre diferentes sistemas de numeracion, por ejemplo
entre el sistema de numeracion romana y el posicional decimal. El nifio debe
comprender que en ambos casos el nimero representado es el mismo y lo que cambia es
la forma de representarlo.

En principio, para los nifios sera mas facil comprender la idea de fraccion, a través
de sus diferentes representaciones, como la relacion parte-todo que su expresion
decimal. Pero a la larga esta comprension tendra una gran ventaja en los algoritmos y
resolucion de problemas.

Para iniciar con éxito el estudio de la representacion decimal de las fracciones es
necesario que el nifio tenga soltura y comprension en los convenios del sistema decimal
de representacion de los enteros y comprenda el principio del valor de posicion.
Asimismo debe comprender los diversos significados subyacentes a la fraccion decimal,
por ejemplo “dos décimas”, que estudiamos en la leccion anterior para poder dotar de
significado a la parte decimal del nimero.

Dado que la representacion decimal de un niimero se basa en la nocién de fraccion
(décimas, centésimas, milésimas), la comprension de la equivalencia tiene la misma
importancia al estudiar decimales que al estudiar fracciones. Por ejemplo, hay nifios que
tienen dificultad en encontrar equivalentes 2 décimas a 20 centésimas, es decir, 02 a
020. Algunos nifos consideran que 020 es mayor.

Conflictos en el aprendizaje de los nimeros decimales

La escritura decimal de los nimeros ha producido confusiones entre lo que es un
niumero decimal y lo que no es un numero decimal, identificando mas al niimero
decimal por su escritura decimal que por sus propiedades intrinsecas, lo que ha
originado cierta ambigiiedad entre la escritura decimal y el numero decimal, de tal
manera que decimal esta asociado a numeros con comas en contraposicion al nimero
entero o niamero sin comas; esta acepcion del término decimal es origen de diferentes
errores”.

Los errores mas frecuentes, observados de manera persistente, tras el estudio del
tema por los alumnos de primaria y primer ciclo de secundaria son clasificados y
descritos por Centeno (1988) en cuatro apartados. Indicamos algunos items usados en
evaluaciones con ejemplos de respuestas erroneas.

Errores relacionados con la lectura y escritura de los numeros: valor de posicion

Item 1. ;Cual de los numeros siguientes es 37 milésimas? 0°037; 0°37; 37; 37000.
En algunas investigaciones el 88% de los nifios de nueve afos y el 40% de los de
trece responden 37000. Parece que una buena parte de los alumnos de estas
edades interpreta centésimas como enteros, y piensan que para que haya
milésimas tiene que haber tres ceros.

Item2. Se pide a los alumnos que cuenten por centésimas.
Es facil obtener la respuesta siguiente: 14°08; 14°09; 15.

3 Centeno (1988), p. 151.
* Socas (2001).
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Item 3. Seis décimas se escribe 0’6 como decimal. ;Coémo escribes tres centésimas?.
Algunas respuestas erroneas obtenidas son: 0°300; 3°00; 3°0; 3°100; 00°3; 0°3.
Puesto que la base de la escritura de numeros decimales es el sistema de
numeracion decimal, no se puede esperar que los nifilos comprendan la escritura
de los decimales menores que la unidad mientras no esté bien comprendido el
dominio del sistema de numeracion decimal para la escritura de los numeros
enteros.

Errores relacionados con el cero

Algunos alumnos ignoran el cero e interpretan 0’036 como 36, perdiendo la
estructura global del niimero y tratdndolo s6lo como un numero entero. 1’27 se
considera distinto de 1°270.

Errores en la interpretacion de decimales como fracciones

Item 4. Escribe una fraccion para completar la igualdad 6°28= 6x1+2x  + 8x1/100
El porcentaje de nifios que realizan correctamente este ejercicio no llega a veces al
10 % de los nifios de 13 afios.

Errores relacionados con las operaciones
A continuacidon mostramos respuestas de niflos a algunas tareas. Identifica y explica
los errores cometidos.

HD07+04+02=0°130; 17’3 +21°8 =38’11

2) Hacer el ntimero 437’56 diez veces mayor. Respuesta: 437’560
3)3’15x 10=30"150

4)3’15x 10=3"150

5)2°3x2’3=4°9

6)4x2’3=8"12

7)2°12:2=1°6

Una parte importante de los alumnos piensa que al multiplicar dos niimeros siempre
se obtiene otro nimero mayor que los dados, y que al dividir se obtiene uno menor.

3. SITUACIONES Y RECURSOS

3.1. Introduccion del uso de la coma decimal en el contexto de la medida de
longitudes

El estudio de la medida de longitudes puede ser una buena oportunidad para
introducir el uso de la coma decimal, como convenio de expresion de la medida de un
objeto realizada, por ejemplo, con varias unidades como decimetros, centimetros y
milimetros (medida compleja).

En el transcurso de una situacion de medida de bandas de longitudes dadas,
usando, bien la regla graduada, o bandas de 1dm y lcm, los alumnos pueden obtener
resultados como: 2dm y Scm.

¢, Como podemos expresar este resultado usando como unica unidad el dm?

Después de animar a los nifios a proponer sus propias soluciones se puede introducir
el convenio del uso de la coma: 2dm 5 cm=2'5 dm
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Como ejercicio complementario podemos pedir que los nifios expresen con
decimales medidas tales como:

25 cm 6 mm: unidad elegida: el cm —
unidad elegida: el dm —
unidad elegida: elm —

La misma actividad con: 14 m 4 cm.

Los nifios estaran contentos de haber aprendido a escribir los "niimeros con coma".
Muchos recuerdan los precios que han visto en los almacenes y piden otros ejercicios.
Es evidente que los nifios no dominan todavia el empleo de la coma. Es necesario un
gran numero de actividades en campos diferentes (precios, pesos, capacidades, etc) para
lograr ese dominio’.

3.2. Modelos grificos y concretos para representar fracciones decimales®

La figura 1 muestra un dispositivo que permite representar, mediante un modelo
de 4reas, décimas y centésimas. Cada disco estd dividido en diez partes iguales
mediante diametros; cada una de las partes corresponde a una décima. A su vez cada
sector circular de una décima esta dividido mediante 10 marcas igualmente espaciadas
en los bordes, quedando representadas las centésimas. Cada disco se corta a lo largo de
un radio; esto permite encajar dos de tales discos, como se muestra en la figura, con lo
cual se puede mostrar cualquier cantidad de centésimas. En el ejemplo, la region
sombreada, interseccion de dos discos, representa 25 centésimas (25/100 = 0°25)

Figura 1: Discos de décimas y centésimas

La representacion mas comun de las fracciones decimales, y por tanto, para las
décimas y centésimas, es una cuadricula de 10 x 10, como se muestra en la figura 2 a).
Los cuadrados se pueden reproducir en cartulina o papel para que los alumnos puedan
rayar la fraccion deseada. El decimal 2’13 quedara representado con dos cuadrados
completos (2 unidades enteras) y sombreando 13 cuadrados pequefios. Una variante de
este material es el representado en la Fig. 2 b), en la cual la unidad sera representada por
el cuadrado de 10 x 10, la décima por la banda de 10 cuadraditos y la centésima por
cada cuadradito. En la figura se representa, por tanto, el decimal 1°36.

> Nadine Brousseau (1992).
% Van de Walle (2001).
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Figura 2: Cuadriculas de 10 x 10

Los bloques multibase, de base 10, con bloques, placas, varillas y cubos
pequetios permiten representar hasta las milésimas, si consideramos que el bloque
mayor es la unidad.

Modelos lineales
Una buena representacion material de las fracciones decimales es el metro de
varillas plegables, con divisiones en los decimetros, centimetros y milimetros.

3.3. Conexion entre fracciones y decimales’

Para comprender la relacion entre los dos sistemas de representacion, fraccional
y decimal, los alumnos deberan realizar actividades de traduccion entre ambos.

En la figura 3 se muestra la fraccion decimal 35/100 mediante el modelo lineal y
de areas, en el formato circular y cuadrangular. Las tres bandas que representan las
décimas y los cinco cuadraditos se han dispuesto en una tabla con columnas
diferenciadas para las unidades, décimas y centésimas (casillero o franja de valor de
posicién).

Esta actividad comienza con una fraccion decimal y se traduce a expresion
decimal; también se debe proceder de manera inversa: Comenzar con una expresion
decimal y traducirla a expresion fraccional, usando tanto el lenguaje escrito, oral y
distintos modelos graficos.

;/ 3,35
Y 10 7100
Unidades Décimas Centésimas

;
o o*
O
0o

% = 0.35 = "Treinta y cinco centésimas"

Fig. 3: Traduccion entre expresiones fraccionales y decimales

7 Van de Walle (2001).
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3.3. Ordenacion de decimales

La ordenacion de decimales resulta dificil para los alumnos de primaria debido a
las diferencias importantes entre el orden de los nimeros racionales y los naturales. Por
ejemplo, si pedimos que identifiquen el nimero mayor entre los siguientes: 0'36, 0'058,
0'375 y 0'4 , a alumnos de 12-13 afios podemos encontrar que alrededor de la mitad de
los alumnos dan respuestas erroneas. El error mas frecuente suele ser elegir el nimero
con mayor numero de digitos, siguiendo el criterio que se aplica con los nimeros
naturales.

Los siguientes tipos de situaciones pueden facilitar la discusion en clase sobre el
tamafio relativo de los numeros decimales®.

Situacion 1:
Presentar dos niimeros decimales. Pedir a los alumnos que digan cudl es el mayor y que
expliquen su eleccion con ayuda de modelos graficos o concretos (metro, tablero de 10 x 1)

Situacion 2:
Escribir un nimero con cuatro digitos decimales, por ejemplo, 3'0917.
- (Qué nimero esta mas proximo, el 3 o el 4?
- (Qué nimero esta mas proximo el 3'0 o0 3'1?
Repetir las preguntas con las centésimas y las milésimas.
En cada respuesta, pedir que los alumnos justifiquen sus respuestas, ayudandose si lo creen
necesario con modelos graficos o concretos.
Un modelo de recta numérica grande sin numerar, pegada en la pizarra, puede ayudar en la
validacion de las respuestas.

2.3 232 2.227 2.26 2.4

/ / / VA /
frrreeprrrr

1
|

Situacion 3:

Preparar una lista de cuatro o cinco nimeros decimales que los alumnos tengan dificultades
en ordenar, de manera que estén entre dos numeros naturales consecutivos. Pedir que los
ordenen de menor a mayor. A continuacion pedir que los representen sobre la recta numérica
con cien subdivisiones, como la mostrada en la figura anterior.

Como variante, pedir que sombreen cada decimal en una cuadricula 10x10 usando estimaciones
para las milésimas y diezmilésimas.

3.4. Operaciones aritméticas con decimales

El papel de la estimacion

Se considera importante que los alumnos aprendan a realizar estimaciones del
resultado de los calculos con decimales antes de realizarlos aplicando las técnicas de
papel y lapiz. Para muchos calculos con decimales se puede encontrar estimaciones
razonables simplemente redondeando los numeros hasta los enteros mas préximos o a
fracciones decimales sencillas. En casi todos los casos, un objetivo plausible puede ser

¥ Van de Walle (2001).
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que los alumnos consigan encontrar de manera exacta la parte entera del resultado. Por
supuesto que se deben proponer tareas de estimacién con numeros relativamente
sencillos.

Adicion y sustraccion de decimales
Se debe procurar seleccionar situaciones-problemas en las que tenga interés y
sentido practico la realizacion de las operaciones con cifras decimales. Por ejemplo,

Problema 1: Tenemos que colocar un rodapié¢ en una habitacion rectangular. Las
dimensiones de la habitacion son 3'90 m de largo y 2'65 m de ancho. ;Cuantos metros
de rodapi¢ debemos comprar?

Problema 2: Dos amigos A y B cronometran el tiempo que tardan en correr un
kilometro. A dice que tarda 74'5 segundos. B es mas preciso, y dice que tarda 81'34
segundos. ;Cuantos segundos tarda B mas que A?

Problema 3: Un carpintero debe hacer un soporte para un canalén de un tejado que tiene
2'9 m de largo. Dispone de cinco planchas de madera y debe elegir las que le convienen
porque no quiere subirlas todas al tejado. Las planchas miden, respectivamente,

Im 1'S7m I'l m 1'33 m 0'3m
(Qué planchas deberia subir al tejado?

Se pedira a los alumnos hacer previamente estimaciones de los resultados y
después que apliquen sus propias técnicas de calculos con papel y lapiz. Los alumnos
decidiran qué método es mejor y por qué, llegando a la conclusion de que el método
mejor es el que permita dar el resultado correcto lo mas pronto posible. En general, el
mejor método sera operar como si fueran enteros, pero teniendo en cuenta la colocacion
de las unidades cuyo lugar se sefala con la coma.

Multiplicacion y division de decimales

Cualquiera de las situaciones de adicion puede modificarse para que conduzca a
una situacién que da sentido a la multiplicaciéon de un decimal por un entero. Por
ejemplo’, en el caso de las planchas de madera se puede suponer que el carpintero tiene
tres tipos de planchas: 5 planchas de 0'58 m; 3 planchas de 1'44; 1 plancha de 0'95 m.
Debe conseguir las sumas: 3'85; 2'32; 5'27; 6'37. El célculo del area de rectangulos
cuyos lados tienen medidas decimales es un tipo de situacion que permiten atribuir
significado al producto de dos decimales.

Las situaciones que permiten dar significado a la multiplicacion se pueden
utilizar también para atribuir significado a la division. Dividir se puede presentar
siempre como encontrar el término desconocido de una multiplicacion. Por ejemplo,
dividir 6'4 entre 0'4 consiste en encontrar un nimero d (que en este caso es 16) tal que
6'4=04xd.

En el contexto de calculo de areas de rectangulos, si fijamos un area y
conocemos uno de los lados, la determinacion del otro lado conduce a la division.

? Centeno (1988, p. 197).
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En otras situaciones la division aparecera como el resultado de una aplicacion
, . . 10 . . .
reciproca entre magnitudes. Por ejemplo ", si 1 kg de naranjas produce 2/3 de litros de
zumo, /cuantas naranjas produciran 6 litros de zumo?.

El aprendizaje de los algoritmos de papel y lapiz de la multiplicacion y division
de nimeros decimales, dada la disponibilidad de calculadora, puede ser una pérdida de
tiempo. Usando la calculadora los alumnos pueden descubrir para la multiplicacion y
division de numeros decimales la siguiente regla heuristica:

"Ignorar las comas decimales, y hacer el célculo como si los numeros fueran
enteros. Finalmente, colocar la coma decimal usando la estimacion previa del
resultado".

Remitimos al lector al capitulo 11 del libro de Centeno (1988) en el que se
describe una amplia y cuidada seleccion de situaciones y recursos para la enseianza de
los decimales en primaria y primer ciclo de secundaria.

1% Centeno, 1988, p. 205.
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3.5. Recursos en Internet

Multiplicacion por numeros mayores y menores que la unidad

http://standards.nctm.org/document/eexamples/chap6/6.1/index.htm#applet
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Descripcion

Se calcula la multiplicacion del nimero 3 por un nimero decimal mayor o menor que la unidad.
Los resultados se interpretan como el area de un rectdngulo de base 3 y altura el multiplicador
(y). Los valores de y se introducen de manera analogica desplazando verticalmente el punto
correspondiente. El area del rectangulo de base 3 y altura unitaria se compara con el area de los
sucesivos rectangulos de altura y.

Ejercicio 2:

1.

(Cuales son los conocimientos matematicos que se suponen conocidos para usar este
programa? ;Qué conocimientos sobre el programa se deben aprender para usarlo como
recurso didactico?
(Cuales son los nuevos conocimientos matematicos pretendidos? ;Cual es su
naturaleza? (adquisicion de una destreza, reconocimiento de una propiedad y su
justificacion, etc.)
Describir un recurso didactico alternativo para el estudio de los conocimientos
pretendidos (p.e., uso de la calculadora, papel y lapiz, etc.). Indicar las ventajas
relativas de cada recurso.
Disefiar una unidad didactica para el estudio del contenido pretendido, apoyada en el
uso de este recurso, indicando:

- las consignas que se daran a los alumnos,

- las explicaciones complementarias que se consideren necesarias sobre el uso del

recurso y recuerdo de conocimientos previos,
- uso de recursos complementarios,
- posibles explicaciones finales para sistematizar los conocimientos pretendidos.
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4. TALLER DE DIDACTICA

4.1. Respuestas de estudiantes a una prueba de evaluacion

Las siguientes ocho cuestiones corresponden a una prueba realizada por una
maestra para evaluar el conocimiento de sus alumnos acerca de los decimales. Resuelve
las cuestiones de la prueba y responde a las diversas preguntas que se plantean sobre las
respuestas de los alumnos.

Cuestion 1: Dar el numero entero que sigue inmediatamente después del 54. Dar el numero
entero que sigue inmediatamente a 23'5. Dar el numero decimal que sigue inmediatamente a
a32'13.

Respuestas: Nicoldas ha respondido: 55 24  32'14; Ruz ha respondido: 55 24 32'131;
Florencio ha respondido: 53 23 32'12

1. Analiza los eventuales errores de estos nifios.

Cuestion 2: Ordenar los numeros siguientes de menor a mayor:
23'4  23'37 23'127 17'15671 23'036 2'3401

Respuestas: En la tabla adjunta se dan las ordenadas hechas por seis nifios. Analizar la logica
interna de estas ordenaciones:

Maria 234 23'37 23036 23'127 2'3401 17'15671
Cristobal |23'4 23'37 23'127 23'036 17'15671 |2'3401
Manuel 2'3401 17'15671 23'036 23'127 23'37 234
Sebastian | 2'3401 1715671 234 23'37 23'036 23'127
Julia 2'3401 17'15671 234 23'036 23'37 23'127
Tomdas 2'3401 17'15671 123'036 234 23'37 23'127

2 (Qu¢é finalidad puede tener el tratar de buscar "la logica interna" de estas
ordenaciones? ;Qué puede hacer la maestra si no la encuentra?

Cuestion 3: Sefialar la expresion que piensas que es falsa:
Entre 12'7y 12'9:  no hay ningun decimal -hay un decimal -hay varios decimales.
Entre 14'6 y 14'7:  no hay ningun decimal -hay un decimal - hay varios decimales.

Respuestas: Joaquin piensa que hay un decimal entre 12'7 y 12'9, y ninguno entre 14'6 y 14'7.
Pero Benito no estd de acuerdo.

3. Trata de precisar la causa del error del nifio que esta equivocado.

Cuestion 4: Efectua las siguientes operaciones: 3'7 +5'8;  3'7x 5'8
Respuesta: Alicia encuentra como solucion 8'15 y 15'56 para estas operaciones.

4. ;Se puede relacionar su error con alguno otro de los encontrados anteriormente?

Cuestion 5: Efectua la siguiente operacion: 13'56 x 10
Respuesta: Vicente encuentra 13'560; Jeronimo encuentra 13'56.

5. (De donde puede provenir sus errores?
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Cuestion 6. ;Es 23 un numero decimal?
Respuesta: Cecilia es la unica que piensa que si.

6. (Qué harias en tu clase?

Cuestion 7: ;Son decimales los numeros 1234578 'y  17'35353535... (35 repetido
indefinidamente)

Respuestas: A David le gustaria encontrar la fraccion que es igual a 17'353535... Digale cual
es. José pienss que un numero cuya escritura comporta una infinidad de cifras detras de la
coma no es un numero decimal.

7 (Qué piensa de ésto? Muéstrale un ejemplo simple.;Es el nimero 57899999 ..... (una
infinidad de 9) un decimal? Justificalo.

Cuestion 8: ;Son decimales las fracciones: 1/4, 3/20, 7/8, 13/6, 243/6?

8 (Como se conoce que una fraccion irreducible es decimal (sin hacer la division)? (En
qué clase piensa que se ha propuesto este test? ;Con qué finalidad? ;Cémo debe
explotar los resultados de este test la maestra?

4.2. Analisis de una experiencia de ensefianza

La observacion sistematica y el analisis didactico de experiencias de ensefianza es
una actividad importante en la preparacion de futuros maestros. A continuacion
incluimos la transcripcion de una sesion de matematicas en una escuela de primaria
sobre la ensefianza de la suma de decimales''. Lee el texo y responde a las preguntas
siguientes:

1. En la transcripcion se indica la hora y el tiempo que transcurre. ;Puedes identificar
de algin modo los diferentes momentos de la clase?

2. (Es importante la organizacion de la clase en grupos de dos alumnos?

3. EIl maestro emplea la palabra “situacion” y no la palabra “problema” o “ejercicio”.
(Hay alguna razén para ello?

4. Anuncia que no va a escribir el texto en la pizarra sino solamente “los nimeros que
seran utiles”. Pero de hecho también escribe las palabras “banco”, “planchas”
...,Hay una diferencia de sentido entre “dos coma nueve metros” y “dos metros
nueve”?

5. (Cual es el papel que juegan las cuestiones planteadas por los alumnos después de la
lectura del enunciado? ;Son todas de la misma importancia?

6. La observacion de un alumno anunciando que habia encontrado el resultado, ;es
ignorada por el maestro? ;Y por los otros alumnos?

7. (Como pueden saber los alumnos si sus hipotesis de trabajo son adecuadas?

8. (Cual es la tarea de los alumnos?;Encontrar las planchas que el carpintero debe
emplear? ;Explicar el método utilizado? ;Qué es un “método” para un alumno?

" Este ejemplo de analisis didactico de una experiencia de ensefianza ha sido seleccionado del
excelente libro de Briand y Chevallier (1995).

252



Numeros y expresiones decimales

10.

11.
12.
13.
14.

15.

16.
17.

18.
19.

(Como comprender la frase de Julien “No, no vale treinta y seis, es demasiado
grande ...”?

/Qué habria escrito Elise después de 1,33 +0, si hubiera terminado su calculo?
(Como explicar su observacion “Esto es falso”?

Se pueden explicar los errores cometidos por Julien y Elise?

(Por qué ha elegido Cédric los dos nimeros mas grandes?

(Qué significa la observacion de Cédric “hay que poner las comas en frente”?

(Qué pensar de la pregunta “Si la coma representa el metro, ;qué representa las
otras cifras?” ;y de las explicaciones que siguen?

¢Han comprendido los alumnos (en particular Julien y Elise) el método utilizado por
Cédric?

(Coémo interviene aqui el hermano de Cédric?

(Es valida la hipdtesis del maestro (que los alumnos van a utilizar sus
conocimientos sobre las fracciones decimales)?

(Qué se puede pensar del contexto (y modo de presentacion) del problema?

(Por qué se da el enunciado oralmente?

Transcripcion de una sesion de matematicas

La transcripcion describe una sesion de 20 minutos en una clase de primaria asi

como las interacciones entre dos alumnos (Julien y Elise) durante dicha sesion.

9h30
Preparacion de los alumnos

EL MAESTRO: Vais a trabajar en parejas. Voy a presentar una pequefia situacion sobre la cual

vais a trabajar, la debeis encontrar sobre la hoja. Os presento el texto, no lo voy a escribir en
la pizarra. Escribo sélo los nombres que os van a ser utiles.

Un aficionado al bricolage quiere fabricar un banco con planchas de madera de dos coma
nueve metros de largo.

Escribe en la pizarra: un banco de 2,9 m de largo.

Un banco de dos coma nueve metros de largo. ;Sabe todo el mundo cémo se construye un
banco?

LOS ALUMNOS: jNo!

EL MAESTRO: Se cogen planchas y se ponen extremo con extremo. Para construir este banco,

dispone de cinco tablas en un cobertizo pero no quiere ir a buscar y acarrear las tablas que no
utilizard. Va a elegir las que convienen mejor para construir el banco. Os voy a dar las
longitudes de las cinco planchas.

Escribe: 5 planchas: 1m; 1,57 m; 1,1 m; 1,33 m; 0,3 m.

Vuestro trabajo sera ayudar a este seflor a encontrar las planchas que, puestas una a
continuacion de la otra dan la longitud de dos coma nueve metros.

Escribe en la pizarra: 2,9 m.

UN ALUMNO: Pero, /se pueden tomar varias?

EL MAESTRO: ;Piensas que se puede tomar sélo una? No, seguro, se pueden tomar varias. Por

tanto, tenéis que encontrar cuales son esas planchas y cuantas son necesarias.

OTRO ALUMNO: Pero, ;hay varias de cada clase o una sola?

EL MAESTRO: Hay una sola plancha de cada longitud. S6lo hay cinco planchas.
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El maestro sefiala las medidas escritas en la pizarra.
OTRO ALUMNO: ;Se pueden cortar?
EL MAESTRO: No, no se pueden cortar. Utiliza las planchas tal y como estan.
9h37
EL MISMO ALUMNO: jHe encontrado el resultado!

EL MAESTRO: Bien, pero... Tenéis que trabajar por grupos, es necesario que cada grupo sea
capaz de explicar como lo ha hecho. Ese es sobre todo vuestro trabajo. De acuerdo ti puedes
.. si ya lo has encontrado, tanto mejor, pero debes ser capaz de explicarlo solo, mejor en
grupo, uno de cada grupo debe ser capaz de explicar el método que ha utilizado para
encontrarlo, trabajad en parejas.

9h38

El maestro supone que los nifios van a utilizar espontdneamente sus conocimientos sobre las
fracciones decimales:

L57=1+5+
133=1+3+535
por tanto, L57 +1,33 = (1+ 3+ 5) + (1 +5+ 1)
LS7+133=(1+D)+ G5 +3) + (&5 +125)
1,57+133=2+L%+10
1,57+133=2+5

1,57+1,33 =29

ELISE: Vamos a probar un metro ... no, esto no va bien ... probemos con un metro y
cero tres ...

Entre Julian escribe en su cuaderno: 1 m + 0,3 = 1,3

ellos . .. ,
ELISE: No, esto no vale porque si tienes un metro mas ... esto suma un metro tres ...
Elise escribe: 1,3 +1,1 =2,4

JULIAN: Luego dos metro cuatro ...

ELISE: Para conseguir dos metros nueve ... espera ... si se toma un metro treita y tres
mas un metro ... no, dos metros treinta y tres ... esto va bien.

9 h 43
EL MAESTRO: Hay varios métodos. Podeis encontrar varios métodos y ver si dan el mismo
resultado por ejemplo.

9h44
ELISE: Vamos a probar con un metro treinta y tres, no quiero decir uno coma treinta y
tres, uno coma treinta y tres metros, eso vale ..

Entre | JULIAN: Menos ...
ellos )
ELISE: jNo se puede cortar!

JULIEN:;Ah, si!
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ELISE: Mas ... (Qué es lo que podria ayudar?
JULIEN: Cero tres.

ELISE: Vamos a probar, porque despusés ...
Escribe: 1,33 + 0,

JULIEN: Esto va a sumar treinta y tres, jeh!. Treinta y seis. No, no es treinta y seis, es
demasiado grande porque ... jAh no, un metro treinta y seis!

ELISE: Si esto suma un metro treinta y seis, es demasidado ... (tacha)
JULIEN: Es necesario llegar a dos metros nuevo ...

ELISE: jAh! Esto ... Espera, espera un metro cincuenta y siete, un metro
JULIEN: Un metro cincuenta y siete mas ...

ELISE: Cero tres, esto hace un metro sesenta ... jno!
Escribe: 1,57 +0,3 = 1,60

JULIEN: ;Cuanto has encontrado?

ELISE: No, esto es falso, no, no, no, esto es falso, es falso, no se puede ... un metro
cincuenta y siete mas cero tres esto hace un metro sesenta ...

JULIEN: Un metro cincuenta y siete mas cero tres .. si tu haces ..

ELISE: No, no ... uno coma cincuenta y siete mas cero coma tres igual a uno coma
sesenta ....

9h45
EL MAESTRO: Vamos, ;quien es capaz? jDejad los boligrafos!

JULIEN: {No hemos encontrado nada!

EL MAESTRO Ya se ha acabado la busqueda y se van a escuchar las soluciones propuestas.
/Qué tal? ;Richard? ;Se ha encontrado? ;Paul-Eric? ;Quién ha encontrado algo y quiere
venir a explicarlo? Bien, ;qué grupo comienza?;Cedric? Vamos, ven a la pizarra, nos vas a
explicar lo que has hecho, valiente, para todo el mundo.

Da una tiza a Cédric.

CEDRIC: Bueno, yo no lo he encontrado al principio y enseguido, me he dicho que tomando los
dos numeros mas grandes, podria encontrar un resultado. Un metro cincuenta y siete y un
metro treinta y tres, esto da dos metros noventa.

EL MAESTRO: ;Como lo haces, un metro cincuenta y siete y un metro treinta y tres? ;Es
decir?

CEDRIC: He hecho una suma.
EL MAESTRO: jAh!, muestranos cémo has hecho la suma.

Cédric escribe sin comentario:
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1,57
+1,33

290

EL MAESTRO: jEspera!

CEDRIC: {Puedo quitar este cero y esto es dos metros nueve!
Tapa con la mano el 0:

ELISE: jAh, si! jEsta bien!

EL MAESTRO: Bueno, ;puedes explicar a los demas porqué has hecho una operaciéon como
esa? ;Por qué has sumado este 7 con este 3? ;este 5 con este 37 ;este 1 con este 17
Muestra las cifras en la pizarra.

CEDRIC: Aqui, habia una coma. Hay que poner las comas enfrente.
Muestra 1,57 en la operacion planteada.

EL MAESTRO: jAh! jHay que poner! ;Quién te ha dicho que hay que poner —jchiton; - ;es que
_se ha dicho eso en clase? {No! Chiton ...

CEDRIC: La coma representa el metro.

Entre ELISE: ;Si, eso es!

ellos JULIEN: ;Quién lo ha dicho?

ELISE: ;Si!

EL MAESTRO: jAh! Tu piensas que la coma, aqui, representa el metro por tanto, ;qué es lo
que has dicho a continuaicon? Si la coma representa el metro, ;qué representan las otras
cifras?

Entre JULIEN: jLos decimetros!

ellos ELISE: Los centrimeros!

JULIEN: jDe-ci-metros;
ELISE: ;De acuerdo!

CEDRIC: Cinco los decimetros.

EL MAESTRO: Si, y ...

CEDRIC: Siete centimetros.

EL MAESTRO: Si y debajo ...

CEDRIC: Un metro, tres decimetros, juhj, tres decametros, deci ...

EL MAESTRO: jDecimetros;

CEDRIC: Y tres centimetros.

EL MAESTRO. Y despues, ;ti has sumado? ;Qué has hecho después?

CEDRIC: jHe sumadoj

EL MAESTRO: Los ...

CEDRIC: Un metro cincuenta y siete y un metro treinta y tres, esto me ha dado dos metros
noventa.

256



Numeros y expresiones decimales

EL MAESTRO: Bueno, ;ha entendido todo el mundo el método usado por Cédric?
ELISE y JULIEN: ;Si, si!
LOS ALUMNOS: Si ...

EL MAESTRO: Paul-Eric nos dice que esto es lo mas facil. No forzosamente. Dime, Cédric,
quién te lo ha ensefiado. ;Lo sabias de antes o por el contrario lo has encontrado enseguida?

CEDRIC: Ha sido mi hermano quien me lo habia ensefiado.

EL MAESTRO: ;Quiénes son los que ya saben hacer esto?
Se levantan una docena de dedos.

(Quién no lo sabe? ;Quién no ha hecho esto nunca con las comas? Nunca se ha hecho una suma
con comas en clase? ... ;{Quién no lo ha hecho nunca antes?
Algunos dedos no se levantan, los nifios se miran.

9h 50 (fin de la observacion)
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1. ORIENTACIONES CURRICULARES

El Diseno Curricular Base del MEC para el area de Matematicas en Primaria hace
referencia a los numeros con signo en el bloque tematico sobre Numeros y operaciones,
aunque so6lo en el apartado de Hechos, conceptos y principios. Concretamente, los
nimeros enteros figuran como una clase de nimeros, junto con los naturales y
racionales (que designa como fraccionarios y decimales). También se mencionan
explicitamente los nimeros positivos y negativos dentro del punto dedicado a sistemas
de numeracion.

Hechos, conceptos y principios

1. Numeros naturales, enteros, fraccionarios y decimales.

2. Sistemas de numeracion: decimal, romano, monetario, para medir angulos,
para medir el tiempo.

(..)

» Numeros positivos y negativos. Numeros cardinales y ordinales.

En el Real Decreto por el que se establece el curriculo de Educacién Primaria del
MEC se suprime la referencia a los nimeros enteros, pero se contintia haciendo
mencion de los nameros positivos y negativos en el bloque de Niumeros y operaciones.

Por otro lado, los Principios y Estandares 2000 del NCTM incluyen en el bloque de
Numeros y operaciones, para los grados 3 a 5 el siguiente objetivo (expectativa):
"explorar nimeros menores que 0 extendiendo la recta numérica mediante aplicaciones
familiares".

Para los grados 6 a 8 se amplia con la siguiente mencién: "desarrollar el significado
de los enteros y representar y comparar cantidades con ellos". Los enteros quedan
incorporados en estos niveles como una nueva clase de numeros que deben dominarse
progresivamente, tanto en la comprension del significado de las operaciones como el
calculo con ellos.

Aparte de estas referencias curriculares que, en cierta medida, son una justificacion
para incluir su estudio en el programa de formacion de maestros, podemos aducir la
importancia social y cultural de los contextos de usos de los numeros positivos y
negativos, pues se utilizan cada vez con mas frecuencia en situaciones cotidianas, lo que
fuerza a los nifios a familiarizarse con algunos de sus aspectos.

Ejercicio

1.Analizar las diferencias y semejanzas en las orientaciones curriculares siguientes respecto del
estudio de los nimeros naturales y la numeracion,

- Disefio Curricular Base del MEC

- Las orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

- Principios y Estandares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE

2.1 Dificultades para “dar sentido” a los nimeros positivos y negativos y sus
operaciones

261




E. Cid, J. D. Godino y C. Batanero

Las dificultades de los alumnos para comprender y manipular correctamente los
nimeros positivos y negativos son, en cierta medida, un reflejo de las que
histéricamente tuvo la comunidad matematica para aceptarlos como nimeros. Asumir
los nlimeros con signo exige romper la vision tradicional de los nimeros como nociones
que expresan el resultado de la medida de una cantidad de magnitud absoluta. En ese
contexto, el cero indica la ausencia de cantidad de magnitud, por lo que no puede haber
nimeros menores que cero; la suma se asocia con acciones de afiadir o reunir, por lo
que el resultado tiene que ser mayor o, a lo sumo, igual que los sumandos; la resta se
asocia con acciones de separar o quitar, por lo que el resultado tiene que ser menor o, a
lo sumo, igual que el minuendo; si en una resta el minuendo es menor que el sustraendo,
la operacion es imposible porque no se puede quitar mas de lo que se tiene; si dos
fracciones tienen el mismo denominador, es menor la que tiene menor numerador
porque éste indica las partes alicuotas de la unidad que se toman, etc. Todas estas
afirmaciones son consustanciales al concepto de nimero y tienen una influencia
decisiva en su construccion.

Sin embargo, aceptar la existencia de los nimeros con signo supone asumir que los
nimeros y sus operaciones ya no tienen, en general, las propiedades antedichas. Hay
que entender que los numeros no siempre expresan medidas de cantidades de
magnitudes absolutas, que existen nimeros menores que cero (-3<0), que cero no
siempre indica ausencia de cantidad de magnitud, que sumar no siempre significa
aumentar ((+3)+(-2)=+1), que restar no siempre significa disminuir ((+3)-(-2)=+5), que
a un numero se le puede restar otro numero mayor (6-8=-2), que en fracciones del
mismo denominador no siempre es menor la que tiene menor numerador (5/-2<3/-2),
etc. Todo esto exige una reestructuracion del concepto de numero. No se trata de afiadir
mas informacién a la que ya se posee, sino de modificar sustancialmente nuestro
concepto de numero, de elaborarlo de nuevo, asumiendo que muchas propiedades
fundamentales, que creiamos ciertas para todos los numeros, ahora ya no lo son'. Y las
practicas habituales de ensefianza de los numeros enteros no contribuyen a poner de
manifiesto la necesidad de esta reelaboracion.

La escuela tiende a presentar los niimeros enteros en un contexto aritmético,
ligados a medidas de cantidades de magnitud y acciones fisicas ejercidas sobre dichas
cantidades. Es decir, utiliza una introduccion de los niimeros enteros por medio de
modelos concretos (deudas y haberes, temperaturas, movimientos y posiciones a
derecha e izquierda de un origen, etc), a imagen y semejanza de las introducciones de
los nimeros naturales y fraccionarios. Pero esto agrava las dificultades para aceptar que
los nuevos niimeros exigen una reestructuracion completa del concepto de numero y
contribuye a crear en el alumno la falsa idea de que los razonamientos que servian para
los nimeros naturales siguen sirviendo para los nimeros enteros.

Y asi, bastantes nifios deciden que —7>-3 porque “una deuda de 7 euros es mayor
que una de 3 euros” o porque “a 7 grados bajo cero hace mas frio que a 3 grados bajo
cero” o porque “si recorremos la recta numérica desde el cero, primero nos encontramos
el punto -3 y después el punto —7”; o deciden que (+7)-(-2) = +7 porque “si tengo 7
euros y me perdonan una deuda de 2 euros, sigo teniendo 7 euros”; o consideran que
(-6)-(-2) = 4 porque “la diferencia entre 6 grados bajo cero y 2 grados bajo cero es de 4
grados”’; o no pueden entender que (-3)(-4) sea igual a +12 porque “si se multiplica una

" En realidad, este proceso se inicia con la introduccion de los nimeros racionales, pues multiplicar por
un nimero menor que la unidad supone disminuir el multiplicando, y dividir por ¢él, aumentar el
dividendo, lo cual es impensable en el ambito de los nimeros naturales. De ahi, los errores habituales de
los nifios cuando, por ejemplo, dicen que 0,3-0,2 es 0,6 (en vez de decir 0,06) o que 6:0,2 es 3 6 0,3 (en
vez de 30).
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deuda por otra deuda, no puede dar un haber”; o, ante la pregunta de si pueden encontrar
un nimero que sumado a 8 dé 3, responden que eso no es posible porque “si tengo 8
objetos y anado algunos mas, no me pueden quedar 3”; etc.

2.2 Dificultades de manipulacion de los signos + y — en las expresiones algebraicas

Otro orden de dificultades aparece en la manipulacion de los signos + y - en las
expresiones algebraicas, tanto numéricas como literales. Ya no son dificultades ligadas
al “sentido” o la “significacion” de los numeros con signo, sino a las reglas formales de
escritura y cdlculo. Y también aqui se observa una relacion directa entre las practicas
habituales de ensefianza y los errores de los alumnos. Una de ellas es la interpretacion
que hacen muchos libros de texto de los signos + y - como signos operativos binarios, lo
que fuerza a seguir interpretando las expresiones algebraicas numéricas en términos de
sumas y restas entre nimeros sin signo, con lo que todas las ventajas que supone el
calculo con numeros con signo se pierden.

Por ejemplo, si en la expresion 7+5-8-3-4+2 consideramos los signos como signos
operativos binarios, nos encontramos con una sucesion de sumas y restas que afectan a
nimeros naturales. En estas condiciones, los alumnos tienden a operar de izquierda a
derecha, a medida que leen, lo que en este caso daria lugar a un calculo correcto, o a
asociar los nimeros de dos en dos, dando por supuesto que la propiedad asociativa se
cumple también para la resta. En este segundo caso se producen errores del tipo 7+5-8-
3-4+2 = (7+5)-(8-3)-(4+2) = 12-5-6 = 1.

Si en vez de esto, interpretamos que los signos de la expresion 7+5-8-3-4+2 son
predicativos, estaremos ante una suma entre numeros con signo lo que nos permite
asociarlos y conmutarlos como nos parezca oportuno. El intento de la escuela de reducir
los calculos con numeros enteros a calculos con nimeros naturales desvirtua las
condiciones de necesidad que estdn en la génesis de estos numeros. Precisamente, lo
comodo, lo que permite un célculo 4gil, es transformar las sumas y restas de naturales
en sumas de enteros y no al revés.

Para evitar que los alumnos asocien de manera inconveniente los términos de una
expresion algebraica numérica en la que solo intervienen sumas o restas, sin renunciar a
convertir las sumas de nimeros con signo en sumas y restas de niimeros sin signo,
muchos profesores imponen la norma de que se deben sumar, por un lado, todos los
nimeros precedidos del signo + y, por otro, todos los precedidos del signo -, para
terminar efectuando la operacion pertinente entre los dos términos resultantes. Esta
regla garantiza la correccion del resultado, pero estereotipa enormemente los calculos y
no permite simplificaciones. Por ejemplo, en la expresion 177+53-84-53+4+80-2 sumar
negativos con negativos y positivos con positivos supone hacer varias operaciones
innecesarias.

También conduce a errores la tendencia de los alumnos a interpretar como signo
predicativo lo que, en ocasiones, debe entenderse como signo operativo unario. De ahi
que, ante una expresion como -x, digan que representa un nimero negativo, en vez de
decir que representa el opuesto de x (y que -x serd negativo si x es positivo y positivo si
X €s negativo).

Por ultimo, queda por reseflar un fendémeno que afecta también a las reglas
formales de célculo. La regla de los signos para la multiplicacion y division es de facil
recuerdo mientras que las reglas formales de suma y resta de nimeros con signo tienen
un enunciado mas complejo. Esto da lugar a que algunos nifios terminen aplicando la
regla de los signos al caso de sumas y restas y decidan, por ejemplo, que (+7)-(-2) = -5
porque “siete menos dos es cinco y mas por menos es menos”.
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3. SITUACIONES Y RECURSOS

A la hora de plantearnos la introduccion de los nlimeros positivos y negativos,
tenemos que tener en cuenta que donde verdaderamente se estudian es en la Educacion
Secundaria, mientras que en la Educacion Primaria apenas hay alguna referencia a estos
numeros. En esta etapa, se trata sobre todo de desarrollar aquellas actividades
aritméticas con nimeros naturales o fraccionarios que posteriormente puedan facilitar la
introduccion de los nimeros con signo. Comentaremos también alguna actividad
introductoria de la suma de dichos numeros.

3.1. Situaciones con numeros naturales que anticipan los niimeros enteros

Son situaciones aditivas que se resuelven perfectamente en el ambito de los
nimeros naturales pero que, al intervenir en ellas transformaciones, movimientos o
comparaciones, exigen el afiadido de ciertas especificaciones (de aumento o
disminucién en las transformaciones, de mas o de menos en las comparaciones o de
derecha o izquierda en los movimientos) cuyo tratamiento anticipa la estructura aditiva
de los niimeros enteros.

Situacion 1: Adivina el niimero®

Un alumno anota en secreto un nimero inferior o igual al nimero total de alumnos
de la clase. A continuacion, cada uno de los demas compaieros, propone un nimero con
la intencion de adivinarlo. Una vez descubierto el nimero, cada alumno indicara si
acertd o no, y en caso negativo si se paso o no llegd y en cuanto.

Situacion 2: Alturas’
1. Anotar las estaturas de todos los companeros. Tomar la altura del mas alto como el
origen y situar todas las otras ordenadamente en una recta graduada.
2. En el lugar correspondiente a la estatura de cada compafiero escribir la diferencia de
estatura respecto al mas alto
3. Repetir lo mismo tomando como origen:
a) La estatura del mas bajo.
b) La del que se encuentra en la mitad
c) La de cualquier compafiero que no se encuentre en ninguno de los tres casos
anteriores.

Situacion 3: Juego de dados’

Por parejas se utilizan dos dados de colores diferentes y un papel donde se dibuja la
semirrecta natural. Partiendo de un punto suficientemente elevado, cada jugador tira los
dos dados por turno, resta los dos nimeros y avanza o retrocede, dependiendo del color
del nimero mayor, tantos lugares como indica el resultado. Llega un momento en que
pueden aparecer resultados que "se salen" de la semirrecta, lo que se aprovecha para
discutir la necesidad de ampliacion, dar nombres a los puntos por debajo de cero (por
ejemplo, afiadiendo al nimero una i para indicar que estd a la izquierda del cero) y
seguir jugando con ellos. Gana el jugador que consigue sobrepasar un cierto nimero

% Gonzalez y cols (1990, p. 177)
3 Colectivo Periodica Pura (1982, p. 43)
* Gonzalez y cols (1990, p. 281)
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fijado de antemano.

Situacion 4: Los chinos’
Juego para dos jugadores. Se utiliza como material seis fichas bicolores (por
ejemplo, amarilla y roja).
Desarrollo:
El orden de juego es alternante. Es necesario decidir quién comienza.
Cada jugador toma dos o tres fichas a la vista del contrario (dejando las otras sobre
la mesa). En secreto las pone sobre la palma, de la cara amarilla o de la roja.
Cada uno hace una apuesta sobre el total. Se destapan las dos cantidades y se hace
la "suma" neutralizando todos los pares bicolores.
Si alguno de los jugadores ha acertado el total, gana un punto.
Gana el juego el que después del tiempo fijado ha reunido mas puntos.
Se pueden plantear las siguientes preguntas:
a) Siun jugador coge dos fichas, ;cudles son las posibles jugadas?
b) (Y sicoge tres fichas?
c) (Cudles son los posibles resultados globales si los jugadores cogen dos fichas
cada uno?
d) (Y sicogen tres fichas cada uno?
e) (Y siuno coge tres y el otro dos?
f) (Hay alguna estrategia que facilite o asegure la victoria?

Situacion 5: Simetria en Z
Dos canguros juguetones saltan sobre la abscisa jugando a "imitar al rey", pero al

contrario:
L i L i I L ' 1 1 L I 1 1 i L 1 1 L 1 1 1 L 1
‘ : ' ‘ S ! ' ‘ ' -

Parten de lugares simétricos y cada movimiento que un canguro hace hacia un lado, el
otro lo hace hacia el lado contrario. Dos nifios, con tizas de dos colores, pueden jugar en
la pizarra.

1. Juega con un compaiiero: Colocad las puntas de vuestros lapices en dos puntos
simétricos. El que comienza hace un salto y el otro jugador hace el salto
contrario; a continuacion el segundo jugador comienza de nuevo y el primero es
el que responde.

2. Dibuja la jugada "simétrica" de esta figura (poniendo ntimeros a las posiciones y
a los saltos):

3. Observa el grafico y completa la tabla adjunta:

> Periddica Pura (1982, p. 141)
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Punto inicial | Desplazamiento | Punto final

Ejercicio

2. Para cada una de las situaciones descritas en esta seccion:

a) Formula los objetivos que se pretenden con las situaciones

b) Enumerar y describir los conocimientos que se ponen en juego

c) Identificar las variables didacticas

d) Enunciar variantes posibles de las situaciones cambiando los valores de las variables didacticas

e) Identificar posibles técnicas de solucion de los alumnos y dificultades previsibles

f) Indicar las posibles explicaciones (institucionalizacion) que el profesor podria dar como sintesis
final de la actividad realizada.

g) Identificar las limitaciones de las situaciones cuando se proponen como modelos de la estructura
algebraica de los niimeros enteros.

3.2 Situacion introductoria de la estructura aditiva de los nameros enteros

Dado que la justificacion de los numeros enteros viene dada por el calculo
algebraico, las situaciones introductorias deben ser situaciones aritméticas que exijan
una resolucion de tipo algebraico. Pero no entendemos por tal una resolucion en
términos de ecuaciones, pues ésta es compleja de desarrollar si no se manejan los
numeros con signo; lo que proponemos es cambiar el objetivo de la resolucion de
problemas: ya no se trataria de buscar el numero que soluciona el problema, sino la
formula que lo soluciona®. Y para que esa actividad de busqueda de formulas tenga
sentido, es necesario que alguna de las cantidades que intervienen en el problema sea
una variable a fijar en un momento posterior. Por ejemplo, el enunciado:

En un tren viajan cierto numero de personas. En la primera estacion suben 13
viajeros y bajan 25, en la segunda estacion suben 15 y bajan 43 y en la tercera
estacion suben 32 y bajan 17. Encuentra una formula que nos diga cuantos
viajeros quedan en el tren después de abandonar la tercera estacion.

exige nombrar el nimero de viajeros iniciales, v, y el nimero de viajeros finales, w,
para establecer la formula w = v+13-25+15-43+32-17. La simplificacion de esta
formula en w = v-25 obliga a razonar en términos de sumandos y sustraendos y
familiariza a los alumnos con la idea de manipular nimeros precedidos de un signo + ¢
-. Tanto la busqueda de foérmulas de resolucion de problemas aritméticos como la
transformacion de esas formulas en expresiones mas simples exige la consideracion de
las operaciones, no ya entre nimeros, sino entre sumandos y sustraendos, lo que, en la
practica, significa poner de manifiesto la estructura aditiva de los numeros enteros.

® TLos alumnos de tercer ciclo de Primaria estan familiarizados con la nocién de ‘férmula’ desde el

momento que conocen las formulas de las areas de las figuras geométricas. Se trataria de generalizar esa
idea y hablar de la “formula de resolucion” de determinados problemas.
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3.3. Recursos en Internet

Modelos de sumas y rectas en la recta numérica

http://matti.usu.edu/nlvim/nav/frames_asid 107 g 1 t 1.html

=M Virtual Manipulative: Number Line Bounce - Microsoft Internet Explorer,

: Direccién | &] hetpsffmatti.usu.edujnkvminayfframes_asid_107_g_t _t_1 html

Parent/Teacher Standards

Now describe your bounces in a number sentence by

’— ’— dragging the numbers and operation signs into the boxes.

F Yes! You are correct!

91+ 1]-J1]- 1] =8
New Problem

@ 2001 MATTI Assacial tes LG, All Rights Reserved, Credits | Gontack | Feedback

2 virtuol Manpulative: . | ) Bandsja de sntrada -.. o= €Ll 1921

Descripcion:

Este recurso permite expresar las operaciones de suma y resta, tanto usando el

lenguaje matematico, como mediante desplazamientos en la recta numérica.

Permite la manipulacion y visualizacion individualizada de las operaciones.
Hay diferentes niveles de dificultad. Se usan niumeros positivos y negativos.

Ejercicio 3:

W

Explorar las diferentes opciones del programa.

Indicar los niveles y partes del curriculo de primaria en que se pueden usar las distintas
opciones.

Identificar las variables didacticas de las diversas tareas propuestas en el programa y los
valores particulares de dichas variables implementados. ;Existe algtn tipo de control de los
valores por parte del usuario?

Comparar los tipos de actividades que se pueden realizar usando el programa respecto a las
que se hacen habitualmente con papel y lapiz. ;Se pueden hacer actividades que no se
puedan realizar sin este recurso?

(Como cambian las técnicas de solucion?

Después que los alumnos han explorado el programa y realizado las actividades, ;Qué tipo
de explicaciones podria dar el profesor para sistematizar los conocimientos puestos en
juego?
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4. TALLER DE DIDACTICA
4.1. Analisis de textos escolares

1. En un libro de primaria encontramos la siguiente actividad:

Observa la recta entera y calcula.

-9 -8 -7 -6 -5 -4 =3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9

o ($3)+(2)=..0(2)+(-4)=...
o (+8)+(5)=..0 (-4 +(-3)=...
o (N +(-8)=..0(-5)+(-4)=..

a) Enuncia seis situaciones referidas a contextos cotidianos (temperaturas, niveles de
altitudes, etc.) cuya resolucion implique la realizacion de los célculos pedidos.

b) En el libro de texto encontramos la siguiente regla:
“Para sumar a un numero entero un numero entero positivo, se avanza a la derecha, en

la recta entera, a partir del primer numero tantas unidades como indica el segundo”.

(Qué tipo de experiencias pueden ayudar a que los nifios “reinventen” por si mismos
esta regla?

2. En un libro de primaria encontramos la siguiente actividad:

1. Observa y escribe las coordenadas de cada punto.

D 1 ]a
RECUERDA: ESCRIBE +3
PRIMERO EL NUMERO DEL EJE c 2
HORIZONTAL Y DESPUES EL [ P o y
NUMERO DEL EJE VERTICAL. T S [ e T e
-1
. Lo
E - .
[ —H Lo
-4
A — (+2,..0 C - (..,... E—> (..,..) G - (..,..)
B— (..,..) D —(..,..0) F— (.., ..) H— (.., ..)

2. Representa en la cuadricula anterior los siguientes puntos.

o« Jo>(+4,+1) e L>(-1,43) o N—o>(+5,43) |o —(4,+3)
e K—(+1,-3) e M5 (#3,-2) |e No(4,-1) e P—(5-3)

a) (Crees que la informacién sobre el orden de escritura de los componentes del par de
nimeros que representan cada punto es suficiente para realizar la actividad? Completa
el enunciado de las reglas de representacion cartesiana de puntos del plano.

b) Inventa un juego que permita contextualizar la tarea pedida (por ejemplo, referido a
la busqueda de un tesoro).

4.2. Disefo de unidades didacticas
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Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 3er ciclo de primaria

(recomendamos buscar los libros que utilizastes personalmente, o bien los de algin
familiar o amigo).

Estudia el desarrollo del tema de “Numeros enteros” en dichos niveles.

Indica en qué curso se inicia y cuando termina.

Busca algtn tipo de problema o tarea que consideres no esta representado en la
muestra de problemas que hemos seleccionado en la parte A: Contextualizacion
profesional de este capitulo.

Identifica aspectos del desarrollo del tema que consideres potencialmente
conflictivos para los alumnos de dichos niveles.

Describe los cambios que introducirias en el disefio de las lecciones propuestas para
los cursos 5° y 6° de primaria.
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Proporcionalidad

1. ORIENTACIONES CURRICULARES
1.1. Diseno Curricular Base del MEC

La proporcionalidad se contempla en diferentes bloques tematicos, en la forma
siguiente:

En el bloque 1 (Numeros y operaciones) se indica que “El tanto por ciento se pretende

abordar solamente de forma intuitiva.”

o Entre los hechos, conceptos y principios sobre los numeros naturales, enteros,
fraccionales y decimales se menciona: E/ tanto por ciento de una cantidad (%).

« A propodsito de la multiplicacion y division se hace referencia explicita a la
proporcionalidad: “la multiplicacion como suma abreviada, proporcionalidad
(doble, triple, etc.); la division como reparto, proporcionalidad (la mitad, la tercera
parte, etc.).”

También entre los procedimientos de este bloque se incluyen los siguientes relacionados

con el tema:

o (7) Interpretacion, calculo y comparacion de tantos por ciento.

« (8) Formulacion y comprobacion de conjeturas sobre la regla que sigue una serie o
clasificacion de numeros y construccion de series y clasificaciones de acuerdo con
una regla establecida.

« (16). Elaboracion de estrategias personales de calculo mental

« Porcentajes sencillos

En el bloque 3 (Orientacidn y representacion en el espacio), encontramos:
. En el apartado de Hechos, conceptos y principios, se concede un lugar destacado a
la representacion elemental del espacio mediante:
— Planos, mapas, maquetas.
— Escalas: doble, mitad, triple, tercio, etc.
— Escalas graficas

o Entre los Procedimientos,
e (5). Lectura, interpretacion y construccion a escala de planos y maquetas.
« (6). Lectura, interpretacion y reproduccion a escala de mapas.

1.2. Principios y Estandares para la Matematica Escolar (NCTM 2000)

En los grados 3-5 se menciona el tema en la forma siguiente:

. Comprension numérica: reconocer y generar formas equivalentes de formas
comunes en que se representan las fracciones, decimales y porcentajes.

. Los estudiantes deben comprender el significado de un porcentaje como parte de un
total y usar porcentajes comunes como 10 o 50 por ciento. Al estudiar las
fracciones decimales y porcentajes conjuntamente pueden aprender a pasar de una a
otra forma equivalente.

Asimismo, en conexion con la estadistica se sugiere que los alumnos representen
datos en grdficos de lineas y barras, en cuya construccion aparece implicitamente la
proporcionalidad.
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En los grados 6-8 se menciona:

. Trabajar con flexibilidad con fracciones decimales y porcentajes para resolver
problemas.

. Comprender porcentajes mayores que 100 y menores que 1

« Comprender y usar razones y proporciones para representar relaciones cuantitativas

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

El razonamiento proporcional se considera como uno de los componentes
importante del pensamiento formal adquirido en la adolescencia. Las nociones de
comparacion y covariacion estan en la base subyacente al razonamiento proporcional,
siendo a su vez los soportes conceptuales de la razon y la proporcion. El desarrollo
deficiente de estas estructuras conceptuales en los primeros niveles de la adolescencia
obstaculiza la comprension y el pensamiento cuantitativo en una variedad de disciplina
que van desde el algebra, la geometria y algunos aspectos de la biologia, la fisica y la
quimica.

Diversas investigaciones han mostrado, sin embargo, que la adquisicion de las
destrezas de razonamiento proporcional es insatisfactoria en la poblacion en general.
Estas destrezas se desarrollan mas lentamente de lo que se habia supuesto; incluso hay
evidencias de que una gran parte de las personas nunca las adquieren en absoluto. Estas
cuestiones no se ensefian bien en las escuelas, que con frecuencia s6lo estimulan la
manipulacién de simbolos y férmulas carentes de significado’.

2.1. Desarrollo del razonamiento proporcional

El esquema de proporcion es considerado por Piaget como un componentes basico del
razonamiento formal, que serd necesario, entre otros, para adquirir conceptos como el de
probabilidad y correlacion. Sin embargo, esto no quiere decir que los nifios no tengan una
percepcion progresiva de las proporciones. El desarrollo de esta idea, también sigue las
etapas tipicas de la teoria de Piaget, quien estudi6 como los nifios la usan cuando tienen
que estimar la probabilidad de un suceso.

! Hoffer (1988), o.c.
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Una tarea tipica es la siguiente:

Tarea 1. En la caja A se han metido 2 fichas azules y 1 ficha roja. En la caja B se han metido 3 fichas azules
y 1 ficha roja. (Mira el dibujo)

Con los ojos vendados tienes que sacar una ficha roja
para ganar un premio (primero movemos bien la caja para
que las fichas se mezclen). ;Cual caja elegirias para hacer
la extraccion? Sefiala la respuesta correcta: . n . |
(A) La caja A da mayores posibilidades de obtener una ficha | | H A
roja ]
(B) La caja B da mayores posibilidades de obtener una ficha
roja A B
(C) Las dos cajas dan la misma posiblidad
(D)Nolose

La comparacion de probabilidades implica una comparacién de fracciones, pero se
afiade la dificultad de que también se requieren las ideas de azar, casos favorables y
posibles. Los autores que han trabajado el tema sugieren que una tarea de comparacion de
probabilidades es siempre mas dificil que otra tarea de comparacion de fracciones en un
contexto determinista.

Un ejemplo tipico de tarea proporcional en contexto determinista es la siguiente:

Tarea 2. Mi madre ha preparado dos jarras de limonada. En la jarra A ha mezclado dos vasos de agua y un
vaso de zumo de limon. En la jarra B ha mezclado tres vasos de agua y uno de zumo de limén. /En cual de las
dos jarras el sabor a limoén es mas intenso?

Ejercicios:

1. {Crees que puedes variar la dificultad de la tarea 1 para los nifios, cambiando el niimero de bolas
rojas y azules en cada caja? Pon un ejemplo de forma que la tarea sea mas sencilla. Pon otro
ejemplo de modo que la tarea sea mas dificil.

2. (En qué se parecen las tareas 1 y 2? ;En qué se diferencian? ;Puedes cambiar el nimero de
vasos de agua y limoén en las jarras para que la tarea resulte mas facil o mas dificil a los nifios?
(Qué tipos de razonamientos seguiran los nifios para resolver la tarea?

En estas tareas hay cuatro datos, dos pares de datos para cada una de las jarras o cajas
que queremos comparar:

a = numero de vasos de limén en la Jarra A en la tarea 2 (o nimero de casos favorables en
laurna A en la tarea 1).

b = nimero de vasos de agua en la Jarra A en la tarea 2 (o nimero de casos desfavorables
en laurna A en la tarea 1).

¢ = numero de vasos de limén en la Jarra B en la tarea 2 (o nimero de casos favorables en
la urna B en la tarea 1).

d = numero de vasos de agua en la Jarra B en la tarea 2 (o numero de casos desfavorables
en la urna B en la tarea 1).
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La dificultad de estas tareas dependen de los valores relativos de estos cuatro datos. En
la tabla 1 describimos algunas etapas que pasan los nifios para resolver tareas como la 1 y 2
hasta llegar a alcanzar el razonamiento proporcional del adulto (tarea 2)*

Etapa|Nombre 2%1‘132‘:2) (@, llij)e\r;;p(lc(? d) rcezlzli?i?lzd Estrategia /razonamiento
0 Simbdlica|2, 0 (1,0) vs (0, 3) | Distinguir el agua|Buscar la jarra que sélo tiene zumo
del zumo de limén
IA |Intuitiva |3;6 (1, 4)vs (2, 4) |Comparar el primer|Las dos jarras tienen igual cantidad de agua.
Inferior elemento del par  |Una tiene mas zumo de limén
Luego tiene el sabor mds intenso
IB |Intuitiva |6;4 (1,2) vs(1, 4) |Compara el|Las dos jarras tienen igual cantidad de limén.
media segundo  término|Una tiene mas agua
del par Luego tiene el sabor menos intenso
IC  |Intuitiva |7;0 (5,2) vs (3,4) |Observa la relacion|En la jarra A hay mas zumo que agua
superior de orden inversa|En la jarra B hay mas agua que zumo
entre los términos|Luego A tiene el sabor mas intenso
de los dos pares
ITA |concreta |8;1 (1,1) vs (3,3) |igualdad de|En la jarra A hay igual de agua que zumo
inferior términos en cada|En la jarra B también hay igual de agua que
par Zumo
Luego el sabor es igual
IIB |Concreta (10;5 (4,2)vs (6,3)|La misma|En la jarra A hay doble cantidad de agua que
superior proporcion entre los|zumo
términos de ambos|En la jarra B hay doble cantidad de agua que
pares Zumo
Luego el sabor es igual
IIA |Formal |12;2 (2,1) vs (4,3) |[En alguno de los|En la jarra A hay doble cantidad de agua que
inferior pares los términos|zumo
son multiplos En la jarra B hay menos del doble de agua que
Zumo
Luego el sabor de A es mas fuerte
B |Formal |15; 10 (3, 5)vs (5,8) |Comparar En la jarra A, de 8 vasos de liquido 3 son de
superior fracciones con|limén
distinto En la jarra B, de 13 vasos de liquido 5
denominador son de limon

3/8=39/104

5/13=40/104

Luego en B el sabor es mas intenso porque de
las mismas partes totales (104) hay una mas
de limon.

3. SITUACIONES Y RECURSOS

Los resultados de diversas investigaciones proporcionan orientaciones sobre
como ayudar a los nifios en el desarrollo del razonamiento proporcional. Algunas de
estas orientaciones son las siguientes™:
Proporcionar una amplia variedad de tareas sobre razones y proporciones en
diversos contextos que pongan en juego relaciones multiplicativas entre distintas
magnitudes.

1.

% Noelting (1980).
3 Van de Walle (2001).
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2. Estimular la discusion y experimentacion en la comparaciéon y prediccion de
razones. Procurar que los nifios distingan las situaciones de comparacion
multiplicativa (proporcionalidad) de las no multiplicativas, proporcionando
ejemplos y discutiendo las diferencias entre ellas.

3. Ayudar a los nifios a relacionar el razonamiento proporcional con otros procesos
matematicos. El concepto de fraccion unitaria es muy similar al de tasa unitaria. El
uso de tasas unitarias para comparar razones y resolver proporciones es una de las
técnicas mas apropiadas.

4. Reconocer que los métodos mecanicos de manipulacion de simbolos, como los
esquemas del tipo de “regla de tres” para resolver problemas de proporcionalidad
no son apropiados para desarrollar el razonamiento proporcional y no se deberian
introducir hasta que los alumnos tengan un cierto dominio de otros métodos
intuitivos y con un fundamento matematico consistente.

En las siguientes secciones describimos algunos tipos de actividades y recursos
para el estudio de la proporcionalidad en primaria.

3.1. Seleccion de razones equivalentes

En este tipo de actividades se presenta una razon entre cantidades de objetos o
medidas y los alumnos deben seleccionar una razoén equivalente entre otras dadas. El
centro de atencion serd el apoyo intuitivo de por qué los pares seleccionados tienen la
misma razon. En estas actividades es de gran utilidad incluir pares de razones que no
sean proporcionales pero que tengan una diferencia comun. Por ejemplo, 5/8 y 9/12 no
son razones equivalentes, pero la diferencia entre los numeradores y los denominadores
es la misma. La situacion fuerza a los alumnos a pensar en términos multiplicativos y no
aditivos.

Actividad 1:

Preparar fichas en las que se muestren objetos diferentes en diversas cantidades, como se
muestra en la figuras (cajas y camiones). ;/Hay algunas fichas en que la razon entre las cajas y
los camiones sea la misma? Dada una ficha, los alumnos deben seleccionar otra ficha que tenga

la misma razon entre el nimero de objetos.

Esta tarea lleva a los alumnos a realizar
una comparacion numérica multiplicativa
9000 00060
o000 P00

y no visual, e introduce la nocién de razon
como tasa (comparacion de cantidades de
magnitudes diferentes). Una tasa unitaria
corresponde al caso en que una ficha tiene

un solo objeto de una clase (por ejemplo, 1
camion y tres cajas).

Objetos emparejados con monedas o
billetes seria una manera de introducir el
precio como una razon.

En el contexto de probabilidad se pueden
presentar diferentes cajas con fichas de dos
colores y analizar cuales dan la misma
probabilidad de obtener una bola de
determinado color.

N ol

d ik

ISl IS] 1

1=
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3.2. Progresiones crecientes y decrecientes de cantidades

Un tipo de actividad que se puede proponer a los alumnos para introducir las
series proporcionales puede ser la continuacion de series de cantidades que se
corresponden segun un factor de escala y que se refieren a situaciones familiares.

Dinero:

1 duro — 5 pts 1 euro — 166’384 pts

2 duros — 10 pts 2 euros —>

3 duros — 15 pts 3 euros —>

10 duros —> __ pts 20 euros > pts
Tiempo:

1 hora — 60 minutos 1 minuto — 60 segundos
Longitud:

1 pulgada — 2’54 centimetros 1 metro — 100 centimetros

Unidades comunes:
1 persona — 10 dedos 1 coche — 4 ruedas

Esta actividad se debe proponer también de manera que en lugar de multiplicar por un
factor constante la operacion consista en dividir:

600 céntimos — 6 euros
300 céntimos — euros

6 refrescos — 180 céntimos
3 refrescos — céntimos
refrescos — 60 céntimos

Estas actividades se pueden proponer desde los primeros niveles.

Actividad 2: ;Qué hay en la bolsa?

Esta actividad pone en juego nociones informales sobre probabilidad considerada como
una razon. Poner fichas de dos colores en una bolsa. Por ejemplo, 4 rojas y 8 azules. Explicar a
los alumnos que hay fichas de colores diferentes dentro de la bolsa, pero no decir el nimero de
fichas ni el nimero de colores. Sacudir la bolsa y hacer que un alumno saque una ficha, registre
el color y volver a ponerla dentro de la bolsa. Después de 10 o 15 extracciones, preguntar
cuantas fichas de cada color piensan que puede haber en la bolsa y anotar el nimero que digan.
Después de algunos ensayos mads, preguntar cudl es el menor nimero posible de fichas que
piensan puede haber en la bolsa.
A continuacion se puede dar a los alumnos uno de los siguientes datos: el nimero total de fichas
que hay en la bolsa o el nimero de fichas de uno de los colores. Ver si con esta informacion
pueden predecir cuantas fichas de cada color hay en la bolsa. “;Qué ocurriria si hubiera mas
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fichas? ;Qué otros numeros de cada color podria haber en la bolsa?

La discusion es util aunque los nifios no acierten la razon correcta de fichas de cada color. Se
puede continuar extrayendo fichas para ver que la razén se mantiene, aunque no de manera
exacta.

La experiencia se puede variar cambiando la razéon entre el numero de fichas de cada color, o
incluso afiadir fichas de otro color. Después de ver el contenido de la bolsa, discutir qué otros
numeros de fichas de cada color produciria el mismo resultado. Los grupos de alumnos pueden
explorar la extraccidon de fichas en bolsas con razones iguales de colores pero con niimeros de
fichas diferentes y comparar los resultados.

3.3. Actividades de construccion y medicion

En estas actividades se hacen mediciones para construir modelos fisicos o
visuales de razones equivalentes con el fin de proporcionar ejemplos tangibles de
proporciones y observar relaciones numéricas.

Actividad 3: Unidades diferentes, razones iguales

Cortar tiras de cartulina de la misma longitud y dar una tira a cada uno de los grupos de alumnos
formados en la clase. Cada grupo tiene que medir la tira usando una unidad diferente. Como
posibles unidades se pueden utilizar regletas de Cuisenaire, unidades estandares como el
centimetro o el decimetro, o bien otras tiras de cartulina. Interesara que la longitud seleccionada
para la tira a medir sea un multiplo de las unidades de medida para evitar problemas con la
precision de las mediciones.

Cuando cada grupo haya medido su tira, preguntar por la medida obtenida por uno de los grupos
y mostrar la unidad que han usado. A continuacidon, muestre la unidad usada por otro grupo, y
hacer que la clase la compare con la primera unidad. Ver si la clase puede estimar la medida
obtenida por el segundo grupo. La razon de las unidades de medida debera ser la inversa de las
medidas hechas con esas unidades. Por ejemplo, si las dos unidades estan en la razén 2 a 3, las
respectivas medidas estaran en la razéon de 3 a 2. Repetir el proceso con otras unidades.
Finalmente, presentar una unidad que ningin grupo haya usado y ver si la clase puede predecir
la medida que se obtiene con esa nueva unidad.

Actividad 4: Construcciones con palillos*

Se proporciona a los alumnos unos 60 palillos y una hoja de papel milimetrado. Se les pide que
construyan traiangulos y cuadrados cuyo lado esté formado por 1, 2, 3... palillos, completando la

tabla que reproducimos a continuacion:

Lado Perimetro Lado Perimetro
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Se pide a los alumnos dibujar, sobre unos mismos ejes de coordenadas una grafica que
relaciones el lado con el perimetro para el cuadrado y el triangulo equilatero.

Se pide adivinar, sin tener que calcularlo el perimetro de un triangulo y cuadrado si el lado esta
formado por 15 palillos, utilizando la grafica.

Actividad 5: Dibujos a escala

Sobre papel cuadriculado pedir a los alumnos que dibujen una figura sencilla sobre las lineas de
la cuadricula. Pedir que dibujen una figura
de igual forma pero de mayor o menor
tamafio. Después de repetir la actividad ]
haciendo figuras de distintas dimensiones
pero igual forma comparar las razones de Q\\ /’
las longitudes de los distintos lados. L
Los lados que se correspondan en dos rd
figuras deberan conservar la misma razon. //
De igual modo la razén entre dos lados de

g /
una misma figura debera ser la misma que
la  razéon entre los dos lados
correspondiente en la figura transformada.
Esta actividad relaciona la idea geométrica
de semejanza con el concepto numérico de
razon.

Actividad 6: Razones entre longitudes, areas y
volimenes

Esta actividad es una version tridimensional de la
anterior. Usando piezas cubicas encajables construir un
“edificio” simple como se muestra en la figura adjunta.
Construir un edificio con la misma forma pero de mayor
tamafio y comparar las medidas de los lados, las areas y
los voliimenes.

Observar que los volumenes y las areas no varian
proporcionalmente con los lados de los cuerpos.

Si dos figuras son semejantes cualquier par de
dimensiones lineales que se midan estan en la misma
razén, por ejemplo 1 a k. Pero las areas que se
corresponden estaran en la razon de 1 a k?, mientras que
los volumenes estaran en la razén de 1 ak’.

Las actividades descritas hasta este momento proporcionan a los alumnos un
concepto intuitivo de razén y proporcion, por lo que seran de ayuda en el desarrollo del
razonamiento proporcional. Una utilidad practica de este tipo de razonamiento se refiere
al calculo de valores desconocidos de alguno de los cuatro términos que intervienen en
una proporcion. El conocimiento de una razon se puede usar para hallar el valor de otra.
Las comparaciones de precios, el uso de escalas en los mapas, la solucién de problemas
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de porcentajes son algunos ejemplos de situaciones practicas en las que se precisa
resolver proporciones. Los alumnos deberan aprender a plantear estos problemas de
manera simbdlica y a resolverlos, aunque esto se hara en los niveles de educacion

secundaria.

3.4 Recursos en Internet

1. Todo sobre las razones: http://math.rice.edu/~lanius/proportions/index.html

Este servidor presenta
actividades para los alumnos de
5°y 6° mediante las cuales se
puede construir de una manera
constructiva la idea de razon y
comparar razones. Se
recomienda el trabajo de los
alumnos por parejas en un
ordenador conectado a la red.
Contiene también una prueba de
evaluacion que indica el numero

de aciertos y algunos problemas.

Los ejercicios se corrigen en red
pudiendo el profesor obtener un
registro escrito. Es parte de un
laboratorio general de
matematicas escolares, que
incluye actividades para los
otros temas de primaria.

a Cynthia Lanius’ Lessons: All About Ratios - Microsoft Internet Explorer

]Archiva Edicion  Wer Favortos  Hemamientas  Apuda ‘
3 = »
) W @ @ P B 5 .
Alrds Adelnte Detener  Actualizar  Iricio Busoueda Faworitos  Histarial Comeo  Imprimit  Modificar Discutic
| Dbecciin @ i mathics.da i ropcins et il | en

All About Ratios - Part 8 4

1. Which ratio of pizza slices to girls gives each girl the most pizza?

1 b s 66 g
s b 6§
[ ppe 6§

|| ORIM 27 ) | WEYBG R0 YT pOE
] ‘JRecuisos en Red | Aulméhca doc - Microso. ”al:ynlhia Lanius’ Les... @Ducumentﬁ - Micrasaft,
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2. Manipulativos visuales: porcentajes
http://matti.usu.edu/nlvm/nav/frames asid 160 g 1 t I.html

o) ?

Parent{Teacher Standards Instructions

Part _ Percent I
Total 100 a=150.0
a2 _ B
0 100 1
n=500.0
Input

1500 5 —30.00%

| 150.0 is 30.0% of 500.0

El programa pide dos datos como entrada de los tres que intervienen en un porcentaje:
una cantidad total n, una parte a de ese total y un porcentaje p. Graficamente se
representa la fraccion correspondiente. Los cursores de la derecha permiten de una
manera dindmica cambiar uno de los datos y ver el resultado en el grafico y
numéricamente.

4. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE. INSTRUMENTOS DE EVALUACION

4.1. Razones y proporciones

Diversas investigaciones han
puesto de manifiesto que los
estudiantes basan su
razonamiento intuitivo sobre las
razones y proporciones en 2 |:| 6
técnicas aditivas y de recuento

en lugar de razonar en términos

multiplicativos, lo que indica

una deficiencia importante. Por ejemplo, cuando se les pide encontrar la longitud del
lado L, los alumnos dicen con frecuencia que es 9 en lugar de 15. Los alumnos tienden a
sumar una cantidad en lugar de multiplicar por un factor de escala.

Para resolver el problema de las mezclas (comparar en qué jarra el sabor del zumo de
limén es mas intenso, descrito en la seccion 2), la estrategia aditiva consistiria es
comparar la diferencia entre vasos de agua y zumo de limon en cada jarra. También
hacemos notar que algunas estrategias propias de una etapa sirven para resolver con
¢éxito los problemas mas sencillos, que presentamos en la Tabla 1, pero no son validos
en el caso general.
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4.2. Porcentajes

La comprension de los porcentajes se considera con frecuencia como facil de
lograr pero hay datos experimentales abundantes de lo contrario. El uso incorrecto de
los porcentajes es frecuente no solo entre los estudiantes de secundaria sino incluso
también en los adultos. Se encuentran errores flagrantes, lo que sugiere que con
frecuencia las ideas bdésicas pueden no estar claras. Por ejemplo, en algunas
investigaciones se ha encontrado que alrededor de la tercera parte de los estudiantes de
17 afios respondieron erroneamente la siguiente cuestion:

“Si el 5% de los alumnos han faltado hoy a clase, ;5 de cuantos han faltado?”
Un error en esta idea fundamental sobre los porcentajes sugiere que no sabian que 100
es la base de comparacion de los porcentajes.

En otra investigacion, alrededor de la mitad de los alumnos de 6° curso de primaria
respondieron erroneamente la pregunta: “;Cudl es el 100% de 487

Es facil encontrar en los medios de comunicacion anuncios que revelan errores,
confusiones y distorsiones sobre el uso de los porcentajes. Indicamos dos ejemplos’:

1. “Precios rebajados el 100%".

Si este anuncio fuera correcto, los articulos serian gratis. Probablemente, los precios se
redujeron el 50%. Si un producto que costaba originalmente 400 E. se vendia a 200 E.,
el anuncio calculd el 100% sobre el precio de venta, cuando deberia haberlo hecho
sobre el precio original.

2. “De todos los doctores consultados, el 75% recomendé nuestro producto”.

Este tipo de afirmacion podria ser un anuncio de alguna compafiia. Si el anuncio dijera
que “3 de cada 4 doctores que hemos entrevistado recomienda nuestro producto”, la
reaccion del consumidor podria ser diferente. Los porcentajes se pueden usar con
frecuencia para disfrazar los ntimeros implicados. Los porcentajes permiten hacer
comparaciones de manera facil debido al uso comiin de la base 100, pero pueden llevar
a suponer que se ha usado una muestra mayor de la que efectivamente se ha usado.

4.3. Items de evaluacion
A continuacién incluimos informacion sobre algunos items usados en investigaciones
sobre razonamiento proporcional y sus porcentajes de éxito a diferentes edades. Indicar

cual es la solucion correcta y algunas soluciones incorrectas para cada uno de ellos.

Item1°. Encuentra el término que falta para que las dos fracciones sean equivalentes

Porcentaje des respuestas correctas
Fraccion |12 anos 13 anos
1/3=2/?7 |72 77
4/12=1/? |56 52
2/7=i/4 |57 63

Item 2’. Supongamos que x/y representa un niimero. Si se duplican los valores de x e y
el nuevo nimero es:
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. lamitad de grande que x/y

. igual ax/y

« doble de grande que x/y

(15% de respuestas correctas a los 9 anos; 18% de respuestas correctas a los 11 afios).

Item 3%. Una clase de matematicas tiene 13 nifios y 16 nifias. Cada nombre se escribe
en un trozo de papel. Todos los trozos se ponen en un sombrero y el profesor saca uno
sin mirar. Sefala la frase correcta:

Porcentajes de respuestas
11 afios 12 afios 13 aflos

Es méas probable que el nombre sea de un nifio 7.7 34 2.7
Es mas probable que el nombre sea de una nifia 63.7 75.9 68.5
Es igual de probable que sea de un nifio que de una nin ~ 26.4 20.7 28.8

Item4. Si 2/25 = 1n/500, entonces n =
A) 10 ; B) 20; C)30; D)40;E) 50

Item 5. Si se sube el precio de una lata de guisantes de 50 a 60 pesetas, ;Cual es el
porcentaje de aumento en el precio?

A) 83.3%:B) 20%; C) 18.2%; D) 16.7%; E) 10%

Item 6. La profesora pregunta por qué 4/5 es mayor que 2/3. ;Cual de los siguientes
nifios razond correctamente?

A) Maria dijo “porque 4 es mayor que 2”

B) Juan dijo; “ porque 5 es mayor que 3”

C) Sonia dijo. “porque 4/5 estd mas cerca de 1 que 2/3”

D) Jaime dijo: “porque 4 + 5 es mas que 2 + 3."

5. TALLER DE DIDACTICA

5.1. Analisis de textos escolares. Disefio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 2° y 3er ciclo de
primaria (recomendamos buscar los libros que utilizastes personalmente, o bien los de
alglin familiar o amigo).

1. Estudia el desarrollo del tema de “razones, proporciones y porcentajes” en dichos
niveles.

2. Indica en qué curso se inicia y cuando termina.

3. Identifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencialmente conflictivos.

4. Describe los cambios que introducirias en el disefio las lecciones propuestas para los
cursos 5°y 6° de primaria.
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5.2. Analisis de una evaluacion escolar

En el anexo 1 (a continuacion) se dan tres ejercicios (A, B, y C) propuestos por
un maestro en una evaluacion final. En el anexo 2 se dan las respuestas de seis alumnos
al ejercicio C. Responde a las siguientes cuestiones referidas a los ejercicios de esta
evaluacion y las respuestas dadas por los alumnos.

Cuestion 1: ;Qué nociones matematicas se utilizan se utilizan en los tres ejercicios?.
Para cada uno de ellos, indica las magnitudes que se ponen en correspondencia y
expresa simbolicamente la funcidon que relaciona a estas magnitudes.

Cuestion 2: Resuelve de tres maneras diferentes el ejercicio B. Indica las propiedades de
la nocion que utilizas en cada caso.

Cuestion 3: Analiza las variables didacticas puestas en juego en estos tres ejercicios y
deduce un orden de dificultad para los alumnos del primer ciclo de ESO.

Cuestion 4: Estos ejercicios estan planteados en un contexto numérico. Inventa otros
dos ejercicios de matematicas para el primer ciclo de ESO que pongan en juego
la misma nocion matematica en otros contextos.

Anexo 1:

Ejercicio A: Un panadero utiliza la siguiente tabla para obtener el precio de venta de los
panes:

Numero de panes 5 10 15

Precio a pagar 15 30 45

a) (Cuadl es el precio de venta de 15 panes; b) Utiliza la tabla para calcular el precio de
venta de 25 panes.

Ejercicio B: Un tren circula siempre a la misma velocidad. Tarda 6 minutos en recorre 9
kilometros y 10 minutos para recorrer 15 kilometros. a) ;Cual es la distancia recorrida
en 16 minutos?; b) ;Cual es la distancia recorrida en 30 minutos?

Ejercicio C: Para hacer un mouse de chocolate para 9 personas se necesitan 6 huevos.
Para 15 personas se precisan 10 huevos. a) ;Cudntos huevos se necesitan para hacer el
pastel para 24 personas?; b) /Y para 30 personas?.

Anexo 2: Soluciones de 6 alumnos al ejercicio C:

Al: a) Se necesitan 24 huevos para 24 personas; b)Se necesitan 30 huevos para 30
personas.

A2:a) 24 +3 =27 huevos; b) 30 + 5 = 35 huevos.
A3: a) Numero de huevos para 1 persona: 9:6 = 1'5.
Numero de huevos para 24 personas 24 x 1'5=36'0
b) Numero de huevos para 30 personas: 30 x 1'5 =45'0.

A4: a) Son necesarios 19 huevos; b) Son necesarios 25 huevos.

AS5: a) Se necesitan 21 huevos; b) Se necesitan 27 huevos
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A6: a) Son necesarios: 15+ 9 =24
10 + 6 = 16 huevos
b) Para 30 personas, 15 x 3 = 45 huevos.
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Figuras geométricas

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

1.1. Disefio Curricular Base del MEC

El Diseno Curricular Base para la Educacion Primaria propuesto por el MEC para el
area de Matematicas incluye entre los diez objetivos generales de la educacion matematica
para este nivel uno que hace mencion expresa a la geometria:

9. Identificar formas geométricas en su entorno inmediato, utilizando el conocimiento de sus
elementos, propiedades y relaciones entre las mismas para incrementar su comprension de
dicho entorno y desarrollar nuevas posibilidades de accion en el mismo.

El desarrollo de los diez objetivos se organiza en cinco bloques de contenido, entre los
cuales dos se refieren a contenidos de geometria. En cada uno de ellos se especifican un

nn

listado de "conceptos, hechos y principios", "procedimientos" y "actitudes, valores y normas".

En el bloque 4 se abordan los contenidos relacionados con las formas planas y espaciales.
Se encuentra especialmente relacionado con los bloques de "Medida: informacién cuantitativa
sobre los objetos y el tiempo" y de "Organizacion y representacion en el espacio". Se pretende
reconocer ¢ identificar cuerpos y formas geométricas sencillas desde perspectivas diferentes,
establecer relaciones entre ellos y sus elementos, representar formas y construir cuerpos, y por
ultimo, llegar a su descripcion completa. Se darad gran importancia a la adquisicion de los
contenidos actitudinales como medio de exploracion y acceso a los contenidos conceptuales.

Hechos, conceptos y principios

1. Formas planas.

* Las figuras y sus elementos (poligonos y circunferencia).

* Relaciones entre los elementos de una figura y de las figuras entre si.
* Regularidades y simetrias.

* Suma de los dngulos de un tridngulo.

2. Formas espaciales.

* Los cuerpos geométricos y sus elementos: vértices, aristas y caras.
* Cubo, esfera, prismas, pirdmides, conos y cilindros.

* Relacion entre los elementos del cubo.

» Regularidades y simetrias.

Procedimientos

1. Descripcion de la forma de objetos familiares utilizando adecuadamente el vocabulario
geométrico basico.

2. Construccion de figuras geométricas planas (poligonos y circunferencias) a partir de datos
previamente establecidos.

3. Construccion de cuerpos geométricos.

4. Comparacion y clasificacion de figuras planas y cuerpos geométricos utilizando diversos
criterios.

5. Formacidn de figuras planas y cuerpos geométricos a partir de otras por composicion y
descomposicion.

6. Busqueda de elementos de regularidad y simetria en figuras y cuerpos geométricos.

7. Trazado de una figura simétrica de otra respecto d eun elemento dado (puntos y ejes de
simetria)

8. Utilizacion de los instrumentos de dibujo (regla,compds, escuadra, cartabdn, circulo
graduado) para la construccion y exploracion de formas geométricas.
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Actitudes, valores y normas

1. Curiosidad e interés por identificar formas y relaciones geométricas en los objetos del
entorno.

2. Interés y perseverancia en la busqueda de soluciones a situaciones problematicas
relacionadas con la organizacion y utilizacion del espacio.

3. Gusto por la precision en la descripcion y representacion de formas geométricas.

4. Disposicion favorable para la utilizacion de los instrumentos convencionales de dibujo y
para la busqueda de instrumentos alternativos.

1.2. Principios y Estandares 2000 del NCTM
Los Principios y Estandares 2000 proponen que los programas de ensefianza de

matematicas desde la educacion infantil hasta el bachillerato deben capacitar a todos los

alumnos para,

e analizar las caracteristicas y propiedades de los objetos de dos y tres dimensiones y
desarrollar argumentos sobre las relaciones geométricas;

e especificar posiciones de los objetos en el espacio y describir relaciones espaciales usando
la geometria de coordenadas y otros sistemas de representacion;

e aplicar transformaciones geométricas y usar la simetria para analizar situaciones
matematicas;

e usar la visualizacion, el razonamiento espacial y la modelizacion geométrica para resolver
problemas (NCTM 2000, p. 41).

En el cuadro siguiente resumimos la concrecion de estos objetivos generales a los niveles
de educacion infantil y primaria (K-5 en la terminologia de EE.UU.). La formulacion de
estandares para el grado 6° esté ligado a los grados 7° y 8° en esta propuesta curricular.

Objetivos Infantil a 2° curso 3°a 5° curso

generales

Analizar - reconocer, nombrar, - identificar, comparar, y analizar atributos
caracteristicasy | construir, dibujar, comparar | de las formas bi y tridimensionales y
propiedades de las |y clasificar formas biy desarrollar el vocabulario para describir los
formas tridimensionales; atributos;

geométricas biy
tridimensionales y
desarrollar
argumentos
matematicos sobre
las relaciones
geométricas.

- describir atributos y partes
de las formas biy
tridimensionales

- investigar y predecir los
resultados de agrupar y
separar formas biy
tridimensionales.

- clasificar formas bi y tridim. Segtn sus
propiedades y formular definiciones de
clases de formas tales como triangulos y
piramides;

- investigar, describir y razonar sobre los
resultados de subdividir, combinar y
transformar formas;

- explorar la congruencia y semejanza de
figuras;

- formular y probar conjeturas sobre
propiedades y relaciones geométricas y
desarrollar argumentos logicos para
justificar conclusiones.

Especificar
posiciones y
describir

relaciones

- describir, nombrar e
interpretar las posiciones
relativas en el espacio y
aplicar ideas sobre posicion

- describir posiciones y movimientos
usando el lenguaje comun y el vocabulario
geométrico;

- construir y usar sistemas de coordenadas
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espaciales usando
la geometria de
coordenadas y
otros sistemas de
representacion.

relativa;

- describir, nombrar ¢
interpretar la direccion y
distancia en el movimiento
espacial y aplicar ideas
sobre direccion y distancia;
- encontrar y nombrar
posiciones con relaciones
simples, como "cerca de" y
en sistemas de coordenadas
tales como en los mapas.

para especificar posiciones y describir
trayectorias;

- encontrar la distancia entre puntos en las
direcciones horizontal y vertical del sistema
de coordenadas.

Aplicar
transformaciones

y usar la simetria
para analizar

- reconocer y aplicar
traslaciones, giros y
simetrias;

- reconocer y crear formas

- predecir y describir los resultados de
deslizar, voltear y girar formas
bidimensionales;

- describir un movimiento o una serie de

situaciones que tengan simetria. movimientos que muestren que dos formas
matematicas. son congruentes;
- identificar y describir las simetrias en
formas y figuras bi y tridimensionales.
Usar la - crear imagenes mentales | - construir y dibujar objetos geométricos;
visualizacién, el  |de las formas geométricas |- crear y describir imagenes mentales,
razonamiento usando memoria espacial y |patrones y trayectorias;
espacial y la visualizacion espacial, - identificar y construir objetos
modelizacion - reconocer y representar tridimensionales a partir de sus
geométrica para formas en diferentes representaciones bidimensionales;
resolver perspectivas; - identificar y dibujar una representacion
problemas. - relacionar las ideas bidimensional de un objeto tridim.;

geométricas con las ideas
sobre nimeros y medidas;
- reconocer formas 'y
estructuras en el entorno y
especificar su localizacion.

- usar modelos geométricos para resolver
problemas en otras areas de las
matematicas, tales como numeros y medida;
- reconocer ideas geométricas y relaciones y
aplicarlas a otras disciplinas y a problemas
que surgen en la clase o en la vida diaria.

Ejercicio 1:

Analizar las diferencias y semejanzas de las orientaciones curriculares propuestas para el

estudio de las figuras geométricas en:
- Disefio Curricular Base (MEC)

- Orientaciones curriculares de tu Comunidad Autonoma

- Principios y Estandares 2000 del NCTM
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2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE
2.1. Las investigaciones de Piaget sobre el desarrollo de conceptos geométricos’

Las primeras interacciones del nifio pequefio con su entorno, previas al desarrollo del
lenguaje, se basan casi totalmente en experiencias espaciales, muy en particular a través de los
sentidos de la vista y el tacto. Mas tarde se desarrolla el lenguaje y adquiere significado en el
seno y en el contexto del entorno fisico.

Piaget, como resultado de sus numerosos experimentos propuso una teoria del desarrollo
de los conceptos espaciales en el nifio. Distingue entre percepcion, que define como el
“conocimiento de objetos resultante del contacto directo con ellos”, y representacion (o
imagen mental), que “comporta la evocacion de objetos en ausencia de ellos”. Las
capacidades de percepcion del nifio se desarrollan hasta la edad de dos afos (estadio
‘sensoriomotor’), mientras que la capacidad de reconstruccion de imdgenes espaciales
comienza hacia la edad de dos afios, y en la mayoria de los casos es perfeccionada desde los
siete afios en adelante en el nifio medio (el periodo de ‘operaciones concretas’). Mientras que
los tests de “percepcion” pueden fundarse en la capacidad de discriminacion entre diferentes
objetos presentados visualmente, los tests de “representacion” (imagineria mental) de que se
vale Piaget se fundan en la capacidad para identificar formas al tacto y en la capacidad para
reproducir formas mediante palillos o dibujos.

En cada uno de estos estadios de desarrollo, Piaget distingue, ademads, una progresiva
diferenciacion de propiedades geométricas, partiendo de aquellas propiedades que ¢l llama
topologicas, o sea, propiedades globales independientes de la forma o el tamafio, como son
las siguientes:

- cercania (“proximidad”); por ejemplo, dibujar un hombre con los ojos juntos, aun cuando
¢éstos puedan haber sido situados por debajo de la boca;

- separacion; por ejemplo, no traslapar la cabeza y el cuerpo;

- ordenacion; por ejemplo, dibujar la nariz entre los 0jos y la boca;

- cerramiento, como dibujar los ojos dentro de la boca;

- continuidad, como hacer que los brazos formen un continuo con el tronco y no con la
cabeza.

El segundo grupo de propiedades que segin Piaget distinguen los nifios son las que
denomina propiedades proyectivas, que suponen la capacidad del nifio para predecir qué
aspecto presentard un objeto al ser visto desde diversos angulos. Por ejemplo, los nifios
pequeios pueden querer dibujar una cara de perfil y seguir, sin embargo, poniendo dos ojos
en ella; o pueden no ser capaces de darse cuenta de que al mirar un lapiz desde un extremo se
vera un circulo. La “rectitud” es una propiedad proyectiva, dado que las lineas rectas siguen
mostrando aspecto rectilineo cualquiera que sea el punto de vista desde el que se las observe.

El tercer grupo de propiedades geométricas son las euclideas, esto es, las relativas a
tamafios, distancias y direcciones, que conducen por lo tanto a la medicion de longitudes,
angulos, areas, etc. Se pueden distinguir, por ejemplo, un trapecio y un rectangulo basandose
en los angulos y en las longitudes de los lados. (Desde el punto de vista proyectivo, ambas
figuras son equivalentes, ya que el tablero de una mesa rectangular ofrece aspecto de trapecio
visto desde ciertos dngulos). Los nifios pueden en este estadio reproducir la posicion exacta de
un puntozen una pagina, o una figura geométrica, y decidir qué lineas y angulos han de medir
para ello”.

! Dickson et al. (1991, p. 22-23).
? Remitimos al lector al libro citado de Dickson et al. (1991, p. 25-26) para conocer algunas criticas y revisiones
de la teoria de Piaget sobre el desarrollo del pensamiento espacial de los nifios.
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2.2. El modelo de los niveles de van Hiele

En la didactica de la geometria ha tenido una fuerte influencia el trabajo desarrollado
por Pierre van Hiele y Dina van Diele-Geldof para comprender y orientar el desarrollo del
pensamiento geométrico de los estudiantes. EI modelo tedrico conocido como de “los niveles
de van Hiele” comenzdé a proponerse en 1959 y ha sido objeto de abundantes
experimentaciones ¢ investigaciones que han llevado a introducir diversas matizaciones, pero
que aun continda siendo til para organizar el curriculo de geometria en la educacion primaria
y secundaria.

En este modelo se proponen cinco niveles jerarquicos para describir la comprension y el
dominio de las nociones y habilidades espaciales. Cada uno de los cinco niveles describe
procesos de pensamiento que se ponen en juego ante tareas y situaciones geométricas. A
continuacion describimos brevemente las caracteristicas de los cinco niveles y los tipos de
actividades que pueden desarrollarse en cada uno de ellos’.

Nivel 0: Visualizacion:
Los objetos de pensamiento en el nivel () son formas y se conciben segun su apariencia

Los alumnos reconocen las figuras y las nombran basdndose en las caracteristicas
visuales globales que tienen. Los alumnos que razonan segun este nivel son capaces de hacer
mediciones e incluso de hablar sobre propiedades de las formas, pero no piensan
explicitamente sobre estas propiedades. Lo que define una forma es su apariencia. Un
cuadrado es un cuadrado “porque se parece a un cuadrado”. Debido a que la apariencia es el
factor dominante en este nivel, esta apariencia puede llevar a atribuir propiedades
impertinentes a las formas. Por ejemplo, un cuadrado que se ha girado 45° respecto de la
vertical puede que no se considere un cuadrado por un sujeto de este nivel. “Pongo estas
formas juntas porque tienen el mismo aspecto”, seria una respuesta tipica.

Los productos del pensamiento del nivel 0 son clases o agrupaciones de formas que
parecen ser “similares”.

Nivel 1: Anadlisis
Los objetos de pensamiento en el nivel 1 son clases de formas, en lugar de formas
individuales.

Los estudiantes que razonan segun este nivel son capaces de considerar todas las formas
incluidas en una clase en lugar de una forma singular. En lugar de hablar sobre este
rectangulo, es posible hablar sobre todos los rectdnculos. Al centrarse en una clase de formas,
los alumnos son capaces de pensar sobre lo que hace que un rectangulo sea un rectangulo
(cuatro lados, lados opuestos paralelos, lados opuestos de la misma longitud, cuatro angulos
rectos, diagonales congruentes, etc.). Las caracteristicas irrelevantes (como el tamafio o la
orientacion) pasan a un segundo plano. Los estudiantes comienzan a darse cuenta de que una
coleccion de formas pertenecen a la misma clase debido a sus propiedades. Si una forma
pertenece a la clase de los cubos, tiene las propiedades correspondientes a esa clase. “Todos
los cubos tienen seis caras congruentes, y cada una de estas caras es un cuadrado”. Estas
propiedades estaban como implicitas en el nivel 0. Los sujetos del nivel 1 pueden ser capaces
de listar todas las propiedades de los cuadrados, rectangulos, y paralelogramos, pero no ver
las relaciones de incluidn entre estas clases, que todos los cuadrados son rectangulos y todos
los rectangulos son paralelogramos. Cuando se les pide que definan una forma, es probable
que listen todas las propiedades que conozcan.

Los productos del pensamiento del nivel 1 son las propiedades de las formas.

* Van de Walle, J. A. (2001). Elementary and middle school mathematics. Teaching developmentally (4*
edicion). New York: Longman.
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Nivel 2: Deduccion informal
Los objetos del pensamiento del nivel 2 son las propiedades de las formas

A medida que los estudiantes comienzan a ser capaces de pensar sobre propiedades de
los objetos geométricos sin las restricciones de un objeto particular, son capaces de desarrollar
relaciones entre estas propiedades. “Si los cuatros angulos son rectos, la figura es un
rectangulo. Si es un cuadrado, todos los dngulos son rectos. Si es un cuadrado, entonces debe
ser un rectangulo”. Con una mayor capacidad de usar el razonamiento “si — entonces”, las
figuras se pueden clasificar usando s6lo un minimo de caracteristicas. Por ejemplo, cuatro
lados congruentes y al menos un angulo recto puede ser suficiente para definir un cuadrado.
Los rectangulos son paralelogramos con un angulo recto. Las observaciones van mas alla de
las propias propiedades y comienzan a centrarse en argumentos 16gicos sobre las propiedades.
Los estudiantes del nivel 2 seran capaces de seguir y apreciar un argumento deductivo
informal sobre las formas y sus propiedades. “Las demostraciones” pueden ser mas de tipo
intuitivo que rigurosamente deductivas. Sin embargo, se entiende que un argumento logico
tiene caracteristicas que obligan a aceptar la conclusion. La comprension de la estructura
axiomatica de un sistema deductivo formal no llega a alcanzarse.

Los productos de pensamiento del nivel 2 son relaciones entre propiedades de los
objetos geométricos.

Nivel 3: Deduccion
Los objetos de pensamiento en el nivel 3 son relaciones entre propiedades de los objetos
geométricos.

En este nivel los estudiantes son capaces de examinar algo mas que las propiedades de
las formas. Su pensamiento anterior ha producido conjeturas sobre relaciones entre
propiedades. ;Son correctas estas conjeturas? ;Son verdaderas? A medida que tiene lugar este
analisis de los argumentos informales, la estructura de un sistema completo de axiomas,
definiciones, teoremas, corolarios, y postulados comienza a desarrollarse y puede ser
considerada como el medio necesario para establecer la verdad geométrica. Los sujetos de
este nivel comienzan a apreciar la necesidad de construir un sistema ldgico que repose sobre
un conjunto minimo de supuestos y a partir del cual se deriven todas las proposiciones. Estos
estudiantes son capaces de trabajar con enunciados abstractos sobre propiedades geométricas
y llegar a conclusiones basadas mas sobre la logica que sobre la intuicion. Este es el nivel
requerido en los cursos de geometria de bachillerato. Un estudiante operando en este nivel 3
puede observar claramente que las diagonales de un rectdngulo se cortan en su punto medio,
de la misma manera que lo puede hacer un estudiante situado en un nivel inferior. Sin
embargo, en el nivel 3, se aprecia la necesidad de probar esta proposicion a partir de una serie
de argumentos deductivos. El estudiante del nivel 2 puede seguir el argumento, pero no
reconoce la necesidad de hacer la demostracion deductiva.

Los productos del pensamiento del nivel 3 son sistemas axiomaticos deductivos para la
geometria.

Nivel 4. Rigor
Los objetos de pensamiento del nivel 4 son sistemas axiomaticos para la geometria.

En el nivel maximo de la jerarquia de pensamiento geométrico propuesto por van Hiele,
el objeto de atencion son los propios sistemas axiomaticos, no las deducciones dentro de un
sistema. Se aprecian las distinciones y relaciones entre los diferentes sistemas axiomaticos.
Este es el nivel requerido en los cursos universitarios especializados en los que se estudia la
geometria como una rama de las matematicas.
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Los productos de pensamiento del nivel 4 son comparaciones y contrastes entre
diferentes sistemas axiomaticos de geometria.

Teoria de los niveles de r Andlisis de sistemas
. Ly deductivos
razonamiento geometrico Seiemas de

H ductivos de
van Hiele propiedades /i/

| 4.RIGOR

[ Propiedades
de las forma 3. DEDUCCION
Clases de
formas 2. DEDUCCION

INFORMAL

Relaciones entre
propiedades

Formas 1. ANALISIS

0. VISUALIZACION

Caracteristicas de los niveles

La principal caracteristica de este modelo de pensamiento geométrico es que en cada nivel
(excepto en el 4°) se deben crear unos objetos (ideas) de manera que las relaciones entre estos
objetos se convierten en los objetos del siguiente nivel. Hay por tanto un progresivo ascenso
en la abstraccién y complejidad de los conocimientos que se ponen en juego. Ademas de este
rasgo el modelo postula las siguientes caracteristicas:

1. Los niveles son secuenciales. Para lograr un cierto nivel superior al 0 los alumnos deben
superar los niveles previos. Esto implica que el sujeto ha experimentado el pensamiento
geométrico apropiado para ese nivel y ha creado en la propia mente los tipos de objetos o
relaciones que son el foco de atencion del pensamiento del nivel siguiente.

2. Los niveles no son dependientes de la edad en el sentido de los estadios de desarrollo de
Piaget. Un alumno de tercero de primaria puede estar en el nivel 0 al igual que uno de
bachillerato. Algunos estudiantes y adultos pueden permanecer siempre en el nivel 0, y un
nimero importante de personas adultas no alcanzan nunca el nivel 2. Sin embargo, la edad
esta relacionada con la cantidad y tipo de experiencias geométricas que tenemos. Por tanto, es
razonable aceptar que todos los nifios de preescolar a 2° curso de primaria estén en el nivel 0,
asi como que la mayoria de los nifios de 3° y 4°.

3. La experiencia geométrica es el principal factor que influye en la progresion de niveles. Las
actividades que permiten a los nifios explorar, hablar sobre las experiencias, e interactuar con
el contenido del siguiente nivel, ademas de incrementar sus experiencias con el nivel en que
se encuentran, proporcionan la mejor oportunidad de avanzar hacia el siguiente nivel.

4. Cuando la instruccion o el lenguaje usado estd a un nivel superior al que tiene el estudiante,
habra un fallo en la comunicacion. Los estudiantes a los que se pide enfrentarse con objetos
de pensamiento que no han construido en el nivel anterior puede sean forzados a un
aprendizaje memoristico y alcanzar s6lo temporalmente un éxito superficial. Un estudiante
puede, por ejemplo, memorizar que todos los cuadrados son rectdngulos sin haber construido
esa relacion, o bien puede memorizar una demostracion geométrica pero fallar en crear los
pasos exigidos o comprender la razon de ser del proceso.

Caracteristicas de las actividades del Nivel 0

e Actividades de clasificacion, identificacion y descripcion de formas variadas.

e Uso de gran cantidad de modelos fisicos que se pueden manipular por los nifios.

e Ejemplos de una variedad de formas diferentes con objeto de que las caracteristicas
irrelevantes no se perciban como importantes. (Esto evitara que, por ejemplo, muchos
alumnos piensen que s6lo los tridngulos equilateros son realmente tridngulos, o que un
cuadrado girado 45° deja de ser un cuadrado)
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e Proporcionar oportunidades para que los alumnos construyan, dibujen, compongan o
descompongan formas diversas.

Caracteristicas de las actividades del Nivel 1

e Comenzar a centrar la atencion mas sobre las propiedades de las figuras que en la simple
identificacion. Definir, medir, observar y cambiar las propiedades con el uso de modelos
concretos.

e Resolver problemas en los que las propiedades de las formas sean aspectos importantes a
tener en cuenta.

e Seguir utilizando modelos concretos, como en las actividades del nivel 0, pero usando
modelos que permitan la exploracion de diversas propiedades de las figuras.

e C(lasificar figuras usando las propiedades de las formas como también sus nombres. Por
ejemplo, encontrar propiedades de los tridngulos que hagan que unos sean similares y
otros diferentes.

Caracteristicas de las actividades del Nivel 2 (primer ciclo de educacion secundaria)

e Continuar usando propiedades de los modelos, pero con la atencion puesta en la definicion
de propiedades. Hacer listas de propiedades y discutir qué propiedades son necesarias y
cuales son condiciones suficientes para una forma o concepto especifico.

e (Comenzar a usar un lenguaje de naturaleza deductiva aunque informal: todos, algunos,
ninguno, si entonces, qué ocurre si, etc.

e Investigar la validez de la inversion de ciertas relaciones. Por ejemplo, el enunciado
inverso de “Si una figura es un cuadrado debe tener cuatro angulos rectos” seria, “Si tiene
cuatro angulos rectos, entonces debe ser un cuadrado”.

e Usar modelos y dibujos como herramientas con las que pensar, y comenzar a buscar
generalizaciones y contragjemplos.

e Estimular la formulacion y demostracion de algunas hipdtesis.

La mayor parte de los contenidos curriculares propuestos para los niveles de educacion
infantil y primaria se pueden adaptar a cualquiera de los tres primeros niveles, a excepcion de
conceptos abstractos tales como punto, recta, semirecta y plano como elementos bésicos de
las figuras geométricas. Estas ideas abstractas no son apropiadas incluso para el nivel 2.

El nivel 2 de razonamiento es mas propio de los alumnos del primer ciclo de educacion
secundaria (12 a 14 afios). Aqui los alumnos comienzan a usar razonamientos deductivos
informales. Esto quiere decir que pueden seguir y usar argumentaciones logicas, aunque
pueden tener dificultades para construir una demostracion por si mismos. El uso de modelos
fisicos de los cuerpos y dibujos geométricos es todavia importante por diferentes razones. En
el nivel 1, las exploraciones de los alumnos les llevan a realizar conclusiones inductivas sobre
las formas. Estos estudiantes quedan satisfechos de que una afirmacion es verdadera porque
se cumple en los casos que comprueban. En el nivel 2, los alumnos pueden usar un dibujo
para ayudarse en el seguimiento de una argumentacion deductiva dada por el profesor.
También pueden usar modelos para comprobar conjeturas o encontrar contraejemplos. Los
modelos se convierten mas en una herramienta para el pensamiento y la verificaciéon que para
la exploracion.
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3. SITUACIONES Y RECURSOS DIDACTICOS

Las actividades que describimos en esta seccion son algunos ejemplos que pueden usarse
para el trabajo en las aulas de primaria y corresponden a los dos primeros niveles de van
Hiele. Las actividades caracteristicas del nivel 2 son mas propias de atencidon en el primer
ciclo de educacion secundaria (alumnos de 12 a 14 afios).

3.1. Juegos de psicomotricidad

Las situaciones de juegos de psicomotricidad parecen muy recomendables para iniciar el
estudio de distintos aspectos de la geometria. En el libro de A. Martinez y F. Juan (1989)
encontramos abundantes ejemplos de este tipo de situaciones, asi como los fundamentos
metodoldgicos en los que basan su propuesta curricular. A titulo de ejemplo, describimos, a
continuacion una situacion de este tipo, que pretende familiarizar a los alumnos de infantil y
primer ciclo de primaria con diferentes tipo de lineas y regiones planas. Se supone que los
nifios tienen posibilidad de moverse con libertad por una sala de dimensiones adecuadas.

Actividad 1: Lineas, regiones y psicomotricidad

- Nos movemos libremente por el espacio, al ritmo de una musica.
- Nos movemos en grupos.
- Nos movemos en grupos de acuerdo con las lineas que se dibujan en la pizarra:

TN
TN

- Se reparten cuerdas de colores, una por nifio. Jugamos con las acuerdas, con el movimiento de las
cuerdas.

- Jugamos en grupos. Procuramos que no choquen las cuerdas. Procuramos que choquen.

- Formamos, con las cuerdas, una linea cerrada en el suelo, delimitando un territorio. Nos metemos
dentro.

- Formamos, con otras cuerdas, o pintando con tiza en el suelo, lineas entre territorios, que seran
caminos. Ponemos un camino entre cada dos territorios. Ponemos un aro en cada cruce de caminos.
Cuando suene la musica nos moveremos dentro de nuestro territorio o, si nos apetece, vamos por algiin
camino hasta otro territorio a bailar en él, con el grupo que alli esta, si nos dejan. Cuando pasemos por
un cruce daremos una palmada.

Remitimos al lector al libro citado de Martinez y Juan (1991, p. 63-66) para encontrar
una rica coleccion de actividades complementarias de exploracion de las nociones
geométricas fundamentales en la clase de matematicas.

3.2. Descripcion y clasificacion de objetos

En las primeras actividades se debe partir del propio vocabulario que usan los nifios para
describir las formas geométricas, introduciendo nuevas palabras a medida que sea apropiado.
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La realizacion de actividades como las siguientes puede ser ocasion de introducir los nombres
usuales de los cuerpos geométricos.

Uno de los primeros tipos de actividades mas importantes que se pueden proponer a los
nifios es ofrecerles la oportunidad de encontrar semejanzas y diferencias entre una gran
variedad de formas. Muchos nifios se centrardn en caracteristicas no estdndares como
“puntiagudo” o “curvado”, o “se parece a una casa”. Otros observaran cosas que realmente no
son parte de las formas: “sefiala hacia arriba”, o “esta cerca del borde la mesa”.

Actividad 2: Clasificacion de formas (nivel 0)

Preparar una amplia variedad de formas recortadas en cartulina, como se muestra en la figura
(o cualquiera otras). Pedir a los alumnos que seleccionen una forma al azar y después
encuentren otras formas que sean parecidas a la primera en algin aspecto. Si se pide formar
un subconjunto de figuras cada vez se evita el problema de intentar poner cada forma en una
categoria. Los estudiantes deben describir qué rasgo tienen las formas para considerarlas
similares, bien oralmente o por escrito. Pedir finalmente que dibujen una nueva forma que se
ajuste a la categoria y explicar por qué es de esa clase.

'0. )

N I:.

Si el conjunto de formas tiene cinco o seis ejemplos de una forma cuyo nombre es
conocido (rectangulo o rombo), es probable que algunos estudiantes las clasifiquen segun ese
nombre. Pero se les puede pedir que encuentren otras formas que sean “parecidas” a la forma
seleccionada. De esta manera, el concepto de esa clase particular de figuras se forma sin
ninguna definiciéon expresa. A continuacion puede poner una etiqueta al concepto o
proporcionar el nombre propio de la forma. Los nombres de las formas deberian siempre
darse después de que el concepto de la forma se ha desarrollado.

La clasificacion de formas se debe hacer también con formas tridimensionales, usando
colecciones de objetos de madera, pléastico, u objetos reales como botes, cajas, balones, etc.

Las actividades que corresponden al nivel 1 de razonamiento de van Hiele se centran mas
en las propiedades de las formas e incluyen algin andlisis de dichas propiedades. Por ejemplo,
en el nivel 0, los tridngulos pueden haberse clasificado como “grandes” y “pequeios”,
“puntiagudo” o “no puntiagudo”, o “con esquinas cuadradas” y “sin esquinas cuadradas”. En
el nivel 1, el mismo conjunto de tridngulos se puede clasificar segiin el tamafio relativo de los
angulos o la longitud relativa de los lados.

La mayor parte de las actividades sugeridas para el nivel 0 se pueden extender facilmente
al nivel 1 cambiando las variables de la tarea.
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Actividad 3 (nivel 1)

Clasificar las formas por nombres de propiedades y no por nombres de las formas. Cuando se
combinan dos o méas propiedades, clasificar por una propiedad cada vez. “Encontrar todas las formas
que tienen lados opuestos paralelos” (Una vez separadas) “Ahora encontrar las que también tienen un
angulo recto” (Ese grupo deberia incluir los cuadrados y los rectingulos que no sean cuadrados).
Después de obtenido este grupo de formas, discutir cual es el nombre de esta clase de figuras. Intentar
clasificar las formas por la misma combinacion de propiedades pero en un orden diferente.

Usar cuerdas o redondeles para separar los conjuntos de formas. Poner dos lazos en el
suelo. Hacer que los alumnos pongan dentro de uno de los lazos todas las formas que tengan
cuatro lados congruentes y todos los que tengan un angulo recto en el otro lazo. ;Donde
colocar los cuadros? Los alumnos se dardn cuentan que los dos lazos deben tener una parte
comun y colocar los cuadrados en la interseccion.

Actividad 4: Definicion misteriosa (nivel 1)

Todas estas figuras tienen algo en comun:

Ninguna de éstas otras la tienen:

A

(Cual de las siguientes figuras tienen esa propiedad?

P~

El nombre de una propiedad no es necesario para que sea comprendida. Requiere una
observacion cuidadosa de las propiedades para descubrir qué tienen en comun las formas.

3.3. Construccion y exploracion de poligonos

Interesa que los propios nifios construyan y dibujen formas. En una primera fase haran
formas de manera libre para pasar después a construir otras que cumplan algunas condiciones.
Esto promovera la reflexion sobre las propiedades implicadas y estimulara el paso al nivel 1
de razonamiento sin necesidad de presionar a los nifios de manera forzada. Los materiales
para realizar estas construcciones pueden ser variados, bien del entorno escolar o bien
comerciales (plastilina, cartulina, bloques encajables, trangram, geoplanos, etc.)

3.2.1. Uso del geoplano en el estudio de los poligonos
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Incluimos en esta seccion la descripcion del uso del geoplano, bien en su version
manipulativa o virtual (mediante un programa de ordenador), para el estudio de las figuras
geométricas planas, en particular el tridangulo y los poligonos. Seguiremos la descripcion que
se hace en la seccion de Recursos para la ensefianza de los Principios y Estandares 2000 del
NCTM donde es posible utilizar un “geoplano virtual” de una manera interactiva. El geoplano
interactivo virtual esta disponible en la siguiente direccion web: http://standards.nctm.org/

En el ejemplo se describen actividades usando el geoplano interactivo para ayudar a
los estudiantes a identificar figuras geométricas simples, describir sus propiedades, y
desarrollar el sentido espacial. La primera parte titulada “Construyendo tridngulos™ centra la
atencion sobre el concepto de triangulo, ayudando a los estudiantes a comprender el uso de la
palabra ‘triangulo’ en matematicas y la nocién de congruencia en geometria. En la segunda
parte, “Construyendo poligonos”, los estudiantes construyen y comparan una variedad de
poligonos, describiendo las propiedades caracteristicas de las formas que crean.

Actividad 5

Construye tantos tridngulos como sea posible, de formas y tamafios diferentes, usando para
cada uno de ellos una sola goma (o banda) sobre el geoplano. Explica a tu compaiero en qué
se diferencian estos triangulos y en qué se parecen.

Geoplano interactivo

Q

Eubber Bands

Delete Node
Delete Band

|| &

Hablando sobre triangulos en la clase
A los estudiantes les interesa trabajar con los geoplanos, tanto si son virtuales como

concretos. Como ocurre con cualquier material manipulativo, los estudianes necesitan un
cierto tiempo para explorar el material antes de realizar tareas especificas.
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La mayor parte de los alumnos de los niveles de preescolar a 2° curso de primaria
conocen la palabra ‘tridngulo’ y tienen una idea de lo que significa. Sin
embargo, la descripcion que hacen del triangulo puede que no corresponda
con la convencional. Para estimular a los nifios a centrarse en las ; ;
propiedades del triangulo, los maestros pueden pedir que hagan tridngulos
diferentes en el geoplano y después seleccionar uno para mostrar a la clase.

Los nifios pueden comparar los tridangulos que han hecho en sus geoplanos 7

y discutir si cada forma es o no un triangulo. Algunos nifios pueden pensar

que un triangulo con un vértice orientado hacia la base del geoplano no es

realmente un tridngulo. El maestro puede provocar a los nifios para que

justifiquen su manera de pensar, incitando a los nifios que estén mas retraidos a que entren en
la discusion con comentarios tales como, “;Dices que Marco sigue siendo Marco aunque esté
haciendo el pino, o sea, que esto sigue siendo un triangulo? Otros alumnos pueden hacer
figuras con cuatro lados que consideran como tridngulos por su forma puntiaguda.

El maestro puede concluir la explicacion diciendo que los matematicos se han puesto de
acuerdo en considerar como triangulos cualquier figura cerrada por tres segmentos. Usando
esta definicion el profesor puede pedir a los alumnos que comprueben otra vez las formas que
han construido y deciden cudles son tridngulos. Esto da otra oportunidad para que los alumnos
revisen sus primeras elecciones.

Los alumnos de estos primeros niveles pueden comprobar la congruencia de figuras en el
plano moviendo una figura para que cubra exactamente a otra figura. Las figuras hechas en el
geoplano se pueden describir con un sistema de coordenadas simples; por tanto dos figuras
sobre el geoplano son congruentes si sus construcciones se pueden describir de la misma
manera. Si se hacen figuras con dos geoplanos diferentes, uno de los geoplanos se puede
mover de manera que eventualmente las construcciones se puedan ver de la misma manera
(quizas mediante el volteo de la base por el lado opuesto, o una rotacion de 90°). Los alumnos
pueden copiar sus tridngulos sobre un papel reticulado y después recortarlos de manera que
puedan decidir si coinciden o no.

Experiencias de los alumnos con los geoplanos virtuales interactivos

El geoplano virtual permite a los estudiantes sombrear sus figuras y hacer una variedad
mayor de tridngulos que los permitidos con una geoplano tradicional de una matriz de 5x5
clavos. El maestro puede evaluar la comprension de los alumnos de las propiedades del
tridngulo preguntandoles que expliquen como saben que todas las formas representadas son
triangulos.

Ejercicio 2:
a) (Cuales son algunas de las estrategias que puedes usar para ayudar a los alumnos a centrarse
sobre las propiedades de los triangulos cuando construyen figuras de cuatro lados y las
consideran como tridngulos?
b) (Qué experiencias, conocimientos y vocabulario deberian tener los alumnos con el fin de que
sean capaces de identificar y definir los tridngulos?
c) (Cuales son algunas de las actividades que los estudiantes de estas edades pueden realizar en
las que se use la congruencia de figuras?

Actividad 6

Construye las siguientes figuras en el geoplano:
Tantos cuadrados de distinto tamafio como sea posible
Tantos hexdgonos diferentes de distinto tamafio como sea posible
El poligono con el menor niimero de lados que puedas hacer
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El poligono con el mayor numero de lados que puedas hacer
Poligonos con un nimero de lados entre el menor y el mayor posible.

Estudio de los poligonos en la clase

Por medio de discusiones informales en la clase en pequefios grupos, los maestros
ayudan a los alumnos a aprender el vocabulario geométrico asi como a aprender las
propiedades de los diferentes poligonos. Algunas propiedades de las figuras seran mas faciles
de identificar que otras cuando los alumnos tratan de crear una figura sobre el geoplano. Por
ejemplo, los poligonos se forman con segmentos, lo que se modeliza mediante una goma o
banda que conecta dos nodos, y los poligonos son figuras cerradas. Los alumnos pueden
aprender los nombres de figuras especificas que construyen cuando hablan sobre los
hexagonos que tienen seis lados y los cuadrilateros que tienen cuatro lados.

Los alumnos pueden construir su poligono favorito en el geoplano y describirlo a la
clase. El maestro puede preguntar si dos figuras son congruentes y como pueden justificar los
alumnos sus afirmaciones. Los alumnos pueden clasificar los poligonos y describir porqué se
agrupan de una cierta manera .

El trabajo con el geoplano virtual hace que la exploracidon sea mas facil a los alumnos
que tienen dificultades en el manejo de las gomas. Debido a que los alumnos tiene un area de
trabajo mas grande pueden hacer una variedad mayor de poligonos. Hay oportunidad de crear
multiples figuras concavas y convexas y verlas simultdneamente. El poder rellenar las figuras
con colores ayuda a los alumnos mas pequefios a observar el nimero de lados, y puesto que
las figuras abiertas no se pueden sombrear, esto ayuda a comprender que los poligonos son
figuras cerradas. Como ocurre con los geoplanos concretos, las lineas formadas por las bandas
son rectas no curvadas.

Ejercicio 3:

(De qué otra manera puedes ayudar a los alumnos a aprender las propiedades de los poligonos
distinta del uso de los geoplanos?
(Qué experiencias, conocimientos y vocabulario deberian tener los estudiantes con el fin de desarrollar
la comprension de las propiedades de los cuadrilateros?

Actividad 7: Desafio de propiedades (nivel 1-2)

Esta actividad se puede hacer casi con cualquier material que permita dibujar o construir formas
facilmente. Listar propiedades o relaciones y hacer que los alumnos construyan tantas formas como
sea posible que tengan esas propiedades o muestren esas relaciones. Comparar las formas hechas por
los diferentes grupos. Estos son algunos ejemplos:

- Hacer una figura de cuatro lados con dos lados paralelos de la misma longitud pero no paralelos.

- Hacer varias figuras de seis lados. Hacer alguna con uno, dos y tres pares de lados paralelos y alguna
sin ningun lado paralelo.

- Hacer figuras que tengan esquinas rectangulares. ;Se puede lograr que tengan tres lados? ;Y con
cuatro, cinco, seis, siete u ocho lados?

- Hacer cinco triangulos diferentes. {En qué se diferencia? (Igual para figuras con cuatro, cinco y seis
lados)

- Hacer triangulos con dos lados iguales (congruentes)

- Hacer figuras de cuatro lados con tres lados congruentes

- Intentar hacer figuras de cinco lados con cuatro lados que sean iguales

- Hacer cuadrilateros que tengan todos los lados iguales (o con dos pares de lados iguales)

- Hacer una figura con uno o mas ejes de simetria, o con simetria rotacional.
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A estos desafios de propiedades se pueden incorporar también otras nociones como
perpendicular, medidas de &ngulos, area, perimetro, semejanza, concavidad y convexidad,
simetria, etc. También se puede pedir que los propios alumnos se planteen otros problemas del
mismo tipo que pongan en juego otras propiedades.

3.2.2. Actividades con el Tangram

La descripcion de las figuras geométricas planas y la visualizacion de su aspecto
cuando se les aplican transformaciones, como pueden ser rotaciones o simetrias, o bien se
componen unas con otras, son aspectos importantes del aprendizaje de la geometria en los
primeros niveles educativos. En esta seccion describimos el uso de un material didactico que
se conoce como tangram que sirve de soporte material (o virtual) para el disefio de
experiencias de ensefianza de gran interés. Se trata de un conjunto de siete piezas (un
rompecabezas) que permite plantear una gran variedad de problemas y experiencias
geométricas. Usaremos el ejemplo electrénico elaborado por el NCTM como parte del
documento “Principios y Estandares 2000 para las matematicas escolares” donde nos ofrecen
la posibilidad de trabajar con un “tangram virtual”.

En una primera parte los estudiantes pueden elegir una figura y usar las siete piezas
para rellenar el contorno. En la segunda parte, “desafios con el tangram”, se propone que los
estudiantes usen las piezas del tangram para formar poligonos dados.

Actividad 8
Elige una figura y usa las siete piezas para rellenar el contorno.

Observaciones:

Las experiencias previas de los alumnos con puzzles proporciona una base para
realizar esta actividad. Ya que hay puzzles similares disponibles hechos de plastico o de
cartulina, los alumnos pueden pasar de las experiencias con material concreto al entorno del
ordenador. Después que los alumnos han tenido tiempo de trabajar con los contornos, el
profesor puede plantear cuestiones como las siguientes, para provocar la reflexion sobre
soluciones diferentes, o para que reflexionen sobre las estrategias que usan para resolver las
tareas.

e /Puedes rellenar el contorno de otra manera?
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e /Cuantas formas diferentes hay de rellenar esta figura?
e /Qué¢ haces cuando no puedes imaginar una solucion?
e Se pueden sustituir algunas piezas del tangram por otras?

¢/ Qué aprende los alumnos?

Aunque completar estos puzzles u otros similares, bien con material manipulativo o con
el ordenador, puede ayudar a los estudiantes a generalizar sus experiencias, el entorno del
ordenador es probable que les estimule a pensar sobre cdmo necesitan manipular las piezas en
lugar de hacerlo principalmente por ensayo y error. El trabajo con un compafiero en el
ordenador también estimula a los estudiantes a ser mas precisos en el uso del vocabulario
sobre el espacio. El maestro puede enriquecer el vocabulario de los estudiantes en sus
conversaciones con otros estudiantes comentando las acciones que realizan, diciendo por
ejemplo, “Veo que estds girando el paralelogramo”, o bien “;Qué diferencia produciria si se
volteara la pieza?

Ejercicio 4:

a) {Como pueden los profesores proporcionar tiempo para que todos los alumnos interactiien con los
tangram virtuales?

b) (Qué tipo de discusiones sobre el trabajo de los alumnos con las piezas del tangram puede
planificar el maestro que pudieran enriquecer la comprension de los estudiantes sobre las formas y el
movimiento en el espacio?

Desafios con el tangram
Actividad 9:

a) (Es posible completar todas las tareas que se describen a continuacién? Intenta resolver
estos desafios con el tangram virtural:

e Construye un cuadrado usando s6lo una pieza del tangram

e Idem usando dos, tres, cuatro, cinco, seis y las siete piezas del tangram.

b) (Cuales de las siguientes figuras puedes hacer usando las siete piezas del trangram?

Un trapezoide

Un rectangulo que no sea un cuadrado

Un paralelogramo que no sea un cuadrado
Un triangulo

El trabajo en la clase

Muchos estudiantes encontraran estas tareas muy interesantes pero dificiles. Los alumnos
estan aprendiendo sobre las posiciones de las figuras en el espacio, asi como nuevo
vocabulario y las propiedades de las figuras. El tangram virtual puede ayudar a que los
estudiantes sean mds conscientes de las propiedades de las figuras y de los procesos que usan
al manipular las formas ya que deben planificar los movimientos que necesitan realizar. Los
profesores pueden animar a los estudiantes a planificar sus acciones si tienen que trabajar con
un compafiero y hablar entre ellos de las acciones que tienen que realizar. Por ejemplo, los
estudiantes tienen que imaginar explicitamente como colocar las piezas del tangram, unas
respecto de otras, en las actividades en las que no hay un contorno que rellenar. Las
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herramientas incorporadas en el tangram virtual que permiten realizar giros y simetrias son
también un buen recurso para que los estudiantes vean los movimientos geométricos.

Estos desafios con el tangram se pueden hacer mas faciles dando contornos a los
alumnos para que los usen en sus pupitres, de manera que puedan experimentar con el ajuste
de las siete piezas del tangram en los contornos propuestos.

Evaluacion mediante observaciones y conversaciones

Las actividades descritas con el tangram pueden servir como vehiculos para evaluar el
pensamiento de los estudiantes. Al observar y hablar con los estudiantes, el profesor puede
tener en cuenta cuestiones como las siguientes:
- ; Tienen facilidad los estudiantes para manipular las formas?
- . Qué vocabulario usan los estudiantes cuando hablan unos con otros?
- ¢(Reconocen los estudiantes la congruencia y las relaciones entre combinaciones de formas?
- ¢/ Utilizan los estudiantes lo que han aprendido en tareas previas de resolucion de problemas?

Ejercicio 5

a) (Como podria facilitar el aprendizaje de los nifios con necesidades especiales el trabajo con
manipulativos basados en el ordenador?

b);Qué actividades adicionales podrian disefar los profesores para centrar la atencion de los
estudiantes en las relaciones entre las piezas del tangram?

3.4. Construccion y exploracion de sélidos

La construccion de formas tridimensionales presenta un poco de mas dificultad que las
formas bidimensionales pero posiblemente sea una actividad mas importante. Construir un
modelo de una forma tridimensional es una manera informal de lograr la comprension de la
forma de una manera intuitiva en términos de sus partes componentes.

Actividad 10: Desarrollo de sélidos (nivel 0)

Hacer que los alumnos dibujen desarrollos de diversos solidos. Sobre papel cuadriculado con una
reticula de lem de lado se pueden trazar lineas paralelas y angulos sin tener que hacer mediciones.
Conos circulares se pueden hacer facilmente recortando un sector de un circulo. Experimentar con
circulos de tamafios diferentes y diferentes sectores. El valor principal de la construccion de solidos a
partir de sus desarrollos esta en la identificaicon de la forma de las caras y donde se deben conectar las
caras.

T P TV B i |
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Los so6lidos se pueden también construir usando otras piezas mas simples como pueden ser
cubos de madera o de plastico.

Actividad 11: Cajas de bloques

( Cuantos soélidos rectangulares (ortoedros) diferentes se pueden construir usando 12 cubos para cada
uno de ellos? (Un soélido rectangular tiene seis caras, y cada cara es un rectangulo). Probar con otro
numero de cubos. ;Cuando son congruentes (exactamente los mismos) dos solidos rectangulares?
(Como tendrias que girar un sélido para ponerlo en la misma orientaciéon que otro que tiene la misma
forma?

Actividad 12: Generacion de sélidos (nivel 1)

1. Dar a los alumnos una figura recortada en cartulina. La tarea consiste en describir, dibujar o
construir con plastilina (u otro material) todos los s6lidos que se puedan generar a partir de esa forma.
La figura se puede girar o trasladar de cualquier manera. ;Se pueden generar algunas figuras de mas
de una manera?

2. Dar a los alumnos un modelo de un sélido, o describirlo oralmente. Los alumnos tienen que dibujar
y recortar una o mas formas que generen dicho so6lido y describir como se haria la generacion.

(Qué sdlidos no se pueden generar de esta manera? ;Qué se puede decir sobre un sélido que se ha
generado mediante deslizamientos? ;Como se pueden generar los cilindros? ;Y los primas? ;Qué
tipos de conos se pueden generar y como?

3.5. Geometria dinamica (Logo y Cabri)

Si se dispone en la escuela de un aula con ordenadores es posible utilizar programas
comerciales disponibles para el estudio de la geometria. Entre estos programas podemos citar
el Cabri y el médulo de la “geometria de la tortuga™ del lenguaje de programacion Logo
(Godino y Batanero, 1985).

4. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE. INSTRUMENTOS DE EVALUACION
Incluimos en esta seccion una coleccion de items usados en diversas investigaciones para
evaluar los conocimientos geométricos de los nifios, indicando algunas de las respuestas

erroneas encontradas, o los indices de dificultades.

1. Larecta a es paralela a b, y la b es paralela a c. (Es cierto que a serd paralela a ¢?

S

Respuesta:
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“No, porque b estd en medio”

2. ;Cudles de las siguientes figuras son angulos rectos?

ERVAREN

83% 93% 63% 60% 63% 56%

Respuestas1 :

Los porcentajes indicados corresponden a las respuestas dadas por nifios de 10 afos
afirmando que tales figuras son dngulos rectos. Vemos como cambian los porcentajes de éxito
segun la orientacion de la figura y el tamafio de los segmentos trazados como lados.

3. ;Cudles de los siguientes segmentos son paralelos?

AN A

73% 71% 43% 38% 32%

Respuestas1 :

Los porcentajes indicados corresponden a las respuestas dadas por nifios de 10 afios
afirmando que tales rectas son paralelas. Vemos como cambian los porcentajes de éxito segin
la orientacion de la figura y el tamafio de los segmentos trazados.

4. (Cual de las siguientes figuras es un tridngulo?

PN

A
B
C l
Respuesta:

“C no es un triangulo, porque se ha caido”

5. Senala entre las siguientes figuras, 1) La que sean un cuadrado; 2) La que sean un
tridngulo.

a) b c) d)

\
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Repue:stas4 :
Edad Porcentaje que reconocio que
¢) es un cuadrado
Safios |54
6« 56
7« 50

Porcentaje que reconocion que
b) es un tridngulo
Safios |38

6« 47
7 24
8« 65
9« 50
10 “ 67

6. Marca con una X debajo de aquellas figuras que creas que son rectangulos

( %
/ 7 >

En una muestra de 423 alumnos de 6° curso el 53% dieron una respuesta erronea a este item.

7. Marca con una X debajo de aquellas figuras que creas que son rectangulos

N
QED

Respuestassz
Porcentaje de respuestas incorrectas del 55%.

8. Marca con una X debajo de aquellas figuras que creas que son rombos

=< [T\

* Dickson, Brown y Gibson (1991), p. 40.
> Contreras (1994)
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Respuestas5 :
Porcentanje de respuestas incorrectas del 44%.

9. Marca con una X debajo de aquellas figuras que creas que son paralelogramos:

/ \ J A\
— 7
Repuestas”:

Porcentaje de respuestas incorrectas del 80%.

10. Marca con una X debajo de aquellas figuras que creas que son trapecios:

— \ b

A N

Respuestas5 :
Porcentaje de respuestas incorrectas del 86%.

11.
En el trapecio ABCD dos de sus angulos son rectos y un tercer angulo mide 54°. ;Cuanto

mide el angulo desconocido?

A B
D C
36° A
27° B
45° C
126° D*

Esta pregunta tuvo un 46% de aciertos en la evaluacion de la Educacion Primaria
realizada en 1995 por el INCE (Instituto Nacional de Calidad y Evaluacion) a alumnos de 12
anos. (http://www.ince.mec.es/prim/index.htm ).
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12. Visualizar como sera una figura en tres dimensiones girada ha resultado sencillo. E1 68%

de alumnos de 13 afios (en la evaluacién TIMSS, Espaiia®) respondieron correctamente a la
siguiente pregunta:

® http://www.ince.mec.es/pub/pubintn.htm#ref01
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5. TALLER DE DIDACTICA: ANALISIS DE SITUACIONES ESCOLARES

5.1. Respuestas de estudiantes a pruebas de evaluacién ’

Un maestro propone a sus alumnos las dos preguntas siguientes en una prueba de evaluacion.
Pregunta 1:

Escribe una descripcion que permita a cualquier persona reproducir exactamente esta figura
sin haberla visto antes:

Pregunta 2:

Imagina que has faltado a la Gltima clase de matematicas. Tu compafiera Carolina te describe
por teléfono una figura geométrica: "Traza con lapiz un circulo de 4 cm de radio. Dibuja con
lapiz 2 diametros perpendiculares. Los extremos de estos didmetros son 4 puntos del circulo.
Traza con tinta los segmentos que unen los puntos y que no pasan por el centro del circulo".

a) Dibuja la figura; b) ;Como se llama la figura trazada con tinta?

Cuestiones para el futuro maestro:

Pregunta 1:

Responde a la pregunta

(Coémo pueden interpretar los alumnos la palabra "exactamente" utilizada en la pregunta?

El maestro espera que los alumnos utilicen en sus descripciones al menos dos términos del
vocabulario geométrico. ;Cudles son esos términos segun tu opinion?

[ Sobre qué puntos se centrara vuestra evaluacion de la respuesta de un alumno que no utilice
ninguno de estos términos?

Caracterizar las competencias requeridas para realizar correctamente este test.

Pregunta 2:

Responde a la pregunta

(Cudles son los elementos de apreciacion del maestro para la parte a) ;Qué piensas si el
maestro utiliza un calco para la correccion?

Para la parte b) se puede prever que algunos alumnos respondan "rombo". ;Por qué? ;Coémo
reaccionarias a estas respuestas?

Comparar las competencias requeridas para realizar correctamente este pregunta con las de la
pregunta 1.

5.2. Analisis de actividades escolares ’

5.2.1. Construccion de un rectangulo

Un maestro propone a sus alumnos de 6° curso la actividad descrita en el documento adjunto,

en la que se pide dibujar distintos rectangulos.

1. Para cada uno de los seis ejercicios, describir un procedimiento de resolucion en el cual un
alumno podria pensar. Indicar para cada procedimiento las ideas geométricas sobre las
cuales se apoya y los instrumentos utilizados.

7 Brousseau, G., Duval, A. y Vinrich, G. (1995). Thémes mathématiques pour la préparation du concours CRPE.
Talence: IREM d' Aquitaine.
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2. (Cuadles son las variables didacticas que intervienen en los diferentes ejercicios? ;En qué
sentido orientan la actividad de los alumnos?

3. El maestro considera este documento como un instrumento de evaluacion. ;Cémo puede
explotar esta prueba si no es considerada como una evaluacion final (de tipo sumativo)?

1) Reproduce el rectdnculo colocando un|4) Termina de dibujar un rectanculo

vértice en A ABCD con centro en O
T ] ' ] ] l I
l ] 1 l
I
[
— O
]
|
T A
1 ]
] | I lll I
1A Lb g S
] LT it i T I B !
I L | !
2) Reproduce el rectdnculo colocando un |5) Construye un rectangulo de vértice A y
vértice en A centro O
I A RN
‘|||i/l',ﬂ::!l _ ' lilil}li]lli'
i T 1 | | Nt IR i
RN N f.
YR Cr . T Fj ot g it I | |
AV el ! R N R A
P! — o |t it o T i VLA |
I N T O
TN P NN NN
P b by i Y
T O O O . lr}ilvl]("iiiill|
TN ! NN
T R R : R
PLi oo R =T g v b
N L R
e v AL : p N
T I I T DT I

3) Construye un rectangulo con vértice en | 6) Construye un rectangulo de centro O
A

5.2.2. Construcciones geométricas

El ejercicio adjunto tiene por consigna: "Reproduce la casa; ya se ha comenzado a dibujar un
trazo". Responde a las siguientes cuestiones:

1. (En qué ciclo de la primaria situarias este ejercicio? Justifica la respuesta.
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9]

(Cudles son los conocimientos y destrezas necesarias para realizar con éxito este
ejercicio?
Si tuvieras que utilizar este ejercicio con tus alumnos,
a) (Qué medios de control pondrias al alcance de los nifios?
b) (Qué clase de ayuda darias a los nifios con dificultades?
¢) (Como utilizarias las producciones de los nifios, o sea, qué destacarias en el momento
de la sintesis de la secuencia?
(Qué ampliaciones podrias proponer a este ejercicio?
La casa se dibuja sobre papel blanco (no cuadriculado). La consigna del ejercicio es:
"Reproduce la casa con la ayuda de un compas, una regla no graduada y una escuadra".
a) Realiza el ejercicio. Indicar las principales etapas de su construccion.
b) ;Qué conocimientos y destrezas son necesarias para poder realizar este ejercicio?
¢) (En qué ciclo de la escuela situarias este ejercicio? Justifica la respuesta.

A\ \

5.2.3. Multiplicidad de patrones de un solido

Para lograr que los niflos tomen conciencia de la multiplicidad de patrones (desarrollos)

que pueden permitir la construccion de un so6lido se les puede proponer el siguiente problema:
Se elige como so6lido la piramide regular de base cuadrada, es decir formada por un cuadrado
y cuatro triangulos equilateros, y se pide realizar el mayor niumero posible de patrones. A
titulo de ejemplo, las figuras 1 y 2 representan dos patrones de dicha piramide:

Figura 1 Figura 2

Representar mediante un esquema a mano alzada otros tres patrones de la piramide de
base cuadrada.
Describir como organizar esta situacion de investigacion en una clase de primaria.
Sugerimos tener en cuenta la siguiente secuencia:

a) Presentar el desarrollo general, indicando las diferentes fases y sus caracteristicas.
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b)

c)

Para cada fase indicar la organizacion de la clase, el material puesto a disposicion
de los alumnos (en particular el que permita dibujar rapidamente las figuras) asi
como las consignas dadas.

Explicitar los conocimientos utilizados en esta actividad que deberan ser objeto de
institucionalizacion.

3. Explica si consideras que la actividad desarrollada reune las caracteristicas de una
"situacion-problema".

5.2.4. Caracterizacion de un patron

1. Analizar el ejercicio propuesto en el documento 1 adjunto.

a)
b)

Explicar apoyandote en ejemplos por qué se puede resolver el ejercicio sin tener
una comprension de lo que es un patron.

Tratar de comprender las estrategias que podria utilizar a priori un nifio para
responder a esta cuestion.

2. Analizar el ejercicio propuesto en el documento n° 2

a)
b)

(Cuales son los dibujos que no son patrones?

(Qué consignas suplementarias se pueden proponer para verificar que los nifios
son capaces de poder justificar la obtencion, o no, de la caja, a partir de las figuras
propuestas, sin hacer el recorte de la figura.

3. Balance comparativo de los objetivos de los dos ejercicios.
Para cada uno de los dos ejercicios, entre las propiedades de un sélido que permiten
caracterizarlo, indicar:

a)
b)

c)

aquellas que basta identificar para responder a la consigna,

la que es imposible confrontar para las dos representaciones dadas (perspectiva y
patron).

aquellas propiedades que, aunque aparezcan en las dos representaciones, no son
utilizadas en la resolucion del ejercicio.

DOCUMENTO 1
Se han representado 4 poliedros y 5 patrones de poliedros. Relacionar mediante
una flecha cada poliedro con el patron correspondiente.

DO PO
o5

4
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DOCUMENTO 2
Se quiere construir una caja como la que se representa a continuacion:

Aqui debajo se muestran figuras recortables algunas de las cuales permiten
construir la caja propuesta. Sefiala las que efectivamente permiten hacer la
construccion.

E

5.3. Analisis de materiales didacticos
La cuadricula como instrumento geométrico®

1. El papel cuadriculado se considera como un "instrumento" en geometria. ;jPor qué?
(Cudles son los restantes instrumentos en el estudio de la geometria?
2. (En qué se diferencia la geometria sobre 'papel blanco' respecto de la geometria en papel
cuadriculado?
3. Estos son dos ejercicios de un libro de primaria:
a) Observa esta figura y reproducela sobre papel cuadriculado:

¥ Brousseau, G., Duval, A. y Vinrich, G. (1995). Thémes mathématiques pour la préparation du concours CRPE.
Talence: IREM d' Aquitaine.
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b) Oserva esta figura y reproducela sobre papel blanco:

(Qué competencias (conocimientos y destrezas) debe poseer el nifio para resolver cada uno de
estos dos ejercicios?
(Por qué se ha utilizado papel blanco o cuadriculado en cada caso?

5.4. Analisis de textos escolares. Disefio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 2° y 3er ciclo de primaria
(recomendamos buscar los libros que utilizastes personalmente, o bien los de algiin familiar o
amigo).

- Estudia el desarrollo del tema de “Figuras geométricas” en dichos niveles.

- Indica en qué curso se inicia y cuando termina.

- Busca alglin tipo de problema o tarea que consideres no esta representado en la muestra de
problemas que hemos seleccionado como actividad introductoria del estudio de este tema.

- Identifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencialmente conflictivos.

- Describe los cambios que introducirias en el disefo las lecciones propuestas para los
cursos de primaria.
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1. ORIENTACIONES CURRICULARES

Las orientaciones curriculares del MEC (DCB) para la educacién primaria incluyen
en el bloque 4, “Las formas en el espacio”, dentro del apartado de “procedimientos”, las
siguientes indicaciones:

6. Busqueda de elementos de regularidad y simetria en figuras y cuerpos geométricos.
7. Trazado de una figura plana simétrica de otra respecto de un elemento dado (puntos y
ejes de simetria).

Los Principios y Estandares 2000 del NCTM proponen que los programas de
ensefianza de matemadticas para los niveles de educacion infantil y primaria incluyan el
logro del objetivo general: “Aplicar transformaciones y usar la simetria para analizar
situaciones matemdticas”. Este objetivo se concreta para los niveles de infantil a 2°
curso:

- reconocer y aplicar traslaciones, giros y simetrias;

- reconocer y crear formas que tengan simetria.

Para los niveles 3° a 5° se amplian de la siguiente manera:

- predecir y describir los resultados de deslizar, voltear y girar formas

bidimensionales;

- describir un movimiento o una serie de movimientos que muestren que dos

formas son congruentes;

- identificar y describir las simetrias en formas y figuras bidimensionales o planas y

tridimensionales.

Ejercicio:

Analizar las diferencias y semejanzas de las orientaciones curriculares propuestas para el
estudio de las transformaciones geométricas, la simetria y la semejanza en:

- Disefio Curricular Base (MEC)

- Orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

- Principios y Estandares 2000 del NCTM

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

De acuerdo con Dickson, Brown y Gibson (1991), el estudio de las
transformaciones de las figuras geométricas ha ido progresivamente primando sobre la
presentacion formal de la geometria basada en teoremas y demostraciones deductivas.
Al parecer, su principal valor reside, para la mayoria de los nifios, en el estudio de
ciertas transformaciones por el valor intrinseco de éstas, no tanto porque contribuyan a
proporcionar una imagen unificada de las matematicas. El estudio de las
transformaciones se puede basar en acciones faciles de realizar (por medio de plegados
y giros), por lo que pueden servir para generar descubrimientos relativos a las
transformaciones y para comprobar las predicciones e inferencias de los nifios. También
contribuye a resaltar aspectos mas tradicionales de la geometria, como la congruencia y
la semejanza.

La comprension por los nifios de distintas edades de las traslaciones, giros y
simetrias ha sido evaluada en distintas investigaciones. Thomas' propuso el siguiente
test clasico de conservacion de la longitud de segmentos a un grupo de 30 nifios, 10 de
cada una de las edades 6, 9, y 12 afios:

! Citado por Disckon et al. (1991, p. 65)
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Se presentan dos varillas de la misma longitud:

Seguidamente se desplaza una de las varillas:

se pregunta al nifio si son de la misma longitud, o si una es mas larga o mas corta que la otra.

Los resultados de Thomas para esta experiencia indicaron que a la edad de 6 afios, 8 de
cada 10 nifios no tienen sentido de conservacion de la longitud ante la traslacion, a la
edad de 9 afios son 7 de cada 10 y a la de 12 todos los nifios comprendian la invariancia
de los segmentos.

Esta misma autora propuso a los nifios tareas relativas a la transformacion de un
tridngulo al aplicarle traslaciones, giros y simetrias. Los nifios tenian que comparar la
longitud de un lado del tridngulo antes y después de cada movimiento, diciendo si era
“mas corto”, “mdas largo” o “igual” que antes. Casi todos los alumnos de Thomas
consideraron que la longitud permanecia invariante en las rotaciones y en las simetrias,
pero en el caso de la traslacion, los nifios con un sentido insuficiente de la conservacion
opinaron que las longitudes de los lados de la figura geométrica cambiaban.

Otra serie de tareas usadas por Thomas estaban dirigidas a descubrir si los nifios
comprendian que un punto particular del lado de un tridngulo conservaria la misma
posiciéon sobre ese mismo lado al seguir cierta transformacion de la figura.
Practicamente todos los alumnos de 12 afios situan el punto en la posicion correcta, pero
los de 6 y 9 afios tienen importantes dificultades. Cuando se le da al triangulo un giro de
90° en sentido horario, el 60% de los nifios de 6 afnos y el 50% de los de 9 afios fallan.
Para las preguntas sobre el efecto de la simetria los resultados se indican en la tabla
adjunta:
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Nifios de Nifios de Nifios de
6 afios 9 afios 12 afos
Simetria
respgcto de 80 % 70 % 100 %
un eje
vertical
Simetria
respecto de 75 % 70 % 100 %
un eje Sélo 8 alumnos
horizontal en este caso
-
Simetria
respecto de
un eje 80 % 60 % 100 %
horizontal
-—

Otro investigador que ha estudiado el desarrollo de la comprension de los
movimientos por nifios de edades entre ocho, nueve y diez afios ha sido Kidder’.
Propuso a los nifios el test cldsico de conservacion de longitudes, proporcionandoles
definiciones operativas de las traslaciones, simetrias y giros. En las pruebas se utilizaron
listores de unos 10 centimetros de longitud y flechas hechas con alambres para indicar
los diversos movimientos. El liston se situaba frente al nifio, junto con la flecha de
alambre. Se le superponia al liston original otro idéntico, y se le mostrata al nifio la
transformacion deseada realizandola sobre el liston de encima, dejando fijo el original.
Cada movimiento se repetia varias veces y a continuacion lo hacia el nifio por si solo.
La figura adjunta muestra los movimientos ensefiados.

- - ~

= = =0bjeto
— iMAgEN

* Citado por Dickson et. al. (1991).
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Los nifios que tuvieron €xito en la ejecucion de estas transformaciones pasaron a
integrar el grupo de 20 de cada edad, los cuales prosiguieron con la segunda fase del
estudio, realizando el test sobre las transformaciones. Se trataba de ver si reconocian la
invariancia de la longitud del liston tras la aplicacion de los movimientos. Con dicho fin
se utilizaba un listébn objeto, un movimiento indicado (similar a los mostrados en la
figura) y otros cinco listones, de los cuales solamente uno tenia la misma longitud que
el liston objeto. Se le pedia al nifio que utilizase uno de los listones para que mostrase
qué aspecto tendria una vez efectuado el movimiento indicado. Se le dijo a cada nifio
que podia medir si lo deseaba, con el fin de que supiera claramente que le estaba
permitido comparar los listones. Se animo a cada uno de los nifios a que explicase sus
accciones.

Los resultados indicaron (sorprendentemente, en vista de lo asegurado por Piaget)
que solamente un 31% reconocieron la conservacion de longitud en el sentido clasico
durante la etapa inicial de la investigacion; concretamente tuvieron éxito el 40% de los
nifios de ocho afios, 55% de los nifios de 9 afos y 60% de los de 10. Sin embargo,
cuando se aplico el test de las transformaciones, solamente el 23% de los nifios con
sentido de conservacion clasico eligieron coherentemente el liston imagen de longitud
correcta correspondiente a la traslacion. Entre las conclusiones de Kidder estd que la
conservacion de longitud en sentido clésico piagetiano no es suficiente para garantizar
tal conservacion en operaciones mentales mas complejas.

Remitimos al lector al libro citado de Dickon et. al. (1991) para un estudio mas
completo de este apartado sobre desarrollo de la comprension de las propiedades de las
transformaciones geométricas por los nifos.

3. SITUACIONES Y RECURSOS DIDACTICOS

Algunas propiedades de las formas geométricas merecen una atencion especial,
como son las que corresponden a la simetria y la semejanza. Las actividades que se
pueden proponer para investigar este tipo de propiedades geométricas pueden requerir
diversos niveles de desarrollo del pensamiento geométrico por parte de los estudiantes,
aunque en la mayor parte de estas actividades se pone en juego el nivel 1 o superior. Los
alumnos que estén en el nivel 0 pueden ser capaces, no obstante, de trabajar con ellas
aunque puede que no apliquen estas propiedades a clases completas de formas
geométricas. Los alumnos que estén en el comienzo del nivel 2 pueden ser puestos en
situaciéon de ver como se relacionan las propiedades o qué condiciones dan lugar a
propiedades particulares.

3.1. Juegos de psicomotricidad

Las situaciones de juego de psicomotricidad parecen muy recomendables para
iniciar el estudio de distintos aspectos de la geometria, y de manera especial en el caso
de los movimientos. En el libro de A. Martinez y F. Juan (1989) encontramos
abundantes ejemplos de este tipo de situaciones, asi como los fundamentos
metodoldgicos en los que basan su propuesta curricular. Describimos, a continuacioén
dos situaciones de este tipo, una para familiarizar a los alumnos de segundo ciclo de
primaria sobre los giros y otra sobre las simetrias. En ambos casos se supone que los
nifos tienen posibilidad de moverse con libertad por una sala de dimensiones adecuadas
en la que hay colocado al menos un espejo grande.
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Actividad 1: Psicomotricidad y apreciacion del giro

- Nos movemos libremente por el espacio

- Nos movemos dando vueltas sobre nosotros mismos, girando (hay que cambiar el
sentido de giro para evitar mareos). Seguir girando pero en el suelo.

- Nos ponemos por parejas y buscamos diferentes formas de girar juntos. Buscamos
giros que impliquen un desplazamiento y giros sin desplazamiento

- Nos movemos por grupos y buscamos distintas formas de girar juntos. Buscamos giros
con desplazamientos y giros sin desplazamientos.

- Nos juntamos todos y buscamos distintas formas de girar juntos, con desplazamiento o
sin desplazamiento.

- Buscamos objetos de la clase que puedan girar y jugamos con ellos, con su giro.

- Buscamos objetos de la clase que puedan girar y donde quepamos dentro nosotros,
para girar con ellos (se procurard que haya neumaticos viejos, cestas de mimbre, cajas
cilindricas, etc.)

Actividad 2: Psicomotricidad y simetrias

- Nos movemos libremente por el espacio al ritmo de una musica.

- Nos colocamos delante de un espejo grande (que habrd en clase), nos seguimos
moviendo por el espacio y nos vemos en el espejo. Nos alejamos y acercamos al espejo,
movemos una mano y la otra, etc.

- Por parejas jugamos a los juegos de imitaciéon. Uno se pone delante y se mueve como
quiere. El otro se pone detrds e imita su movimiento. Después se intercambian las
posiciones.

- Seguimos por parejas jugando a los juegos de imitacion, pero ahora al “juego de los
espejos”. Al igual que antes, uno imita el movimiento de otro, pero ambos se ponen
frente a frente, de manera que el que imita hace las veces de imagen reflejada por un
espejo.

- Se reparten varillas de madera. Seguimos jugando al espejo, pero ahora intervienen
también los palos.

- Nos ponemos por grupos. Unos hacen de figura y los otros de figura imagen. Hacemos
las figuras con nuestros cuerpos y con los palos.

- Continuando con el ejercicio anterior, la figura original se hace con los palos en el
suelo. Se coloca una cuerda en el suelo (haciendo las veces de espejo), separando la
figura original de su “imagen reflejada”.

- Analogo al anterior, pero por parejas y con palos pequeios.

Remitimos al lector al libro citado de Martinez y Juan (1991, p. 102-103) para
encontrar una rica coleccion de actividades complementarias de exploracion de las
transformaciones geométricas en la clase de matematicas.

3.2. Simetria axial
Es importante que los nifios vean la simetria en los objetos que les rodean; es
conveniente poner en el tablon de clase dibujos o fotografias de objetos que tengan

simetrias, y que los nifios dibujen o construyan formas simétricas. Una manera sencilla
de hacerlo puede ser doblando una hoja de papel y haciendo diversos recortes de los
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bordes: al desdoblar la hoja se obtendran figuras con eje de simetria por el doblez
inicial.

Actividad 3:

Dibujar los ejes de simetria de cada una de estas figuras. Trazar las figuras sobre una
hoja y comprobar mediante doblado las respuestas.

V

[
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Incluimos a continuacion algunos tipos de actividades y materiales que se pueden
proponer para el estudio de las propiedades de simetria de las figuras.

Actividad 4: Simetria usando la cuadricula de puntos

Sobre un geoplano, o usando papel cuadridulado, trazar una recta. Trazar una figura a
uno de los lados de dicha recta y que alguno de sus lados toque a la recta. Dibujar la
imagen simétrica de la figura tomando como eje de simetria la recta trazada. Comprobar
el resultado con un espejo situado sobre el eje. Comprobar también el resultado
doblando el papel por el eje de simetria

Mira
Un dispositivo til para el estudio de las simetrias y las
transformaciones es una pieza de metacrilato transparente
de color rojo conocida como “mira”, de forma rectangular
y con unas dimensiones que suelen estar alrededor de los 9
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x 15 cm”. Uno de los bordes de 15 cm. est4 biselado, de modo que presente una linea de
contacto con el papel, sobre el que posteriormente se apoyard, lo mas fina posible.
Dicha pieza rectangular se mantiene completamente vertical sobre el plano del papel
mediante dos piezas laterales, que pueden ser del mismo material o de madera. Al
colocar la mira sobre un eje de simetria de una figura se reflejara sobre el metracrilato,
de manera visible, la otra mitad simétrica de la figura.

Actividad 5 (movimientos sobre la huella):

Recortar en cartulina una forma poligonal, por ejemplo un rombo, como se muestra en
la figura adjunta. Identificar los vértices con letras por ambas caras, de manera que se
ponga la misma letra en cada vértice en las dos caras en que se puede mostrar. Sobre
una hoja de papel trazar el contorno de la figura; obtenemos lo que podemos denominar
la “huella” de la figura sobre la hoja. ;De cuantas manera diferentes se puede mover la
pieza de tal manera que tras el movimiento vuelva a coincidir con la huella? Se supone
que en los movimientos la pieza puede levantarse del plano.

Los alumnos pueden descubrir que para una forma plana hay tantas lineas de simetria
como maneras diferentes se pueda mover la figura de manera que vuelva a coincidir con
su “huella”.

Figura en
cartulina

3.3. Simetria rotacional

Una de las introducciones mas sencillas de la simetria rotacional es usando las
huellas de figuras trazadas como se ha hecho en la actividad anterior. Si una figura se
ajusta a su huella de més de una manera sin que se levante del plano (sin voltearla) tiene
simetria rotacional. El nimero de maneras diferentes en que una figura se puede hacer
coincidir consigo misma es el orden de la simetria rotacional. Un cuadrado tiene
simetria rotacional de orden cuatro y un paralelogramo con los lados y angulos
desiguales tiene una simetria de orden 2, pero ningtn eje de simetria.

Actividad 6: Construccion de formas girables

Usar teselas, geoplanos, o papel cuadriculado para dibujar una forma que tenga simetria
rotacional de un orden dado. Excepto para los poligonos regulares esta actividad puede
suponer un cierto desafio. Para probar el resultado, trazar la huella de la forma sobre un
papel y recortarla en cartulina. Rotar la figura buscando los casos en que coincida con la
huella.
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3.4. Simetria de figuras tridimensionales

Actividad 7: Simetria plana en construcciones de cuerpos

Usando cubos encajables hacer construcciones que tengan un plano de simetria. Si el
plano de simetria pasa entre los cubos, separar el cuerpo en las dos partes simétricas.
Tratar de hacer construcciones con dos o mas planos de simetria.

3.5. Figuras semejantes

Tanto en dos como en tres dimensiones dos figuras pueden tener la misma forma
pero dimensiones diferentes. En el nivel 0 de razonamiento el concepto de “semejanza”
es estrictamente visual y posiblemente no sera preciso. En el nivel 1, los alumnos
pueden comenzar a hacer medidas de angulos, longitudes de lados, calcular areas y
volimenes (de los solidos) que sean semejantes. De esta manera se pueden encontrar
relaciones entre formas semejantes. Por ejemplo, los alumnos pueden encontrar que
todos los angulos que se corresponden deben ser congruentes, pero que otras medidas
varian de manera proporcional. Si un lado de una figura semejante a otra es de triple
tamafio que el correspondiente en la figura pequena, esa misma relacion habréa entre
todas las restantes dimensiones. Si la razén entre las longitudes correspondientes es de 1
a n, la razon entre las areas sera de 1 a nz, y la razén entre los volimenes sera de 1 a n.

Como vemos el estudio de la semejanza de figuras esta estrechamente relacionado
con el estudio del razonamiento proporcional.

Una primera definicion de figuras semejantes que se puede dar a los alumnos es
que son figuras que “tienen el mismo aspecto” pero tamanos diferentes. Para ayudarles a
comprender este concepto se pueden dibujar tres rectangulos en la pizarra. Hacer que
dos sean semejantes, por ejemplo, con lados de razon 1 a 2. El tercer rectangulo debera
ser muy diferente, con lados en razon de 1 a 10, por ejemplo. ;Qué rectangulos se
parecen mas? Al principio la nocion de semejanza se desarrollard de manera intuitiva;
después se podra dar una definicidon mas precisa: Dos figuras son semejantes si todos
los é&ngulos son congruentes y las longitudes de los lados correspondientes son
proporcionales. La siguiente actividad se puede hacer antes de proporcionar este tipo de
definicion.
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Actividad 8: Construir una figura semejante

Dibujar o construir al menos tres figuras semejantes a una forma dada (rectangulos,
triangulos o circulos, o cualquier poligono; en tres dimensiones pueden ser prismas
rectangulares o cilindros circulares). Después de hacer las figuras, los alumnos mediran
al menos tres longitudes en cada figura. También pueden calcular las areas y los
volimenes. Poner todas las medidas en una tabla para hacer las comparaciones entre las

mismas. Sugerir algunas comparaciones mediante razones.
18 Rectangulos semejantes

Comparar las razones de las longitudes de
12 6 los lados y las razones entre las areas.

4 Ejemplo: Razones entre el pequefio y el

6 2 grande

Longitud: 2a 6 (1a3)

Area: 122108 (1a9)

4. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE. INSTRUMENTOS DE EVALUACION

Se han realizado diversas investigaciones para estudiar la comprension por los
nifios de diferentes edades de las propiedades de las figuras que son invariantes ante las
transformaciones geometrias (traslaciones, giros y simetrias) y la construccion de las
figuras transformadas. Incluimos a continuacién algunos items, indices de dificultad y
algunos tipos de errores observados.

Traslaciones

La traslacion es la isometria mas sencilla y, por lo tanto, plantea menos dificultades
que las simetrias y los giros’. Las dificultades suelen surgir en los siguientes aspectos:
- La comprension del concepto de vector libre como vector asociado a una traslacion.
Los estudiantes tienen la tendencia a pensar que una traslacion consiste en llevar la
figura hasta el extremo de la flecha dibujada indicativa de la traslacion.
- La realizacion de traslaciones cuando la figura tiene forma poligonal (especialmente si
es rectangular) y el vector de la traslacion es paralelo a uno de sus lados. Es muy
frecuente el error consistente en

dibujar el vector empezando en un = »
extremo del lado inicial y terminando v (@
en el otro extremo del lado imagen:

Conservacion de la longitud de segmentos ante las traslaciones

Un test clasico de conservacion de la longitud fue usado por Piaget. Se vale de dos
varillas de la misma longitud; seguidamente se desplaza una de las varillas y se hacen
preguntas al nifio: ;Son de la misma longitud? ;Es una mas larga o mas corta que la
otra?

3 Jaime y Gutiérrez (1996, p. 68)
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La mayoria de los estudios de este tipo han llevado a la conclusion de que los nifios
afirman que los segmentos tienen la misma longitud por término medio entre los seis y
los ocho afos de edad; reconocen que a pesar del desplazamiento, las longitudes de las
varillas permanecen iguales. En estadios anteriores, no se llega a distinguir plenamente
la longitud de la varilla de la posicion de los extremos.

Simetrias
Jaime y Gutiérrez (1996) clasifican los errores de los alumnos sobre las simetrias en
dos grupos:

1) Errores cuyo origen estd en el concepto de simetria, ya que surgen cuando los
estudiantes no aplican correctamente las dos propiedades que relacionan una figura y su
imagen:

- Falta de equidistancia al eje de cada punto y su imagen, como se
muestra en la figura (a), donde la imagen correcta aparece punteada:

)

- Falta de perpendicularidad respecto del eje del segmento que une
un punto y su imagen (b):

- Combinaciones de los dos errores anteriores. En todos los casos,
los estudiantes olvidan alguna de las dos caracteristicas de las  ®
simetrias, o ambas.

2) Errores cuyo origen esta en una interpretacion reducida o deformada de la simetria,
que surgen cuando los estudiantes utilizan concepciones erroneas
de tipo visual:

- Dibujo de la imagen paralela a la figura original aunque ésta no
sea paralela al eje (c):

- Desplazamiento horizontal o vertical de la figura aunque el eje
de simetria esté inclinado (d):
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- Combinaciones de los dos errores anteriores, y dibujo de la
imagen sobre la prolongacion de la figura dada en alguna direccion
especifica (e).

Los indices de dificultad de las tareas dependen en gran medida de los valores
particulares de algunas variables. Por ejemplo, la construccién de la imagen de una
figura por una simetria resulta bastante mas dificil si el eje no es vertical. Alrededor del
80% de los nifios de 11 afos dibujan la figura simétrica cuando el eje es vertical. Sin
embargo, solo el 14% tuvieron éxito cuando el eje era oblicuo *;

] /]

/

? V4

Espejo ”
Espejo

A titulo de ejemplo incluimos, a continuacion, una de las preguntas incluidas en la
evaluacion internacional conocida como TIMSS’, aplicada en Espafia, sobre
reconocimiento de ejes de simetria. El 47% de los alumnos de 13 afios (7° de EGB)
respondieron correctamente:

* Dickon, Brown y Gibson (1991, p. 75).
> http://www.ince.mec.es/pub/
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Giros

Para comprender y usar correctamente el concepto de rotacion de una figura, es
necesario que los estudiantes apliquen bien las siguientes cinco caracteristicas de esta
transformacion geométrica: reconocimiento global, dngulo de giro, equidistancia al
centro, angulo entre un punto y su imagen, y congruencia de las figuras’. En la siguiente
figura se muestran cuatro errores tipicos al aplicar un giro de 90° a la figura A sobre el
punto marcado:

-;:.r -------- T
hd [ ]
<7 e i
-a- -b- -C- -d-

En la parte (a) destaca el fallo del angulo de giro, en la (b) la falta de equidistancia al
centro, en la (c) la perpendicularidad entre el objeto y su imagen, y en la (d) la falta de
congruencia de las figuras.

5. TALLER DE DIDACTICA
5.1. Analisis de textos escolares. Disefio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 2° y 3er ciclo de
primaria (recomendamos buscar los libros que utilizastes personalmente, o bien los de
algun familiar o amigo).

- Estudia el desarrollo del tema de “Transformaciones geométricas. Simetria” en
dichos niveles.

- Indica en qué curso se inicia y cuando termina.

- Busca algtn tipo de problema o tarea que consideres que no esta representado en la
muestra de problemas que hemos seleccionado como actividad introductoria del
estudio de este tema.

- Identifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencialmente conflictivos.

- Describe los cambios que introducirias en el disefo de las lecciones propuestas para
los cursos 4°, 5° y 6° de primaria.

5.2. Analisis y construccion de situaciones introductorias

La figura incluida a continuacion corresponde a una situacion introductoria del estudio
de la simetria en un libro de 4° de primaria’.

a) (Piensas que los nifios necesitan algunos conocimientos previos para entender la
tarea?

b) ;{Qué respuestas esperan los autores por parte de los nifios?

¢) Indica algtn recurso que podrian usar los nifios para explorar la situacion.

6 Jaime y Gutiérrez (1996, p. 67).
7 Ferrero, L. et. al. (1997). Mateméticas, 4° curso Primaria. Madrid: Anaya.
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d) Disefa situaciones introductorias (que motiven y contextualicen) el estudio de las
traslaciones y rotaciones)

La mariposa o la fachada del edificio son figuras que tienen eje de simetria.
Las dos manos o el cisne y su ima?en en el agua son figuras simétricas respecto a un eje.

Observa y contesta:

1. ¢ Qué ocurre si doblas cada una de estas ilustraciones por la linea de puntos?

2. 4 Podrias hacer coincidir una mano sobre la otra sin darle la vuelta?

3. ¢ Quée parecidos y qué diferencias encuentras entre el cisne y su imagen en el agua?

5.3. Visualizacion de transformaciones geométricas mediante programas
interactivos

El NCTM proporciona en su pagina web (http://standars.nctm.org) un programa
interactivo que puede ser util para comprender las transformaciones geométricas, la
congruencia, semejanza y simetria de las figuras.

Se compone de cuatro partes:

1. Visualizacién de transformaciones: Se puede elegir una transformacion y aplicarla a
una figura para observar la imagen resultante

2. Identificacion de transformaciones desconocidas: Dadas una figura y su transformada
se debe identificar la transformacion aplicada.

3. Composicion de simetrias: Se puede ver el resultado de aplicar un secuencia de
simetrias de distintos ejes.

4. Composicion de transformaciones: Aborda la composicion de traslaciones, giros y
simetrias.

Tarea 1: Visualizacion de movimientos

El fin de esta tarea es explorar los efectos de aplicar varias transformaciones a una
figura. Se debe tratar de predecir el resultado de aplicar cada transformacion.
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El programa permite girar la figura inicial (roja), asi como el eje, y ver la figura
transformada. Se puede elegir entre la simetria, la traslacion o el giro.
(Cudl es la relacion entre la longitud de los lados y la medida de los angulos de la
figura inicial y la transfomada?.

Los profesores pueden preguntar a los estudiantes que describan la relacion entre
los ejes de simetria, los centros de rotacion y las posiciones de preimagenes y las
imagenes

Tarea 2: Identificacion de transformaciones desconocidas

En esta tarea se debe determinar la transformacion que se ha aplicado a una
figura compardndola con su imagen, teniendo en cuenta las propiedades de las
transformaciones. También se pueden formular y probar conjeturas haciendo uso de las
opciones disponibles.

rocione NS NON e
o Jig

Paraflel

A/ /
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Interzectng
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Con este software de geometria dindmica, los estudiantes pueden identificar una
transformacion desconocida de varias maneras: comparando la orientacion de las
figuras, analizando la correspondencia entre la imagen y el original o de algunos puntos
sobre ellas, o también encontrando los puntos invariantes. Se pueden comprobar
conjeturas construyendo la imagen de la figura original bajo la transformacion que
identifican.
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Tarea 3: Composicion de simetrias

Se trata de explorar la composiciéon de simetrias con ejes que se cortan
perpendicularmente o no y determinar qué transformacion, si existe, puede producir el
mismo resultado. Las figuras se pueden cambiar de posicion y orientacion arrastrando
los vértices, viendo a continuacion el efecto que se produce en las figuras
transformadas.

Tarea 4: Composicion de transformaciones

Consiste en aplicar sucesivamente tres transformaciones a la figura elegida. Al
arrastrar los vértices de la figura inicial se puede ver de manera dindmica el resultado
final. El profesor puede pedir a los alumnos que hagan conjeturas sobre qué
transformacion unica, si existe, puede producir el mismo resultado que la composicion.

i i\!Q i

o

Composition 2

Clenr |

Reflexion:

- (Qué propiedades de las figuras pueden observar los estudiantes usando este programa
interactivo?

- Qué aspectos de la comprension de las transformaciones geométricas por los alumnos,
y de la congruencia de las figuras, se pueden ver afectados por el uso del programa.
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- (Cudles pueden ser las estrategias que pueden seguir los alumnos para hacer las
tareas?

- (Como puede el profesor evaluar la comprension de las transformaciones geométricas
por los alumnos?
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1. ORIENTACIONES CURRICULARES

El Disefio Curricular Base del MEC no hace menciéon a las experiencias y
conocimientos sobre localizacidon espacial y los sistemas de referencia. Contrasta esta
situacion con las orientaciones de la Comunidad Autéonoma de Andalucia, las cuales
hacen mencion también a las experiencias y nociones topologicas elementales.
Resumimos a continuacion estas orientaciones curriculares.

Conocimiento y representacion espacial

Entre los aprendizajes mas significativos que deben integrar el conocimiento del
medio en el que el alumno estd inmerso, sin duda ocupan un lugar de excepcion los
conocimientos sobre el espacio.

La realidad que nos rodea comprende objetos con forma y dimensiones
diferenciadas, entre los que se establecen determinadas relaciones que configuran
aspectos importantes de la vida cotidiana.

Al propio tiempo, las propiedades geométricas de los objetos y lugares, las
afinidades y diferencias entre ellas, las transformaciones a las que pueden ser sometidas
y la sistematizacion, conceptualizacion y representacion de todo ello, constituyen un
campo de conocimientos idoneo, que puede contribuir al desarrollo intelectual de los
alumnos de esta etapa.

Al desarrollar los contenidos relacionados con el conocimiento, orientacion y
representacion espacial el alumno progresard, en funcién de sus vivencias y nivel de
competencias cognitivas, desde las percepciones intuitivas del espacio, hasta la
progresiva construccion de nociones topoldgicas, proyectivas y euclidianas, que le
facilitaran su adaptacion y utilizacion del espacio.

Percepcion, conocimiento y generalizacion de nociones topologicas bdsicas y
aplicacion de las mismas al conocimiento del medio.

Durante toda la etapa se propondran situaciones en las que intervengan nociones
como proximidad, separacion, orden, cerramiento, continuidad... Se comenzard por
vivenciarlas mediante juegos y actividades donde los alumnos hayan de situarse,
aproximarse, desplazarse, etc. Posteriormente lo hardn con objetos y elementos reales,
estableciendo relaciones espaciales como cerca, lejos, dentro, fuera, sobre, debajo,
delante, etc.

Seguidamente se tratard, en situaciones contextualizadas, la relativizacion de estos
conceptos, invitdndoles a la secuenciacion, clasificacion y representacion de las
relaciones en orden a un referente establecido. Se trabajara la representacion oral y
grafica de las acciones realizadas, mediante signos y codigos elaborados por los propios
alumnos. Ello facilitara la representacion mental de estas nociones.

A lo largo del proceso se potenciara la busqueda de regularidades y la estimacion
de propiedades en estas relaciones: transitividad, conservacion, reflexividad, etc.
proponiendo a los alumnos la reflexion acerca de la importancia de las mismas en la
situacion y estructuracion de los elementos en el espacio.

343



J. D. Godino y F. Ruiz

Coordinacion de las diversas perspectivas desde las que se puede contemplar una
realidad espacial.

El descubrimiento de la nocion de oOptica relativa, o capacidad para concebir la
situacion y posicion de los objetos en el espacio, si los imaginamos desde varios puntos
de referencia, constituye un importante contenido.

Mediante observaciones dirigidas, acciones sobre objetos reales y manipulacion de
material apropiado en situaciones de aprendizaje disenadas al efecto, se acercaran los
alumnos a las distintas nociones proyectivas: perspectiva, rectitud, distancia,
paralelismo, angulo, simetria, etc.

Se tratara de que los alumnos y alumnas actien interesados por la resolucion de
problemas espaciales y manifestando curiosidad ante sus descubrimientos. El profesor
les ayudard en la formulacién de hipotesis y conjeturas en relacion con las situaciones
propuestas.

Desarrollo de los sistemas de referencia. Localizacion de objetos en el espacio

La orientacion, ubicacién y movimiento de objetos en el espacio implica la
existencia de determinados elementos de referencia en funcion de los cuales puede
localizarse la direccion y posicion de estos.

Durante la etapa primaria se desarrollara progresivamente en los alumnos la
utilizacion de la horizontalidad y verticalidad como ejes de referencia. Ello dara lugar a
nociones como derecha, izquierda, arriba, abajo, etc. y a la coordinaciéon de las mismas.

Se concederd especial importancia a la representacion y lectura de puntos en los
sistemas de coordenadas cartesianas, asi como a la elaboracidon e interpretacion de
croquis de itinerarios. En relacién con el conocimiento del mundo fisico, se trabajara,
graduando la dificultad, la construccion de planos y maquetas, cuyo analisis puede ser
fuente de conocimientos geométricos. Posteriormente se abordardn la lectura,
interpretacion y reproduccion a escala, de mapas elementales.

Los Principios y Estandares 2000 del NCTM

En estas orientaciones curriculares se incluye un objetivo general sobre
especificacion de posiciones, descripcion de relaciones espaciales usando sistemas de
representacion. Su detalle y desglose entre los ciclos Infantil a 2° curso y de 3° a 5°
curso es el siguiente:

Infantil a 2° curso 3°a 5° curso

- describir, nombrar e interpretar las
posiciones relativas en el espacio y
aplicar ideas sobre posicion relativa;

- describir, nombrar e interpretar la
direccion y distancia en el movimiento
espacial y aplicar ideas sobre direccion y
distancia;

- encontrar y nombrar posiciones con

- describir posiciones y movimientos

usando el lenguaje comin y el
vocabulario geométrico;
- construir y usar sistemas de

coordenadas para especificar posiciones
y describir trayectorias;

- encontrar la distancia entre puntos en
las direcciones horizontal y vertical del
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relaciones simples, como "cerca de" y en | sistema de coordenadas.
sistemas de coordenadas tales como en
los mapas.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

Las primeras nociones de posicion relativa que aprenden los nifios pequefios son
las de encima, debajo, detras, delante, entre. Mas tarde pueden usar rejillas
rectangulares para localizar objetos y medir la distancia entre puntos segiin direcciones
horizontales y verticales. Las experiencias con el sistema de coordenadas rectangulares
seran Utiles a medida que resuelven una variedad de problemas de geometria y algebra.
En los niveles superiores de primaria y en secundaria el sistema de coordenadas puede
ser util para explorar y descubrir propiedades de las figuras. Encontrar distancias entre
puntos del plano usando escalas en mapas es importante en estos niveles.

En los primeros niveles de primaria los alumnos pueden trabajar con
interpretaciones de las operaciones aditivas sobre la recta numérica. En niveles
posteriores la recta numérica se puede usar para representar los distintos tipos de
numeros. En el segundo ciclo de primaria las rejillas rectangulares y las tablas de doble
entrada pueden ayudar a los alumnos a comprender la multiplicacion.

2.1. El desarrollo de sistemas de referencia

El movimiento en el espacio supone servirse de puntos de referencia merced a los
cuales localizar la direccién y la posicion. Las investigaciones indican que un factor
importante en el desarrollo de la apreciacion espacial es la capacidad para utilizar
alguna suerte de sistema de referencia. "Piaget e Inhelder consideran que la
conceptualizacion de "marco de referencia" reviste caracter fundamental para que el
individuo posea la facultad de habérselas con la orientacion, la ubicacion y el
movimiento de objetos; constituye, por consiguiente, el punto culminante de todo el
desarrollo psicoldgico del espacio euclideo" (Dietz y Barnett, 1978; citado por Dickson
y Brown, 1991, p. 56).

La esencia de un sistema de referencia es la relacion de las partes méviles con
alglin aspecto invariable y estacionario del espacio; por ejemplo, una superficie
horizontal, los ejes de una gréfica, la nocion de direccion norte. Tales son los puntos de
referencia que proporcional el armazén sobre el cual estudiar el movimiento de,
pongamos por caso, bloques de construccion, un tridngulo o un barco.

Segin Piaget e Inhelder, el desarrollo de sistemas de referencia se funda en la
capacidad natural de utilizar el que ellos describen como marco de referencia natural, a
saber, el correspondiente a la horizontal y la vertical.

Un elemento importante para servirse satisfactoriamente de los sistemas de
referencia es la conciencia de la direccion. Greenes sostiene que, de ordinario, las
relaciones espaciales se exploran inicialmente a lo largo del eje vertical, o sea, mirando
arriba y abajo. Arriba/abajo, alto/bajo, encima/debajo, etc, son nociones todas ellas de
muy distinto significado; por ejemplo, lo que se ve al mirar al techo es muy distinto y
diferenciable de lo que se ve al mirar al suelo. Se desarrollan después las relaciones de
orientacion horizontal, las cuales, en cambio no se encuentran tan tajantemente
diferenciadas. Aunque al mantener la cabeza en una direccion particular lo que se ve
esté al frente y lo que no se ve se encuentra a espaldas nuestras, si nos volvemos, lo que
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antes estaba delante se encuentra ahora detrds de nosotros, y analogamente, lo que
estuvo a la izquierda se encuentra ahora a la derecha. La nocién de orientacion
horizontal tarda mas en desarrollarse que la orientacion vertical, porque la relativa
facilidad del movimiento del propio cuerpo sobre un plano horizontal confunde la
orientacion.

Piaget y colaboradores sostienen que la capacidad para utilizar coordenadas se
desarrolla juntamente con la de utilizar ejes de referencia horizontal y vertical. Estos
investigadores presentaron a los nifios dos hojas congruentes de papel. En una de ellas
se habia sefialado un punto. Se le pedia al nifio que marcase un punto en la segunda
hoja, semitransparente, de modo que si ésta fuera colocada directamente sobre la
primera, la provista del punto, los puntos de una y otra coincidieran exactamente.

Los resultados en esta tarea mostraron que en el nivel mas elemental de desarrollo,
el nifio se apoyaba por completo en una estimacion visual que posteriormente conducia
a una estimacion burda mediante reglas y palitos. Es en una
siguiente fase en la que el nifio capta la necesidad de medir, pero
sigue operando todavia con una unica medida, tal como la
distancia desde el punto a un vértice cercano.

Mas tarde se percata de la necesidad de dos medidas. Tal procedimiento presupone
muchisimos tanteos, en los que es frecuente que el nifio utilice solamente una medida y
efectiie una estimacion de la segunda. Por fin, hacia los nueve afos de edad (segin
Piaget) se coordinan ambas mediciones, utilizando los lados de la hora como ejes de
referencia.

Ejercicio
1. En una coleccion de libros de texto de primaria identificar los niveles en los cuales se
incluyen actividades de,

.orientacion espacial

.localizacion de puntos en el plano

2.2. La variable tamaiio del espacio

Una de las variables que se debe tener en cuenta en el proceso de adquisicion del
dominio de las relaciones con el espacio es la dimension fisica del ambito con el que el
sujeto entra en relacion. Las investigaciones psicologicas muestran que el nifio va
estructurando sectores mas amplios del espacio a medida que incrementa la magnitud de
sus propios desplazamientos. Brousseau distingue tres valores de la variable “tamafio
del espacio” con el que interactiia el sujeto. Estos valores implican modos diferentes de
relaciones con los objetos incluidos en ese sector del espacio y, en consecuencia
modelos conceptuales diferentes para orientar la accidon del sujeto. Esta variable interesa
segmentarla en tres valores: microespacio, mesoespacio y macroespacio, cuyas
caracteristicas describimos a continuacion'.

' Galvez, G. (1985) El aprendizaje de la orientacion en el espacio urbano.Una proposicién para la
enserianza de la geometria en la escuela. Tesis Doctoral. Centro de Investigacion del IPN. México. (p.
49).
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El microespacio

Corresponde a un sector del espacio proximo al sujeto y que contiene objetos
accesibles tanto a la vision, como a la manipulacion. En este sector el sujeto puede
mover el objeto o bien moverse a si mismo practicamente en cualquier direccion. El
juego de desplazamientos de sujeto y objeto, permite reestablecer cualquier perspectiva,
mediante inversiones o compensaciones de las transformaciones anteriores. Puesto que
todas las posiciones relativas entre sujeto y objeto son igualmente posibles y faciles de
obtener la percepcion del objeto puede ser caracterizada como exhaustiva. Por otra
parte, el sujeto obtiene una informacion abundante e inmediata de los resultados de las
acciones que ejerce sobre el objeto. El sujeto controla plenamente sus relaciones
espaciales con el objeto, debido a la abundancia de recursos de transformacion con que
cuenta.

En el microespacio el dominio de las relaciones con el objeto se adquiere a través
de un proceso largo y dificil, pero bastante temprano (segun los trabajos de Piaget). Este
proceso se realiza “espontaneamente”, en el sentido de que no requiere de intervencion
intencional (institucional) para producirse, aunque si oportunidades para ejercitar las
manipulaciones de que el sujeto va siendo capaz. Posteriormente, el trabajo escolar
impone cierta reestructuracion del microespacio al introducir dos direcciones
ortogonales para orientar el papel (y otros materiales) sobre el pupitre.

El mesoespacio

Es una parte del espacio accesible a una vision global, obtenida a partir de
percepciones sucesivas, pero con desfases temporales minimos. Contiene objetos fijos,
no manipulables. Como un ejemplo de mesoespacio, podemos citar el espacio que
contiene a un edificio, que puede ser recorrido por el sujeto tanto interior como
exteriormente.

En este sector del espacio, puesto que los objetos permanecen fijos, funcionan
como puntos de referencia para el sujeto (en nuestro ejemplo, los muebles, puertas,
pareces), mientras que el sujeto si puede desplazarse, pero con restricciones, derivadas
de dos condiciones:

1. La posicion erecta del sujeto, que genera una experiencia diferencial respecto a
las direcciones horizontal y vertical. Estas constituyen las direcciones basicas
para la organizacion del mesoespacio.

2. La necesidad de acomodar los desplazamientos en funcion de la localizacion de
los objetos. Resultan de aqui trayectso obligados, como los determinados por
corredores o escaleras, que implican la diferenciaciéon de espacios vacios y
llenos.

Podemos decir que el mesoespacio es el espacio de los desplazamientos del sujeto.
La experiencia estd aqui restringida a los puntos de vista obtenibles a través de los
desplazamientos posibles del sujeto, manteniendo su postura erecta. Esto no significa
que sea imposible para el sujeto adoptar otras perspectivas, sino que, en la medida en
que éstas no son usuales, no contribuyen significativamente a la estructura del
mesoespacio.

Para organizar sus desplazamientos dentro del mesoespacio el sujeto necesita
orientarlo, atribuyéndole tres dimensiones respecto a un sistema de referencia fijo.
También le ha atribuido extension, con lo que las distancias entre objetos pasan a tomar
una relevancia de la que carecen el microespacio. Los dngulos son muy importantes,
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puesto que estan a la base de cambios de perspectiva muy econdémicos, que
corresponden a giros del sujeto mientras conserva su posicion (giros que incluso puede
efectuar moviendo solamente su cabeza)

El macroespacio

Corresponde a un sector del espacio cuya dimension es tal que solo puede
abarcarse a través de una sucesion de visiones locales, separadas entre si por
desplazamientos del sujeto sobre la superficie terrestre. En el macroespacio es imposible
obtener una vision global simultanea del sector del espacio con el que se interactia, a
menos que el sujeto se eleve en el aire, experiencia a la que raras veces se recurre para
estructurar el espacio terreste a nivel de experiencia cotidiana.

Al igual que en el mesoespacio, en el macroespacio los objetos permanecen fijos,
es el sujeto el que se desplaza. Para orientar sus desplazamientos debe construir una
representacion global del macroespacio, ligando sus visiones parciales para recuperar la
continuidad del espacio recorrido. La conceptualizacion es imprescindible para la
construccion de una imagen de conjunto, inaccesible a la percepcion directa.

Podemos distinguir tres tipos de macroespacio: el urbano, el rural y el maritimo. En
el macroespacio urbano y rural, existen multiples objetos que pueden ser utilizados por
el sujeto como puntos de referencia para estructurar su representacion. La posibilidad de
utilizarlos dependera tanto de las caracteristicas especificas del sector considerado como
de la experiencia previa del sujeto. Aunque, en general, el macroespacio urbano suele
ser mas prodigo en objetos que pueden funcionar como signos para la diferenciacion
precisa de sus partes (por ejemplo, la informacidon escrita contenida en nombres de
calles y comercios, en letreros de propaganda, etc.). A diferencia de lo que ocurre en los
otros dos, en el macroespacio maritimo, particularmente en la navegacion en alta mar,
no es posible recurrir a una sucesion de encuentros con determinados objetos para
replicar un trayecto.

3. SITUACIONES Y RECURSOS

3.1. Situacién 1%: Busqueda de un objeto escondido en clase
Nivel: Ciclo inicial; trabajo en el mesoespacio.

Descripcion:

Mientras un alumno sale del salén otro esconde un objeto en una banca y marca
dicha banca sobre un plano del aula que el maestro ha hecho en la pizarra (Variante 1) o
reproducido en una hoja de papel (Variante 2). Entra el alumno que estaba fuera y
viendo el plano, tiene que dirigirse a la banca donde, de acuerdo a su interpretacion del
plano, se encuentra el objeto escondido. Los demds le comunican si acertd o no. En la
Variante 2 cada alumno tiene una copia del plano del salon y debe ir registrando sobre
cada banca usada como escondite, el nombre del nifio al que le correspondié buscar en
esa ocasion.

3.2. Situacion 2°: Busqueda de un objeto escondido dentro del espacio escolar.

Niveles: ler Ciclo de primaria

% Galvez (1985, p. 65)
3 Galvez (1985, p. 74)
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Descripcion:

Dos alumnos esconden un objeto (una moneda) en algin lugar de la escuela,
elegido por ellos. Un tercer alumno los observa y traza un dibujo que servira para guiar
a un cuarto alumno en la buisqueda del objeto escondido. Si este ultimo encuentra la
moneda, puede quedarsela. Si la busqueda se convierte en una exploracion al azar el
experimentador da por terminada la jugada; declarando que la comunicacién ha
fracasado. La actividad se repite, intercambiando las funciones, y luego con otros cuatro
alumnos.

3.3. Situacién 3*: Localizacién de objetos en el microespacio
Nivel: 2° Ciclo
Descripcion:
En el fondo de una caja de carton (de aproximadamente 60 cm x 50cm x Scm) se
pone un trozo de papel (de unos 15 cm?), a la vista de los nifios. Se tapa la caja con una

tela y se les pide que estimen la localizacion del papel clavando un alfiler sobre la tela
para atraparlo. Se levanta la tela para ver si acertaron.

Variante 1: Juego individual. Si el nifio acierta se dobla el papel a la mitad, hasta que
yerra. Gana quien logre atinarle al papel mas pequefio.

Variante 2: Un nifio esconde un papel (del tamafio al que llegaron, en promedio, en la
Variante 1) y le explica a otro nifio, verbalmente (sin sefialar) su localizacion bajo la
tela. El segundo nifo clava el alfiler y luego verifican si atind.

Variante 3: Un nifio esconde un papel (pequefio) y le explica a otro nifio, mediante un
dibujo, su localizacion bajo la tela. El segundo nifio trata de llegar hasta el papel a través
de la tela, clavando su alfiler.

3.4. Situacién 4°: Localizacién relativa de lugares conocidos en la ciudad
Nivel: 2° 0 3° Ciclo de primaria
Descripcion

La actividad se inicia pidiendo a los alumnos que nombren lugares interesantes de
la ciudad, donde llevarian a un amigo que no la conociera. Se seleccionan algunos de
los lugares propuestos. Se reparte a cada alumno una hoja en blanco y un conjunto de
papelitos con los nombres de los lugares seleccionados para que los distribuyan sobre el
papel, basandose en su conocimiento de las posiciones relativas de estos lugares en la
ciudad (imaginate como se veria desde un avion). Una vez distribuidos, los pegan sobre
la hoja y marcan el orden en el que organizarian un recorrido para visitarlos todos.

3.5. Situacion 5: Construccion de una brijula y de un plano de la escuela
Nivel: 2° 0 3° Ciclo de primaria

Descripcion:

* Galvez (1985, p. 81)
> Galvez (1985, p. 85)
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Consigue una aguja, un iman pequefio, un recipiente con agua, pegamento y un
pedazo de corcho o de madera.

 Frota la aguja en el iméan varias veces.
 Pega la aguja en el corcho.
e Coloca el corcho en el recipiente con agua.

« Gira el recipiente y observa que la aguja se mueve y apunta siempre al mismo
lugar. Ese lugar es el norte.

1) Usa la brijula para encontrar la orientacion de la escuela.

(Qué parte de tu clase da hacia el norte?
(Hacia donde queda la salida de la escuela?
(Qué hay hacia el sur?

2) Trabajando en equipo dibujar un plano de la escuela y los lugares que estan cerca de
ella. Fijense en los puntos cardinales usando la brujula que hicieron. No olviden ponerle
el cuadro de acotaciones y la Rosa de los Vientos.

Ejercicio de analisis didactico:

Para cada una de las situaciones descritas:
a) Formula los objetivos que se pretenden con las situaciones
b) Enumerar y describir los conocimientos que se ponen en juego
c) Identificar las variables didacticas

d) Enunciar variantes posibles de las situaciones cambiando los valores de las
variables didacticas

e) Identificar posibles técnicas de solucion de los alumnos y dificultades
previsibles

f) Indicar las posibles explicaciones (institucionalizacion) que el profesor podria
dar como sintesis final de la actividad realizada.
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4. TALLER DE DIDACTICA
4.1. Analisis de experiencias de ensefianza

Las siguientes situaciones, conocidas como “El cartero” y “Viajes y geografos”,
han sido experimentadas por el equipo de investigacion del profesor G. Brousseau en la
escuela Jule Michelet. Para cada una de las situaciones:

a) Formula los objetivos que se pretenden con las situaciones
b) Enumerar y describir los conocimientos que se ponen en juego
c) Identificar las variables didacticas

d) Enunciar variantes posibles de las situaciones cambiando los valores de las
variables didacticas

e) Identificar posibles técnicas de solucion de los alumnos y dificultades
previsibles

f) Indicar las posibles explicaciones (institucionalizacion) que el profesor podria
dar como sintesis final de la actividad realizada.

El Cartero
Niveles: 2° o 3° Ciclo
Material:

Se prepara sobre una cartulina una
representacion en planta de un espacio urbano: calles
y lugares como edificios o parques, localizados en los
cruces de dos o mas calles. La cartulina se cubre con
una tela que tiene una perforacion de
aproximadamente 2.5 cm de diametro y que, al
recorrerse, permite observar todo el espacio dibujado,
a través de visiones locales. Cada grupo de 4 nifios
trabaja con uno de estos dispositivos.

Descripcion:

Mientras algunos equipos de 4 nifios practican juegos destinados a consolidad sus
nociones de aritmética a otros se les entrega un diagrama (como el de la figura adjunta)
cubierto con una tela perforada y un juego de tres tarjetas. No se imparten instrucciones
orales.

La tarjeta 1 propone una actividad de exploracion del diagrama: recorrerlo (a través del
agujero) hasta que ya no encuentren lugares nuevos.

La tarjeta 2 indica que uno de los jugadores sera el Jefe de Correos y ordenara a los
demads, por turnos, llevar cartas a diversos lugares; se discutird la adecuacion del
recorrido seguido.

La tarjeta 3 sugiere pedir trayectos mas complejos y da dos ejemplos: ir de A a B, sin
pasar por C o dejar cartas en A, B,y C.
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Variante 1: Juego de los mensajes

Se entrega a cada equipo un diagrama, una tela perforada, una tarjeta de
instrucciones general y 12 tarjetas de instrucciones especificas, del tipo: “Estas en la
fuente; tienes que ir al Banco y después al Supermercado”, etc. La tarjeta con
instrucciones generales es la siguiente:

Ustedes con un equipo de mensajeros que van a trabajar en una ciudad. Bajo la
tela esta el dibujo de esta ciudad que solo puede verse por el agujero. Pueden
deslizar la tela, de manera que el agujero nos deje ver adonde llegan las calles.
En las tarjetas estd escrito lo que tienen que hacer los mensajes. Los mensajeros
pueden trabajar solos o por parejas, como quieran.

El juego consiste en realizar la mayor cantidad posible de las tareas que estdan
escritas en las tarjetas.

Antes de empezar a jugar el equipo puede explorar la ciudad, a través del
agujero, hasta que cada nifio piense que ya la conoce bien y que puede hacer el
trabajo de mensajero.

Variante 2: Viajeros y geografos

Se presenta uno de los mismos diagramas utilizados en las dos situaciones
anteriores, cubierto con la tela perforada. Se propone explorar el diagrama, desplazando
la tela y luego, hacer un plano del diagrama oculto, que serd utilizado por los
“gedgrafos” para anticipar el destino de los “viajeros”. Una vez hecho el plano, el
equipo se divide en dos parejas: una de geografos y la otra de viajeros. Los gedgrafos se
instalan con el plano en un rincén distante y pueden hacer preguntas, que seran
respondidas por los viajeros, para determinar si su plano corresponde o no al diagrama.
A continuacion se inicia el juego. De comun acuerdo, ambas parejas eligen un lugar de
partida y lo localizan en el diagrama y en el plano, respectivamente. Los viajeros
enuncian una direccion y de avance y los gedgrafos, viendo su plano, anticipan a qué
lugar van a llegar los viajeros. Entonces los viajeros avanzan y verifican donde llegan.
Se registra si la prediccion de los geografos fue acertada o no. Después de un rato,
gedgrafos y viajeros intercambian roles. Finalmente, se organiza un debate para
determinar su sistema comun de designacion de direcciones y para discutir si el mapa
era o no una representacion correcta del diagrama.

4.2. Analisis de textos y diseiio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 2° y 3er ciclo de
primaria (recomendamos buscar los libros que utilizaste personalmente, o bien los de
algtn familiar o amigo).

1. Busca ejemplos y ejercicios relacionados con la orientacién espacial y sistemas de
referencia.

2. Identifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencialmente conflictivos.

3. Describe los cambios que introducirias en el disefio de las lecciones propuestas para
los distintos cursos de primaria.
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Magnitudes y medida

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

El estudio de las magnitudes y su medida es importante en el curriculo de matematicas
desde los niveles de educacion infantil hasta secundaria debido a su aplicabilidad y uso
extendido en una gran cantidad de actividades de la vida diaria. El estudio de la medicion
también ofrece oportunidad de aprender y aplicar otros contenidos matematicos, como
operaciones aritméticas, ideas geométricas, conceptos estadisticos y la nocion de funcidn.
Permite establecer conexiones entre diversas partes de las matematicas y entre las matematicas
y otras areas diferentes, como el area de sociedad, ciencias, arte y educacion fisica.

La medida de magnitudes pone en juego un conjunto de destrezas practicas y un lenguaje
(o si se prefiere, una serie de nociones) cuyo dominio y comprension no es facil para los nifios
de primaria. En la educacién primaria su estudio se extiende desde el primer curso hasta el
ultimo, incluyéndose incluso algunas actividades en los niveles de infantil (percepcion de
cualidades de objetos, comparacion, clasificacion, seriacion). Es un tema que guarda, ademas,
una estrecha relacion con la construccion de los sistemas numéricos y con las formas y figuras
geométricas (longitud, superficie, volumen de figuras y cuerpos geométricos), tanto en las
técnicas de medida directa (contar el nimero de unidades) como indirecta (determinacion del
"tamafio" de las colecciones, o las dimensiones de los cuerpos y figuras mediante operaciones
aritméticas y algebraicas.

1.1. Diseiio Curricular Base del MEC

En el bloque 2, dedicado a la medida el DCB considera que la medida es una via de acceso
para el desarrollo de los conceptos numéricos, asi como el nexo entre los distintos bloques de
Matematicas.

El tratamiento ciclico permite ir profundizando desde las unidades naturales a las relaciones
entre las unidades del Sistema Métrico Decimal.

Los contenidos procedimentales y actitudinales favorecen la adquisicion de los diversos
contenidos que aparecen en hechos y conceptos.

Hechos, conceptos y principios

1. Necesidad y funciones de la medicion.
* Reconocimiento e identificaciéon de magnitudes.
» Comparacion de magnitudes.
* Unidad de referencia. Unidades corporales.
2. El perimetro, el area y el volumen de las figuras como expresiones cuantitativas de su
tamaro.
3. Las unidades de medida del Sistema Métrico Decimal.
* Longitud.
* Superficie.
* Capacidad.
* Masa.
4. Las unidades de medida de uso local.
5. Las unidades de medida para la medicién del tiempo.
6. La unidad de medida para la medicion de angulos: el grado.

Procedimientos

1. Mediciones con unidades convencionales y no convencionales.
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« Utilizacion de instrumentos de medida.

« Utilizacion de distintas estrategias para medir.
2. Construccion de instrumentos sencillos para efectuar mediciones directas de longitudes,
superficies y capacidades.
3. Elaboracion y utilizaciéon de estrategias personales para llevar a cabo mediciones de
perimetros, areas y volimenes de cuerpos geométricos, de manera exacta y aproximada.
4. Elaboracion y utilizacion de estrategias personales para llevar a cabo estimaciones de
medidas en situaciones naturales.
5. Toma de decisiones sobre las unidades de medida mas adecuadas en cada caso atendiendo al
objetivo de la medicion.
6. Transformacion, comparacién y equivalencias de las unidades de medida utilizando los
algoritmos de célculo correspondientes.
7. Utilizacion de los algoritmos para calcular areas de rectangulos y triangulos.
8. Explicacion oral del proceso seguido y de la estrategia utilizada en la medicion.

Actitudes, valores y normas
1. Valoracion de la importancia de las mediciones y estimaciones en la vida cotidiana.

Interés por utilizar con cuidado diferentes instrumentos de medida y emplear unidades
adecuadas.

3. Gusto por la precision apropiada en la realizacion de mediciones.
4. Curiosidad e interés por descubrir la medida de algunos objetos y tiempos familiares.
5. Valoracion del Sistema Métrico Decimal como sistema de medida aceptado

internacionalmente.
6. Tendencia a expresar los resultados numéricos de las mediciones manifestando las unidades
de medida utilizadas.

1.2. Principios y Estandares para la Matematica Escolar (NCTM 2000)’

Los objetivos especificos que los Estandares 2000 proponen para el estudio de la medicion
en los niveles de infantil a 2° son los siguientes:

Comprender los atributos medibles de los objetos y las unidades, sistemas y procesos de
medicion:

. reconociendo los atributos de longitud, volumen, peso, area y tiempo;

. comprendiendo cdmo medir usando unidades no estandar y estandar;

« seleccionando la herramienta y unidad apropiada para medir el atributo que se desea medir.

Aplicar técnicas apropiadas y herramientas para realizar mediciones, realizando las siguientes

actividades:

o medir usando colecciones de objetos de igual tamafio, como clips puestos correlativamente;

e medir un objeto usando como unidad otro de menor tamafio, como la longitud de una
habitacidén usando un metro;

e usar instrumentos de medir,

e desarrollar referentes comunes de medida para hacer comparaciones y estimaciones.

Estos mismos objetivos se desarrollan en los niveles 3 a 5 en la forma siguiente:

! National Council of Teachers of Mathematicas (2002). Principles and Standards for School Mathematics.
Reston, Va: NCTM.
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Comprender los atributos medibles de los objetos y las unidades, sistemas y procesos de

medicion:

- comprender atributos de longitud, area, peso, volumen y amplitud angular y seleccionar el
tipo apropiado de unidad para medirlos;

- comprender la necesidad de medir con unidades estandares y familiarizarse con el sistema
métrico.

- hacer conversiones entre unidades, como pasar centimetros a metros;

- comprender que las mediciones son aproximadas y como afecta a la precision el cambio de
unidades;

- explorar lo que sucede a las medidas de una figura bidimensional como el perimetro y el
area cuando se cambia la forma de algiin modo.

Aplicar técnicas apropiadas y herramientas para realizar mediciones:

- desarrollar estrategias de estimacion de perimetros, areas y volumenes de formas
irregulares;

- seleccionar y aplicar las unidades estdndares y los instrumentos de medida de longitud,
area, volumen, peso, tiempo, temperatura y amplitud angular;

- seleccionar y usar patrones de comparacion para estimar medidas;

- desarrollar, comprender y usar formulas para encontrar el area de rectangulos, triangulos y
paralelogramos;

- desarrollar estrategias para determinar areas superficiales y volumenes de solidos
rectangulares.

Ejercicio:

1.Analizar las diferencias y semejanzas de las orientaciones curriculares propuestas para el estudio de la
medida en,

- Disefio Curricular Base del MEC

- Las orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

- Principios y Estandares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

2.1. Principio de conservacion. Conservacion de la longitud

Se refiere a la capacidad que tienen algunas caracteristicas de los cuerpos, de no cambiar
aunque se les manipule y se produzcan cambios de situacion en los mismos, que
perceptivamente puede llevar a engafio.

Se dice que un nifio ha adquirido la capacidad de conservacion si no se deja llevar por su
percepcion. Esta propiedad referida, por ejemplo al numero, hace que un cambio en la
disposicion de unas canicas puestas en fila pueda llevar al nifio a pensar que el numero de ellas
ha cambiado si se las dispone con una separacion mayor. El no cometer errores de este tipo,
signo de que el nifio ha adquirido la capacidad de conservacion referido a una determinada
propiedad, esté relacionado con el principio de reversibilidad, es decir, el conocimiento de que
muchos cambios son reversibles y que, mediante la accion adecuada, se puede volver a la
situacion inicial.

La adquisicion del principio de conservacion se puede facilitar planificando y realizando en
clase tareas adecuadas que deben llevar al nifio a:

o Diferenciar acciones reversibles y no reversibles sobre objetos.

e Reconocer qué propiedades cambian y cuales no cuando se realizan determinadas acciones
sobre los objetos.

o Diseniar sencillos experimentos referidos a propiedades concretas sobre objetos concretos.
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A continuacion describimos las etapas que se distinguen en el desarrollo de este principio
en las magnitudes geométricas; estas etapas son orientativas y en ningin momento pueden
considerarse compartimentos estancos, aislados unos de otros, y con una rigidez cronoldgica.
Ademas, la diversidad se va a manifestar en cada nifio y su desarrollo va a estar determinado,
entre otros factores, por la cantidad de estimulos recibidos a lo largo de su vida, tanto en su
casa como en la escuela, es decir, por la cantidad de experiencias y la adecuacion de las
mismas.

Conservacion de la longitud

Hay que distinguir, siguiendo la terminologia de Piaget, varias etapas en lo que se refiere a
la adquisicion del principio de conservacion de la longitud por parte del nifio:

e En un primer estadio la longitud de una linea (ya sea recta, curva o poligonal) va a
depender solo de los extremos.

e En un segundo estadio dos segmentos que en un principio reconoce de la misma longitud,
dejan de tenerla al desplazar uno de ellos pues el nifio se fija solo en el punto final de cada
segmento y no en los puntos iniciales; segiin el punto o puntos en que el nifio fije su
atencion le llevard a resultados diversos que, incluso, van a depender de la longitud de los
segmentos utilizados.

e En el tercer estadio es cuando el nifio percibe como iguales longitudes que realmente lo
son, independientemente de consideraciones ajenas, y es entonces, alrededor de los 7 afios,
cuando adquiere el principio de conservacion de la longitud.

Otro aspecto de la longitud, normalmente asociada con las dimensiones de los objetos, es la
distancia, entendida como espacio vacio entre objetos. A edades tempranas el nifio suele pensar
que la distancia entre dos objetos cambia si se interpone un tercer objeto entre ellos y es la
percepcion correcta de las distancias uno de los aspectos que le llevaran a la adquisicion del
principio de conservacion de la longitud y hard que el nifio esté en condiciones de abordar el
estudio de la medida de longitudes y su aplicacion posterior al célculo de perimetros.

Actividades:

1. Se presentan al nifio dos varillas de la misma longitud y
diferente grosor y se le pide que diga cual de ellas es mas larga.

i . . . |
2. Se presentan al nifio dos varillas que ¢l admite que son

iguales y a continuacion, a la vista del nifio, se desplaza una de

ellas y se le pide que diga cual de ellas es

ahora mas larga, |

3. Se le presentan al nifio dos segmentos
paralelos de distinta longitud pero cuyos extremos finales llegan al mismo sitio y se les pide que
digan cual de ellos es el de mayor longitud.
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4. Sobre un papel cuadriculado se le presentan al nifio dos segmentos de igual longitud pero uno
de ellos esta desplazado, por ejemplo, dos cuadraditos
respecto del otro y se le pide al nifio que diga cual es el
de mayor longitud.

Otras actividades podrian ser con cuerdas que se trocean o a las que se les hacen nudos vy,
referidos a distancias, se podria pensar en considerar objetos interpuestos, intercambio entre los
objetos (simetria) y distancias por etapas (transitividad).

Experiencias como las que acabamos de describir van a permitir al maestro obtener
informacion acerca del desarrollo psicolégico de sus alumnos y, por otra parte, realizadas
convenientemente, ayudaran a los nifios en dicho desarrollo.

2.2. Facetas y etapas en el estudio de la medicion en la escuela’

(Cémo aprende un chico a medir? Si analizamos el proceso, encontramos que se trata de una
mezcla de importantes destrezas sensoriales y perceptivas con aspectos de geometria y
aritmética. También implica al area afectiva y proporciona al nifio la oportunidad de alcanzar
un sentido de realizacion, asi como apreciar la utilidad basica de nuestro sistema de medicion.
El proceso procede secuencialmente desde la percepcion a la comparacion y después a la
aplicacion de un estdndar de medida (o referente) y sigue las siguientes etapas que describimos
a continuacion.

2.2.1. Papel de percepcion en la medicion

La medicion comienza con la percepcion de lo que debe ser medido. Explicar las marcas de
un termometro a un nifio sin desarrollar primero alguna sensacidon y percepcion de lo que mide
no es sino otra manera de leer escalas. La altura de un nifio, por ejemplo, da significado a la
longitud, mientras que el peso no.

Como adultos, se da por supuesto que los nifios perciben como lo hacemos nosotros. La
mayoria de los nifios tienen alguna experiencia que les permite desarrollar la percepcion del
mundo que les rodea. Sin embargo, esto se deja frecuentemente al azar y raramente se
desarrolla de un modo sistematico. El profesor deberia estar dispuesto para exponer a los nifios
a muchos estimulos y muchas propiedades de los objetos que eventualmente deben medir. Estas
actividades son un comienzo fundamental para adquirir destreza en la medicion.

Ejercicio
2. Citar otros ejemplos de percepcion de cualidades de objetos.

2.2.2. Papel de la comparacion

La percepcion es el comienzo de la medicion, y la comparacion sigue a la percepcion.
Habiendo percibido alguna propiedad de algiin objeto, nosotros, de un modo natural, lo
comparamos con otros objetos que tienen la misma propiedad - si una vasija contiene una cierta
cantidad de liquido, ;tendra esta otra una capacidad diferente? Cuando ponemos nuestra mano
en una vasija de agua y la sacamos, experimentamos un cambio de sensacion motivada por la
evaporacion del liquido. ;Qué tenemos para comparar esta experiencia? ;No sentimos lo mismo
cuando nos banamos? jEs la misma sensaciéon que cuando abrimos el frigorifico o nos

% En este apartado y el siguiente incluimos un resumen del articulo de Inskeep, publicado en el “Yearbook de
1976” del N.C.T.M. que presenta una sintesis apropiada sobre las facetas a tener en cuenta en la ensefianza de la
medicion en la ensefianza basica.
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aproximamos a un conducto de aire acondicionado?

La comparacion de sensaciones es bastante natural. La comparacion de objetos que pueden
colocarse proximos es también una consecuencia natural de las percepciones. Al medir su
altura, algunos nifios pueden desear compararla con la de otros nifios de la clase. Podemos, en
este caso, indicar a los nifios que se tiendan sobre grandes hojas de papel y dibujar los
contornos de sus cuerpos, de tal modo que se puedan comparar. Esta actividad se hace sin
ninguna habilidad numérica previa. La comparacion de atributos de objetos conduce de un
modo bastante logico a la necesidad de un estdndar que podamos aplicar sucesivamente.
Podemos ahora ver la medida como la busqueda de un estandar o referente.

Ejercicio:
3. Citar otros ejemplos de comparacion de percepciones.

2.2.3. Blisqueda de un referente

La comparacion de dos cosas es adecuada cuando deseamos hacer enunciados de
equivalencia o no equivalencia "Tu eres mas alta que yo", "Yo soy mas alto que mi hermana
pequenia". Esto sirve bien para comparaciones iniciales. Pueden incluso servir para
comparaciones logicas con terceras partes. "Si yo peso mas que mi hermano y ¢l pesa mas que
mi primo pequefio, entonces yo peso mas que mi primo". Sin embargo, esta aproximacion a la
comparacion pronto resulta bastante inefectiva. Realmente necesitamos algun estandar de
medida, un referente que pueda ser usado sucesivamente y al que podamos acudir en cualquier
momento. El referente inicial que usemos no tiene que ser un referente estdndar o que sea usado
en todo el mundo. Por ejemplo, las partes del cuerpo son referentes facilmente disponibles para
medir longitudes.

Los referentes no estdndares son utiles para comparacion, pero deseamos llevar a nuestros
nifios mas alld de lo obvio y ensefiarles los referentes que pueden ser usados con mas de una
persona - nuestros estandares de medida.

Los estandares de medida tienen como minimo dos funciones importantes. Primero,
permiten a una persona comunicar una medida a otra de un modo abreviado y directo. Segundo,
permiten medidas precisas y consistentes en diferentes areas geograficas. Cuando nos
trasladamos de un pais a otro, podemos estar seguros de que las medidas que son estandares en
nuestro pais son estandares en otro también. Una extension logica de esta idea sera adoptar
estandares de medida utilizables para comunicar los mismos mensajes en todas las partes del
mundo. Esto conduce naturalmente al Sistema Internacional de Unidades (SI), que ahora
cumple esta funcion practicamente en todo el mundo.

Ejercicio:
4. Citar otros ejemplos de busqueda de referentes para la comparacion de percepciones de cualidades de
objetos.

2.2.4. La medicion como un sistema

Con el SI, tenemos un sistema de unidades estandares relacionadas y que han sustituido por
eso ampliamente a los estdndares locales arbitrarios. Han sido precisos varios cientos de afios
para que el sistema encuentre amplia aceptacion en el mundo, pero al final se ha conseguido.

En este punto de nuestra discusion, hemos tomado el proceso de medicion en varios estadios
- percepcidn. comparacion, la necesidad de un referente, y finalmente, la necesidad de un
sistema que organice y sistematice los referentes estandares. El mismo proceso puede ser
aplicado a la experiencia educativa de los nifios. Sugiere una secuencia de actividades a
realizar. Los nifios son conducidos desde una primera experiencia perceptual al punto en el que
relacionan estas experiencias a otras propiedades y las conectan de un modo sistematico. En
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este punto final podemos decir que un nifio ha aprendido a medir.
Hasta ahora hemos olvidado ciertas aspectos no secuenciales de la medicion - los del
dominio afectivo y los relacionados con la propia accion de medir. El componente afectivo de
la medicion y el acto de medir son dos principios que debemos considerar.

Ejercicio:
5. Inventar un sistema de unidades alternativo al actual para la magnitud peso.

2.2.5. La medicion como una actividad afectiva
Nuestro trabajo con los nifios en la medicion producird dos resultados:
(1) los nifios apreciaran el papel que la medicion juega en sus vidas y en la sociedad, y
(2) los nifios disfrutaran siendo capaces de medir por si mismos.

La importancia de la medicion en nuestra vida personal y en la sociedad es a menudo dada
por supuesta. El cientifico conoce su importancia, y el ingeniero no puede prescindir de ella;
pero el ciudadano medio a veces falla en apreciar el papel de la medida. Los nifios deben
aprender el papel importante que la medicion juega en el progreso cientifico-tecnologico.
Relacionar los programas de matematicas con los estudios de ciencias y sociales ayuda en este
desarrollo. Introducir algunas de las destrezas de medicion en el arte y educacion fisica es
también util. Pero los nifios necesitan ver la medida como una parte importante de sus propias
vidas. Necesitan ver que es importante medir con precision un tablero para la construccion de
una casa de madera. Necesitan la habilidad para leer un reloj si no quieren perderse su
programa favorito de television. Los nifios deben ser conscientes de las consecuencias de una
medicion chapucera o inefectiva en las actividades de construccion.

Otra caracteristica afectiva del proceso de mediciéon y mas dificil de evaluar, es la
satisfaccion que un nifio puede sentir de haber hecho un buen trabajo de medicion. Los nifios
deben ser ensefiados a medir de tal modo que desarrollen la confianza en si mismos. Ensefiar a
los nifios que ninguna medida continua es exacta debe ser logrado dandoles una experiencia
adecuada en la lectura de instrumentos y escalas. Ser capaz de leer un nuevo tipo de escala es
un logro satisfactorio.

Ejercicios:
6. Describir situaciones en las que la medicidon implique accion y otras en las que s6lo sea una actividad
mental.
7. Relacionar cantidades de magnitud a medir con la unidad mas adecuada.
8 Proponer una actividad en la que el nifio deba elegir la unidad de medida y el instrumento mas
adecuado.
9. Describir una secuencia de aprendizaje, segiin los principios que se acaban de ver, para estudiar la
medida de una magnitud particular.
10. ;Qué es una medida bien hecha? Citar ejemplos referidos a distintas magnitudes.
11. Citar los instrumentos de medida, para las distintas magnitudes, que todo ciudadano debe conocer.
12. Disefiar una actividad en la que se especifique:

Qué cosa medir.

Qué unidad utilizar, y

Qué procedimiento seguir.

3. SITUACIONES Y RECURSOS

El esquema de trabajo en el aula debe ser similar para todas las magnitudes:
- Comparar y ordenar.
- Hacer estimaciones sobre la cantidad antes de medir.
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- Elegir el instrumento mas adecuado para realizar la medicion.

- Considerar la unidad mas adecuada a la magnitud que hay que medir, eligiendo entre los
multiplos y divisores que forman el sistema de medidas.

- Realizar la medicion, es decir, comprobar cuantas veces esta comprendida la unidad en la
magnitud que medimos.

- Comparar la medicion con la estimacion realizada y valorar el error cometido.

Se propone, por tanto, un esquema de trabajo que requiere una organizacion de clase lo mas
cercana posible a un taller: s6lo se puede aprender a medir midiendo y discutiendo las
estrategias utilizadas, y ello pasa por la actividad y no solamente con lapiz y papel.

3.1. Actividades de percepcion y comparacion

La ensefanza de la medicién debe apoyarse en las ideas intuitivas de los alumnos y en sus
experiencias informales de medicion para ayudarles a comprender los atributos que se miden y
lo que significa medir. El estudio de la medida en la escuela elemental requiere el uso de
materiales concretos para que los nifilos comprendan los rasgos de los objetos que se miden y
dominen los instrumentos correspondientes. Los profesores en formacion deben, por tanto,
familiarizarse con estos materiales e instrumentos.

Un atributo medible es una caracteristica de un objeto que se puede cuantificar. Los
segmentos de recta tienen longitud, las regiones planas tienen area, los objetos fisicos tienen
masa. A medida que los alumnos progresan en el curriculo desde preescolar a secundaria, el
conjunto de atributos que pueden medir se amplia. El primer paso en el estudio de la medida
sera reconocer que los objetos tienen atributos que son medibles. Los nifios de preescolar y
primer ciclo de primaria comienzan comparando y ordenando objetos usando un lenguaje
sencillo como mas largo y mas corto. La longitud debe ser el centro de atencidn en el primer
ciclo, aunque también se puede iniciar el peso y el tiempo. A partir del tercer ciclo se comienza
el estudio del area, el perimetro, volumen, temperatura y amplitud angular. En estos niveles
aprenden que las medidas se pueden calcular usando férmulas y no siempre se necesita
obtenerlas de manera directa usando instrumentos de medida.

Los alumnos pueden explorar como cambian algunas medidas de los objetos al someterlos a
ciertas trasformaciones. Por ejemplo, cortando en piezas una figura y reagrupandolas de distinta
manera puede cambiar el perimetro, pero no el area.

Siguiendo el articulo citado de Inskeep (1976) incluimos a continuacion actividades y
recursos para el estudio de las magnitudes basicas en los distintos niveles de educacion
primaria: longitud, peso, tiempo, temperatura y capacidad. Las magnitudes amplitud angular,
area y volimen seran tratadas en el siguiente capitulo. Estas actividades deben ser la base para:
e una introduccién a una medicion socialmente util y
e ¢l desarrollo de una medicidon sofisticada en la ciencia y otros temas en los niveles de

secundaria y post-secundaria.

Una restriccion es que no todos los chicos estan preparados para cierto tipo de actividades de
medicion. La investigacion de Piaget y de sus intérpretes ha apoyado la idea de que hay
estadios en la vida de los nifios en los que son incapaces de comprender de un modo efectivo el
proceso de medicion. Puesto que cada nifio se desarrolla segiin un patron individual (esto se
aplica tanto a los conceptos piagetianos como a otros aspectos de la individualidad) no es so6lo
prudente sino esencial que el profesor adapte el programa a sus propios alumnos y use su
propio juicio acerca de cudndo comenzar una actividad.

‘ Ejercicios
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13. (A qué edad se puede abordar el estudio de cada una de las magnitudes?
14. Sefialar actividades relacionadas con el principio de conservacion de las distintas magnitudes

Actividad 1: Percepcion y comparacion de longitudes
Percepcion de la longitud

1. Aproveche aquellas ocasiones en que los nifios son medidos para su registro personal. Cuando la
enfermera mide a los nifios, haga que la clase discuta lo que se estda midiendo. Los métodos utilizados
para encontrar la medida pueden ser discutidos también. La clase puede incluso desear construir un
dispositivo propio de medida. Pregunte a los nifios sobre como pueden encontrar la altura de cada uno.
Incluso si un nifio no puede leer escalas o comparar nimeros, participar en la actividad le ayudara para
clarificar lo que significa la altura.

2. Pregunte a los nifios si saben quien vive mas lejos de la escuela, y como pueden determinarlo.
Desarrollar la idea de distancia preguntando a los nifios que digan como pueden encontrar quien vive
mas lejos. Si es posible, use un paseo por el campo para desarrollar el concepto de distancia. Utilice
visitas a los almacenes proximos, casas o puntos de interés como base para la discusion.

Comparacion de longitudes

La mayoria de los adultos comparan la longitud de un objeto con otro, determinando si el nimero
asociado con su medida es mayor a menor que el nimero correspondiente del otro objeto. En nuestros
ejemplos de comparacion de longitudes insistimos en las actividades tactiles y visuales y no las hacemos
depender solo de la habilidad para leer y ordenar correctamente numeros.

3. ";Por qué las plantas de judias han crecido la mayor cantidad en la semana pasada? Esta pregunta
puede servir de base para extenderse con la medida y la comparacion.

4. Dibujar los perfiles de los nifios y colocarlos en la pizarra en un mural. A continuacion, hacer
comparaciones: ";Quién es el mas alto? ;El mas bajo? ".

Actividad 2: Percepcion y comparacion de pesos

Percepcion del peso

La percepcion del peso corre paralela con la de la longitud puesto que ambas nociones son
facilmente asociadas con los seres vivos. El peso de los objetos puede ser sentido directamente.
Sosteniendo dos objetos y comparando sus sensaciones tenemos una experiencia sensorial directa.
Indicamos algunas actividades para desarrollar la percepcion del peso.

1. Proporcione un nimero de objetos que varien en volumen y peso y pida a los nifios que los sostengan.
Tome dos objetos y pidales que adivinen cual es mas pesado. Repita con varios nifios, cada vez
pregunte a la clase que adivine cual es mas pesado. Sostener cosas entre las manos da a los chicos
experiencia sobre el efecto de peso que la gravedad produce en la masa de los objetos.

Comparacion de pesos

Como en la comparacion de longitudes no queremos que los nifios sean obstaculizados por una
dependencia de los instrumentos de medida o por una interpretacion del orden de los nimeros. El peso
se "siente" mejor por medio de los musculos. Cuando un nifio soporta un objeto, puede comprender
(percibir) si es pesado. Las siguientes actividades ilustran esta idea,

1. Consiga piedras u otros objetos de pesos variados. Pedir al nifio que los ponga en orden desde el mas
pesado al mas ligero, de acuerdo con lo que siente o experimenta al manipularlos. Esta actividad puede
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realizarse individualmente o en equipo.

2. Pedir a los nifios que sostengan sus animales favoritos. ;Qué animal es mas pesado? Hacer una lista
de los animales mostrando cual es el mas pesado y el mas ligero y anotandolo en la pizarra. Alguna
discusion podria acompaiar a este ejercicio y varios niflos podrian sostener a los animales.

Actividad 3: Percepcion, comparacion y medicion del tiempos

Percepcion del tiempo

Los nifios no comprenden el tiempo y su paso hasta que alcanzan los niveles superiores de la escuela
elemental. Incluso entonces, muchos nifios tienen una débil comprension del paso del tiempo y casi
ninguna concepcién del tiempo historico. La percepcion del tiempo como un atributo medible progresa
a lo largo de los afios escolares. Indicamos algunas actividades para ayudar en el desarrollo de esta
percepcion.

1. Use cualquier oportunidad para desarrollar la idea de los descriptores del tiempo: la clase comienza
por la mafiana; la comida separa la mafana de la tarde; los chicos vuelven a casa por la tarde. Usar el
lenguaje temporal sera una parte continua de la educacion elemental.

2. Incluso aunque los nifios no puedan ser capaces de leer o decir la hora, indiqueles las diferencias en la
posicion de las manecillas de un reloj. Haga dibujar la posicion de las manecillas del reloj a una cierta
hora, seguido de otro dibujo una hora después. Si esto es dificil de planificar en la clase, coloque una
esfera de reloj sobre la pizarra y pida a un nifio que ponga las manecillas como indica el reloj de clase.
El dibujo de varios relojes con horas diferentes ayudara a los nifios a visualizar el cambio que el paso
del tiempo hace sobre la esfera del reloj.

3. Haga un registro de los dias, meses, fechas y otros sucesos del calendario. Los nacimientos y
ocasiones especiales ayudan a elevar el interés por leer las fechas, dias y meses. Haga observar el
cambio de afio cuando los nifios vuelven a la escuela después de las vacaciones de Navidad. Aunque
estas actividades no contribuyan necesaria ni directamente a la percepcion del tiempo por el nifio, les
prepara para el vocabulario que usaran para expresarlo. El paso del tiempo puede ser observado en los
niveles superiores en términos de dias, semanas y meses.

4. Medir el crecimiento de un animal doméstico y asociarlo con el tiempo. Hacer simples graficos del
peso y altura del animal y relacionarlo a los dias y fechas de cada medida. Esto ayuda a relacionar el
cambio en las caracteristicas fisicas del animal con el cambio del tiempo. Haga que los nifios predigan
el peso una semana posterior para adquirir experiencia adicional en la observacion de los intervalos de
tiempo. Posteriormente podran comparar su prediccion con el valor medido.

Comparacion de tiempo

1. Dar a los nifios una sensacion del paso del tiempo relacionandolo con el calendario, leyendo en €l y
observando los sucesos naturales diarios. ;Ha brillado hoy el sol? ;Qué fecha es hoy? Usar estas
cuestiones diariamente y sefialarlas en el calendario. ;Cuéntos dias ha brillado el sol en esta semana?
Estas y otras cuestiones pueden servir para estimular discusiones normales sobre la duracion del dia y de
la semana. Extienda la idea para desarrollar conceptos comparativos del mes, estaciones y afio. Los
nifios de los niveles superiores necesitan estas comparaciones; los nifios mas jovenes pueden iniciarse
en ellas.

2. (Cuanto dura un segundo? ;Un minuto? ;Una hora? ;Cuales son los intervalos de tiempo de mayor
duracion? Estas cuestiones se pueden responder con simples experimentos o por observaciones. Un
péndulo cuyo periodo tenga aproximadamente un segundo. El pulso de una persona, de 60 a 80
pulsaciones en un minuto. Medir el pulso de los nifios, o dejar que individualmente se tomen el propio.
Después comparar la duracion de las pulsaciones de los nifios con las obtenidas inmediatamente después
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del recreo. Preguntar a los nifios quién tiene 60, esto mide aproximadamente 1 minuto. Hacerles ver
que son 60 golpes. Ayudados por un metrénomo, para controlar el ritmo, contar 60 golpes. Hacerles
ver que esto mide aproximadamente un minuto. Comparar el péndulo con el pulso para dar al nifio una
idea de que mas o menos 60 pulsaciones equivalen a un minuto.

Actividad 4: Percepcion, comparacion y medicion de temperaturas

Percepcion de la temperatura. Comparacion

Los niflos estan expuestos a variaciones de temperatura desde sus primeras experiencias y
sensaciones. Pueden asociar el calor con una estacion o con un lugar, tal como el horno de cocina.
Algunos nifios se adaptan tan bien a los cambios de temperatura que parecen no notar las diferencias.
Todos los nifios deben tener algin concepto de temperatura como medida del calor. Indicamos algunas
actividades disefiadas para desarrollar la percepcion de la temperatura.

1. Coloque dos recipientes de agua, uno con suficiente hielo dentro para hacerlo mas frio que el otro.
Pida a un nifio que meta una mano en el agua fria y la otra en la caliente. Pregunte qué siente y como lo
describe. Use palabras "mas frio", "mas caliente" y frases como “la temperatura es mas alta en esta
vasija". Similarmente, haga que los nifios pongan sus manos en una salida de aire caliente o frio y que
comparen sus sensaciones de ese aire con el aire del resto de la habitacion. Compartir y discutir tales
experiencias puede conducir a una idea ajustada de la temperatura,

2. Deje a los nifios experimentar con pequefios trozos de metal negro y rugoso y otros de metal
reflejante colocandolos al sol, ;cual se pone mas caliente? ;Cual se calienta mas deprisa?

3.2. Actividades de estimacion

Estimar una cantidad es el proceso de obtener una medida sin la ayuda de instrumentos,
es decir, consiste en realizar juicios subjetivos sobre la medida de los objetos. También

1 n 1 n 1 n 1AM 1 1 3

podemos decir que es la "medida" realizada "a ojo" de una cualidad de un objeto”. Los procesos
de estimacion son muy frecuentes y utiles en las actividades que realizamos habitualmente.
Este es un motivo para desarrollar esta destreza en la escuela; ademas, las actividades de
estimacion de medidas se deben considerar como uno de los componentes del proceso de
medir, ayudando a los alumnos a entender los distintos aspectos que se ponen en juego.

Actividad 6. Estimacion con objetos presentes o ausentes

a)

- Estimar el largo de la clase en metros, estando el metro presente y el alumno en clase.

- Estimar la altura de la puerta del pasillo del colegio en metros, sin el metro y desde el pasillo.
- Estimar la longitud del patio del colegio en metros, con el metro no presente y el alumno en
clase.

- Estimar el ancho de las pistas del colegio en metros, con el metro no presente y el alumno en
clase.

b)

- Senalar qué objeto, de entre los que se indican, mide 2 m de largo (estando el metro presente):
un pupitre, una cama, un dormitorio.

- Indicar qué objetos de entre los sefialados anteriormente miden 0'6 m de ancho, estando el
metro no presente

- Construir un metro. Nombrar objetos de 3 m.

- Nombrar objetos que midan 1 m de longitud.

3 Frias, Gil y Moreno (2001). Introduccién a las magnitudes y la medida . Longitud, masa, amplitud, tiempo. En E.
Castro (Ed.), Didactica de la Matematica en la Educacion Primaria. Madrid: Sintesis.
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3.3. Actividades de medicion

La importancia de hacer mediciones ha sido ya subrayada. Medicidon sin acciéon es
meramente un tipo de rutina memoristica o ejercicio intelectual. Los nifios pueden memorizar el
Sistema Métrico Decimal sin mucho esfuerzo. Sin embargo, queremos algo mas que la
habilidad para responder a unos tests estandarizados. Queremos que los nifios tengan
experiencias en todas las areas basicas de la medicidon y que sean capaces de medir precisa y
consistentemente. Tales experiencias deben ser sistematicamente planeadas por el profesor y
convertirse en parte integral del curriculum.

Los alumnos desde preescolar al 2° nivel deberian aprender a usar una variedad de técnicas,
incluyendo el recuento y la estimacion, e instrumentos tales como reglas, escalas y relojes
analdgicos. En los ciclos 2° y 3° se debe continuar el aprendizaje de estas técnicas y desarrollar
otras nuevas aplicdndolas a mediciones mas complicadas, como puede ser la obtencion y el uso
de formulas para las areas de figuras planas.

Las actividades de estimacion de medias permiten centrar la atencion de los alumnos en los
atributos que se miden, el proceso de medicion, el tamafio de las unidades y el valor de los
referentes. De esta manera, la estimacion de medidas contribuye al desarrollo del sentido
espacial, asi como conceptos y destrezas numéricas. Los estudiantes se dardn cuenta que con
frecuencia es suficiente con dar una estimacién de una medida y que no es necesario usar
instrumentos de medida en ciertas circunstancias.

Actividades 7:

Medicion de pesos:

« Se proporciona a los nifios una balanza, pesas de diversos pesos
(1gr., 5gr, 10 grs. 4 kg. etc). Se realizan actividades de estimacion
y medicion de pesos:

o (Cuanto pesa mi libro? ;Mis zapatos? ;el balon de futbol? ;Un
vaso vacio? ;Un vaso lleno de agua? ;Un vaso lleno de arena?

« ;Cuantas pesas tengo que poner en la balanza para equilibrar el
peso?

o Use las ocasiones en que los nifios son medidos para su fichero personal para desarrollar la idea de
peso. Longitud y peso representan una caracteristica propia del nifio. Esto es una fuerte motivacion
cuando se utiliza adecuadamente. D¢ a los nifios los numeros que representan sus pesos. Ponga
cuidado en la comparacion de los pesos, pero si se hace de un modo natural y discretamente, un
nifio puede decir que es mas pesado o ligero que otro.

Medicion del tiempo

Cuando los nifios sean capaces de decir la hora y leer el calendario, hagales que realicen varios

experimentos que impliquen el registro de la hora y los sucesos. La comparacion de los cambios sobre

un intervalo de tiempo ayuda a establecer la idea de tiempo.

o Compruebe el tiempo de coccion de un huevo con un cronémetro para desarrollar el sentido de una
duracion breve de tiempo. El desarrollo de duraciones mas largas es mas dificil y complicado por el
hecho de que el tiempo parece correr mas lento o deprisa dependiendo de la ocupacion del individuo
durante el intervalo.

« La anotacion de fechas, hacer programaciones de las horas de los programas de TV, y desarrollar
actividades planificadas que impliquen intervalos de tiempo (tales como guiones de radio o TV)
todo ello contribuye a la percepcion individual del tiempo.

Como se ha observado previamente la comparacion de intervalos de tiempo es dificil incluso para los

adultos. Una hora viendo nuestro programa favorito de TV es mucho mas corta que practicando sumas
de nimeros. Cuando los instrumentos de medida son invariables, una conciencia del paso del tiempo
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depende de los ritmos corporales (tener hambre, latidos del corazén, tener suefio), de los sucesos

naturales periodicos (salida del sol, puesta del sol, salida de la luna), o de la regularidad con que se
sucedan nuestras ocupaciones diarias (entrada y salida de la escuela, tiempo libre, hora de comer).
Donde sea posible, estas medidas disponibles de comparacion pueden ser usadas. La medida del tiempo
con relojes y calendarios puede desarrollarse y refinarse si estas impresiones basicas de comparacion
estan regularmente desarrolladas. Una clase sobre la medicion del tiempo puede proporcionar la
oportunidad de que los nifios comparen intervalos de tiempo dados.

( Como podemos medir el tiempo? Algunas respuestas podrian ser obtenidas directamente como las
siguientes: un péndulo, un reloj de arena, con gotas de agua en una botella (dejar que gotee), con
latidos del corazén, el movimiento de una sombra, botando un peso unido a un muelle. Comparar
estos medios para medir el tiempo con los medios estandares y fijar intervalos en términos de
sucesos fisicos.

Medicion de longitudes

(Como podriamos medir la altura? ;Podemos usar bandas de papel o cuerda para mostrar como de
alta es la planta? Sefialamos que cuando esta actividad es realizada en los niveles mas inferiores, la
soltura (o buena disponibilidad) de los nifios para la medida no esta totalmente desarrollada y la
supervision de los adultos puede ser muy necesaria para ayudar a los nifios a obtener medidas
precisas. Los nifios pueden empezar con cuerdas o con papel en cualquier orden, y pueden hacer
una grafica de sus resultados.

Medir la longitud de la clase con pies, con baldosas, con el metro. ;Cuantos centimetros tiene una
baldosa? ;Un pie?

Medir la altura de varios niflos y anotarla junto a su silueta. Escribir el nombre de los nifios junto a
su altura. Hacer comparaciones observando estas anotaciones.

Medicion de temperaturas

Haga un registro diario del tiempo atmosférico y compare las temperaturas anotadas. Esto ayuda a
que los nifios se familiaricen con el termometro. Comparar y discutir diferencias de temperaturas en
las diferentes partes del pais.

Haga que los nifios estimen la temperatura de una vasija de agua. Compare las estimaciones con la
temperatura medida.
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3.4. Recursos en Internet

1. Experimentacion con unidades de medida y formas geométricas
http://standards.nctm.org/document/eexamples/chap4/4.3/index.htm
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movimientos se puede experimentar el
efecto conseguido.

También pueden realizarse los movimientos
dentro de un laberinto.

Estas actividades estimulan la orientacion
espacial, descomposicion analitica de
movimientos en el plano y percepcion de las
unidades de longitud y amplitud angular.

2. Interactive Units converter:
http://www.convert-me.com/en/
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diferentes unidades de medida,
incluyendo medidas antiguas o
medidas en diferentes sistemas
internacionales.

Permite dar a conocer otras
medidas diferentes de las
convencionales y también
comprobar los calculos realizados
al transformar unidades de
medida.

4. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE: INSTRUMENTOS DE EVALUACION

A continuacion incluimos algunas tareas descritas en Dickson, Brown y Gibson (1984)

que han sido tomadas de distintas investigaciones.
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1. Conservacion de la longitud ]

(Cual es la longitud del lado inclinado?
e 4 cuadros
e mais de 4 cuadros
e menos de 4 cuadros
El porcentaje de respuestas correctas a los 12 afos es el 38% y el 40% a los 13 afios. La
respuesta mas frecuente es que la longitud es 4 cuadros.

2. Comparacion de longitudes ﬂ
/ \@ Problema 1

Se pregunta a los nifios cudl de las tres figuras tiene
mayor longitud.

Hasta los 6 o 7 afios los nifios piensan que la tercera []

figura es la que tiene mayor longitud. == Problema 2

——Dc—oc——Dnc——one——> Problema3

3. Conservacion del peso. Se toma una bola de plastilina redonda y se pregunta si pesa lo
mismo cuando se estira en forma de salchicha.

Se toma un juego de muilecas rusas y se pregunta cuando pesa mas, si cuando todas las
muiflecas se meten una dentro de otra o si cuando se sacan unas fuera de otras.
« Alos 7 afios y medio el 57 % de los nifios admite la conservacion del peso.
« Alos 12 anos el 86% de los nifios admite la conservacion del peso.

4. Comparacion del peso. Se da a los nifios una balanza y tres cajas de igual forma y volumen
y diferente peso. Se pide ordenar las cajas por peso.

« Alos 7 afios y medio el 31 % de los nifios es capaz de hacer la tarea.

« Alos 12 afos el 72% de los nifios es capaz de hacer la tarea

I3

)
o

3

5. Lectura del termometro "

N
o
1

La lectura de temperaturas sobre cero es mas
sencilla que las temperaturas bajo cero.

Es mucho mas sencillo si la lectura coincide
con un valor rotulado en la escala.

Los datos corresponden a nifios de 11 afios.

o

=]

s b by

-10 -10

83 % correcto 34 % correcto 21 % correcto

6. Ordenacion de acontecimientos
Se muestra una secuencia de fotografias de un acontencimiento que el nifio ha observado
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previamente (una botella llenandose, un objeto cayendo). Se pide a los nifios que coloquen las
fotografias en el orden en que han ocurrido.

Esta es una experiencia realizada por Piaget, quien informé que un 15% de su muestra
de nifios no hacia la tarea correctamente a la edad de ocho afios

7. Duracion de intervalos temporales

Se tienen dos mufiecas, una amarilla y otra azul que

comienzan a andar en los puntos Al y A2, Amarilla A B G D,
respectivamente, al mismo tiempo. Se detienen en el

mismo instante, sefialado por un “clic” audible. Como la A, 8, C,
velocidad uniforme de cada muieca es diferente, ambas Azul o—e——e—
recorren distancias distintas.

- (Se pararon al mismo tiempo?

- (Cudl se par6 primero?

- (Cual se movid durante mas tiempo?

En experiencias realizadas por Lowell y Slater el porcentaje de respuestas correctas a estas
cuestiones fue del 13% con nifos de 5 o 6 afios y sélo del 43% en nifios de 9 y 10 afos.

5. TALLER DE DIDACTICA
5.1. Analisis de textos escolares. Diseno de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 2° y 3er ciclo de primaria
(recomendamos buscar los libros que utilizaste personalmente, o bien los de algin familiar o
amigo).

1. Busca ejemplos y ejercicios relacionados con la medida directa de magnitudes.
Identifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencialmente conflictivos.

3. Describe los cambios que introducirias en el disefio de las lecciones propuestas para los
cursos de primaria.

5.2. Analisis de experiencias de ensefianza de la medida de longitudes

En el Anexo incluido a continuacion (La medida en el ciclo medio, N. Brousseau), se
describen diversas actividades de ensefianza de la medida directa de longitudes. Realizar un
lectura detallada de este documento, discutir en pequefios grupos y elaborar un breve informe,
respondiendo a las siguientes cuestiones:

Cuestiones:

1. La longitud de las bandas de cartulina preparadas como material para la actividad es una
variable didactica (el profesor la puede cambiar y ello influye en los conocimientos puestos
en juego). (Por qué se han elegido las bandas con las longitudes dadas? ;Qué
consecuencias tendria el cambio de estas longitudes?

2. (Por qué se divide cada grupo de 4 alumnos en dos subgrupos, uno de emisores y otro de
receptores? ;Qué consecuencia tiene esa organizacion en términos cognitivos?

3. ¢Por qué la maestra no acepta que los mensajes de los emisores se den en cm y mm?
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4. (Por qué dice la maestra que aceptara una diferencia en las bandas recortadas menor de 5

mm?

5. (Qué otros tipos de mensajes se puede esperar que elaboren los nifios que realizan la
experiencia?

6. (Para qué conocimientos consideran los autores de la experiencia que el uso prematuro del
doble decimetro (con marcas de cm y mm) es un obstaculo?

7. (Qué ventajas aporta el uso de bandas de cartulina en una primera fase del aprendizaje de la
medida de longitudes respecto de las unidades antropométricas y de las unidades legales?

8. Después de la actividad 2 de discusion de los mensajes los autores de la experiencia
deciden dejar el estudio de la longitud y pasan a estudiar el peso. Explica las razones de esta
decision.

ANEXO: La medida en el Ciclo Medio (Brousseau, N., 1992). La medida en el ciclo medio. Informe
de actividades desarrolladas en el IREM de Burdeos. Documento para los maestros y formadores.
[Actividades sobre la medida de longitudes. Traduccion de J. D. Godino].

Actividad 1: Medida de longitudes: juego de comunicacion
Esta actividad se desarrolla en dos clases paralelas del curso medio, ler afio: CM1, y CM1g,

1. MATERIAL

e bandas de 1’5 cm aproximadamente de anchura de cartulina de los siguientes colores y longitudes:
- 2 bandas verdes de 64 cm de longitud;

- 2 bandas verdes de 57 cm;
- 2 bandas amarillas de 42 cm;
- 2 bandas amarillas de 40 cm;
- 2 bandas azules de 32 cm;
- 2 bandas azules de 51 cm.

e Un nimero suficientemente grande de bandas de colores verde, amarillo y azul de 1’5 cm de ancho
de la misma cartulina que las anteriores de unos 70 cm de longitud.

e Bandas “patron” de 5 mm de ancho recortadas en cartulina gris (o marrén), todas iguales de 12 cm
de longitud, y marcadas con la letra “u”. Se debe disponer de un ntimero grande de estas bandas
(que seran usadas como unidades de medida)

e Hojas blancas para escribir los mensajes.

II. ORGANIZACION DE LA CLASE

La clase se divide en equipos de 4 nifios. Cada equipo comprende 2 emisores y 2 receptores que
estaran separados (aunque van a trabajar coordinados). Al comienzo se da una consigna y se reparte el
material:

1. Consigna:“Voy a dar una banda de color a los emisores. Unos tendran una banda verde, otros
amarilla, y otros azul. Deberan escribir un mensaje en el que indicaran la medida de la longitud de
esta banda utilizando este “patrén” (la maestra muestra la banda unidad gris o marrén). Todos estos
patrones tienen la misma longitud. (La maestra muestra esta igualdad superponiendo dos de ellas).
Los mensajes seran enviados a los receptores quienes deberan construir una banda de la misma
longitud que la de los emisores”.

2. Distribucién del material: La maestra distribuye a cada grupo de emisores una banda de color (bien
verde, amarilla, o azul) y dos bandas “patron”.

1I. DESARROLLO

1. Primera fase: Los grupos de emisores comienzan la actividad. Mientras esperan recibir los
mensajes, los receptores hacen individualmente un ejercicio de matematicas (operaciones, por
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ejemplo) que ha sido preparado por la maestra.

a) Comportamientos observados durante la realizacion de esta fase. Antes de comenzar, los nifios
preguntan a la maestra si aceptard una pequefia diferencia de longitud (esto se explica porque en la clase
se habia hecho unos 3 meses antes una actividad de medida de segmentos en la que la maestra habia
exigido mucha precision en las medidas y los nifios se recuerdan de ello). Desde el comienzo del
trabajo, tratan de traducir las longitudes de las bandas (las bandas del color que se les ha dado para que
midan con el patréon) a las unidades que conocen por el uso del doble decimetro: centimetros y
milimetros.
La maestra les explica:
- que aceptara una diferencia de longitud materializada por una pequena banda recortada de menos de
5 mm de longitud (3 0 4 mm);
- que no deben utilizar los dobles decimetros, sino inicamente el material que se les ha distribuido;
- por tanto, ningin mensaje se puede expresar en centimetros o en milimetros.
A pesar de esto, en muchos grupos, los nifios tratan de apreciar las longitudes en centimetros y
milimetros. Algunos incluso dibujan graduaciones aproximadas sobre las bandas “patron”.

En la clase A, los nifios tienen muchas dificultades: algunos llevan el patron sobre su banda,
pero cuando queda “un pequeio trozo” por medir, no tienen la idea de plegar el patron, y a veces miden
la parte restante con la anchura del patron.

Esta primera fase no concluye con la realizacion de los mensajes pedidos y a la construccion,
por los receptores, de bandas de la misma longitud. En cambio, en la clase B, algunos grupos tienen la
idea de plegar el patron en 2 o en 4.

b) Concertacion entre emisores y receptores: Antes de abordar la segunda fase (cambio de emisores y
receptores) y como consecuencia de este fracaso, la maestra de la clase A propone a los emisores y a los
receptores que se pongan de acuerdo para tratar de buscar una estrategia.
Es entonces cuando los nifios preguntan si pueden plegar los patrones y trazar encima marcas.
La maestra responde que pueden hacer todo lo que quieran con los patrones y que podran
disponer de tantos patrones como quieran.

2. Segunda fase: L.os emisores y los receptores se separan después de intercambiar los papeles.
La maestra distribuye a los nuevos emisores las otras bandas verdes, amarillas y azules. Los
emisores redactan los mensajes (ponen secuencialmente los patrones, trazan marcas). Una vez
terminados los mensajes se transmiten a los receptores.
Los receptores construyen las bandas correspondientes. Los grupos se reunen a continuacion para
verificar (mediante superposicion) si la banda construida tiene la misma longitud que la del emisor.

Observacién: No hay intercambio de patrones. Solo se transmiten los mensajes.

3. Ejemplos de mensajes obtenidos en el transcurso de la actividad

Clase A, 1?* fase: “2 varillas pequefias marrén, una varilla pequefia no completa, hay que eliminar 3 o 4
cm”; “hay que poner 2 varillas y otra mas a la que le falta un poco al final”

Clase B: “2 u mas 3 cuartos, se hace un cuarto doblando u en cuatro”, 3 veces u, mitad, mitad de la
mitad, la mitad de la mitad de la mitad”

Clase A, 2% fase después de la concertacion: “hay que poner 3 u, una a continuacion de otra y la mitad
exactamente de una u (borde con borde)”, “hay que poner 5 varillas y plegar una varilla pequeiia que se

llama u en partes iguales”

Observacion: Esta lista de mensajes no es exhaustiva. Hemos elegido so6lo algunos ejemplos. Es
probable que los mensajes que se obtengan en otra clase sean diferentes.
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Actividad 2: Medida de longitudes (discusion)

1. MATERIAL
e El mismo material que el usado en la actividad 1? (bandas de colores y patrén-unidad)
e Mensajes de los alumnos.

1I. DESARROLLO

El estudio de los mensajes se hace bajo la forma de una discusion colectiva.

La maestra pregunta a los nifios: ;Qué grupos son los que no han tenido éxito?, y propone a
continuacion comenzar a examinar los casos en los que ha habido dificultades. Los nifios que no han
tenido éxito leen sus mensajes, los cuales son escritos en la pizarra por la maestra.

Estos mensajes se discuten por el conjunto de los nifios. Se presentan dos casos:

e FEl mensaje es correcto y han sido los receptores quienes lo han comprendido mal y han construido
mal la varilla: en este caso los emisores justifican su mensaje realizando las manipulaciones (con la
ayuda de las varillas) delante de los nifios.

e O bien el mensaje nos es correcto y la maestra trata de que los nifios encuentren el fallo.

Los errores son puestos en evidencia:
la anchura del patrén ha sido utilizada como unidad;
las medidas no son lo suficiente precisas debido a que los pliegues estan mal hechos.

1. RESULTADOS
Al final de esta secuencia, la maestra introduce la palabra “unidad” para nombrar a la varilla patron,

y los nifios, después de discutir, se ponen de acuerdo para enunciar las dos ideas siguientes:

- Para comunicar la medida de las varillas y para construirlas es necesario una unidad de medida que
se pueda trasladar.

- Es necesario usar unidades cada vez mas pequefias para medir con la mayor precision posible. Estas
unidades se obtienen mediante doblado de la varilla patron.

Observacion: Después de esta segunda actividad, hemos tomado la decision de continuar el trabajo

sobre la medida utilizando un material completamente diferente: material de pesada con la balanza de

platillos (Roverbal). Esta decision puede parecer sorprendente ya que atin no se han explotado todas las

posibilidades que permite el trabajo con las longitudes. Esta eleccion se hace por las siguientes razones:

- En primer lugar, los nifios que utilizan el doble decimetro desde el curso preparatorio, no
comprenden la utilidad de una actividad de medida de longitudes sin este instrumento. Han tenido
muchas reticencias de utilizar el patron proporcionado, no graduado, en el sistema habitual.

- Ademas, estos nifios no se plantean la cuestion de la significacion de una medida y no admiten por
tanto que se pueda utilizar un objeto cualquiera (el pulgar, el pie, la varilla, una cuerda, ...) para
medir una longitud.

Para superar estas dificultades, hemos escogido una actividad sobre la medida de masas que
permite:
- introducir la balanza de platillos que no es un instrumento familiar para los nifios (conocen
esencialmente las balanzas automaticas);
utilizar esta balanza sin las masas marcadas sino con unidades elegidas por la maestra: diferentes tipos
de clavos y plaquetas.
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1. ORIENTACIONES CURRICULARES

El desarrollo de formulas para calcular la medida de magnitudes geométricas de
manera indirecta es de gran utilidad practica, ya que la medida directa de tales
magnitudes serd dificil o imposible de realizar en la mayor parte de los casos. Por
ejemplo, es facil medir las tres dimensiones de una caja con una regla, pero no es facil
medir el volumen de la caja de manera directa. Ademas el proceso de busqueda de las
expresiones correspondientes es una actividad matematica de gran valor en si misma al
requerir relacionar distintos conceptos y técnicas. Por este motivo la obtencion y uso de
formulas para la medida de longitudes, areas y volumenes de figuras y cuerpos
geométricos se incluye en las propuestas curriculares, incluso desde el nivel de primaria.

Es recomendable que los nifios no usen nunca las formulas sin que hayan
participado en el desarrollo de dichas formulas. El desarrollo de las férmulas por los
propios nifios es una actividad mucho mas importante y significativa que Ia
introduccion de nimeros en tales formulas. Pero en cualquier caso los alumnos deben
comprender previamente el rasgo o caracteristica de los objetos cuyo tamafio se mide
mediante las formulas (longitudes, perimetros, areas y volimenes).

1.1. Diseno Curricular Base del MEC

En el bloque temético sobre la medida (informacidn cuantitativa sobre los objetos) el
DCB incluye las siguientes referencias a las magnitudes geométricas.

Hechos, conceptos y principios
2. El perimetro, el area y el volumen de las figuras como expresiones cuantitativas de su
tamano.

3. Las unidades de medida del Sistema Métrico Decimal.

* Longitud.

* Superficie.

* Capacidad.

6. La unidad de medida para la medicion de angulos: el grado.

Procedimientos

2. Construccion de instrumentos sencillos para efectuar mediciones directas de
longitudes, superficies y capacidades.

3. Elaboracion y utilizacion de estrategias personales para llevar a cabo mediciones de
perimetros, areas y volimenes de cuerpos geométricos, de manera exacta y aproximada.
6. Transformacion, comparacion y equivalencias de las unidades de medida utilizando
los algoritmos de célculo correspondientes.

7. Utilizacion de los algoritmos para calcular areas de rectangulos y tridngulos.

Remitimos al lector a la seccion de Orientaciones Curriculares del tema
correspondiente a Magnitudes y Medida para tener una visién completa del curriculo
propuesto para el bloque tematico de la medida, incluyendo los aspectos generales sobre
la medicién, la mencion a otras magnitudes como el peso y el tiempo, asi como sobre
los contenidos actitudinales.

1.2. Principios y Estandares para la Matematica Escolar (NCTM 2000)1

! National Council of Teachers of Mathematics (2000). Principles and Standards for School Mathematics.
Reston, Va: NCTM.
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En los Principios y Estandares 2000 se incluye de manera explicita en el primer

ciclo el estudio de las magnitudes geométricas longitud, area y volumen, aplicandoles
los procesos de,

Comprender los atributos medibles de los objetos y las unidades, sistemas y procesos de
medicion:

comprendiendo como medir usando unidades no estandar y estandar;
seleccionando la herramienta y unidad apropiada para medir el atributo que se
desea medir.

Aplicar técnicas apropiadas y herramientas para realizar mediciones, realizado las
siguientes actividades:

medir usando colecciones de objetos de igual tamafio, como clips puestos
correlativamente;

medir un objeto usando como unidad otro de menor tamafio, como la longitud de
una habitacidén usando un metro;

usar herramientas de medir,

desarrollar referentes comunes de medida para hacer comparaciones Yy
estimaciones.

Estos mismos objetivos se desarrollan en los niveles 3 a 5, ampliados a la amplitud
angular, en la forma siguiente:
Comprender los atributos medibles de los objetos y las unidades, sistemas y procesos de
medicion:

comprender atributos de longitud, area, peso, volumen y amplitud angular y
seleccionar el tipo apropiado de unidad para medirlos;

comprender la necesidad de medir con unidades estandares y familiarizarse con
el sistema métrico.

hacer conversiones entre unidades, como pasar centimetros a metros;
comprender que las mediciones son aproximadas y como afecta a la precision el
cambio de unidades;

explorar lo que sucede a las medidas de una figura bidimensional como el
perimetro y el 4rea cuando se cambia la forma de algin modo.

Aplicar técnicas apropiadas y herramientas para realizar mediciones:

desarrollar estrategias de estimacion de perimetros, dreas y volimenes de formas
irregulares;

seleccionar y aplicar las unidades estdndares y los instrumentos de medida de
longitud, area, volumen, peso, tiempo, temperatura y amplitud angular;
seleccionar y usar patrones de comparacion para estimar medidas;

desarrollar, comprender y usar férmulas para encontrar el area de rectangulos,
tridngulos y paralelogramos;

desarrollar estrategias para determinar areas superficiales y volumenes de
solidos rectangulares.

Ejercicio:

1.Analizar las diferencias y semejanzas de las orientaciones curriculares propuestas para el
estudio de la medida en,

- Disefio Curricular Base del MEC

- Las orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

- Principios y Estandares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE
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2.1. Conservacion del area

El principio de conservacion tiene que ver con la invariancia de una cierta cualidad,
en un determinado objeto, cuando se realizan determinadas transformaciones sobre
dicho objeto.

En lo que se refiere a la superficie, es el convencimiento de que, por ejemplo, si
cortamos un folio en varios trozos la cantidad de papel no ha cambiado. La justificacion,
de que no ha cambiado, podemos encontrarla en el hecho de que si junto los trozos
vuelvo a tener el folio inicial; por esta razon vemos que los conceptos de conservacion
y reversibilidad guardan entre si una estrecha relacion y que, en cierta forma, se
justifican entre si.

Seglin Piaget pueden considerarse varias etapas:

o En el primer estadio, hasta los cinco afios, no han desarrollado esa capacidad en el
ejemplo del folio y dicen que hay més papel en los trozos.

e En el segundo estadio, entre los cinco y los seis afios, hay respuestas diversas.

e Hacia los siete afos, tercer estadio, es cuando los nifios perciben la equivalencia y
alcanza, por tanto, el principio de conservacion de la superficie.

El hecho de establecer una fuerte relacion, a veces casi de tipo biunivoco, entre area
y perimetro, en el sentido de que si una cambia la otra también lo hace necesariamente,
en el mismo sentido y en la misma proporcion, es lo que en un momento dado puede
facilitar o entorpecer la adquisicion de la conservacion de una u otra magnitud. Quizas
este hecho pueda explicar, al menos en parte, la existencia de un cierto paralelismo,
segin Piaget, entre la adquisicion del principio de conservacion de la longitud y el de
conservacion del area.

A partir de ese momento, en que tiene sentido para el nifio la equivalencia de
superficies sometidas a ciertas transformaciones, pueden descomponerse y
recomponerse de diferentes maneras las distintas figuras geométricas tanto para trabajar
y desarrollar el concepto de medida como para, por ejemplo, la obtencion de las
formulas del area de las distintas figuras y es fundamental para calcular el area de
figuras irregulares.

Actividades 1:

1. Se les da a los nifios dos cartulinas iguales de un determinado color; se les da una serie de
fichas de un color diferente y se les dice que coloquen el mismo niimero de estas fichas en cada
una de las cartulinas y se les pide que digan donde hay mas cartulina visible. Una variante de
esta actividad seria utilizando fichas de tamafios muy dispares y colocar un nimero diferente de
fichas en cada cartulina.

2. Dadas dos cartulinas iguales, a una de ellas se le corta un trozo que se le adjunta en un lugar
distinto al que tenia y se pide al nifio que diga cual tiene mayor superficie. Admite variantes en
cuanto al numero de trozos que se cortan y al lugar en que se afiaden.

2.2. Conservacion del volumen

Tenemos que citar el ya clasico experimento, llevado a cabo por Piaget, en el que
trasvasa liquidos de un recipiente a otro que tiene diferente forma, para concluir que
habra que esperar a los siete u ocho afios para que el nifio reconozca que hay la misma
cantidad de liquido, independientemente de la forma que tenga el recipiente o de la
altura que alcance en cada uno de ellos.

Hay otros autores que, no planteando diferencias apreciables en lo esencial, hacen
consideraciones complementarias. Lovell y Ogilvie encontraron que, para muchos
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alumnos de primaria, el volumen de un cuerpo estd relacionado con su peso.
Freudenthal insiste en que habria que hacer mas ¢énfasis en las distintas
transformaciones que dejan invariante el volumen. Son numerosos los autores que
relacionan la tardia adquisicion de la conservacion del volumen, por parte del nifio, con
la escasez de experiencias que sobre esta magnitud se desarrollan en la escuela.

Actividades 2:

1. Se presentan al nifio dos recipientes con forma diferente, uno de ellos contiene una cierta
cantidad de liquido y el otro estd vacio; se le pide que vierta el liquido de un recipiente en el
otro y que diga si habia mas liquido antes o ahora. Una variante seria dar al nifio dos vasos
iguales llenos de agua, decirle que vacie uno en cada uno de los dos recipientes antes descritos y
se le pide que digan en cudl de ellos hay mas agua.

2. Se presentan dos recipientes de diferente forma o tamafio, uno de ellos contiene una cierta
cantidad de liquido, y se le pide al nifio que diga el nivel que alcanzara ese liquido en el otro
recipiente.

3. Dado un recipiente, y varios montoncitos de arena, se le pide al nifio que diga cual de ellos
fue el resultado de vaciar dicho recipiente.

Otras actividades interesantes pueden ser las de empaquetado y, por ejemplo, el uso de
pequefios bloques cubicos para construir estructuras mas complejas.

3. SITUACIONES Y RECURSOS

Al igual que en el tema anterior sugerimos actividades de percepcidon, comparacion
y mediciéon para las magnitudes geométricas estudiadas. La medida directa de
longitudes ha sido incluida en el capitulo 1.

3.1. Amplitud angular y su medida directa

La necesidad de la magnitud amplitud angular es més evidente en los niveles
superiores. Excepto para leer la hora, pocas medidas angulares se encuentran en los
niveles inferiores.

La percepcion y comparacion estan estrechamente relacionadas en todas las
primeras fases de la medida de angulos. Puesto que esperamos que la comparacion de
angulos sea hecha en niveles superiores, podemos tratar con ambas, percepcion y
comparacion al mismo tiempo. Cuando se les dé tareas simples de medicion de dngulos
preguntarles a los nifios sobre el orden, de mayor a menor. Preguntarles que estimen
formas, comprobando con el transportador y repita el proceso para desarrollar un sentido
de comparacion de la medida angular.

Listamos a continuaciéon algunas actividades simples para introducir la
percepcion y medida de angulos”.

Actividades 3: Percepcion y medida de angulos

1. Los nifios que pueden leer la hora y tienen algiin conocimiento de las fracciones pueden usar
la esfera del reloj para una introduccion a los angulos. Proporcione a la clase varias hojas

* Inskeep (1976).

386




Magnitudes geométricas

representando esferas de reloj, con la inica indicacion de los nimeros. Pida a la clase que tracen
una linea desde el centro de uno de los relojes a la posicion de las 12. Trazar a continuacién una
segunda marca sobre la misma esfera indicando la posicion de la aguja grande si debe apuntar a
las 6 horas. "Si la aguja grande se mueve desde las 12 hasta las 6, qué fraccion del recorrido
total ha realizado?" ;"Qué forma geométrica se representa por la primera y la ultima posicion de
la manecilla grande? Repita el procedimiento con la posicion inicial en las 12 y la final en las 3.
";Qué figura geométrica forman las dos posiciones? (angulo recto, “esquina"). “Si
consideramos un giro alrededor de la esfera como una vuelta, ;qué fraccion de una vuelta
recorre la aguja grande cuando se traslada desde las 12 a las 3? Pruebe otras posiciones y otros
angulos. Pida a los nifios que hagan un registro de todos las posiciones iniciales y finales para
que el angulo formado sea recto. Adapte las preguntas y materiales a una actividad colectiva o a
un ejercicio que puede ser hecho individualmente.

2. Use un simple ejercicio sobre como medir angulos con un transportador para desarrollar la
percepcion de la medida angular. (Esta leccion también sirve para otros objetivos y se adapta
mejor a los niveles superiores). Muestre a los nifios como medir algunos ejemplos repetidos de
varios angulos desde 0 a 180 grados con el transportador. Un transportador grande para usar en
la pizarra puede clarificar esta actividad.

3. Haga que los nifios midan angulos de varias figuras planas para refinar su percepcion (y
comparacion) de varias medidas angulares. D¢ a los nifios un conjunto de tridngulos y pidales
que midan los dngulos de los distintos triangulos. Registre las medidas para cada uno." ;Cual es
la suma de los angulos en cada triangulo? ;Hay alguna ley general? ;Cuales son las medidas de
los angulos de un rectangulo? ;de un cuadrilatero? ;de un pentagono?

3.2. El area y su medida directa

La percepcion del area se puede desarrollar a partir de la idea primitiva del
recubrimiento de objetos. El area es un medio conveniente para comunicar cuanta
superficie plana puede ser cubierta. Puede ser ampliada para recubrir recintos no
planos. Comparar areas es complicado porque los datos que directamente se observan
son engafiosos. Como adultos, nosotros podemos mirar un tridngulo, un circulo y un
cuadrado y no estar seguros si tienen distinta o igual area. Podemos hacer estas formas
con la misma extension y aparentar, no obstante, un area diferente.

La comparacién es muy complicada para el nifio porque no tiene atn desarrolladas
las estructuras cognitivas necesarias para hacer las comparaciones aun cuando las tareas
parezcan simples a un adulto. Las siguientes actividades son ilustrativas y presuponen
participacion del alumno.

Actividades 4: Percepcion de areas

1. La mayoria de las clases tienen tablones de anuncios o murales que sirven como una
excelente ayuda visual. Use estos tableros como superficies para recubrir. ";Cuéanto papel se
necesita para recubrir el tablero?" ";Cuantos trozos de papel coloreado serd necesario para el
contorno?"

2. Dé a los niflos algunas formas cerradas planas y una coleccion de cuadrados, circulos y
rectangulos de papel. Pidales que recubran cada forma con las distintas piezas de papel.
Registre los resultados, haga que un nifio registre la informacion del grupo o sus propios
resultados. Discutan sobre lo que se esta haciendo y sobre los resultados. ";Qué forma trabaja
mejor? ;Por qué?”
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3. D¢ a los nifios cajas cilindricas o botes y pidales que determinen cuanto papel se necesitara
para recubrir las superficies. Esta actividad es particularmente apropiada durante la Navidad o
en dias que preceden al dia de la Madre, fechas en las que pueden hacer pequefios objetos para
regalo, tales como lapiceros. El fondo circular del cilindro puede ser también recubierto.

4. Una "imprenta", hecha con una patata, puede servir como otra oportunidad para desarrollar
alguna idea sobre el recubrimiento. Corte patatas en mitades y haga que los nifios preparen
disefios en la superficie cortada rellenandolos de tinta. Pida que experimenten con su imprenta
de patata para recubrir completamente un trozo de papel sin que haya solapamientos. Indiqueles
que anoten el nimero de impresiones necesarias para recubrir el papel. Quizas observen que
disefios grandes sobre la "imprenta" requieren menos impresiones que los pequefios. Ayude,
también, a que el nifio observe que una figura que no divide el plano en mosaicos (el disco es un
buen ejemplo) deja agujeros que no son cubiertos.

Actividades 5: Comparacion de areas

1. Construir una serie de formas de areas variadas usando papel cuadriculado. Pedir a los nifios
que las ordenen de mayor a menor area. Después que las han ordenado, pedirles que cuenten
los cuadrados que hay en cada forma y comprobar sus estimaciones. Poniendo la medida en el
reverso de cada figura podra utilizarse esta coleccion como un moédulo utilizable en diversas
ocasiones. Comparar formas rectangulares, triangulares, curvas e irregulares para hacer una
serie de actividades.

2. Usar el geoplano para desarrollar la comparacion de areas. Dar al nifio un conjunto particular
de formas y preguntarles cual es la forma de mayor area. Construir figuras en el geoplano y
contar los cuadrados para medir el area.

3. Trazar en papel cuadriculado una mano de cada uno de los nifios. ;Qué mano es la de mayor
area? Si los nifios cuentan los cuadrados terminan observando si su estimacion es correcta.
Repetir con el pie o con los zapatos

Cuando se comparan dos areas, la consideracion adicional de la forma origina
dificultades que no estdn presentes en el caso de longitudes. La realizacion de
actividades de comparacion de areas tiene como fin que los alumnos discriminen entre
el tamafio (area) y la forma, la longitud y otras dimensiones. Un rectangulo muy
alargado y estrecho puede tener menos area que un triangulo con lados mas pequefios.
Esto resulta particularmente dificil para los nifios pequefios, como también que el area
se conserve cuando las diversas partes de una figura plana se recomponen para formar
otra figura diferente.

La comparacion directa de dos areas es casi siempre imposible excepto cuando las
formas tienen alguna dimension o propiedad comun. Por ejemplo, dos rectangulos con
el mismo ancho se pueden comparar directamente, como también cualquier par de
circulos. Pero en estos casos realmente no se comparan las areas sino la longitud por la
que difieren. Los tipos de situacion que se requiere disefiar se basardn en la
descomposicion y recomposicion de figuras. Esta idea no es, sin embargo, obvia para
los nifios pequenios. Las piezas del tangram proporciona buenas oportunidades para
investigar los conceptos de tamafio y forma.

| Actividad 6:
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Dibujar el contorno de varias figuras usando las piezas del tangram, como se indica en la
figura adjunta (derecha). Preguntar a los alumnos qué figuras son de mayor, menor o igual area
ayudandose de las piezas del tangram. Las figuras se pueden duplicar en cartulina y los nifios
pueden trabajar en grupos. Hacer que expliquen sus conclusiones.

\ \ Estas dos ,/}

. componen “~
\ »’

Las 7 piezas del tangram A ;

)
i

Solucién

Uso de unidades para medir areas

Aunque los cuadrados son las unidades mas comodas para medir las areas,
cualquier tesela o baldosa que rellene convenientemente la region del plano que se
desea medir se puede usar. Algunas piezas que se pueden reunir facilmente en cantidad
suficiente para las actividades de medicion de areas son:

- Recortes en papel o cartulina (poster) de cuadrados, tridngulos, rectdngulos. Para
areas grandes las unidades pueden tener unos 20 cm de lado, mientras que para las mas
pequetias pueden construirse de 5 o 10 cm de lado.

- Las hojas de periddico son excelentes unidades para areas grandes.

Al comienzo, el objetivo de las actividades de medicion de areas serd desarrollar la
idea de que el area es una medida del recubrimiento. No se recomienda introducir el uso
de formulas en esta primera etapa. Simplemente interesa que los nifios recubran las
formas y cuenten la cantidad de unidades usadas. Hacer que los alumnos hagan
estimaciones del resultado antes de medir, relacionando la precision con el tamafio de
las unidades de igual modo que en el caso de la longitud. Es probable que los distintos
grupos lleguen a medidas diferentes para la misma region; discutir estas diferencias con
los nifios y sefialar las dificultades implicadas al hacer estimaciones en las proximidades
de los bordes de las figuras.

Actividad 7: Menor o mayor

Presentar una serie de figuras de formas bastante diferentes pero con pequefias diferencias en
las areas. Los alumnos deben predecir la ordenacion de las figuras de la mas pequeiia a las mas
grande y anotar sus predicciones. La tarea a continuacion serd determinar el orden correcto
usando cualquier método y unidades que deseen. La determinacion del orden “correcto” se les
deja a los alumnos.
La actividad puede dar lugar a interesantes discusiones en clase sobre los distintos métodos.

Actividad 8: Rectangulo de igual tamaiio
Proponer a los alumnos construir un rectangulo que tenga el mismo tamafio que otra figura
que previamente haya elegido (de forma irregular, un tridngulo o incluso otro rectangulo). La
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actividad se puede realizar con figuras pequefias que se pueden trazar sobre un papel o muy
grandes trazadas sobre el suelo con cintas o tiza. Se recomienda el trabajo en grupos. Dar a
todos los grupos la misma figura. Los grupos deben explicar por qué el rectangulo que proponen
tiene la misma area que la figura dada; se les debe permitir usar cualquier material que deseen.
La actividad se puede hacer antes de que se les haya introducido las formulas para el calculo de
areas.

Uso de cuadriculas y geoplanos para medir dareas

Las cuadriculas o rejillas de puntos se pueden considerar como “reglas de medir
areas”. Una rejilla de cuadrados permite hacer con las areas lo que una regla ordinaria
hace para las longitudes: permite extender adecuadamente las unidades que recubren la
superficie que se desea medir (aunque en general de manera aproximada). Cuando los
nifios comienzan a usar rejillas cuadrangulares para determinar areas de superficies
rectangulares se les pone en situacion de descubrir que la cantidad de unidades
cuadradas se puede obtener multiplicando el nimero de cuadrados en una fila por el
nimero de filas.

3.3. Formulas para las areas de poligonos

La busqueda de las formulas que permiten calcular las areas de las figuras planas
elementales puede ser objeto del disefio de situaciones didacticas en las que alumnos
tengan oportunidad de resolver problemas matematicos y establecer relaciones entre
distintas contenidos, en este caso, conexiones entre las distintas expresiones que
permiten calcular las areas de los poligonos.

Rectangulos

Usando el geoplano u hojas de papel con reticulas cuadrangulares los alumnos,
incluso de tercer nivel, pueden descubrir rapidamente que el numero de cuadrados que
recubren un rectangulo (su area) se puede determinar rapidamente de una manera
abreviada: multiplicando las longitudes de la base por la altura, como se sugiere en la
siguiente actividad®.

Actividad 9:

Distribuir a cada nifio una coleccion de cuatro hojas de papel reticulado similar a la figura A
y una hoja con el esquema de la tabla de la figura B. En las hojas reticuladas se pide dibujar
cuatro rectangulos diferentes que tengan el ancho de una unidad.

Tabla
Ancho |Area

B
|

AW =AW

DO DN [N | DN | it [t | bt | pmt
O[NNI W —

3 Baroody y Coslick (1998).
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Después de compartir los resultados, preguntar a los nifios cual es el area de un rectangulo de
1x1, 2x1, 3x1, 4x1. Se acuerda en la clase medir el drea como el nimero de cuadrados de 1x1
contenidos en un rectdngulo. Resumir los resultados en la tabla. Sobre la segunda hoja de papel
reticulado pedir que dibujen cuatro rectangulos diferentes con ancho de 2 unidades. Pedir que
encuentren el area de los rectangulos de 1x2, 2x2, 3x2, 4x2. Reflejar los resultados en la tabla.
Repetir el proceso para rectangulos de ancho 3, y 4 unidades. En el proceso de reflejar los
resultados en la tabla un cierto nimero de nifios reconoceran que el area es el producto del
largo por el ancho de los distintos rectangulos dibujados. Proponer nuevos ejemplos de
rectangulos y fijar que el calculo del area de cualquier rectangulo se puede calcular con dicha
regla.

Después del trabajo con las cuadriculas o el geoplano serd recomendable proponer
el calculo de areas de rectangulos con dimensiones enteras sin usar la cuadricula.

- Designar un lado como la base y disponer sobre dicha base unidades cuadradas a lo
largo de ese lado. ;Cudntas filas se pueden poner en rectdngulo? Sobre el mismo
rectangulo repetir la pregunta usando el otro lado como base.

- Proponer a los alumnos rectangulos indicando sélo las dimensiones. {Como se puede
determinar el nimero de cuadrados unitarios que llenen este rectingulo? ;Se puede
hacer de dos maneras?

- Proponer finalmente rectangulos con dimensiones no enteras.

De los rectangulos a los paralelogramos

Una vez que los alumnos comprenden la féormula de la base por la altura para
calcular el area del rectangulo se puede proponer el desafio de determinar el area de los
paralelogramos. Interesa lograr que sean los propios alumnos quienes encuentren la
féormula. Proporcionar un rectdngulo dibujado sobre una cuadricula o sobre una hoja en
blanco. Su tarea sera encontrar una expresion que permita calcular el area de cualquier
paralelogramo, no s6lo la del rectangulo dado. Pedir que investiguen maneras por las
que un paralelogramo se puede transformar en un rectangulo, sin que varie su area, por
lo que la férmula del area del paralelogramo es la misma que la del rectangulo.

=\

Base

Recortar

Z A

\ Base —

Cualquier paralelogramo

se puede transformar
siempre en rectangulos que

tienen la misma base y altura ‘

Base

De los paralelogramos a los triangulos
Es importante que los alumnos comprendan la formula de los paralelogramos antes
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de explorar la correspondiente a los tridngulos. Con esta base, encontrar la férmula para
el area de los tridngulos es relativamente sencillo. Al igual que con los paralelogramos
los alumnos deben esforzarse en encontrar una expresion general. Pueden explorar las
areas de triangulos dibujados sobre cuadriculas o geoplanos, de igual modo que con los
paralelogramos. Como una ayuda para encontrar la técnica se puede pedir a los alumnos
que doblen una cuartilla doblada por la mitad, dibujar un triangulo sobre la hoja después
de doblada, y recortar la figura, haciendo de ese modo dos tridngulos idénticos. Sugerir
que formen una figura cuya area sepan calcular usando los dos triangulos.

Dos tridangulos iguales
forman siempre un
paralelo- gramo de igual

De los paralelogramos a los trapecios

Hay varios métodos de obtener una formula de calculo de los trapecios
relacionadas con las correspondientes a los paralelogramos o rectangulos. Uno de los
mas sencillos consiste en hacer dos copias iguales

de un trapecio y componerlos de manera que se
obtiene un paralelogramo. De esta manera resulta
la expresion conocida,
A= %(basel + base?) - altura Base = base | + base 2

3.4. Longitud de la circunferencia

Midiendo con cuidado las circunferencias y el didmetro de distintos objetos
circulares (usando para ello una cinta métrica, una cuerda, etc.) y registrando las
medidas en una tabla los alumnos pueden descubrir la importante relacion entre ambas
magnitudes. Estos pueden ser algunos resultados de esas mediciones,

Diametro Circunferencia

3cm 9’5 cm
6 cm 19 cm
10 cm 31 cm
15 cm 47 cm

20 cm 63 cm

Un examen de tales resultados deberia llevar a los alumnos a concluir que la
longitud de la circunferencia es siempre aproximadamente el triple que el didmetro
correspondiente. Se puede requerir a los alumnos para que traten de mejorar de alguna
manera las estimaciones haciendo alguna grafica, o calculando la media aritmética. El
valor aproximado variara entre los grupos de alumnos debido a errores en las
mediciones, lo que puede ser un contexto rico para discutir los errores de tipo
matematico y los que provienen de las acciones fisicas; también permite dar sentido a la
operacion de promediar un conjunto de datos.
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3.5. El volumen y su medida directa

La percepcion del volumen es paralela a la del area, pero es mas dificil de
comprender. Experiencias con el volumen se llevardn a cabo tanto con liquidos como
con sélidos. Se exponen a continuacion algunas de estas actividades.

Uno de los test clasicos para la conservacion del volumen de un liquido es llenar de
agua dos recipientes de igual volumen (y forma) y cambiar el contenido de uno de ellos
a otro de distinta forma. Muchos nifios afirman que el volumen ha variado. La
inmediata experimentacion no convence al nifio de que su respuesta es incorrecta, pero
la experimentaciéon durante mas tiempo ayuda a formar ideas de conservacion. Las
siguientes actividades ayudan al nifio a hacer comparaciones de volumen.

Actividades 10:

1. Para una introduccién al volumen, medir liquidos con recipientes no estandares. ";Cudntas
tazas son necesarias para llenar esta botella de plastico? ;Como podemos encontrarlo? Si es
conveniente, los nifios pueden hacer sus propias mediciones, contando las tazas y anotandolas.

2. Cajas y bloques proporcionan otro elemento para experimentacion con el volumen. Las clases
de los niveles inferiores usualmente tienen grandes bloques de madera. Puesto que deben
almacenarse al final de la jornada o del tiempo de la actividad, pregunte a los nifios cuantos
cabran en una caja dada o sobre los estantes donde deban colocarse. Sus respuestas a estas
cuestiones aunque no sean ajustadas, sirven como iniciacion para el desarrollo de la idea de
volumen.

3. Los bloques multibase de Dienes, regletas de Cuisenaire, o similares pueden también ser
usados para desarrollar la idea de volumen. "Cuantos cubos llenan este recipiente? ;Cuantos
cubos pequeiios seran necesarios para construir un cubo grande? Responder a estas cuestiones y
el juego libre asociado a la propia actividad de resolucion de problemas del nifio sirven para
desarrollar la percepcion del volumen. Jugar con bloques grandes y pequefios proporciona una
oportunidad adicional para formar la idea de capacidad.

Comparacion de volumenes

1. Consiga una botella cilindrica de plastico transparente con un tapon. En un lateral de la
botella pegar una tira de papel para que el nifio pueda sefialar marcas con un lapiz. Preguntar al
nifio las siguientes cuestiones, ;Donde podemos poner una marca en la botella que indique
cuando estd medio llena? Marcar el punto donde piensas que esto ocurrird. Ahora medir el
volumen de la botella usando el tapon. ;Cuantos tapones cabran en la botella? Llenar la botella
con la mitad de esos tapones. ;/Es correcta la estimacion cuando la botella estd medio llena?

2. Las siguientes actividades estan disefiadas como un juego entre dos nifios. Obtener un
conjunto de 20 cubos, similares a los de Cuisenaire, Dienes, Stern, o bloques corrientes de
forma ctbica. En este juego cada nifio participa primero y luego actiia como "maestro" del otro.
"Toma 3 bloques" ;Cuantas formas diferentes puedes formar con estos bloques? Dos chicos
deberian trabajar juntos para dar sus respuestas. Usa 4 bloques, luego continua con 5 o mas.
Después, cuando se ha probado con un conjunto de 10 bloques, uno de los dos hace de
“maestro". Esa persona hara dos formas diferentes, que no tengan mas de 10 bloques, mientras
la otra persona no esta mirando. Cuando las dos formas estidn terminadas, el maestro pregunta
al compafiero cual es la més grande. Si el compafiero responde correctamente, este ahora hace
de maestro y continua el juego. Si responde incorrectamente, el maestro toma otro turno.
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Cuando el tiempo ha terminado ambos nifios cuentan los bloques necesarios para hacer cada una
de las dos formas. Si el compaifiero falla tres veces seguidas en responder el "maestro" gana la
partida. A continuacion le corresponde al otro hacer la funcién de "maestro", componer las
formas y hacer las preguntas. El profesor puede intentar confundir al compafiero haciendo cada
forma con el mismo nimero de bloques, para que el compaiero deba decir "ambos son iguales".
Variar el juego puntuando las respuestas y hacer que vaya anotando los resultados. Establecer
un limite para el nimero de tiradas.

Actividades 11: Percepcién y comparacion de la capacidad

Percepcion de la capacidad
Est4d muy relacionada con la percepcion del volumen, las experiencias se llevaran a cabo

con s6lidos, liquidos y gases. Algunas actividades a realizar seran las siguientes:

1. Comprobar cuantos vasos son necesarios para llenar una bolsa con arena, hacer una
estimacion previa y repetir la experiencia con limaduras de hierro.

2. ;Cuantos "punados" de garbanzos hay en un paquete de un kilo?

3. (Cuantas canicas caben en un bote de mermelada? Discutir sobre distintas técnicas de
estimacion.

4. Dar una lista de objetos que sugieran la idea de capacidad.

Comparacion

La forma de los objetos, el grosor, e incluso el material del que estan fabricados, dan
una idea equivocada sobre la capacidad del objeto. Pueden ayudar en este sentido actividades
como las siguientes:

1. Buscar recipientes con distinta forma, distinto ancho de la boca, distinto grosor, etc y
comparar la capacidad de cada uno de ellos y colocarlos, segun su capacidad, de mayor a
menor; hacer una estimacion previa.

2. Hacer una lista de recipientes usados en casa en las distintas tareas domésticas
(alimentacidn, limpieza, etc.) y clasificarlos segun su capacidad.

Volumen y capacidad son términos usados para expresar la medida del “tamafio”
de cuerpos o regiones tridimensionales. Las unidades estindares de volumen se
expresan en términos de unidades de longitud, como centimetros cubicos, metros
cubicos, etc. Las unidades de capacidad se aplican generalmente a liquidos o recipientes
usados para contener liquidos o materiales sueltos y son el litro, mililitro, etc.

La comprensiéon de la magnitud volumen (o capacidad) requiere realizar
actividades de comparacion entre distintos cuerpos y recipientes. Estas comparaciones
tienen que hacerse en la mayor parte de los casos de manera indirecta, introduciendo
liquidos o materiales sueltos en los recipientes cuyo volumen o capacidad se comparan.

Los nifios deben tener muchas experiencias de comparacion directa de
capacidades de distintos recipientes. Para ello es necesario disponer de una gran
variedad de botes, cajas, etc. que pueden ser comparadas introduciendo semillas.

Actividad 12: Clasificacion de capacidades

Dar a los nifios una coleccion de recipientes etiquetados, y elegir uno de ellos como patréon de
comparacion. La tarea de los nifios sera clasificar la coleccion segun que tengan mas, menos o
igual volumen (o capacidad) que el patron. Preparar una hoja de registro como la siguiente.
Comprobar las previsiones llenando los recipientes con algiin material suelto (arroz, etc.)
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Prevision Después de la medida
Recipiente | Mas Menos Igual Mas Menos Igual
Bote 1
Bote 2

Actividad 13: Ordenacion de capacidades

Dar una serie de cinco o seis recipientes etiquetados de formas y tamafios diferentes; la tarea
consiste en ordenarlos de menor a mayor volumen. Los nifios trabajaran en grupos y deberan
explicar como llegan a la solucién que proponen.

También se puede proponer cuerpos solidos para comparar segun su volumen. Para
ello sera necesario usar un método de desplazamiento del material suelto o liquido al ser
introducidos en un recipiente apropiado y midiendo las variaciones de nivel.

Como unidades no estandar de volumen y capacidad se pueden usar cubos de
madera, cucharas, etc.

3.6. Medida indirecta del volumen

Formulas para el calculo de volumenes de cilindros

Como sabemos un cilindro es un solido que tiene dos bases congruentes paralelas y
lados paralelos. Como casos particulares de cilindros se incluyen los prismas (cuyas
bases son poligonos), prismas rectos, prismas rectangulares y cubos. Es interesante
observar que el volumen de todos estos solidos se obtiene con una féormula analoga
(base por altura) y que es similar a la formula para el area de los paralelogramos. Esta
expresion pueden deducirla los alumnos usando el material sugerido en la figura
adjunta: papel cuadriculado en cm y cubos de plastico o madera de lecm’ (unidades de
los bloques multibase, por ejemplo). Sobre el papel cuadriculado se puede trazar un
rectangulo de 3x5 =15 cm®. A continuacién se pueden poner capas sucesivas de piezas.
El volumen del cuerpo que se forma sera el area de la base por el nimero de capas que
se hayan puesto, esto es, por la altura.

7 v —
S VA 77[ e 77
/ VAVAYe
-
—
7 g ;7T
T
—7~

Volumenes de conos y pirdmides
De igual manera que hay una relacion sencilla entre las areas de los paralelogramos

y los tridngulos, hay una relacion similar entre los volimenes de los cilindros (incluidos
los primas) y los conos (incluidas las pirdmides). Esta relacion es de 3 a 1, o sea, el
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volumen de un cono es la tercera parte del volumen de un cilindro de igual base y altura.
Esta relacion pueden encontrarla los alumnos construyendo con cartulina ejemplares de
tales cuerpos y llenando el cilindro con semillas de pequefio tamafio (por ejemplo,
arroz) usando como medida el cono.

. 15
! Dimensiones
: 10 10 | 10 en cm.
S y 10 10
\~
o 10
misma base misma base
P (]
El volumen de una piramide o un cono es la tercera =~ Construir 4
parte del volumen de un prisma o un cilindro con la 7 % triangulos
misma base y la misma altura. 10 © como éste
. -
10
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3.7. Recursos en Internet
Conservacion del area

http://www.ies.co.jp/math/java/geo/cava/cava.html

Este programa muestra una coleccion de
rectangulos iguales agrupados de tal manera
que forman un rectdngulo mayor. La figura
se puede transformar  desplazando
horizontalmente todos los rectangulos
pequeios a la izquierda o a la derecha, o
solo algunos de estos rectangulos,
permaneciendo constante el area total de la
figura completa ya que el area de cada
rectangulo estrecho permanece constante

Lk Hight

Iribal thape

(principio de Cavalieri).

Perimetros y dareas (Programa “Shape explorer”)

http://www.shodor.org/interactivate/activities/perimeter/index.html

El programa muestra una cuadricula sobre = ewtensrage Adust Wt S 1 | |
la que se pueden representar figuras planas
de diferentes tamafios y formas que se
muestran  recubiertas de  “baldosas”
cuadradas. Se pide decir el perimetro y el
area de las figuras contando las unidades
correspondientes. Una vez dada la
respuesta en la casilla correspondiente el
programa informa si es o no correcta la
solucion.

‘What iz the shaps’s permsia |'-"1 g
et o thes thepe's aes? I""I Wi
Chack finoaed
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4. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE. INSTRUMENTOS DE EVALUACION

A continuacién incluimos algunos itemes®, tomados de distintas investigaciones,
que permiten evaluar si el alumno reconoce la conservacion de las cantidades de
magnitudes geométricas ante ciertas transformaciones.

Comparacion de areas como pavimentacion de una superficie

1. (Cuéantos triangulos como el dibujado en a) entrarian en el rectangulo b):

A1 o
a)

1cm

4cm

b) 3cm

El 70% de los nifios de 11 tuvieron éxito en esta pregunta. En cambio el porcentaje de
éxito bajo al 57% en la siguiente:

2. Rodea con un circulo cada par de figuras que tengan la misma area:

3. Comparacion de volumen

Comparar los volimenes de los :i’l

siguientes bloques. El 85% de los | ﬂ
nifos de 12 afios es capaz de ¢ ° E F
identificar los bloques de igual volumen.

* Dickson, Brown y Gibson (1984),
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4. Conservacion de volumen

Los nifios pequefios relacionan el volumen con la altura e incluso .
cuando vean trasvasar un liquido entre dos recipientes, piensan que
habra mayor volumen en el mas alto.

En cuanto a la medida directa de longitudes usando la regla graduada es frecuente
encontrar que los nifios no entienden el uso de las marcas para contar el nimero de
centimetros o milimetros que corresponde a una medida. Algunos cuentan las marcas
incluyendo la que corresponde al 0, o colocan el comienzo de la regla en el 1, con lo que
obtienen una unidad de menos o de mas a la que corresponde.

Es posible encontrar alumnos que confunden las unidades en que se expresan los
resultados de las medidas o de los calculos, por ejemplo, dar el area en metros, en lugar
de m*. Asi mismo, la proporcionalidad inversa que existe entre el tamaio de la unidad
de medida y el resultado de las medidas realizadas con ella, suele ser una dificultad para
los escolares; tienen dificultades para entender que si se cambia la unidad por otra
mayor la medida de un mismo objeto respecto a esta nueva unidad sera menor.

En distintas evaluaciones se han identificado diversas dificultades que tienen los
nifios con el uso de las formulas para medir magnitudes geométricas. En particular se ha
encontrado que con frecuencia los alumnos confunden el area con el perimetro. Una
explicacion de esta dificultad puede ser el haber recibido un énfasis prematuro en el uso
de las formulas, con poco esfuerzo por desarrollarlas y comprender como y por qué
funcionan las formulas. No es un hecho aislado que si pedimos a los alumnos de 4°
nivel que calculen el 4rea de una alfombra de 90 cm de ancho por 150 cm de largo lo
que hagan sea sumar ambos numeros.

Otro error comun consiste en no entender el significado de la altura de las figuras
geométricas, tanto de dos como de tres dimensiones, hecho que les impide calcular
correctamente el area o el volumen de dichas figuras. En las figuras con un lado
inclinado los alumnos tienen dificultades para identificar la altura.

‘ Altura ‘
[Altura

]Altura

-—

Cualquier lado de una figura plana puede ser considerado como base de dicha figura, y
para cada base habra una altura diferente. Esto debe estar claro para los nifios antes de
comenzar a usar formulas en las que se hable de base y altura.
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5. TALLER DE DIDACTICA
5.1. Analisis de textos escolares. Diseiio de unidades didacticas

Consigue una coleccidon de libros de texto de matematicas de 2° y 3er ciclo de
primaria (recomendamos buscar los libros que utilizastes personalmente, o bien los de
algin familiar o amigo).

- Estudia el desarrollo del tema de “magnitudes geométricas y su medida” en dichos
niveles.

- Indica en qué curso se inicia y cuando termina.

- Busca algun tipo de problema o tarea que consideres no estd representado en la
muestra de problemas que hemos seleccionado como actividad introductoria del
estudio de este tema.

- Identifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencialmente conflictivos.

- Describe los cambios que introducirias en el disefio las lecciones propuestas para los
cursos 5°y 6° de primaria.

5.2. Respuestas de estudiantes a pruebas de evaluacion
1. Una maestra paso en su clase las siguientes cuestiones para evaluar los conocimientos
sobre el area:
Cuestion 1: Para cada par de rectangulos, senala el que tenga mayor area:

A, B.
2 2 3

L5 1] :
D. 5

A, B, C.

Roberto respondi6é correctamente a las cuatro comparaciones de la cuestion 1, pero
respondid incorrectamente las tres partes de la cuestion 2, dando el valor 7 para los
casos Ay By4parael C.

a) (Cual ha sido el error sistematico de Roberto en la cuestion 2?

b) (Por qué piensas que respondio bien a los cuatro items de la cuestion 1?

2. Areas de poligonos °
Estudio de los documentos 1y 2:
El documento 1 (adjunto) presenta un ejercicio propuesto por un maestro en una

> Brousseau et. Al (1995).
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evaluacion. El documento 2 contiene las respuestas de cuatro alumnos a dicho ejercicio.
Cuestiones sobre los documentos 1y 2:

1.Haz el ejercicio del documento 1. Demuestra la validez de la formula elegida.

2. Identifica tres aspectos que el maestro deberia tener en cuenta en la evaluacion de las
respuestas de los alumnos (por ejemplo, la eleccion de la formula elegida, ...)

3. Aplica los criterios de correccion a las cuatro respuestas de los alumnos presentadas
en el documento 2.

Documento 1:

La figura EFGH representa un rombo. A) Sefiala en el formulario adjunto la férmula
que permite calcular el area de EFGH; b) Calcula el area del rombo.

Medidas:

EF=5cm E Calculos:
FG=5cm
GH=5cm F H
HE=5cm
EG=8 cm G
FH=6cm

Respuesta: cm’

Formulario: Area de las principales superficies geométricas

Tridngulo Cuadrado Rectingulo Rombo
4
N ? {<>
| . a i
h ; i A M i
i ‘ i i .
PPN Mmoo m
A= (axh):2 A=2a A=axb A=Dxd:2
Paralelogramo Trapecio Poligonos regulares
JR— Tridngulo, cuadrado,
! pentdgono, hexdgono,
h etc
)
1
Yy : 3 7
&b B p : periimetro
a : long. apotema
A=[(b+B)xh ]2 A=(pxa):2
A=axh
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Documento 2: Respuestas de cuatro alumnos

ALUMNO 1: .| ALUMNO 2: .. S
- | Férmula elegida: paralelogramo
Férmula elegida: rombo N
E Ciculos: & X 6 =4 ¢
EF=5cm b .
FG=5cm Respuesta: __ 4 J. _cm?
GH=5cm
HE=5cm
EG=8cm F
FH=6cm d H | ALumnoO 3:
Férmula elegida: tridngulo
Cidlculos: A2 s
k Céleulos: 5 xS < 2="%
« % D .
Az(d«D):2 - Respuesta: 12,5 cm?
A:(s‘.z)xq):?— z 20,82 T4 copues f=-cm
‘Respuesta: _s9,¢/ cm?

ALUMNO 4:
Férmula elegida: rombo

Cleuloss x5 =25: 2 =125 , 2
0 1Z,f

~unwn

o
Respuesta: 12,T cm? 2

5.3. Analisis de experiencias didacticas: Areas y perimetros

Se propone trabajar con las 5 piezas de la figura adjunta.
Informacion:

- MPRS es un cuadrado de lado a
- E es el punto medio de MP

- K es el punto medio de SR

- MEFG es un cuadrado

Estudio geométrico de esta figura:
1. Mostrar que
- F esta sobre MR y precisar cudl es su posicion.
- G estd sobre MS y precisar cudl es su posicion.
2. ;Cudl es la naturaleza exacta de las tres piezas EPR, GSK, GFRK? Justificar la
respuesta.
3. Expresar el area de las 5 piezas en funcion de a. Justificar la respuesta.

B. Estudio didactico
Se utiliza la configuracion anterior para disenar una secuencia de enseflanza.

B1) Preparacion del material:
- Reproducir la figura sobre cartulina, tomando el valor de a = 8cm, y recortar las cinco
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piezas correspondientes.
B2) Se desea utilizar este material para explorar el concepto de area

1. (En qué ciclo y en qué nivel se comienza la ensefianza del concepto de area de
figuras poligonales? ;Cudles son las dos grandes fases que se consideran indispensables
desarrollar en la escuela primaria en relacion a este concepto?

2. (Cémo podria encontrar un alumno de primaria las relaciones existentes entre las
areas de las cinco piezas? Representar mediante dibujos el proceso que podria seguir un
alumno para encontrar estas relaciones.

3. Proponer un conjunto de 8 superficies (distintas de la 5 superficies elementales que
constituyen el cuadrado MPRS), construidas utilizando como plantillas las piezas dadas,
que permitan ilustrar a la vez la clasificacion y la ordenacion segun el area. (Para cada
superficie dejar marcado el contorno de las plantillas usadas).

4. Construir una superficie no rectangular cuya area sea la mitad, y otra cuya area sea el
doble, de la del cuadrado MPRS.

5. Encontrar una superficie SO construida con piezas del puzle que permita:
a)Construir otra superficie S1 de drea més grande y perimetro menor.
b) Construir otra superficie S2 de area menor y perimetro mayor.
c¢) Construir otra superficie S3 de igual area y perimetro diferente.
(Cual es el objetivo de esta ultima actividad?
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1. ORIENTACIONES CURRICULARES

1.1. La estadistica en la sociedad y en la ensefianza obligatoria

La Estadistica ha cobrado gran desarrollo en los ultimos afios, contribuyendo al
avance de la ciencia y la técnica y al crecimiento de la economia, por lo que la mayor parte
de los paises han introducido su ensefianza desde la educacion primaria. La estadistica es
hoy una parte de la educacion general deseable para los ciudadanos, quienes precisan
adquirir la capacidad de lectura e interpretacion de tablas y graficos estadisticos que con
frecuencia aparecen en los medios de comunicacion. Las principales razones que
fundamentan la ensefianza de la estadistica son las siguientes:

e Es util para la vida posterior a la escuela, ya que en muchas profesiones se precisan
unos conocimientos basicos del tema.

e Su estudio ayuda al desarrollo personal, fomentando un razonamiento critico,
basado en la valoracion de la evidencia objetiva, apoyada en los datos, frente a
criterios subjetivos.

e Ayuda a comprender los restantes temas del curriculo, tanto de la educacion
obligatoria como posterior, donde con frecuencia aparecen graficos, resimenes o
conceptos estadisticos.

Otro aspecto es el cardcter exclusivamente determinista del curriculo de
matematicas, y la necesidad de mostrar al alumno una imagen mas equilibrada de la
realidad, en la que hay una fuerte presencia de fendmenos aleatorios.

Ademas, puesto que la estadistica elemental no requiere técnicas matematicas
complicadas y por sus muchas aplicaciones, proporciona una buena oportunidad para
mostrar a los estudiantes las aplicaciones de la matematica para resolver problemas
reales. La estadistica es también un buen vehiculo para alcanzar las capacidades de
comunicacion, resolucion de problemas, uso de ordenadores, trabajo cooperativo y en
grupo, a las que se da gran importancia en los nuevos curriculos.

Cuando tenemos en cuenta el tipo de estadistica que queremos ensefar y la forma
de llevar a cabo esta ensefianza debemos reflexionar sobre los fines principales de esta
ensefianza que son los siguientes:

e Que los alumnos lleguen a comprender y a apreciar el papel de la estadistica en la
sociedad, incluyendo sus diferentes campos de aplicacion y el modo en que la
estadistica ha contribuido a su desarrollo.

e Que los alumnos lleguen a comprender y a valorar el método estadistico, esto es, la
clase de preguntas que un uso inteligente de la estadistica puede responder, las formas
basicas de razonamiento estadistico, su potencia y limitaciones.

1.2. Diseno Curricular Base del MEC

La recogida, organizacion y presentacion de datos, asi como la interpretacion y las
posibles predicciones basadas en los mismos, son conocimientos que tienen cada vez mas
importancia en nuestro medio social lo que hace deseable su aprendizaje y utilizacion. Las
sencillas actividades estadisticas pueden representar para los alumnos de estas edades
aplicaciones de las matematicas al medio real, prestando significado al mismo, haciéndolo
mas inteligible.

El objetivo general 6 para el area de Matematicas de secundaria obligatoria
formulado por el M.E.C. recoge el siguiente objetivo, relacionado con la estadistica:
"Utilizar técnicas elementales de recogida de datos para obtener informacion sobre
fenomenos y situaciones de su entorno, representarla de forma grdfica y numérica y
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formarse un juicio sobre la misma". Este objetivo es desarrollado en el bloque de

contenidos referido a organizacion de la informacion en los siguientes términos:

Conceptos:

1. Larepresentacion grafica

2. Las tablas de datos.

3. Tipos de graficos estadisticos: diagramas de barras, diagramas lineales, etc.

4. Caracter aleatorio de algunas experiencias.

Procedimientos:

1) Exploracion sistematica, descripcion verbal e interpretacion de los elementos
significativos de graficos sencillos relativos a fendmenos familiares.

2) Recogida y registro de datos sobre objetos, fendmenos y situaciones familiares
utilizando técnicas elementales de encuesta, observacion y medicion.

3) Elaboracion de graficos estadisticos con datos poco numerosos relativos a situaciones
familiares.

4) Expresion sencilla del grado de probabilidad de un suceso experimentado por el
alumno.

Actitudes:

1) Actitud critica ante las informaciones y mensajes transmitidos de forma gréfica y
tendencia a explorar todos los elementos significativos.

2) Valoracion de la expresividad del lenguaje grafico como forma de representar muchos
datos.

3) Sensibilidad y gusto por las cualidades estéticas de los graficos observados o
elaborados.

Respecto a criterios de evaluacion sobre los contenidos estocasticos el M.E.C.
especifica:
1) Realizar, leer e interpretar representaciones graficas de un conjunto de datos relativos
al entorno inmediato.
2) Hacer estimaciones basadas en la experiencia sobre el resultado de juegos de azar
sencillos, y comprobar dicho resultado.

1.3. Principios y Estandares para la Matematica Escolar (NCTM 2000)1

Estas orientaciones curriculares proponen, para los niveles K-2 (infantil y primer
ciclo de primaria ) que el curriculo incluya experiencias con analisis de datos para que los
alumnos sean capaces de:

e C(lasificar objetos de acuerdo a sus atributos y organizar datos sobre los objetos.

e Representar datos usando objetos concretos, dibujos y graficos.

Se indica que las actividades informales de clasificacion y recuento pueden
proporcionar un inicio de la comprension y analisis de los datos por parte de los nifios.
Se animara a los nifios a plantearse preguntas, organizar las respuestas y crear
representaciones para sus datos, asi como a razonar y comprobar sus ideas
comparandolas con los datos.

En los niveles de 3° a 5° los nifios deben ser capaces de:
e Disefar investigaciones para contestar una pregunta y considerar cémo los
métodos de recogida de datos afectan al conjunto de datos.

'National Council of Teachers of Mathematicas (2000). Principles and Standards for School
Mathematics. Reston: Va, NCTM.
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Recoger datos de observacion, encuestas y experimentos.

Representar datos en tablas, graficos de linea, puntos y barras.

Reconocer las diferencias al representar datos numéricos y categoricos.

Usar las medidas de posicion central, particularmente la mediana y comprender

qué es lo que cada una indica sobre el conjunto de datos.

e Comparar distintas representaciones de los mismos datos y evaluar qué aspectos
importantes del conjunto de dato se muestra mejor con cada una de ellas.

e Proporcionar y justificar conclusiones y predicciones basadas en los datos y disenar

estudios para estudiar mejor las conclusiones y predicciones.

En estos niveles se pretende que progresivamente los nifios sean capaces de ver el
conjunto de datos como un todo, describir su forma y usar las caracteristicas estadisticas,
como el rango y las medidas de tendencia central para comparar conjuntos de datos. Deben
considerar que los datos son muestras recogidas de poblaciones mayores y llevar a cabo
investigaciones y proyectos, considerando el ciclo: formular preguntas, recoger datos y
representarlos.

Analizaran si sus datos proporcionan la informacién necesaria para responder sus
preguntas. Podrian recoger datos o usar otros disponibles en la escuela o en la ciudad, por
ejemplo, datos del censo o sobre el tiempo o datos disponibles en Internet. La experiencia
con una variedad de graficos les permitird comprender los valores en los ejes horizontal y
vertical, la utilidad de las escalas y como representar el cero en una grafica. Los nifios
deberian también usar programas de ordenadores que les ayuden a representar graficos, por
ejemplo, la hoja electronica.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

Apenas hay estudios evolutivos del desarrollo de los conceptos estadisticos,
siendo casi los Uinicos conceptos que no fueron tratados en los estudios de Piaget con
sus colaboradores. Ello se debe a que la estadistica s6lo muy recientemente es objeto de
ensefianza en las escuelas.

El tinico estudio de este tipo es realizado por Watson en Australia con unos 2200
nifios desde el tercer curso de primaria para analizar como los nifios progresan en la
comprension de las ideas de media, mediana y moda. Diferencia las siguientes etapas:

« Uso coloquial de las palabras media mediana y moda: sin asignarles un significado
preciso; por ejemplo la palabra “media” pueden entenderla como ‘“normal”,
“frecuente”.

. Estructuras multiples para los conceptos: son capaces de utilizar ideas como
“centro” o “sumar y dividir” para describir la media, pero sélo resuelven problemas
muy simples.

. Representacion de los conceptos: conocen los algoritmos y los asocian con las ideas
de media, mediana y moda. Son capaces de reconocer que la media, mediana y
moda representan el conjunto de datos, pero no son capaces de usarlas para
comparar dos conjuntos de datos o de estimarlas a partir de una representacion
grafica. En los gréficos, los sujetos se concentran en los datos aislados, pero no en
las tendencias.

« Aplicacion progresiva de la media, mediana y moda a la resolucion de problemas,
incluyendo problemas de medias ponderadas o comparaciéon de dos grupos.
Identificacién progresiva de las medidas de tendencia central a partir de la
representacion grafica de un conjunto de datos.
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Los nifios comienzan por la primera etapa y van progresando con la edad y con la
instruccion, pero no hay un desarrollo completo si no va acompafiado de una ensefianza.

3. SITUACIONES Y RECURSOS

Los resultados de diversas investigaciones proporcionan orientaciones sobre
coémo ayudar a los nifos en el desarrollo del razonamiento estadistico. Algunas de estas
orientaciones son las siguientes:

1. Involucrar a los nifios en el desarrollo de proyectos sencillos en los que deban
recoger sus propios datos a partir de la observacion (;de qué color son los ojos de
los nifios de la clase?), encuesta (;qué tipos de trabajo hacen las madres y los padres
de los nifios?) y medida (;tienen los pies, manos, hombros mas grandes los nifios
que las nifias?).

2. Concienciar a los nifios de que cada dato aislado forma parte de un todo
(distribucion de los datos) y que hay preguntas que no pueden contestarse con un
solo dato, sino con una distribucién de datos.

3. Concienciar a los nifios de las tendencias y variabilidad en los datos y como estas
pueden usarse para responder preguntas sobre los datos o comparar varios conjuntos
de datos.

4. Visualizar progresivamente que los datos recogidos son una muestra de una
poblacion mas amplia y sobre cuales son las condiciones para que los datos de la
muestra puedan representar los datos de toda la poblacion.

5. Animar a los nifios a representar sus datos en tablas y graficos, cuidando las
cualidades estéticas y matematicas de los graficos de modo que los datos queden
correctamente representados en ellos. Advertirles de la facilidad con que un grafico
puede ser engaioso.

En las siguientes secciones describimos algunos tipos de actividades y recursos
para el estudio de la estadistica en primaria.

3.1. Investigaciones y proyectos

La estadistica es hoy dia una materia interdisciplinar que se utiliza no s6lo en la
clase de matematicas, sino en otras disciplinas donde se convierte en herramienta de
resolucion de problemas. Los proyectos estdn concebidos para introducir en la clase una
filosofia exploratoria y participativa, en tendencias con las recomendaciones recientes
sobre metodologia de ensefanza de la estadistica.

Lo deseable seria que los propios alumnos eligieran el tema en el que quieren
trabajar y elaborasen sus propios proyectos en grupos de dos o tres alumnos. Para ser
realistas, hemos de reconocer que son pocos los alumnos que se interesan por la
estadistica y que ésta es una materia aburrida para ellos. Por el contrario, los alumnos
pueden interesarse en muchos temas diferentes y llegar a valorar la estadistica como
instrumento de investigacion de los problemas que les gustaria resolver. En algunos
paises como Estados Unidos o Inglaterra es ya tradicional el celebrar en las escuelas
competiciones de proyectos estadisticos y es posible que esta tendencia no tarde en
llegar a nuestros centros. A continuacién sugerimos algunos proyectos que podrian
realizarse en los cursos 5° y 6° de educacion primaria.

Actividad 1: Intencion de voto en las préximas elecciones al consejo escolar
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Se propone disefiar, llevar a cabo y analizar los datos de una encuesta en el centro para estudiar
la intencion de voto en el proximo consejo escolar, una vez que se conocen los candidatos a
representantes de los alumnos. Los alumnos deben disefiar el cuestionario, seleccionar una
muestra representativa de alumnos del centro, distribuir el cuestionario y analizar los datos.
Algunas cuestiones relacionadas son:

e ;Qué preguntas debemos incluir en el cuestionario? ;Estan claras las preguntas? ;Qué
variables identificativas del alumno podrian influir en su intencion de voto?

e ;Como elegimos la muestra de alumnos? ;Cual es la poblacion objetivo? ;Cual es la
poblacion que podemos alcanzar?

e ;Seria la encuesta fiable si hay un porcentaje alto de no respuesta? ;Coémo podemos motivar
la participacion y disminuir la no respuesta? ;Como y cuando distribuimos el cuestionario y
recogemos los datos?

e ;Qué nos dicen los resultados? ;Son diferentes en los distintos cursos? ;En chicos y chicas?

Actividad 2: ;Se mejora con la practica?

1. Estimacion de tiempos:

Intenta estimar la duracion de un minuto. Para ello tu compafiero coge un reloj que cuente
segundos y te indica cuando debes comenzar a calcular el tiempo. Ta te concentras y cuando
creas que ha pasado un minuto dices jya!. Tu compafiero mira el reloj y anota los segundos
transcurridos. Comprobais si el tiempo transcurrido es verdaderamente un minuto o en cuantos
segundos te has equivocado. ;Crees que si repites el experimento 10 veces, cada vez estimaras
el minuto con mas exactitud? ;Mejoras con la practica?

2. Estimacion de distancias:

Trabaja con un compaifiero. Uno dibuja un segmento con una regla graduada y mide su
longitud;, el otro estima la longitud del segmento. Anotad la diferencia entre el valor estimado y
el valor real del segmento. ;Crees que si repites el experimento varias veces, cada vez estimaras
mejor la longitud del segmento? ;Mejoras con la practica?

3. Durante la clase de gimnasia se recogen datos de cada alumno el primer dia de clase y una
vez transcurrido 3 meses. Podrian analizarse, entre otras las siguientes variables, para ver si la
practica ayuda a mejorar, qué alumno mejor6é mas globalmente y si mejoran mas las chicas o los
chicos:

tiempo en segundos para recorrer 50 metros

pulsaciones por minuto antes y después de correr los 50 metros

altura maxima que se puede saltar

longitud maxima que se puede saltar

Numero de abdominales seguidos hasta cansarse

Numero de canastas encestadas en 10 intentos

Actividad 3: ;Cuantas lentejas tiene un kilo de lentejas?

Se trata de estimar el nimero aproximado de lentejas en un kilo, sin tener que contarlas todas.
Puesto que el proceso de llenado de un paquete de lentejas tiene un componente aleatorio, este
numero variara de uno a otro paquete. Se plantea asi un problema de estimacion que es comin a
otros muchos contextos, por ejemplo, cuando se estima el nimero medio de gldbulos rojos en
sangre de individuos adultos.

Los alumnos por equipos podrian tratar de estimar el nimero de lentejas en paquetes
seleccionados de varias marcas comerciales. Se presentaria el problema de que hay que
especificar con claridad la variedad, pues existen diversos tamafios. Una vez fijada una variedad
y comprados paquetes de diversas marcas cada equipo trataria de estimar el nimero de lentejas
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de su paquete.

Para ello se pueden tomar datos del nimero de lentejas en varias muestras de unidades
de capacidad pequefias, como el centimetro cibico y resolver primero el problema de la
estimacion del niimero de lentejas en un cm’. Los alumnos recogeran datos de las muestras de
cm’ representandolos graficamente, y estudiando su distribucién, media y desviacion tipica.

Calculado el volumen de los paquetes de kilo de lentejas, para calcular la distribucion
del ntimero de lentejas en un paquete de kilo, se trata de hacer un cambio de variable en una
distribucion. Por tanto, la media y desviacion tipicas quedaran afectadas por el cambio de escala
que pasa del cm” al volumen del paquete.

3.2. Datos y fuentes de datos

Los proyectos en la clase de estadistica se conciben como verdaderas
investigaciones asequibles al nivel del alumno, donde tratamos de integrar la estadistica
dentro del proceso mas general de investigacion. Es decir, planteamos unos objetivos y
preguntas que el alumno debe tratar de contestar. Para ello el alumno necesita recoger
datos, que pueden provenir de diversas fuentes, ser obtenidos mediante diferentes
técnicas, y corresponder a diversas escalas de medida y tipos de variables estadisticas,
como se resume en la tabla siguiente:

Tipos de datos en los proyectos

Procedencia de los datos Variables estadisticas incluidas
Anuarios estadisticos Cualitativa
Encuestas Cuantitativa pocos valores

Experimento realizado en la clase | Cuantitativa necesidad de agrupar

Internet Técnica de recogida de datos
Prensa Observacion
Simulacién Encuesta

Medida

Consideramos importante que S S N T L S L T U W YT

el alumno tenga oportunidad de SRR et e, REFIRZGR B2 BONEA BIosh 17
apreciar esta diversidad de —

datos estadisticos. Algunas o soco .
veces los datos se encuentran ., sa% s o > ’)
disponibles, pero hay que saber

localizarlos  de  diferentes = 20%

fuentes, como libros o anuarios } ? o esm

1 pla S plas 10 ptas. 25 pas =0 ptas 100 plas 200 ptas.

estadisticos. Por ejemplo, el rwuliic.
grafico adjunto, tomado del boletin de Cruz Roja Espafiola, Diciembre, 2001 puede
servir para plantear una actividad de comparacion de dos conjuntos de datos, que podria
apoyarse en otras representaciones graficas alternativas.

La red Internet proporciona en la actualidad datos para cualquier tema por el que
los alumnos estén interesados, bien a partir de servidores estadisticos especificos como
Data Sets and Stories Library donde los profesores de estadistica han puesto sus datos
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al servicio de la ensefianza, bien recurriendo a organismos oficiales como el INE,
Eurostat, Unesco u otros.

En otras ocasiones los datos son recogidos por los alumnos mediante la
realizacion de una encuesta o a través de un experimento. La encuesta requerird la
elaboracion de un cuestionario, fijando los objetivos del mismo, eligiendo las variables
explicativas y redactando las preguntas que permitan obtener la informacion deseada de
una forma clara y concisa. La seleccion de una muestra representativa plantea
problemas de tipo teérico y practico, relacionados con la poblaciéon objetivo y
alcanzada, el marco de muestro, los métodos de seleccion, la administracion del
cuestionario y los problemas de no respuesta.

La informacion que queremos recoger puede corresponder a diversos niveles que
se corresponden con diferentes técnicas de obtencion de datos: informacién consciente y
conocida (encuesta), informacion desconocida, pero que puede deducirse de la
observacién e informacion no consciente ni observable (medida).

3.3. Recursos en Internet

1. Histogramas:
http://matti.usu.edu/nlvin/nav/frames_asid 174 _g 2 t 5.html

it Irtearset Eupleaes

Esta pagina permite explorar el efecto
de variar la anchura de los intervalos
sobre la forma del histograma, asi como

Dita Topet de afiadir o quitar datos.
[ we| [l Proporciona  también  tablas  de
frecuencia para el histograma elegido,
Iaen asi como la media y mediana.
E— . ., . .
O s Es posible también visualizar el efecto
—1 de los valores atipicos, tanto sobre el
Cell Width=075 . .
Data Bete = 10 histograma como sobre la media y
Aversge =292 DataTnterval  DataPoats  Propertion  Percentage .
Medisg =350 (F25.5700) T o T medlana
sD =07 1 010 10 00%
1] 000 000
Clear ] 000 0.00% J
S| QWML P D | WENBSES VE = >O0 L0 A
_iEstocasica | _jEviocastica | B Estadistca . | | & isinaiis[[@vitual s | | P

Creacion de graficos interactivamente
http://nces.ed.gov/nceskids/Graphing/
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T
e T e T g | Usando esta pdagina los alumnos
Ni T A e Ak P gihe tike i G e wie " oo | Pueden crear y modificar a su gusto
e O e Jet |una variedad de graficos estadisticos,
Create a @@@?\‘@ proporcionando los datos de entrada,
[, A et — ’
Home Kids SiteMap  Glossary  Help que podrian ser datos tomados en clase
Have you hoard the saying: "A picture is worth a thousand words™? por IOS alumnos .
M::r Graphs and charts are great because they LOS gréﬁCOS son interaCtiVOS y una vez
Y communicate information wisually. For this reason. . .
> \ fraphe 210 st used in nowspapurs, magazinds and creados es posible cambiar el formato o
o raphs and charns in our publications and on the wab. . . ~ .
Somutmes. conpicaed informotan s ol 6 “|colores, suprimir o afiadir nuevos
o understand and needs an illustration. Othes times, a
: ot acrom quickly an visually. Hore you sl find datos.
4 = 1, _: IFm:r Blnelelnqqr[ap.d:i audﬂ\:ranls'rrlnvynu\:‘; corulllzle:d. , .
» h B e e peabtons e os b s Los graficos pueden ser impresos para
— S sowhers on e Hove nt ser utilizados en los proyectos por los
- : 2 — = | estudiantes.
icie| DALY AEDESHo YE OO LDLTR 018
_iRecuss enfied | _yEscasica | (3 Erwate a Grap... S)Ednicn O | 10%

4. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE: INSTRUMENTOS DE EVALUACION
4.1. Comprension de tablas y graficos estadisticos

Los profesores suponen, a veces, que la elaboracion de tablas y graficos es muy
sencilla y dedican poco tiempo a su ensenanza. Sin embargo, elaborar una tabla de
frecuencias o un grafico supone ya una primera reduccion estadistica, pues se pierden
los valores originales de cada uno de los datos individuales pasandose a la distribucion
de frecuencias. Este concepto es ya complejo, al referirse al conjunto de los datos y no a
cada caso particular. Mientras que los nifios comprenden bien propiedades que se
refieren a individuos, como el color de pelo de una persona o su altura, les resulta mas
problematico comprender la idea de distribucion del color de pelo de un grupo.

La destreza en la lectura critica de datos es una necesidad en nuestra sociedad
tecnoldgica, ya que encontramos tablas y graficos en la prensa, comercio, asi como en
distintas asignaturas del curriculo. Podemos distinguir cuatro niveles distintos de
comprension de los graficos, que pueden aplicarse a las tablas y graficos estadisticos. El
objetivo de la educacion estadistica seria llevar a cada alumno a adquirir el mayor nivel
para el cual esté capacitado:

e Lectura literal (leer los datos): este nivel de comprension requiere una lectura literal
del grafico; no se realiza interpretacion de la informacion contenida en el mismo. Por
ejemplo, en la Figura 1, responder a la pregunta, ;cudntos chicos practican mucho
deporte?

o [Interpretar los datos (Leer dentro de los datos): incluye la interpretacion e integracion
de los datos en el grafico; requiere la habilidad para comparar cantidades y el uso de
otros conceptos y destrezas matematicas. Por ejemplo, en la Figura 1, responder a la
pregunta de si practican mas deporte los chicos o las chicas.

e Hacer una inferencia (Leer mas alla de los datos): requiere que el lector realice
predicciones e inferencias a partir de los datos sobre informaciones que no se reflejan
directamente en el grafico. En la Figura 1, dar un razonamiento sobre si los datos se
podrian aplicar a todos los chicos y chicas del colegio.

o Valorar los datos (Leer detrds de los datos). Supone valorar la fiabilidad y completitud
de los datos, como hacer un juicio sobre si realmente las preguntas de la encuesta
miden la practica de deporte, 0 como podriamos medirlo de una forma mas fiable.
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Hay varios puntos que afectan a la comprension de los graficos y a su dificultad y
que deben ser tenidos en cuenta por los profesores:
e conocimiento previo del tema al que se refiere el grafico; si el alumno estd o no
familiarizado con el contexto;
e conocimiento previo del contenido matematico del grafico, esto es, los conceptos
numéricos, relaciones y operaciones contenidas en el mismo;
e conocimiento previo del tipo de grafico empleado (grafico de barras, pictograma, etc.).

Cuando los alumnos tratan de hacer los graficos estadisticos cometen errores. Los

mas habituales son los siguientes:

e cleccion incorrecta del tipo de grafico, como usar poligonos de frecuencias con
variables cualitativas;

e la eleccion de las escalas de representacion son poco adecuadas, o bien omitir las
escalas en alguno de los ejes horizontal o vertical, 0 en ambos;

e 1o especificar el origen de coordenadas;

e no proporcionar suficientes divisiones en las escalas de los ejes;

e no respetar los convenios, como al obtener un diagrama de sectores en los que éstos no
son proporcionales a las frecuencias de las categorias.

e mezclar datos que no son comparables en un grafico, como comparar 30 sillas y 50 kg.
de carne.

4.2. Medidas de posicion central

Ademas de ser uno de los principales conceptos estadisticos, la media tiene muchas
aplicaciones en cuestiones practicas de la vida diaria. Que este concepto no es tan simple
como parece lo puedes comprobar al tratar de resolver el siguiente problema:

Problema: Hay 10 personas en un ascensor, 4 mujeres y 6 hombres. El peso medio de las
mujeres es de 60 kilos. y el de los hombres de 90. ;Cual es el peso medio de las 10
personas del ascensor?

Una reaccion frecuente al resolver el problema anterior es decir que la media es 75
kilos. Sin embargo esta solucion es errénea porque en el ascensor hay mas hombres que
mujeres. Las situaciones en las cuales se debe calcular una media ponderada son
frecuentes: calcular la puntuacién media en un curso, la velocidad media, o el indice de
precios. También cuando calculamos la media a partir de una tabla de datos. No se puede
olvidar que en este caso cada valor de la variable tiene que ponderarse por su frecuencia.

También se cometen errores al calcular la media, mediana y moda. Algunos de los
mas frecuentes son:

e Moda: Tomar la mayor frecuencia absoluta, en lugar del valor de la variable.

e Mediana: No ordenar los datos para calcular la mediana; calcular el dato central de las
frecuencias absolutas ordenadas de forma creciente; calcular la moda en vez de la
mediana; equivocarse al calcular el valor central.

e Media: Hallar la media de los valores de las frecuencias; no tener en cuenta la
frecuencia absoluta de cada valor en el célculo de la media.

En otros casos el célculo se hace correctamente, pero no se entiende el algoritmo de
calculo. Esto se puede comprobar si le pides a un alumno que te diga 10 nimeros
diferentes cuya media sea igual a cuatro o bien que te dé el nimero que falta entre 5
sabiendo que la suma de los cuatro primeros es 23 y la media es igual a 5. Muchos no
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sabran como hacerlo o lo haran con dificultad.
4.3. Caracteristicas de dispersion

El estudio de una distribucion de frecuencias no puede reducirse al de sus
promedios, ya que distribuciones con medias o medianas iguales pueden tener distintos
grados de variabilidad. Un error frecuente es ignorar la dispersion de los datos cuando se
efectian comparaciones entre dos 0 mas muestras o poblaciones.

Ejemplo: ¢Te parece por ejemplo, que demuestran igual constancia y deberian calificarse
igual dos alumnos si en el primero tuvo un 10 en el examen tedrico y un 0 en el practico y
otro que tuvo un 6 y un 4?

La desviacion tipica mide la intensidad con que los datos se desvian respecto de la
media, pero muchos libros de texto no resaltan bien esta propiedad y ponen mayor énfasis
en la heterogeneidad entre las observaciones que en su desviacion respecto de la posicion
central.

Ejemplo: ;Cual de los dos conjuntos tiene mayor dispersion?
Conjunto A: 10, 20, 30, 40, 50 y 60 cm.
Conjunto B :10, 10, 10, 60, 60 y 60 cm.

Otras dificultades se refieren al célculo, ya que algunos alumnos suponen que no
hay que tener en cuenta los ceros para calcular la desviacion tipica o no ponderan los
valores cuando hacen un célculo a partir de la tabla de frecuencias.

4.4. Itemes de evaluacion

A continuacién incluimos informacion sobre algunos itemes usados en
investigaciones sobre la comprension de la estadistica. Indicar cual es la solucion correcta
y el tipo de razonamiento que subyace en las respuestas incorrectas.

Item 1. El ayuntamiento de un pueblo quiere estimar el nimero promedio de nifios por
familia. Dividen el numero total de nifios de la ciudad por 50 (que es el numero total de
familias) y obtienen 2.2. ;Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?

a) La mitad de las familias de la ciudad tienen mas de 2 nifios

b) En la ciudad hay mas familias con 3 nifios que familias con 2 nifios

¢) Hay un total de 110 niflos en la ciudad

d) Hay 2,2 nifios por adulto en la ciudad

e) El nimero mas comun de nifos por familia es 2

Item 2. Supdn que quieres comprar un coche nuevo y quieres decidir entre la marca A 'y
B. En una revista de automoviles encuentras un estudio estadistico sobre reparaciones
efectuadas el ultimo afos que muestra que la marca A tiene menos averias que la B. Sin
embargo, te encuentras un amigo que te dice que compro el afio pasado un coche B y no
ha tenido mas que problemas: primero se le estroped la inyeccion de gasolina y gastd
25.000 pts, luego tuvo que cambiar el eje trasero y al final, ha vendido el coche porque se
le fue la transmision. ;Que decision tomarias, comprar un coche A o B?

ftem 3. Maria y Pedro dedican una media de 8 horas cada fin de semana a hacer
deporte. Otros 8 estudiantes dedican cada semana una media de 4 horas a hacer deporte.
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a. (Cudl es el numero medio de horas que hacen deporte cada fin de semana los 10
estudiantes?.

b. Maria y Pedro dedican ademas 1 hora cada fin de semana a escuchar musica y los
otros 8 estudiantes, 3 horas. ;Cudl es el nimero medio de horas que escuchan
musica los 10 estudiantes?

c. (Cudl seria el nimero medio de horas que estos 10 estudiantes dedican, cada fin de
semana, entre las dos actividades: hacer deporte y escuchar musica?

5. TALLER DE DIDACTICA
5.1. Analisis de textos escolares. Disefio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 2° y 3er ciclo de
primaria (recomendamos buscar los libros que utilizaste personalmente, o bien los de
algln familiar o amigo).

1. Busca ejemplos y ejercicios relacionados con las ideas estadisticas.
Identifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencialmente conflictivos.

3. Describe los cambios que introducirias en el disefo de las lecciones propuestas para
los cursos 5° y 6° de primaria.

5.2. Analisis de respuestas a tareas de evaluacion

Un profesor ha pedido a sus alumnos que midan la cantidad de nieve caida cada dia de

una semana. Han obtenido los datos siguientes: Lunes, 6 cm, Martes, 4 cm, Miércoles,

4 cm, Jueves 1 cm y Viernes 0 cm. El profesor pide calcular la cantidad media de nieve

que ha caido al dia.

Para cada una de las siguientes situaciones, describe los posibles motivos de las

respuestas del alumno y como puede ayudarle un profesor a comprender el concepto o

el procedimiento implicado:

a) Isabel no entiende por qué la suma de 15 cm se tiene que dividir por 5 en lugar de 4
para saber el promedio de nieve caida.

b) Carlos no comprende por qué la respuesta puede ser 3 en lugar de una de las
medidas.

c) Isabel no comprende por qué la suma de las diferencias entre cada puntuacion y la
media tiene que ser cero.

2. Supdn que formas parte de un jurado de un concurso escolar sobre experiencias en la
clase de ciencias. Jaime investigo si las plantas de guisantes crecen mas bajo la luz solar
o con una cantidad igual de luz procedente de una lampara. La tabla siguiente contiene
las mediciones que realizo.

Altura de las plantas para cada una de las condiciones de
iluminacién
Luz solar 04 [1'3 [1'8 [1'9 |22 [272 |2'3 [2'5 |2'6 |2'6 |2'8 |3
Luz artificial '3 |1's |1'8 |2 [2' [272 |22 [2'3 |2'4 |2'7 |28 |3

Jaime inform6 que la altura media de las 12 plantas de guisantes expuestas a la luz solar
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fue de 2.13 y la correspondiente a las otras 12 plantas expuestas a la luz artificial fue de
2.2. Concluy6 que las plantas de guisantes crecen mas bajo la luz artificial. Evalua la
conclusion de Jaime.

3. Para cada uno de los itemes siguientes analiza las respuestas de los alumnos, indicando
si es 0 no correcta y explica el tipo de razonamiento seguido

item 1. Se han elegido 10 familias y el nimero medio de hijos entre las 10 familias es 1.2 hijos
por familia. Los Garcia tienen 4 hijos y los Pérez tienen 1 hijo, ;cuantos hijos podrian tener las
otras 8 familias para que la media de hijos en las diez familias sea 1.2 ? Justifica tu respuesta.
Respuestas
a. “Las otras 8 familias tienen que sumar un total de 7 nifios. Porque al hacer esa media
necesitamos 12 nirios”.
b. “De las 8 familias, que 7 de ellas tengan 1 hijo y la octava que no tenga hijos, ...’
c. “Podrian tener dos ninios. Porque la media es de 9°6 nifios entre las 8 familias:
Familia | 1°) 27|31 4 |5°|6°| 7] 8
N. hijos |2 |1 |1 |1'6]1 |1 |1]1]
d. “Podrian tener un hijo por familia, pero no sabria explicar por qué. Creo que es porque de
10 familias que elijo, cojo 8 y si los divido me da 1°25".

’

ftem 2. Cuatro amigos se retinen para preparar una cena. Cada uno de ellos trajo harina para
hacer la masa de las pizzas. Como querian hacer cuatro pizzas del mismo tamafio, los que
habian traido mas harina regalaron a los que llevaron menos. ;La cantidad de harina regalada
por los que habian traido mucha fue mayor, menor o igual a la recibida por los que habian traido
poca? ;Por qué piensas eso?

Respuestas
= “Esigual porque al final se quedaron todos con la misma harina”.
=  “FEs igual porque la cantidad de harina que dan los que tienen mucha es igual a la

cantidad de harina que los que la reciben”.
= “Fue menor ya que al final tendran que tener todos la misma cantidad”.

item 3. Tenemos seis niimeros y el mas grande es el 5. Sumamos estos nameros y dividimos la
suma por seis. El resultado es 4. ;Te parece posible? ;Por qué?

S%&L(ﬁi-'i-lf’%*‘}i_':—?"‘q_ = 4
c 6

= “Sies posible, porque si se puede hacer. Por ejemplo, cogemos cuatro veces el 5 y una vez
el 4, lo sumamos y lo dividimos entre 6 y el resultado es 4.

= “No es posible porque entre 6 numeros donde el mayor es 5 no pueden sumar 24”.

= “No es posible porque en todo caso saldria —4 y no 4”.

4. Las siguientes tareas se han usado para detectar otros errores de comprension de la

media. Analiza qué propiedad se trata de evaluar y cudl es la respuesta correcta:

1) (Qué quiere decir que el numero medio de nifios por familia en Espaia es 1°2? Danos
un ejemplo de 10 familias de modo que le nlimero medio de nifios en las 10 familias
seaigual a 1°2.

2) Unos nifos traen tierra a clase para plantar macetas. Cada uno trae lo que puede y los
que traen mas tierra reparten a los que traen menos de modo que al final cada nifio
tiene 1’3 kilos de tierra. Si un nifio nuevo viene a clase y deciden repartir a partes
iguales, ;Qué cantidad tendré ahora cada nio?
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3) La edad media de un grupo de nifios es de 7’8 anos. Cual serd la edad media de los
nifios dentro de seis meses?
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1. ORIENTACIONES CURRICULARES
1.1. Diseno Curricular Base del MEC

La probabilidad, como tal, no aparece como un tema especifico en la educacion
primaria, aunque encontramos menciones al tema en forma implicita y explicita.

Por ejemplo, el objetivo general 6 para el area de matematicas formulado por el
M.E.C. sugiere el trabajo con fendmenos aleatorios:"Utilizar técnicas elementales de
recogida de datos para obtener informacion sobre fenomenos y situaciones de su
entorno, representarla de forma grdfica y numérica y formarse un juicio sobre la
misma".

Este objetivo es desarrollado en el bloque de contenidos referido a organizacion
de la informacion en los siguientes términos, donde se alude explicitamente a los
experimentos aleatorios, dentro de los conceptos, recogiendo como tal “Cardcter
aleatorio de algunas experiencias”.

Dentro de los procedimientos en este mismo bloque se incluye también la
"expresion sencilla del grado de probabilidad de un suceso experimentado por el
alumno”.

Respecto a criterios de evaluacion sobre probabilidad especifica el nimero 11,
en el que se contempla claramente una introduccién a la asignacion de probabilidades
en casos sencillos: "Hacer estimaciones basadas en la experiencia sobre el resultado de
Jjuegos de azar sencillos, y comprobar dicho resultado".

1.2. Principios y Estandares para la Matematica Escolar (NCTM 2000)

La probabilidad se contempla en estas orientaciones curriculares desde el jardin de
infancia. En los niveles K-2 (infantil y primer ciclo de primaria) se especifica que todos
los nifios deben discutir sobre sucesos familiares a su experiencia les parecen faciles o
dificiles de ocurrir. Las ideas de probabilidad a estos niveles han de ser informales.

En los niveles 3-5 se espera que los nifios alcancen competencia para:

« decribir sucesos como probables o improbables y discutir el grado de probabilidad
usando palabras como seguro, igual probabilidad e imposible;

. predecir la probabilidad de los diferentes resultados de experimentos simples y
comprobar las predicciones a través de la experimentacion;

. comprender que podemos representar la probabilidad de un suceso por un numero
comprendido entre cero y uno.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

Desde muy pequeiio el nifio debe aprender a estimar, discriminar y diferenciar
formas, distancias y cantidades. Las operaciones aritméticas basicas se pueden también
concretizar en operaciones con objetos fisicos (juntar o separar colecciones, etc.) que
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tienen la propiedad de ser reversibles (volver a los operandos primitivos al deshacer la
operacion).

Por el contrario, no existe una experiencia concreta similar de lo aleatorio, ya que no
podemos manipular estos fendémenos para producir un resultado especifico, ni devolver los
objetos a su estado inicial deshaciendo la operacion. Por ejemplo, si hacemos girar la aguja
en una ruleta, desde una posicion inicial, impulsdndola hacia la derecha, es muy poco
probable que un impulso a la izquierda devuelva la aguja a su posicion inicial. Esta falta de
reversibilidad de los experimentos aleatorios sin duda influye en el desarrollo mas tardio
de las nociones de aleatoriedad y probabilidad.

2.1. La Intuicion del Azar

El primer paso para comenzar a ensefiar probabilidad es asegurarnos que los nifios
son capaces de diferenciar las situaciones aleatorias y deterministas.

Piaget e Inhelder (1951) pensaban que los nifios pequefios no pueden comprender
bien el azar, porque para ello tendrian que entender la relacion de causa y efecto. Por ello
piensan que no hay una intuicién del azar innata en el nifio, como no existia tampoco en el
hombre primitivo, que atribuia los sucesos aleatorios a causas ocultas o a la "voluntad de
los dioses".

Esta opinion es rechazada por Fischbein para quien la intuicion primaria del azar,
esto es, la distincion entre fenomeno aleatorio y determinista aparece antes de los 7 afios.
Fischbein se basa en la conducta de los niflos al practicar juegos de azar, ya que en juegos
sencillos, los nifios son capaces de elegir la opcion de mayor probabilidad. Esta
comprension es gradual y progresiva.

En los fendomenos aleatorios los resultados aislados son imprevisibles pero el
conjunto de posibilidades puede determinarse mediante un razonamiento de tipo
combinatorio, con lo que se vuelve previsible. Cuando se comprende esto aparece la idea
de probabilidad, expresada por la razén entre las posibilidades de un caso particular y del
conjunto de posibilidades. Esto ocurre en la etapa de las operaciones formales.

Fischbein sostiene que la distincion entre el azar y lo deducible no se realiza
espontanea y completamente al nivel de las operaciones formales, porque esta influenciado
por las tradiciones culturales y educativas de la sociedad moderna, que orientan el
pensamiento hacia explicaciones deterministas.

2.2. La estimacion de la frecuencia relativa

Supuesto que un nifio sea capaz de diferenciar los fenémenos aleatorios y
deterministas, el segundo paso es que pueda estimar en una serie de experimentos cuales
son los sucesos que aparecen con mayor o menor frecuencia. Muchos psicologos han
llevado a cabo experimentos de aprendizaje probabilistico, en los cuales se trata de estudiar
las predicciones de los sujetos ante situaciones en que un suceso se repite con una
determinada frecuencia relativa.

Ejemplo. Se presenta al alumno dos luces de color diferente (pueden ser rojo y verde) que se
iran encendiendo intermitente y aleatoriamente con una determinada frecuencia, por
ejemplo, el 70 y el 30%, respectivamente. El sujeto debe predecir cual de las dos luces se
encendera la proxima vez.

Los resultados obtenidos en este tipo de experimentos apoyan fuertemente la
conclusion de que los nifios adapta sus predicciones a las probabilidades de los sucesos que
se le presentan como estimulo. Ello nos indica que los nifios son capaces de apreciar las
diferentes frecuencias relativas con que aparecen los resultados de los fendmenos
aleatorios.
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Esta prediccion mejora con la edad, Como resultado de experiencias acumuladas, la
intuicion de la frecuencia relativa se desarrolla de un modo natural como consecuencia de
las experiencias del nifio con situaciones que implican sucesos aleatorios, en las que sea
necesaria una estimacion de las frecuencias relativas de los fendmenos. Es facil pensar en
tales experiencias en la vida diaria, por ejemplo, cuando estimamos el tiempo que
transcurre entre un autobus y otro, o hacemos una prevision sobre si va a llover o no, segun
el dia se presente mas o menos nublado, etc. Al llegar a la adolescencia, incluso se pueden
elegir estrategias adecuadas en funcion de las frecuencias de los sucesos aleatorios.

2.3. Estimacion de posibilidades y nocion de probabilidad

El nifio puede hacer juicios probabilisticos, en situaciones sencillas, por ejemplo al
elegir, entre dos urnas o cajas con diferente nimero de bolas blancas y negras, aquella que
ofrezca mas posibilidades de obtener una bola blanca. Hay que tener en cuenta que aqui
aparece un problema de comparacion de fracciones por lo que se seguiran las estrategias y
etapas que se describen sobre proporcionalidad.

Los nifios comienzan resolviendo problemas que impliquen comparacion de
probabilidades de un mismo suceso A en dos experimentos diferentes sélo en situaciones
donde, bien el numero de casos favorables o el nimero de casos no favorables a A son
iguales en ambos experimentos (sus estimaciones se basan en comparaciones binarias).
Posteriormente pasan a resolver problemas en que los casos se pueden poner en
correspondencia mediante una proporcion.

Los adolescentes progresan rapidamente en el célculo de probabilidades, incluso
cuando las fracciones a comparar tienen diferente denominador. Esto se observa con nifios
a partir de 12-13 afios, e incluso a partir de 10 afios con la ayuda de la instruccion.

3. SITUACIONES Y RECURSOS

Los resultados de diversas investigaciones proporcionan orientaciones sobre
como ayudar a los nifios en el desarrollo del razonamiento probabilistico. Algunas de
estas orientaciones son las siguientes:

1. Proporcionar una amplia variedad de experiencias que permitan observar los
fenomenos aleatorios y diferenciarlos de los deterministas.

2. Estimular la expresion de predicciones sobre el comportamiento de estos fenomenos
y los resultados, asi como su probabilidad.

3. Organizar la recogida de datos de experimentacion de modo que los alumnos tengan
posibilidad de contrastar sus predicciones con los resultados producidos y revisar
sus creencias en funcion de los resultados.

4. Resaltar el caracter imprevisible de cada resultado aislado, asi como la variabilidad
de las pequefias muestras, mediante la comparacion de resultados de cada nifio o por
parejas.

5. Ayudar a apreciar el fendmeno de la convergencia mediante la acumulacién de
resultados de toda la clase y comparar la fiabilidad de pequefias y grandes muestras.

En los siguientes apartados describimos algunos tipos de actividades y recursos
para el estudio de la probabilidad en primaria.

3.1. Juegos y sorteos
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Los nifios son muy aficionados a los juegos. En ellos el azar interviene en
diferentes formas. Por ejemplo, los nifios echan a suerte cuando juegan al escondite o al
rescate porque ninguno quiere “quedarse”. Podemos aprovechar estas actividades
infantiles para hacerles observar los resultados aleatorios y no aleatorios.

Por otro lado los nifios juegan al parchis, la oca y otros juegos de azar y en los que
a veces también se mezclan las estrategias. Algunos de estos juegos contribuyen a la
formacion de creencias, como, por ejemplo, que el numero cinco es el mas dificil,
cuando se lanza un dado. Todas estas actividades se podrian aprovechar en relacion con
la introduccion de la probabilidad

Actividad 1.

“Pito pito” es una cancion que usan los nifios para echar a suertes. Dice asi: “Pito pito gorgorito,
donde vas tu tan bonito, a la vera de mi abuela, pim, pam fuera! (El que le toque se queda).

a) ;Conoces otras canciones para echar a suertes? ;Cuando las usais?

b) Vamos a colocarnos en un corro y echar a suertes con “pito pito” ;Seria justo comenzar
siempre por el mismo nifio? ;Por qué?

¢) ¢Conoces otras formas de echar a suertes?

d) ;/Podriamos poner los nombres de cada nifio en un papel y elegir uno al azar? ;Qué significa
elegir al azar? ;Como lo harias? ;Es mas facil que salga el nombre de un nifio o de una nifia?

3.2. Experimentacion y estimacion frecuencial de probabilidades

En este tipo de actividades se proporciona a los alumnos algunos dispositivos
generadores de resultados aleatorios, como dados, monedas, fichas, ruletas, etc. La
finalidad serd que los alumnos experimenten y adquieran una experiencia de lo
aleatorio, incluyendo la observacion de la imprevisibilidad de resultados, la variabilidad
de las pequefias muestras y la convergencia gradual a la probabilidad tedrica. Sera
necesario que el profesor organice la recogida de datos, la representacion grafica de los
resultados y la discusion de los mismos. Se animard a los alumnos a expresar sus
creencias previas sobre los fendmenos aleatorios y a contrastarlas con los resultados
experimentales. La recogida de datos, organizacion en tablas y representacion grafica
permite conectar este tema con la estadistica.

Actividad 2:

a) Imagina que estas jugando al parchis con un amigo. Para poder comenzar a mover la ficha es
preciso obtener un cinco, pero tu amigo prefiere que se le exija obtener un 3, porque piensa que de
este modo tiene ventaja. ;TU que opinas? ;Puedes dejarle que comience a mover la ficha cuando le
salga el 3, o es preciso que los dos juguéis a obtener el mismo nimero?

Otro compaifiero sugiere que hagais un experimento para resolver la discusion. Piensa que de
este modo se puede saber quién tiene ventaja.

Fijate en la tabla que te presentamos a continuacion. Trata de adivinar cuantas veces,
aproximadamente, saldra el 3 y cuantas el 5 si lanzas un dado 24 veces. Escribe este numero en la
columna "numero esperado de veces".

Resultado | Recuento | Frecuencia absoluta | Frecuencia relativa | N° esperado de veces
1
2
3
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4
5
6
Total 24 1 24

b) Lanza el dado 24 veces y anota los resultados en la tabla. El nimero de veces que sale cada cara
del dado es su frecuencia absoluta. Si dividimos dicho ntimero por el nimero total de lanzamientos
(en este caso 24), obtenemos la frecuencia relativa de ese suceso. Calcula la frecuencia relativa de
obtener 5 y la de obtener 3. ;Cual es mayor?.

¢) El profesor mostrara en la pizarra los resultados de toda la clase. Preparara con ellos una tabla y un
grafico de barras. Compara estos resultados con los vuestros y con la estimacion que habéis hecho.

d) Con el fin de apreciar la ley de estabilidad de las frecuencias relativas y comparar los valores de la
probabilidad asignados segin la regla de Laplace con el correspondiente concepto frecuencial, se
recogeran todos los resultados de los distintos grupos en una hoja de registro como la siguiente:

Suceso observado:
Pareja N° Ne°de Frecuencia| N° de experimentos Frecuencia Frecuencia
experimentos| absoluta acumulados (N) acumulada (A) | relativa (A/N)

e) En un diagrama cartesiano se representaran los puntos (N,A/N), nimero de experimentos
acumulados, frecuencia relativa. A pesar de que la ley de estabilidad de las frecuencias relativas es
valida s6lo cuando n crece indefinidamente, los alumnos podran apreciar una cierta regularidad o
tendencia hacia el valor asignado "a priori", aunque el nimero de experiencias de clase sea limitado.

Media muestral
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3.3. Construccion de dispositivos aleatorios

En esta actividad se proporciona a los alumnos cartulina, tijeras y pegamento para
construir dispositivos aleatorios con resultados equiprobables y no equiprobable. La
finalidad es que los alumnos distingan los casos en que es posible o no es posible aplicar
el principio de indiferencia. Asimismo, les permitira apreciar la utilidad de la estimacion
frecuencial de la probabilidad en aquellos casos en que no puede aplicarse dicho
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principio. En la construccion de estos generadores aparecen conexiones con otros temas,
como poliedros regulares y no regulares, desarrollo de poliedros, sector circular.
Alternativamente estas actividades podrian plantearse en el estudio de los citados temas.

Actividad 3:
Un dado ordinario se puede construir recortando en cartulina el siguiente perfil

Figura 2

1) Construye un dado recortando en cartulina este perfil, pero numera dos caras con el
nimero 5 y ninguna con el 1.

2) Experimenta con este dado. Enumera, para este caso, el conjunto de todos los resultados
posibles. ;Cuales son sus probabilidades?

3) Construye un dado, recortando en cartulina el perfil dibujado. Pega un pequefio peso en la
cara del 1, por ejemplo, un botéon. De este modo hemos construido un dado sesgado.;Qué
consecuencias tiene el hecho de que una cara del dado pese mas que las restantes? En este
caso, obtener un 1, ;es mas, menos o igual de probable que antes? ;Puedes construir un
dado sesgado de tal manera que casi siempre salga el 5?

4) Construye dados sesgados y no sesgados que tengan mas de 6 resultados posibles. En las
figuras  adjuntas presentamos algunos poliedros
regulares. Construye dados sesgados y no sesgados _
con estos poliedros regulares. ;Cudles son los /7 ")
poliedros regulares con los que puedes construir dados i
no sesgados? ;Podrias construir un dado no sesgado
con un poliedro no regular?

Actividad 3:

Construye una ruleta como la que representamos a continuacion. Solo necesitas un trozo de
cartulina, un compas para trazar el contorno circular, un boligrafo como eje de giro y un clip
sujetapapeles parcialmente desenrollado.

a) Da un empujoén al clip y observa en qué zona se para. Si se detiene en la zona rayada
decimos que ha ocurrido el suceso simple R; si se para en la blanca ocurre el suceso simple
B. El conjunto de todos los sucesos elementales es, por tanto:  E ={ R, B}

b) Si tiramos 40 veces, (alrededor de cuantas veces ocurrird R?; ;y B?

¢) Haz este experimento con un compaiiero y completa la tabla siguiente:
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W

Figura 3
Suceso Recuento N° de veces | Frecuencia | N°de veces
obtenidos relativa esperado
R
B
Total 40 1 40
d) Compara tus resultados con los de los otros comparieros.
e) Asigna probabilidades a los sucesos Ry B:  P(R) = ; P(B) =

f) Inventa juegos de azar basados en los resultados de lanzar las ruletas que reproducimos a

continuacion
L i) ﬁ
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3.4. Recursos en Internet

1. ¢Cuales son tus posibilidades?
http://nces.ed.gov/nceskids/probability/dice handler.asp

Permite experimentar el
lanzamiento de dos dados.

Se puede elegir el nimero de
lanzamientos y se representan
los resultados de dos formas
diferentes:

o Mediante una tabla con las
frecuencias de cada uno de
los resultados posibles en
el experimento;

o Con un diagrama de barras
de la suma de los dos
dados (frecuencias
absolutas y porcentajes.

) ; ] ; ] ] Se puede aumentar el nimero
Diel Die2 Rolls Diel Die2 Rolls Diel Die2 Rolls | 4. experimentos y acumular
: ' 1 K 0 KRR 2 |los resultados.
. w . s e : Este experimento permite
e 0 SR 1 o’s b 2 |plantear preguntas de
- e I . - 1 prediccidn sobre cudles sumas
5 . ws - . son mas o menos probables al
" « 3 Ses '« «+ 2 |lanzar los dos dados y
. " 2 L L 0 v "E 0 contrastar estas predicciones
: ) " ’ . con los resultados. También
I R ) o &% 1 |sirve para analizar el “sesgo de
. . v . s . equiprobabilidad” comparando
) 0 "t 0 *t 0 |1as posibilidades de que los
R A B it .' o |dosnumeros sean iguales o
. . - . p— - diferentes.
I e 0 S )
oLl o0 “r -0 100
oel 0 e % 1 18 kel 2
o B3 1 d B2 0 2 f3 q

Este experimento podria primero realizarse en la clase con dados reales. Los nifios
trabajarian por parejas con dados de diferente color (para diferenciar el orden de los
mismos) y anotarian sus resultados en una tabla similar a la anterior. Deberian calcular
el valor de la suma en cada uno de los casos posibles. Con los datos de toda la clase, se
realizaria la grafica en la pizarra para discutir cual o cuales sumas son mas probables.
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2. ¢Es mejor cambiar?
http://matti.usu.edu/nlvm/nav/frames_asid 117 g 1 t 5.html

'3 Virtual Manipulative: Stick or Switch - Microsoft Internet Explorer

|Biecoin [ET it st s 1w ¢n @l Permite experimentar con una
? variante del problema de las tres
parslTeacher Stanterds instuctons puertas que consiste en lo
siguiente:

Hay que adivinar cudl, entre tres
cartas es un Rey. Una vez elegida
una de las cartas, se ensefia una de
las dos restantes (siempre una carta
diferente del Rey).

Stick 4 A
Switch @ v Antes de levantar la carta elegida
N 3 se ofrece la posibilidad de cambiar
T

a la otra carta que todavia no ha
sido descubierta. ;Cual es la mejor

New Game

New Gune|
Dl urk |
__Suish |
_ Emsin |

Deal Cards Aloss!

new game ?

Explanation

your selection

S L Z BN O Bl ot estrategia, cambiar de carta o
esel e, e e .
%Won |0 %Lost 100 conservar la eleccion inicial?

Se trata de pensar antes de comenzar el juego las posibilidades que tenemos y adivinar cul es la
mejor estrategia. Seguidamente se experimenta el juego con la estrategia elegida o bien con las
dos estrategias y se revisa la prediccion inicial si es necesario.

Finalmente se trata de razonar por qué la estrategia en cuestion da una mayor probabilidad y
también el por qué nos engafian nuestras intuiciones sobre la probabilidad.

4. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE: INSTRUMENTOS DE EVALUACION

Uno de los estudios mas completos de evaluacion de la comprension de la idea de

probabilidad en los nifios es el de Green. A continuacion incluimos algunos de sus

itemes que contemplan tres aspectos diferentes:

o El lenguaje de probabilidad: comprension de los términos que usamos para
referirnos al azar y la probabilidad.

. Razonamiento combinatorio: capacidad de enumerar todos los casos en un
experimento aleatorio.

. Razonamiento probabilistico propiamente dicho.

Item 1. Escribe una palabra o frase que signifique lo mismo que:
a) Imposible

b) Posible

c) Igual posibilidad

d) Poca posibilidad

e) Muy probable

Este es un item de lenguaje y el orden de dificultad es el siguiente: a) b) d) e) ¢) para
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los nifios de 11-12 afios. Los porcentajes de acierto varian entre el 80% en la parte a)
y el 50% en la parte c).

Item 2. En una clase de matematicas hay 13 nifos y 16 nifias. Cada nombre de los
alumnos se escribe en un trozo de papel. Todos los trozos se ponen en un sombrero
y el profesor saca uno sin mirar. Sefiala la frase correcta:

a) Es mads probable que el nombre sea de un nifio.

b) Es mas probable que el nombre sea de una nifia.

c) Esigual de probable que el nombre sea de un nifio o de una nifa.

d) No lo se.

Este es un item de razonamiento probabilistico y evalua la comprension de la regla
de Laplace que en este caso no se aplica al ser los sucesos no equiprobables. El
indice de aciertos en los nifios de 11-12 afios es el 63%.

Item 3. Cuando se lanza un dado, ;qué niimero o niimeros son mas dificiles de obtener?
0 son todos iguales?

Este es un item de razonamiento probabilistico y evalia las creencias subjetivas de
que algunos niumeros son mas dificiles de obtener que otros. Aproximadamente el 20%
de los nifios de entre 11-12 afios piensan que al lanzar un dado el cinco es el nimero
mas dificil de obtener.

Item 4. Maria y Esteban juegan a los dados. Maria gana un euro si el dado sale 2, 3, 4,
5 0 6. (Clanto debe ganar Esteban para que el juego sea equitativo.

Este es un item de razonamiento combinatorio y también evalua la comprension de
la idea de juego equitativo. Solo el 45% de los chicos entre 11 y 12 afios sabe resolver el
problema.

Item 5. Se pidi6 a algunos niflos lanzar una moneda 150 veces. Algunos lo hicieron
correctamente. Otros hicieron trampas. Anotaron con la letra C la apariciéon de una cara
y con + una cruz. Estos son los resultados de Daniel y Diana:

Daniel: ctct++cct++cctet+ct+ct+etccct+++ecct++cet+cetetcet+ccteect
ctct+cct++cct++ctc++cect+ct++cct+ct++cctect+ec+++ct++cece++c++
ctct+cct+ct++cc+c+c++cect+eect++c¢c+c++cct++c+++ct+ct++cect++

Diana; +cc+++c++++c+cct+++cct+cct+H++cc+ceet++c+H+++++c+ctctct
+++cccecctcecetctcectceccetccc++cecctetcecccececet+ce+
ccececctt+++cccet++ctcet+ectcectect+++++c+ccttcect+cce
(Hicieron trampas Daniel o Diana? ;Por qué?

Este es un item de razonamiento probabilistico y solo el 30 % de los nifios da la
solucion correcta (Diana). Los resultados no mejoran en los adultos quienes dan
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respuestas parecidas. Se supone que Diana hace trampas porque la serie tiene rachas

largas, sin embargo, esto es lo que suele suceder en una serie de resultados aleatorios.
Es interesante que los nifios, sin embargo, pueden mostrar muchas ideas correctas

sobre probabilidad con este item, por ejemplo:

o Contar las caras y cruces en cada secuencia y comparar con el resultado tedrico 2.

« Argumentar que los resultados aleatorios con impredecibles.

« Argumentar que la secuencia de Daniel es demasiado ordenada para ser aleatoria.

Item 6. La probabilidad de que nazca un varon es 1/2. A lo largo de un afio completo,
habrd mas dias en los cuales al menos el 60% de los nacimientos corresponden a
varones:

a) en un hospital grande (100 nacimientos al dia)

b) en un hospital pequefio (10 nacimientos al dia)

¢) no hay ninguna diferencia.

Este item es de razonamiento probabilistico y evaltia la comprension del efecto que
el tamano de la muestra tiene sobre un experimento aleatorio. Sabemos que la
probabilidad de nacer varon es Y. Este resultado puede variar, pero es mas probable que
varie en una muestra pequena, porque es menos fiable. Por tanto, la respuesta correcta
es la b). De nuevo, tanto nifios como adultos fallan en este item, donde el indice de
aciertos es solo el 20%.

5. TALLER DE DIDACTICA
5.1. Analisis de textos escolares. Diseiio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 2° y 3er ciclo de
primaria (recomendamos buscar los libros que utilizaste personalmente, o bien los de
alglin familiar o amigo).

1. Busca ejemplos y ejercicios relacionados con las ideas de azar y probabilidad
Identifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencialmente conflictivos.

3. Describe los cambios que introducirias en el disefio las lecciones propuestas para los
cursos 5°y 6° de primaria.

5.2. Analisis de items de evaluacion y diseiio de situaciones didacticas
A. Analizar los conceptos matematicos puestos en juego en los items siguientes y estudiar
las posibles interpretaciones erroneas del enunciado asi como las posibles concepciones

que lleven a una respuesta erronea.

B. Disefiar una situacion de aprendizaje que permita concienciar a los alumnos de sus
ideas erroneas respecto a estos problemas.
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Item 1. La probabilidad de que un nifio nazca varén es aproximadamente 1/2.
(Cual de las siguientes secuencias de sexos es mas probable que ocurra en seis
nacimientos?

a) VHHVHV; b) VHHHHYV; c¢) las dos son igual de probables.

Item 2. En dos cajas, etiquetadas como A y B, se introducen las siguientes
cantidades de canicas rojas y azules:

Caja Rojas Azules
A 6 4
B 60 40

(Cual caja da mas probabilidad de obtener una bola azul?

Item 3.
a) Al lanzar dos dados, ;qué es mas probable obtener, 5 en ‘ ‘

uno y 6 en otro, o 6 en ambos dados?

b) Al lanzar una moneda, ;qué es mas probable obtener,

cara en una y cruz en otra, o cara en ambas? ° /
c¢) Al lanzar dos dados, ;qué es mas probable, obtener el

mismo namero en los dos, o diferentes niimeros?

Item 4. Responde si estas de acuerdo con las siguientes afirmaciones y por qué:

a) José procura entrar en clase, cada dia, poniendo primero el pi¢ derecho. Cree que
esto aumenta sus posibilidades de obtener buena nota.

b) Lola rellen6 en cierta ocasion un boleto de loteria con los siguientes niumeros: 1,
7,13, 21, 22, 36, y resulta que gand. Como consecuencia piensa que debe jugar
siempre el mismo grupo de numero, porque de este modo ganara.

¢) Olivia y Juana van a comprar un billete de loteria y s6lo quedan dos numeros: el
123456 y el 378146. Olivia prefiere jugar al primero porque dice que es mas
facil que en un sorteo resulten los nlimeros consecutivos. Juana, por el contrario,
opina que la loteria es algo azaroso y, por tanto, el nimero 378146 tiene mas
posibilidades de salir.

d) Pedro ha participado en una loteria semanal durante los dos ultimos meses.
Hasta ahora no ha ganada nunca, pero decide continuar por la siguiente razon:
“La loteria es un juego basado en la suerte, a veces gano, a veces pierdo. Yo ya
he jugado muchas veces, y nunca he ganado. Por lo tanto, estoy mas seguro que
antes de que ganaré en alguna partida proxima”.

5.3. Analisis de entrevistas a nifios

Considera el juego siguiente:

Te propongo un juego, y tu me dices si es justo o no: Con una baraja, vamos a jugar
con las siguientes reglas: Sacamos una carta. Si sale una carta de oros, tu ganas 1 pts.

v si sale una carta de otro palo distinto, yo gano 1 pts. ;/Es justo?

Analiza la siguiente entrevista a un nifio, indicando si su razonamiento es correcto
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J.M (10 aiios, 11 meses): No, no, porque tu lo tienes mds facil. Si a ti te sale una de
bastos, te la llevas, te sale una de copas, te la llevas, te sale una de cualquier cosa que
no sea oros y te la llevas.

E: Entonces, ;jcomo cambiariamos el premio para que fuese justo?

J.M: Pues, que cada uno se lleve dos palos.

E: Bueno, pero en vez de cambiar las reglas de las cartas, vamos a ¢ ambiar el dinero
del premio.

J.M: Pues, tu te llevas una y yo me llevaria tres.
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Razonamiento algebraico para maestros

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

En los documentos curriculares espafioles (Diseflo Curricular Base y Decreto de
Primaria del MEC) no se hace mencidon a contenidos que puedan sugerir nociones o
actividades propias del inicio del razonamiento pre-algebraico. Esta situacion contrasta
con las propuestas contenidas en los Principios y Estandares 2000 del NCTM.

En las tablas 1 y 2 incluimos las expectativas formuladas por los Principios y
Estandares 2000 sobre el bloque de Algebra para los grados K-2 y para los grados 3-5.
Como se observara no se trata que los estudiantes de estos niveles realicen
manipulaciones de simbolos algebraicos, que con frecuencia es a lo que se reduce el
aprendizaje del 4lgebra en secundaria.

Tabla 1:

Estandares de contenido

En los grados K-2 todos los alumnos deberan,

Comprender patrones, relaciones,
y funciones

- clasificar y ordenar objetos por tamafio, nimero y otras
propiedades;

- reconocer, describir, y continuar patrones tales como
secuencias de sonidos y formas o patrones numéricos
simples, y pasar de una representacion a otra.

Representar y analizar situaciones
matematicas y estructuras usando
simbolos algebraicos

- Ejemplificar principios y propiedades generales de las
operaciones, tales como la conmutatividad, usando nlimeros
especificos.

- usar representaciones concretas, graficas y verbales para
mejorar la comprension de notaciones simbolicas
inventadas y convencionales.

Usar modelos matematicos para
representar y comprender
relaciones cuantitativas

- modelizar situaciones que impliquen la adicion y
sustraccion de nimeros naturales, usando objetos, dibujos,
y simbolos.

Analizar el cambio en diversos
contextos

- describir cambios cuantitativos, tales como el mayor
crecimiento de un alumno;

- describir cambios cuantitativos, tales como que un alumno
crece dos centimetros en un afio.

Estandares de contenido

En los grados 3-5 todos los alumnos deberan,

Comprender patrones, relaciones,
y funciones

- describir, continuar y hacer generalizaciones sobre
patrones geométricos y numeéricos;

-representar y analizar patrones y funciones, usando
palabras, tablas y gréficos.

Representar y analizar situaciones
matematicas y estructuras usando
simbolos algebraicos

- identificar propiedades tales como la commutativa,
asociativa, distributiva y usarlas para calcular con ntimeros
naturales,

- representar la idea de variable como una cantidad
desconocida usando una letra o un simbolo;

- expresar relaciones matematicas usando ecuaciones.

Usar modelos matematicos para
representar y comprender
relaciones cuantitativas

- modelizar situaciones problemas con objetos y usar
representaciones tales como graficos, tablas, y ecuaciones
para extraer conclusiones.

Analizar el cambio en diversos
contextos

- investigar cdmo el cambio en una variable se relaciona
con el cambio en otra;
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- identificar y describir situaciones con tasas de variacion
constante o variable y comparalas.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAIJE.
CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE

El tipo de experiencias que tienen los nifios con la aritmética es importante para la
comprension progresiva del dalgebra, ya que las primeras experiencias con el
razonamiento algebraico se corresponden con la “aritmética generalizada”.

El concepto matematico que hace posible esa generalizacion es el de variable. El
uso de variables, tales como x ¢ y en el enunciado y = 5x + 12, no es mas que una
generalizacion de una relacion aritmética. Expresa la relacion numérica general que un
numero es 5 veces otro numero mas 12. El uso de variables es un indicador clave de que
la actividad matemadtica pasa de ser aritmética a algebraica. La ensefianza de la
aritmética queda incompleta y deficiente si no se le imprime una orientacion hacia la
generalizacion.

2.1. Estadios en la comprension de las variables

En la seccion 4 (parte B) hemos distinguido dos etapas con relacion al uso de los
simbolos matematicos. Esta primera clasificacion se ha matizado y desarrollado en
diferentes investigaciones' que han determinado que los alumnos progresan en su
comprension del uso de letras y el dominio de las variables segin ciertos estadios o
niveles.

Estadio 1: Letra evaluada

El nifio asigna un valor numérico a las letras desde el principio. Si se pregunta al nifio,
"Si 5 +2x =13, ;cudnto vale x?", dird que 4, sin que seguramente haga ninguna
manipulacidn escrita, le bastara un simple calculo mental. Un ejercicio tal como 11 -y =
6 se resuelve simplemente recordando la tabla de sumar, 6 +5 =11.

Estadio 2: Letra ignorada

El nifio ignora la presencia de la letra, o no le da ningln significado. Si se le pregunta el
valor de a + b +2 cuando se sabe que a+b es igual a 27, el nifio puede responder 29 sin
pensar en ningiin momento sobre la a, la b o la suma a+b.

Estadio 3: Letra usada como objeto

La letra es considerada como un objeto concreto. La frase matematica 3m + 7m y la
frase "tres manzanas y siete manzanas" se consideran como equivalentes. La letra m se
ve como la abreviatura del nombre de un objeto particular. Esto ocurre especialmente en
problemas donde se involucran objetos concretos como lapices, mesas, etc., y es
esencial distinguir entre los objetos y las cantidades de los mismos.

Estadio 4: Letra usada como incognita especifica

Los nifios consideran las letras como un niimero desconocido, pero especifico y pueden
operar sobre ¢l directamente. ";Cual es el resultado de afadir 4 a 3n?" La respuesta
esperada, 4+3n, requiere considerar n como incdgnita genuina, pero los nifios en este
estadio pueden dar como solucion 3n y 4, 7n, o 7, en las que los elementos que

' Kuchemann, D. E. (1981). Algebra. In K. M. Hart (Ed.), Children's understanding of mathematics: 11-
16 (pp. 102-119). London: John Murray.
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intervienen son combinados sin tener en cuenta la presencia de la letra.
Estadio 5: Letra usada como un numero generalizado

Una letra se ve como representando varios valores diferentes en lugar de uno solo. Si se
pregunta a los nifios que listen todos los valores de 4 cuando 4 + B = 10 podemos
encontrar que ofrecen uno o varios numeros que cumplen la condicién, pero no
reconocen la necesidad de listar todos los valores.

Estadio 6: Letra usada como variable

La letra se ve como representando un rango de valores no especificados. Si se pregunta,
(qué es mayor 3n o n+3? La letra n tiene que representar en cada caso un conjunto de
valores no especificados y usarse como herramienta para hacer la comparacion
sistematica entre tales conjuntos. Si los niflos prueban con un solo nimero, por ejemplo
4, o con tres o cuatro numeros particulares, decimos que estan considerando la letra
como numero generalizado (estadio 5). Pero si consideran la relacion en términos de
todos los nimeros, aunque pueden usar algunos ejemplos especificos para ayudarse en
la decision, entonces decimos que estan en el estadio 6 y tratan la letra como variable.

2.2. Comprension de las ecuaciones y del signo igual

Las dificultades que tienen los alumnos en el uso de las variables en el contexto de
la resolucion de las ecuaciones provienen de las interpretaciones que hacen de la
igualdad. La caracteristica fundamental de una variable - que puede tomar valores
diferentes pertenecientes a un cierto dominio de sustitucion - difiere de la orientacion
que se desarrolla con las experiencias iniciales en la resolucion de ecuaciones. Para
resolver una ecuacion los nifios manipulan u operan con las variables como si fueran
numeros. Con frecuencia esto se hace antes que logren un nivel apropiado de uso de las
letras que les permita comprender lo que estan haciendo con las variables.

Diversos estudios muestran que las interpretaciones que hacen los nifios del signo =
y de las ecuaciones pueden diferir de las que pretendemos en la ensefianza. Por ejemplo,
los alumnos piensan que el uso principal del signo igual es separar el problema de la
respuesta; la igualdad, 2 + 3 = 5, se interpreta como "2 mas 3 da como resultado 5", no
como la equivalencia entre las expresiones "2+3" y "5". Los alumnos piensan que
cambiando la letra en una ecuacion puede cambiar la solucion; podemos encontrar que
los alumnos dan soluciones diferentes a estas dos ecuaciones: 7X + 3 =28,y 7B + 3 =
38; algunos alumnos pueden argumentar que X es mayor porque esta mas al final del
alfabeto que B.

La mayor parte de los profesores y los libros de texto proponen a los alumnos la
realizacion de ejercicios consistentes en encontrar un nimero que operado con otro dé
un cierto resultado, por ejemplo, 3 + = 5. El espacio en blanco (o la caja que suele
escribirse) se presenta como un unico valor desconocido, y no como una variable, lo que
convertiria la expresion en una funcion proposicional en la que la variable puede tomar
muchos valores diferentes, obteniendo en cada caso una proposicion. El profesor puede
aprovechar este tipo de situaciones para ampliar el significado del signo =y el uso de
las variables. Una ecuacion, como cualquier otra funcion proposicional puede ser
verdadera o falsa, segun el valor que se asigne a la variable correspondiente; ademas es
posible asignar a la variable, no un unico valor, sino multiples. Esto ayudard a los
alumnos a superar su idea de que el signo = es una indicacion de realizar un calculo.
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2.3. Algunas dificultades de aprendizaje

La experiencia de los profesores y los resultados de diversas investigaciones
muestran que el algebra resulta un tema dificil.

En el apartado 2.1 hemos descrito cinco estadios o tipos de usos de las letras que en
cierto modo son previos al dominio de las letras como variables, y que indican
dificultades en su plena comprension. Otras dificultades estan relacionados con el uso
de las notaciones.

El uso de notaciones, tanto en aritmética como en algebra, se basa con frecuencia
en convenios ambiguos, lo que puede explicar las dificultades en el aprendizaje. Se usan
expresiones similares que tienen significados muy diferentes en aritmética y en algebra.
Por ejemplo, 27 y 2x. El 2 de 27 indica el lugar de las decenas y, por tanto, representa
20. Sin embargo, 2x significa que el 2 multiplica a la x. El signo de multiplicar con
frecuencia se omite, y cuando se pone puede confundirse con la letra equis (x).

Puede ocurrir que el alumno no entienda correctamente ninguna de las dos
expresiones: 27 puede ser interpretado sin tener en cuenta las reglas del sistema de
numeracion posicional, y visto como el nombre de una cierta cantidad de unidades; 2x
es otra yuxtaposicion de signos, una "palabra" que significa dos equis, y no como una
multiplicacion. Las cosas se pueden complicar incluso més cuando escribimos, 27x, ya
que hay que tener en cuenta el convenio multiplicativo que relaciona 27 con x, y el
convenio posicional que relaciona el 2 y 7. En el contexto algebraico escribimos ab para
indicar el producto a - b, pero en aritmética 3 - 5 # 35. De igual modo, ab = ba, pero 35
#53;4 + 0,75 =4,75, pero 2x + y # 2xy.

Una de las repercusiones de un estudio poco significatico de las ecuaciones en
secundaria es la generacion de errores en el calculo con fracciones a alumnos que antes
no los tenian. Este tipo de error se manifiesta en muchos de los estudiantes para
maestro, los cuales eliminan denominadores en situaciones en las que no se debe hacer.
Muchos alumnos que resuelven ecuaciones correctamente, pero so6lo tienen un
conocimiento instrumental que les permite resolverlas sin saber porqué se resuelven de
esta manera y no de otra, consideran que en una ecuacion "los denominadores se van".
A pesar de esta falta de comprension estos alumnos pueden resolver la mayoria de
ecuaciones correctamente, lo cual reafirma su conviccion de que "los denominadores se
van". Es frecuente que estos alumnos ante un calculo con fracciones del tipo:

1/2-2/3+4/5=
haga lo siguiente:
15/30 - 20/30 +24/30 =19
y si se le pregunta el motivo por el cual ha eliminado los denominadores conteste: "los
denominadores se van". Este fendmeno se puede observar incluso en alumnos que antes
de empezar a estudiar las ecuaciones no cometian este tipo de error al efectuar
operaciones con fracciones

3. SITUACIONES Y RECURSOS

En esta seccion incluimos una coleccion de tipos de situaciones utilizables en
primaria para el desarrollo del razonamiento pre-algebraico clasificadas en cuatro
categorias:

- Comprension de patrones, relaciones y funciones.

- Representacion y analisis de situaciones matemadticas y estructuras usando
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simbolos algebraicos.

- Uso de modelos matematicos para representar y comprender relaciones
cuantitativas.

- Analisis del cambio en contextos diversos.

3.1. Comprension de patrones, relaciones y funciones

Un contexto adecuado para iniciar a los alumnos desde preescolar en el
razonamiento algebraico y funcional es proporcionarles secuencias de figuras u objetos
que siguen un cierto orden o regularidad (seriaciones, cenefas, etc.).

La actividad consiste en identificar el modelo o patron que sigue la secuencia,
describirla introduciendo simbolos y hacer predicciones sobre el tipo de objeto o figura
que ocupard un lugar dado de la secuencia.

Los alumnos pueden trabajar bien individualmente o en grupos extendiendo
patrones construidos con materiales simples como botones, bloques logicos, cubos
encajables, palillos, formas geométricas, etc. El nucleo o unidad de un patréon de
repeticion es la cadena mas corta de elementos que se repiten.

Situaciones

1.Emparejamiento de numeros con una secuencia de figuras
NOMNONON 2
1 2 3 4 s 8 77

- (Cudl es la segunda figura?; Para continuar el mismo patron, ;qué figura vendra a
continuacion? ;Qué observas en los niimeros que estan debajo de los triangulos? ;Qué figura
correspondera al nimero 14?

2. Coste de cantidades de un articulo

Numero de globos 1 2 3 4 5 6 7
Coste de los globos en cents. |20 40 60 80 ? ? ?

- ;Cuanto costaran 7 globos?

3. Patrones en tablas numéricas

- Si cuentas de 3 en 3 en una tabla-100, comenzando en 24, y marcas los nimeros que vas
obteniendo. ;qué numero marcaras después de 3 saltos? ;Y si comienzas en el 45?

- Si comienzas a contar en el 6 de 3 en 3, ;marcarias el nimero 87?

11
21
31
41
51
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61 |62 |63 |64 |65 [66 |67 |68 |69 |70
71 72073 |74 [75176 |77 [18179 |80
81 |82 |83 [84 85 |86 |87 |88 |89 |90
91192 {93 194 |95 {96 |97 |98 |99 | 10

0
- En la tabla-100, tomamos un cuadrado formado por cuatro numeros, por ejemplo, 45
Observamos que 4 + 15 =5 + 14. ;Es valida esta propiedad para todos los cuadrados 14115

2 x 2 de la tabla. Enunciarla y justificarla.

- ¢ Es cierta esta propiedad para las tablas de sumar y de multiplicar?

4. Crecimiento de cuadrados

D *» L] » * - L] *~ E * . -
» L - * - - - * L] - & * L * - * L] L) E - L] 2 L]
1 1+3=4 1+3+5=9 14+3+5+7=16  1+3+5+7+49=25

- Describe el patrén que se muestra en la figura mediante lenguaje matematico. ;Qué ocurrira si
la serie se continia? (Como se puede expresar el tamafio del cuadrado final si la serie se
continua n veces?

5. Area total de las torres

- (Cual es el area total de cada torre de cubos (incluyendo la base)? ;Cual es el area total de una
torre con 5 cubos? ;Como cambia el area a medida que la torre se hace mas alta? ;Cuantos
cubos habra en Ia torre si el area es 242 unidades cuadradas?

6. ;Qué compariiia telefonica es preferible?

Telefonica ofrece un servicio de moviles con un coste fijo de 20 euros al mes mas 0.10 euros
por minuto de llamada. Amena no carga cuota fija mensual pero carga 0.45 euros por minuto.
Ambas compaiiias facturan exactamente el tiempo usado en segundos, sin redondear al minuto
mas proximo. ;Qué compaiia es preferible segun el tiempo previsto de llamadas mensuales?

(Se sugiere preparar una tabla y un grafico)
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Ejercicio de analisis didactico

1. Identificar las variables didacticas de las situaciones descritas y los valores criticos de las
mismas (aquellos que inducen cambios significativos en los conocimientos requeridos para su
resolucion). {Qué técnicas de solucion pueden aplicar los alumnos?

3.2. Representacion y analisis de situaciones matematicas y estructuras usando
simbolos algebraicos

Una manera razonable de hacer que los alumnos comiencen a usar variables como
incognitas y a resolver ecuaciones es a partir de las situaciones siguientes:

Situaciones

7. Leer el enunciado de un problema verbal, pero omitir la pregunta. La tarea consiste en
escribir una ecuacion que signifique lo mismo.

Por ejemplo, "Hay 3 cajas llenas de lapices y 5 lapices mas. En total hay 41 lapices se puede
escribir en la forma: (3 - +5=41).

La actividad se puede invertir dando una ecuacion con una incognita y pedir a los alumnos que
inventen una historia que se ajuste a la ecuacion.

8. Pedir a los alumnos que hagan la siguiente secuencia de operaciones
- Escribe un nimero
- Sumale el nimero que le sigue
- Suma 9 al resultado anterior
- Divide por 2
- Resta el primer numero

Mostrar que siempre se puede "adivinar" el resultado final. Pedir que expliquen el
resultado usando una variable para el nimero inicial.

9. Escribir un niimero entre 1 y 9, multiplicarlo por 5, sumarle 3, multiplicarlo por 2, sumarle
otro numero entre 1 y 9, restar 6. Preguntar a los alumnos qué se obtiene y por qué.

10. Escribir un numero, multiplicarlo por 6, sumar 12, dividir por 2 el resultado anterior, restar
6, dividir por 3. Preguntar a los alumnos qué se obtiene y por qué.

11. El profesor escribe en la pizarra las siguientes instrucciones:
1) Escribe un nimero cualquiera en un folio
2) Suma ocho a ese nimero
3) Duplica la suma obtenida

4) Réstale 6
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5) Divide por dos
6) Resta al resultado anterior el numero elegido en el paso 1)

El profesor dice que es capaz de adivinar el resultado final para cualquier nimero que se
escriba en el paso 1). Efectivamente, los alumnos practican el juego y el profesor siempre
acierta.

(Cual es el resultado que se obtiene después de hacer los pasos 1) a 6)? ;Como lo has
descubierto?

12. Escribe tres numeros consecutivos, eleva al cuadrado el nimero de en medio, y resta del
cuadrado el producto de los otros dos niimeros. Compara el resultado que se obtiene para
distintas ternas de numeros consecutivos. ;Se obtiene siempre el mismo resultado para cualquier
terna de numeros consecutivos? Justifica esta propiedad usando un razonamiento algebraico.

13. La caja de bombones y caramelos

Una compaiiia empaqueta cajas de bombones intercalando un caramelo por cada cuatro
bombones, segin se muestra en la figura. Los circulos representan los bombones y los
cuadrados los caramelos. Las dimensiones de la caja se indican mediante el nimero de
columnas y de filas de bombones que hay en cada caja. Desarrolla un método para encontrar el
numero de caramelos en cualquier caja si se conocen sus dimensiones. Explica y justifica el
método usando palabras, diagramas o expresiones con letras.

3x5

2x2

Ejercicio de analisis didactico

2. Identificar las variables didacticas de las situaciones descritas y los valores criticos de las
mismas (aquellos que inducen cambios significativos en los conocimientos requeridos para su
resolucion). {Qué técnicas de solucion pueden aplicar los alumnos?

3.3. Uso de modelos matemaiticos para representar y comprender relaciones
cuantitativas

La igualdad como equivalencia

En la expresion 44 + 5 = 4 - B, el signo igual significa que el valor numérico de la
expresion de la izquierda es el mismo que el de la derecha (en el contexto de la medida
de cantidades, que ambos miembros expresan la misma cantidad). Para comprender las
expresiones algebraicas de esta manera los alumnos deben interpretar las expresiones
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aritméticas tales como 4 + 5 o 598 como valores numéricos, no como operaciones
pendientes de realizar. Los alumnos interpretan el signo = como un operador, como si
fuera la tecla = de una calculadora, lo que dificulta pensar en 5 + 2 como una manera
alternativa de escribir 7. Las siguientes actividades pueden facilitar la comprension de la
igualdad como equivalencia:

Situaciones

14. Encuentra diferentes maneras de expresar un nimero particular, por ejemplo 10. Dar
algunos ejemplos: 5+ 5, o 14 -4. Sugiere el uso de dos 0 mas operaciones diferentes. ";Cuantas
maneras diferentes existen de expresar el 8 usando nimeros menores que 10 y tres
operaciones?"

15. El modelo de la balanza.

Si en una balanza de dos platillos ponemos objetos cuyos pesos tengan como medidas
numéricas los resultados de las operaciones aritméticas: (3 - 4) + 2 y 2 - 7, respectivamente, la
balanza quedaria en equilibrio. En cambio, (3 - 9) + 5 <6 - §, la balanza se inclinara al lado en
que se ponga el peso cuya medida sea (3 - 9) + 5. ;Para qué valores de  y A estara la balanza
en equilibrio si en un platillo ponemos pesos cuyas medidas responden a la expresion, 3 - + A
y en el otro a la expresion 2 -A - 4?

16. Puente con dos apoyos’

Queremos construir la maqueta de un acueducto con barras de madera de 5 cm para las vigas y
de 2 cm para los soportes, segiin se muestra en el dibujo, para el caso de dos arcadas.

amarillo amairillo
r r r r
o o o o
J | J |
o o] o o]

1) Completa la tabla siguiente

3 arcos |4 arcos | 5 arcos | 15 arcos |21 arcos

(Cuantas barras amarillas necesitamos?
(Cuantas barras rojas necesitamos?
(Qué longitud tendra el acueducto?

2) Si se conoce el nimero de arcos, ;qué regla podemos aplicar para calcular a) el nimero de
barras, y b) la longitud del acueducto?.

* Baroody, A. y Coslick, R. T. (1998). Fostering children's mathematical power. An investigative
approach to K-8 mathematics instruction. London: Lawrence Erbaum Ass.
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3) (Cual es el numero total de barras que se necesitan para construir un acueducto con 100
arcos? ;Cual es la longitud del acueducto? Explica la respuesta.

Ejercicio de analisis didactico

3. Identificar las variables didacticas de las situaciones descritas y los valores criticos de las
mismas (aquellos que inducen cambios significativos en los conocimientos requeridos para su
resolucion). {Qué técnicas de solucion pueden aplicar los alumnos?

3.4. Analisis del cambio en contextos diversos

Siempre que los alumnos preparan tablas con los valores correspondientes a
cantidades de dos magnitudes relacionadas ponen en juego la idea de variacion
conjunta: un valor cambia con relacion a otro. Se trata de ejemplos de funciones, reglas
que determinan la manera en que dos variables se relacionan.

Incluso en preescolar los nifios pueden preparar graficas o tablas mostrando, por
ejemplo, el nimero de manos para distintos nimeros de nifios. Para 2 nifios 4 manos, 3
nifios 6 manos, etc. En el ciclo superior los alumnos pueden relacionar el nimero de
articulos comprados y el coste de los mismos. En las actividades de medicioén se pueden
hacer tablas y graficos que relacionan las medidas de las longitudes de los bordes de
objetos circulares con los diametros, o el volumen o el area y la base del cilindro.

Situaciones

17. Crecimiento de una planta
En la tabla adjunta se muestra la altura de una planta (en cm) a medida que se incrementan los
dias desde que se plant6. ;Como ha sido el crecimiento de la planta?

Dias | Altura | Cambio Altura (1%”")
0 0
2 0 0 9 Fap? l
4 0 0 8
6 |1 1 , ¢
8 2 1
10 |4 2 6 *
12 6 2 5
14 75 |15 4 .
16 8.5 1 3
18 8.5 0
20 |9 0.5 2 *
' !
0 —8—&
0 2 4 B B 10 12 14 16 18 20 2¢ 24
Tiempo (dias)

Ejercicio de analisis didactico

4. Identificar las variables didacticas de las situaciones descritas y los valores criticos de las
mismas (aquellos que inducen cambios significativos en los conocimientos requeridos para su
resolucion). {Qué técnicas de solucion pueden aplicar los alumnos?
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4. RECURSOS EN INTERNET

Creacion, descripcion y analisis de patrones para reconocer relaciones y hacer
predicciones.

Este recurso interactivo, disponible en el siguiente sitio web de los Estandares 2000 del
NCTM,

http://standards.nctm.org/document/eexamples/chap4/4.1/index.htm#applet

permite al profesor de primaria proponer la construccidon de patrones en forma de frisos
y recubrimientos del plano mediante secuencias de teselas cuadradas de distintos
colores.

- | _!|= [P+ |
S
L

N

Toeed S

El objetivo es que los alumnos analicen relaciones y hagan predicciones. Este micro-
programa interactivo tiene tres partes. En la primera, “Construccion de patrones”, el
usuario puede generar recubrimientos de una cuadricula 10x10 con teselas rectangulares
formadas por cuadrados de hasta cinco colores diferentes, pudiendo combinar los
colores a voluntad. Se trata de prever la secuencia que se va formando y comprobarla.
En la segunda parte, "descripcion de patrones", se presentan secuencias de cubos
encajables con el fin de que los alumnos describan la regla que sigue la secuencia.

Se pueden proponer también patrones crecientes.

) T

En la tercera parte, "Ampliacion de la comprension de patrones", propone analizar
patrones formados por teselas unitarias construidas a partir de otras piezas mas simples.
Se comienza a relacionar dos patrones mediante una relacion funcional.

453



http://standards.nctm.org/document/eexamples/chap4/4.1/index.htm

Juan D. Godino y Viceng Font

il e i [

Se pueden plantear tres tipos de cuestiones:

e ;Cuantos cuadrados hay en tu patron unidad?

e ;Cuantas veces puedes repetir el patrén unidad en una fila?

e ;Cabe exactamente el patron en una fila?

e ;Qué ocurre si anadimos (o quitamos) al patrén una unidad mas?

La actividad permite a los alumnos explorar la divisibilidad de 10 por 2, 3, 4 y 5. El
micro-programa interactivo proporciona un entorno que facilita la construccion de
patrones repetitivos y reflexionar sobre la idea de una unidad que se repite.

El trabajo con patrones construidos mediante secuencias de figuras geométricas también
se puede hacer con material manipulativo, usando piezas de forma poligonales como se
muestra en la figura:

La idea de funcion se puede poner en juego asociando a las secuencias de figuras la
serie de numeros naturales:

DO OO

Se pueden plantear cuestiones que inducen a los alumnos a buscar relaciones: ;Qué
figura sigue después del 2? Si queremos continuar la serie, /qué figura ird después?
(Puedes prever la figura que ird con el 127

Ejercicios de analisis didactico

5. Da un ejemplo de cada uno de los tres usos diferentes de variables. Para cada uso, describe al
menos una actividad que promueva la comprension por los estudiantes de dicho uso.

6. Describe como se puede desarrollar el concepto de funcion mediante el uso de patrones de
crecimiento, situaciones del mundo real, y experimentos. Indica como se pueden utilizar
diversas representaciones en cada método.

5. TALLER DE DIDACTICA
5.1. Entrevistas a niios

Disefia una situacion en la que los alumnos tengan que encontrar primero invariantes y
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después simbolizarlos. Prepara y realiza entrevistas a una muestra de alumnos de
distintas edades para comprobar la progresion en el aprendizaje del uso de letras en
tareas matematicas.

5.2. Analisis de textos escolares y recursos

1. Analiza el tratamiento de los patrones en un libro de texto de uno de los ciclos de
primaria. ;Consideras que las actividades incluidas estimulan el desarrollo del
pensamiento algebraico? ;Como? En caso negativo, ;cémo se podrian modificar las
actividades para dicho fin?

2. En Internet hemos encontrado un micro-programa interactivo que se propone como
recurso para el aprendizaje del significado de la igualdad como equivalencia, basado en
el equilibrio de la balanza de platillos. Uno de los modulos simula la colocacion de
figuras con distintas formas y colores que pueden colocarse en ambos platillos (ver
figura a continuacion). En la pantalla que reproducimos, se ve que dos figuras rojas
puestas en el lado izquierdo se equilibran con una triangular en el derecho; un circulo
azul y un cuadrado rojo se equilibran con un triangulo rosa.

Como sabemos la balanza es un dispositivo que se usa para medir cantidades de peso,
por lo que aqui se hace un uso atipico de este dispositivo. Estudia los posibles conflictos
cognitivos que puede inducir el uso de este recurso y la forma de resolverlos.

Balanza con formas

Clear T able |

Count [tems Reszet Balance Mew Froblem
Left Side Right Side
[ L
[ [ ] L
L ] ] kd

@] v

g =S

LMo W

HCTH |

3. Otro médulo del micro-programa anterior disponible en Internet utiliza el modelo de
la balanza como recurso didactico para introducir la nocién de variable y la igualdad,
entendida como equivalencia de dos expresiones algebraicas con una variable evaluada
para distintos valores de dicha variable.
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I X= I-'r-0 Seset Balanci

Balanza con expresiones algebraicas

En este caso los "pesos" que se colocan en cada platillo son, o nlimeros reales, o dos
expresiones algebraicas que son evaluadas para valores de x dentro de un cierto
intervalo. En la figura se indica que 7 - x = x - 7, para x = 7. Simultdneamente el micro-
programa muestra la grafica cartesiana de las rectas de ecuacion y =7 - x; y =x - 7.
Ambeas rectas se cortan en el eje de abscisas para x = 7.

e ;Qué interpretacion hay que atribuir a los nlimeros y expresiones que se ponen en
cada platillo para que tenga sentido el uso de la balanza?

e Piensas que este recurso puede ser usado como herramienta de exploracion
personal del alumno? ;Qué tipo de explicaciones consideras necesarias por parte del
profesor para que el alumno entienda el funcionamiento del dispositivo?

e ;Qué conocimientos matematicos se ponen en juego?
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