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RESUMEN

La formaciéon de maestros de escuela elemental es un campo de investigacion activa. Los
educadores de los maestros en formacién enfrentan un reto constante para mejorar la
comprension limitada que los futuros maestros tienen acerca de las matematicas y de la
ensefianza de las mismas. El conocimiento y creencias que manifiestan los futuros maestros
suelen ser instrumentales, enmarcadas en un modelo de ensefianza que enfatiza la clase
magistral, el uso de férmulas, de respuestas correctas, y cierta tendencia a valorar “el que

ensefar” sobre “el cobmo ensenar”.

La investigacién que se presenta en esta memoria de tesis doctoral informa sobre un proceso de

formacion realizado con futuros maestros de magisterio en su segundo afo de carrera.

El objetivo general de la investigacion es la evaluacion y desarrollo de competencias de analisis
didactico de tareas sobre razonamiento algebraico elemental. Asi mismo se indaga sobre las
concepciones sobre el razonamiento algebraico elemental manifestadas por maestros en

formacion en la especialidad de maestro de primaria, en tanto que disefian una unidad didactica.

Los maestros en formacion debian identificar y analizar tareas matematicas que se encuentran
en libros de texto para primaria. Las tareas identificadas y analizadas mediante el uso de una
herramienta de analisis didactico, disefiada a partir de las propuestas teéricas del enfoque Onto-

semiético, se imbrican en la elaboracién de una Unidad Didactica por parte de los estudiantes.

Fue en el contexto especifico de la elaboracién de la Unidad Didactica que se adelant6 la
investigacion que se informa en este informe de tesis doctoral. A los grupos de estudiantes que
escogieron voluntariamente trabajar el tema de Razonamiento Algebraico Elemental, se les
ofrecié asesoria para la elaboracién de sus Unidades Didacticas, fue asi como estos grupos
participaron en un proceso de estudio en donde el autor de este informe participd en un doble rol

de observador y participante.

Se trat6 de caracterizar las competencias de analisis didactico de los maestros en formacion, sus
creencias en relacién con la inclusion del razonamiento algebraico elemental en el curriculo de
la escuela primaria asi como el tipo de tareas y elementos propios de razonamiento algebraico

elemental identificados y discutidos por los maestros en sus Unidades Did4cticas.

Este trabajo de investigacion contribuye en varias direcciones: La primera refiere a la

exploracién, en un contexto real de formacién de futuros maestros, de una propuesta de analisis
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didactico. La segunda refiere a la identificacion de tareas mateméticas que los maestros en
formacion proponen para promover el razonamiento algebraico elemental en nifios de escuela
elemental, y la tercera, a la identificacibn de algunas creencias que los futuros maestros
manifiestan en relacién tanto de la inclusién del razonamiento algebraico elemental como de su

promocién.
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ABSTRACT

Elementary prospective teacher training is a very active research field. Preservice teacher
educators face a constant challenge to improve the limited understanding that prospective

teachers hold on mathematics and its teaching.

The preservice elementary teachers’ s knowledge and attitudes to mathematics are generally
instrumental, and in line with a teaching model that stresses the teachers’ teaching role, focused
on formulas, correct answers, and that put some emphasis in “what to teach” instead in “how to
teach”. The research carry out on this report informs on an education process conducted with

prospective elementary teachers on their second training year.

The main research objective is the study of didactic competencies as well as the beliefs on
elementary algebraic reasoning manifested by preservice teachers while they design a didactic
unit. Preservice teachers should identify mathematic tasks found on primary text books to foster
algebraic thinking in pupils. The tasks then should be analyzed using a tool devised on theoretic
features provided by the Onto-semiotic approach. The tasks are entwined on the design of the

didactic unit.

It was on the context of the design of the didactic unit that the preservice teachers choose the
topic on algebraic reasoning to be implemented with sixth graders. It is worth mentioning that
neither the content knowledge of algebra nor its didactics was studied in the Mathematics
Curriculum in Primary Education coursg total of seven teams, four students each, chtmse

work the didactic unit on algebraic reasoning, and to design their didactic units under the
author’s counsel. Preservice teachers were given an elementary algebraic reasoning proposal at

the beginning of the counselling process.

We focus on the characterization of preservice teachers’ didactic analysis competences, as well
on their beliefs regarding the inclusion of elementary algebraic reasoning in the curriculum of

primary school.

The submitted thesis is a contribution to three research lines: The first in instructional design,
specifically on the didactic analysis as a tool for the prospective teacher to identify and to foster
elementary algebraic reasoning. The second refers to the identification of some categories of
mathematic tasks that, according to preservice teachers can foster elementary algebraic
reasoning on pupils; and finally, the identification of some beliefs regarding both the inclusion

of elementary algebraic reasoning and its fostering.
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CAPITULO 1
EL PROBLEMA DE INVESTIGACION:
CONTEXTUALIZACION, OBJETIVOS Y
PREGUNTAS DE INVESTIGACION

1.1 Introduccion

El disefio instruccional es una actividad cotidiana para el maestro, en la cual se involucran
diversos aspectos tales como los epistémicos (contenidos), los cognitivos, los didacticos, y de
manera genérica, el conocimiento pedagoégico del contenido. El proceso de disefio instruccional
requiere que el maestro defina el tema, determine la audiencia, adapte la instruccion al
desarrollo cognitivo de los nifios, proponga y desarrolle los objetivos, las estrategias de

evaluacion, de valoracion y revision del proceso.

John Dewey (1928) llamé la atencion sobre el desarrollo de una “ciencia que vinculara” las
teorias del aprendizaje y la practica educativa. Reigeluth (2000) define el disefio instruccional
como “un cuerpo de conocimiento que dictamina acciones instruccionales para optimizar los
resultados instruccionales deseados, tales como el desempefio y el afecto”, (p. 5). Para Andrews
y Goodson (1980, p. 5)d formulacion de una estrategia instruccional que se adecue al tema

de estudio y a los requerimientos de los individuos es una parte integral de la mayoria de los

modelos instruccionalés

El disefio instruccional es una actividad que es motivo de atencién en las escuelas de educacion
y en los programas de formacion de maestros. Existen diversos procedimientos que orientan el
disefio instruccional, tales como el planteamiento de objetivos o de lineamientos curriculares.
En algunos estudios se proponen herramientas tipo “scaffolding” (apoyo o andamiaje) que
respaldan la reflexiébn durante el disefio instruccional; algunos investigadores reportan que la
escritura de portafolios puede ayudar en el proceso de reflexién requerido para disefiar con
arreglo a objetivos (Andrusyszyn y Daive, 1997); otros sugieren que preguntas bien disefiadas y
provocativas y la propuesta de disefio de actividades para que los maestros identifiqguen
conceptos pueden servir para motivar tanto el disefio instruccional como la reflexion en los
maestros (Barrow, 1998; Griffith y Frieden, 2000; Kinchin y Hay, 2000).



CAPITULO 1. El Problema de Investigacion: Contextualizacion, Objetivos y Preguntas de
Investigacién

En la Facultad de Ciencias de la Educacion de la Universidad de Granada, especificamente en
los cursos de formacién en didactica de las mateméticas, se suele pedir a los estudiantes que
disefien unidades didacticas para ser ensefiadas (potencialmente) a los nifios. Esta actividad se
justifica desde dos frentes: El primero es que el disefio instruccional es una competencia que
debe ser desarrollada por los maestros, en tanto que formara parte cotidiana de su desempefio
profesional; el segundo es que el disefio instruccional sobre un tema especifico suele ser

valorado en las oposiciones al cuerpo de maestros.

Algunos autores reconocen que si bien el disefio instruccional es una propuesta potencial, cuya
adecuacién y pertinencia se determina en el aula de clase (Rimm-Kaufman y Sawyer, 2004)
también es cierto que los maestros en formacion deben experimentar de primera mano los

detalles y peculiaridades del disefio instruccional.

Este trabajo se ocupa del Andlisis Didactico, que se define como un proceso que comprende

cuatro niveles de los cinco considerados por Font, Planas y Godino (2010, p. 3):

Nivel 1. Identificacion de practicas matematicas.
Nivel 2. Identificacion de objetos y procesos matematicos.
Nivel 3. Descripcion de interacciones en torno a conflictos.

Nivel 4. Valoracion de la posible didactica del proceso de instruccion.

El segundo nivel se ha modificado, y se ocuparad ahora de la “Identificacion de objetos y
significados matematicos”, igualmente se ha modificado el cuarto nivel, para adecuarlo a la
poblacién de maestros en formacién y el quinto nivel: Identificacion de normas, no se considera

en este trabajo.

En el tercer capitulo de este informe se discute esta aproximacion al analisis didactico y se
justifica su pertinencia desde el marco teérico de referencia. Asi nuestro enfoque del Andlisis

Didactico considera los siguientes cuatro niveles:

Nivel 1. Identificacion de practicas mateméaticas
Nivel 2. Identificacion de objetos y significados matematicos
Nivel 3. Descripcion de interacciones en torno a conflictos

Nivel 4.Valoracion de la idoneidad didactica del proceso de instruccion.

La literatura sugiere que la reflexion realizada con arreglo al disefio de una leccion es un
elemento importante en los procesos formativos de maestros y que varios elementos en la

planeacién de una unidad tematica pueden ayudar a los maestros a desarrollar una actitud critica
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frente a la instruccion (Andrusyszyn y Daive, 1997; Lin, X; Hmelo, C; Kinzer, C y
Secules, T, 1999; Griffith y Frieden, 2000).

1.2 El Problema de Investigacion

En este trabajo de investigacion indagaremos sobre las compéteiecasalisis didactico de

un grupo de maestros en formacion, cuando realizan el disefio de una unidad didactica en un
tema matematico especifico. Adicionalmente se indagard sobre la pertinencia de una
herramienta que se ha disefiado para ayudar a identificar objetos y significados matematicos
puestos en juego durante la resolucion de tareas matematicas. El tema matematico sobre el que
se propuso diseflar la unidad didactica fue el de razonamiento algebraico elemental,
especificamente el razonamiento algebraico elemental para el sexto grado de escuela elemental
(11-13 afios).

Es asi como en este trabajo indagaremos sobre las competencias de andlisis didactico de un
grupo de maestros en formacion, cuando disefian una unidad didactica sobre el razonamiento
algebraico elemental para el sexto grado de educacion primaria. La literatura sugiere que la
reflexién realizada con arreglo al disefio de una leccidon es un elemento importante en los
procesos formativos de maestros y que varios elementos en el disefio instruccional pueden
ayudar a los estudiantes a desarrollar una actitud critica frente a la instruccion (Andrusyszyn y
Daive, 1997; Lin et al., 1999; Griffith y Frieden, 2000).

1.3 Origen y Motivacion de la Investigacion

En diversos trabajos investigativos adelantados por autores tales como Carpenter y Levi (1999),
Kaput (2000), Van Ameron (2002), el ICMI Study (2001); Kieran (1991) se pone de manifiesto

las dificultades relacionadas con el aprendizaje y ensefianza del &lgebra en la escuela.

Kaput (2000) y Davis (1985), entre otros, propusieron la inclusién del razonamiento algebraico
elemental en el curriculo de la escuela elemental como una via para evitar que el algebra se
constituya en un factor de exclusion escolar. Sin embargo, la inclusion curricular del algebra se

enfrenta con algunas dificultades, entre ellas la formacién de los maestros.

En el contexto investigativo del razonamiento algebraico elemental hay dos preguntas que se
formulan (Carraher y Schliemann, 2007; p. 675): ¢Pueden los escolares realmente tratar con el

algebra?, y ¢Pueden los maestros de primaria ensefiar algebra? Los resultados de investigacion

! En la seccién 3.2.2 del tercer capitulo se dara una aproximacion al concepto de competencia tal como lo
usaremos en este trabajo.
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informan que los nifios ciertamente pueden resolver tareas que tradicionalmente se han
considerado propias del algebra (Carpenter, Frankle y Levi, 2003); sin embargo los resultados
de las investigaciones advierten que los maestros no estan igualmente preparados para reconocer
y promover el razonamiento algebraico expresado por los escolares. Por tanto, la investigacion
acerca de la formacién de profesores que promueva el pensamiento algebraico es tema de
interés Borko, Frykholm, Pittman, Eiteljorg, Nelson, Jacobs, Koellner-Clark, vy
Schneider, (2005).

Es asi como nos interesamos en explorar una variacion de la segunda pregunta en el contexto de
la formacion de maestros de escuela primaria, y en consecuencia nos planteamos algunas
cuestiones en relacién con los maestros en fornfagiéhrazonamiento algebraico elemental,

en tanto que no muy a menudo ni la comprension de los estudiantes en formacion ni sus

competencias de andlisis didactico es motivo de indagacién (Ball, 1990).

En tanto que la investigacibn motivo de esta memoria doctoral considera varios campos

imbricados, en lo que sigue se indicaran las preguntas que se plantean en cada uno de ellos.

En lo que sigue se hard una introduccion general de algunos de los elementos que se han
considerado en la indagacion; las preguntas y los objetivos. Posteriormente se indicara la
estructura del trabajo de investigacion y cémo los capitulos, incluidos en esta memoria,

informan sobre los elementos considerados, del proceso investigativo y de los hallazgos.

1.4 El Tema Matematico: Algebra en la Escuela
Primaria

La ensefianza y el aprendizaje del algebra ha dado origen a muchas investigaciones en didactica
de las matematicas; la mayoria de tales investigaciones han mostrado las dificultades de los
alumnos en temas diversos, tales como: El signo igual, problemas de palabras, solucion de

ecuaciones lineales, equivalencia de expresiones algebraicas, modelacion; entre otros.

Otras investigaciones han resaltado las dificultades de los maestros para abordar la solucién de
tareas algebraicas asi como para promover la ensefianza del algebra y para remediar las
dificultades de aprendizaje por parte de los alumnos. Se considera que para que los maestros en
formacion puedan reconocer y promover el razonamiento algebraico elemental en sus alumnos

es necesario que ellos mismos desarrollen “conciencia” de cémo algunas préacticas aritméticas

2 En este contexto entenderemos como “maestros en formacion” a los estudiantes inscritos en la
especialidad de maestro de primaria. Usaremos los términos “futuros maestros”, “profesores” y
“estudiantes” en acepciones equivalentes. Los nifios de escuela elemental seran referidos como nifios,
escolares o alumnos.
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pueden ser concebidas como practicas algebraicas y ellos mismos reconozcan el entramado de
significados matematicos de caracter aritmético y algebraico presentes en tareas matematicas en

la escuela primaria.

La transformacion de las competencias did4cticas, por parte de los maestros, que favorezca
ampliar sus concepciones acerca de lo que es el algebra en la escuela primaria para que puedan
reconocer y promover el razonamiento algebraico que sus alumnos manifiesten, ademéas de
transformar las practicas aritméticas en la escuela elemental podria servir para tender un puente

entre las practicas aritméticas y las practicas algebraicas presentes en la escuela secundaria.

Una vision sobre la investigacion en el tema del razonamiento algebraico elemental, los nifios

y los maestros en formacién se plantea en el segundo capitulo.

1.5Un Instrumento de Apoyo del Analisis Didactico

Para Blanton y Kaput (2005)ta' mayoria de los profesores de escuela elemental tienen poca
experiencia con los aspectos ricos y conexos del razonamiento algebraico elerhegntal...
agregan *..debemos proveer formas apropiadas de apoyo profesional que produzca cambio en
las practicas curriculares (p. 414). Por tanto se ha considerado pertinente proveer a los
maestros en formacion con una herramienta que favorezca el reconocimiento de los
conocimientos matematicos, sus relaciones y su adecuacion para la ensefianza, en el contexto

del disefio de una unidad didactica.

El Enfogque Onto-Semidtico (EOS) de la Cognicién e Instruccion Matematica (Godino,
Batanero y Font, 2007) ha introducido la nocién de configuracion de objetos y significados
como un recurso para describir los conocimientos matematicos puestos en juego en la

resolucién de una tarea matematica.

La nocion se concreta en una herramienta denominada Guia de Reconocimiento de Objetos y
Significados (GROS) que comprende la identificaciéon de los tipos de objetos o entidades
primarias referidas, puestas en juego en la solucion de la tarea agrupadas en los siguientes tipos:
Elementos linguisticos (términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones
gréficas), conceptos (entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicion),
procedimientos (técnicas, operaciones, algoritmos), propiedades (enunciados para las cuales se
requiere una justificacién o prueba) y argumentos (justificaciones, demostraciones, o pruebas de
las proposiciones usadas). Asi mismo, para cada una de estas entidades se identifican posibles
conflictos de significado que podrian surgir durante la actividad de resolucién de la tarea por

parte de los nifios.
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Esta herramienta vincula la competencia referida al disefio de un proceso de estudio didactico-
matematico, en tanto que requiere la seleccion y resolucion de tareas matematicas con fines
didacticos, con la competencia referida al uso y reconocimiento de objetos y significados
matematicos para la identificacion de conflictos potenciales en el desarrollo del razonamiento
algebraico elemental (RAE). En Godino, Rivas, Castro y Konic (2008) se ilustra el uso
potencial de la herramienta. La herramienta y el uso planteado para ella se explicitan en los
capitulos cuarto y quinto. La Figura 1.1. Muestra un esquema jerarquico que vincula los

elementos mencionados.

FORMACION DISERO ANALISIS UNEn’J\‘/:AD TEMA:
DE > INSTRUCCIONAL |~ DIDACTICO [~ | DIDACTICA/ [~ RAE
MAESTROS GUIA
Y
INSTRUMENTO:
GROS

Figura 1.1. Esquema Jerarquico.

1.6 Preguntas de Investigacion
Las preguntas que se indagan en la investigacion se agrupan de acuerdo con algunos de los
elementos mencionados en la Figura 1.1.

» Para el Andlisis Didactico: Las preguntas para el Andlisis Didactico se dividen en dos
grupos: Aquellas para la aproximacion al Analisis Didactico y las relacionadas con su uso

por parte de los maestros en formacion.

1) ¢Qué interpretacion dan los estudiantes a cada uno de los niveles del Andlisis

Didactico?
2) ¢Qué interpretacion dan los estudiantes al concepto de Idoneidad?
3) ¢Cuales niveles son mayoritariamente usados por los estudiantes?
4) ¢Cuadles niveles son ignorados por los estudiantes?

5) ¢Son los niveles de Analisis Didactico apropiados para disefiar una unidad didactica?
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* Parala Guia:

1) ¢En qué medida la guia para el disefio de la Unidad Did4ctica orienta al estudiante para

la elaboracion de la Unidad?

2) ¢Qué interpretacién confieren a cada uno de los incisos en los que se ha dividido la

Guia?
3) ¢Cuales son los incisos propuestos en la Guia que los estudiantes cumplimentan mas?
» Parala Unidad Didactica

1) ¢Cudles son algunas dificultades que los estudiantes enfrentan para escribir la Unidad

Didactica?

2) ¢Qué tipo de objetivos proponen y como los cumplimentan con las actividades

matematicas propuestas?
3) ¢Qué tipo de conocimientos matematicos reconocen espontdneamente?

4) ¢Qué tipo de recursos y fuentes documentales utilizan para apoyar la elaboracion de la

Unidad Didactica?
* Para el Razonamiento algebraico elemental-RAE-

1) ¢Cudles son las creencias sostenidas por los maestros en formacién en relaciéon con la

inclusion del razonamiento algebraico en la escuela primaria?

2) ¢Qué tipo de tareas matematicas proponen los maestros en formacion para promover el

razonamiento algebraico elemental?
3) ¢Qué tipo de elementos algebraicos identifican en las tareas propuestas?

4) ¢Cudles conocimientos matematicos identifican cuando valoran tareas resueltas por

nifios de escuela primaria?
» Para el instrumento de andlisis de conocimientos mateméaticos-GROS-
1) ¢Cudl es el nivel de uso que los estudiantes dan, espontdneamente, a la GROS?
2) ¢Cudles son las dificultades que los estudiantes manifiestan cuando usan la GROS?
3) ¢Cuales aspectos de la GROS son mayoritariamente usados por los estudiantes?
4) ¢Cudles aspectos de la GROS son poco trabajados por los estudiantes?
5) ¢Usan los estudiantes la GROS para identificar conflictos de significado?

6) ¢Usan los estudiantes la GROS para proponer ejercicios de refuerzo y ampliacién?
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CAPITULO 1. El Problema de Investigacion: Contextualizacion, Objetivos y Preguntas de
Investigacién

A continuacién se plantean los objetivos de investigacion, los cuales se dividen en: Objetivo

general y objetivos especificos.

1.7 Objetivos de Investigacion

1.7.10bjetivo General

El objetivo general en esta investigacion es la evaluacién y desarrollo de competencias de
analisis did4ctico de tareas sobre razonamiento algebraico elemental. Asi mismo se indaga sobre
las concepciones sobre el razonamiento algebraico elemental manifestadas por maestros en

formacion en la especialidad de maestro de primaria, en tanto que disefian una unidad didactica

Este objetivo general se particulariza en los siguientes objetivos especificos:

1.7.20Dbjetivos Especificos

» Objetivos para el Andlisis Didactico (O-AD):
O-ADL1. Valorar la pertinencia de los cuatro niveles para el Andlisis Didactico.

O-AD2. Identificar fortalezas y debilidades de la aproximacion al Andlisis Didactico.

« Obijetivos para el Razonamiento Algebraico Elemental (O-RAE):
O-RAEL1. Identificar tipos de tareas que los maestros en formacion proponen para promover
el razonamiento algebraico elemental.
O-RAEZ2. Identificar creencias de los maestros en formacién acerca del razonamiento
algebraico elemental.
O-RAE3. Determinar si existe evolucion en las creencias de los estudiantes sobre el RAE
como consecuencia de las actividades de asesoria y elaboracién de la Unidad

Didactica.

e Objetivos en relacién con el Marco Tedrico de Referencia, el Enfoque Onto-semibtico
(O-MT):
O-MT1. Valorar la pertinencia de algunos conceptos del EOS usados tanto en la definicion
del Andlisis Didactico como en la Guia de Reflexion de Objetos y Significados
(GROS).
O-MT2. Valorar la aproximacion EOS al Razonamiento Algebraico Elemental, en tanto que

es usado por maestros en formacion.
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CAPITULO 1. El Problema de Investigacion: Contextualizacion, Objetivos y Preguntas de
Investigacién

1.8 Pertinencia de la Investigacion

La problematica de la ensefianza y aprendizaje del algebra en la secundaria ha sido estudiada y
las dificultades de los escolares ampliamente documentada. Una propuesta de solucién es incluir
el algebra en el curriculo de la escuela primaria para brindar oportunidades a los escolares de
trabajar con conceptos matematicos propios del algebra desde etapas tempranas de su
desarrollo, esto en razén a que el algebra es una herramienta tan poderosa como compleja. De
acuerdo con Santrock (2001) el razonamiento simbdlico se ve como un producto derivado de un

proceso mas general de maduracion.

La implantacion de una tal propuesta requiere la indagacion de varios aspectos vinculados: Una
ampliacion de lo que se entiende curricularmente como “razonamiento algebraico elemental”,
identificar algunas competencias de los escolares para tratar con el algebra elemental vy,

finalmente estudiar la formacién de los maestros para asumir la inclusion del algebra.

Para Doerr (2001) la articulacién entre el conocimiento de los maestros y la ensefianza del

algebra es un tema pertinente de investigacion, y afirma:

Ha habido poca investigacion acerca del conocimiento y practica de los maestros y sobre su
desarrollo en relacién con la ensefianza y aprendizaje del algebra. Mucho de lo que se conoce
acerca del conocimiento de los maestros sefala tanto algunas deficiencias en el conocimiento
matematico como las complejidades de traducir el conocimiento del contenido en formas Utiles de
ensefianza. (p. 285).

Por tanto, la investigacion acerca de la formacion de profesores que promueva el pensamiento
algebraico es tema de interés (Borko, Frykholm, et al., 2005). En dos de los seis estandares
profesionales para la ensefianza de las matematicas de la NBENProfessional Standards

for Teaching Mathematic4991, p. 17 de la versidn electronica), se resalta el rol del maestro en

el discurso matematico y en las tareas pertinentes propuestas a los estudiantes.

La relacién entre el conocimiento del contenido matéco, el rol del maestro y los logros de

los nifios ha sido motivo de estudio; algunos investigadores han argumentado que la habilidad
de los maestros para entender y para usar el conocimiento matematico adecuandolo a las tareas
de la ensefianza tiene efecto en los logros de los nifios (Ball, 1990; Shulman, 1986; Wilson,
Shulman y Richert, 1987). Adicionalmente Ferndndez y Jones (2006) resaltan que los futuros
profesores de primaria al estudiar matematicas se estan entrenando en el uso de las ideas que

posteriormente impartirdn a sus alumnos.

Diversos reportes de investigacion informan sobre las competencias de los maestros en
formacién para reconocer y promover el razonamiento algebraico elemental. Asquith, Stephens,
Knuth y Alibali (2007) reportan que los maestros activos manifiestan dificultades para

identificar las concepciones erréneas relacionadas con la variable o con el signo igual. Jacobs,
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Franke, Carpenter, Levi y Battey (2007) reportan algunas limitaciones en las concepciones de
los maestros en relacion con el algebra en la primaria. Los hallazgos de Stephens (2008) indican
gue los maestros vinculan el algebra con manipulacion simbdlica, valoran la manipulacion
simbdlica sobre el pensamiento relacional. Van Dooren, Verschaffel y Onghema (2002)
encontraron una fuerte relacion entre los métodos de solucion aritméticos o algebraicos
preferidos por los maestros y las valoraciones que hacen de las soluciones provistas por los
nifios. Blanton y Kaput (2005) reportan sus hallazgos sobre la “algebrizacién” del curriculo

hecho por una maestra de escuela elemental.

Se colige de los péarrafos anteriores que una investigacion que asuma como foco central a los
maestros en formacion, sus conocimientos matematicos en el contexto de la planeacion para la
ensefanza, un enfoque particular para el razonamiento algebraico, y sus creencias en relacién
con el algebra en tanto que disefian una unidad didactica, es de interés para la comunidad de

investigacion en educacién matematica.

Adicionalmente, la investigacion se ubica en un contexto investigativo que reconoce y asume
las condiciones naturales en las que se desenvuelve un programa de formacién de profesores
gue no se centra en la didactica del algebra, por tanto los hallazgos seran de interés en tanto que
podrian ser aplicados a contextos educativos que compartan las especificidades de nuestro
contexto.

Los resultados de una tal investigacion podrian ser usados para disefiar planes de formacion y
proponer estrategias para que los maestros puedan asumir la inclusion curricular del algebra en

la escuela primaria.

1.9 Organizacion del Documento

En este primer capitulo hemos contextualizado y delimitado la investigacion, planteado las

preguntas y los objetivos. A continuacién indicaremos la organizacion del documento.

El segundo capitulo hace una revision sobre el estado del arte en el razonamiento algebraico

elemental, enfatizando dos aspectos: Logros de los nifios y logros de los maestros en formacion.

El tercer capitulo se ocupa de explicitar el marco teédrico y la metodologia usada para abordar el
problema. Se comentan los elementos tedricos considerados, las relaciones entre ellos, y con el

problema que nos ocupa, adicionalmente se discute sobre la validez y la confiabilidad.

El cuarto capitulo versa sobre la evaluacion y desarrollo de competencias de andlisis epistémico

de tareas tipo RAE. En este capitulo se exhiben y comentan los andlisis epistémicos que los
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estudiantes hicieron de dos tareas tipo RAE propuestas por el formador. Los estudiantes

utilizaron la herramienta GROS para efectuar los andlisis.

El quinto capitulo trata sobre la evaluacion y desarrollo de competencias para el analisis
cognitivo de tareas RAE realizadas por maestros en formacién. Los maestros analizaron las
soluciones dadas por nifios, de sexto grado de escuela elemental, a tareas matematicas extraidas

de su libro texto.

El sexto capitulo trata sobre el desarrollo de competencias para el andlisis didactico. En este

capitulo se estudian las unidades didacticas realizadas por los maestros en formacion.

El séptimo capitulo se dedica al estudio de dos casos. Se ilustra en el proceso experimentado por

dos grupos de estudiantes durante el proceso de disefio y discusion de la unidad didactica.

El octavo capitulo considera las conclusiones de la investigacion. Se indica como se han
respondido a las preguntas de investigacién, como se han logrado los objetivos planteados, se
discuten algunas implicaciones, igualmente se sefialan algunas limitaciones del estudio, asi

como algunas contribuciones y finalmente, ideas para futuras investigaciones.

En los Anexos se incluyen practicas con maestros, tablas, cuestionarios, soluciones de tareas por

nifios de escuela elemental, etc. Igualmente se encuentra un resumen en inglés de la tesis.

La Figura 1.2 ofrece un esquema que pone en relacion el problema, los capitulos, las preguntas
y los objetivos. Los vinculos planteados pretenden orientar pero no son los Unicos que se

encuentran en el trabajo.
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Investigacién

Evaluacién y Desarrolo de Competencias de
Analisis Didactico de Tareas Sobre Razonamiento
Algebraico Elemental en Futuros Profesores

Cap I:

PROPOSITO

El proble ma de
Investigacion

Cap Il
La investigacion en
Razonamiento Alge braico
Elemental

Cap IlI:

Conte xtualizacién-Estado
del Arte

[

Marco Te6rico y Metodologia

de Competencias

l METODO

—

I Objetivos l

Preguntas
sobre:

para el Andlisis Episté mico

Cap V:
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Cap IV: O-MT1
Valoracién y Desarollo O-MT2

Guia
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4

/ Guia

Cap VII:
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Conclusiones e
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Crencias RAE

Figura 1.2. Relacién entre el Problema, los Capitulos, las Preguntas y los Objetivos.
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CAPITULO 2
LA INVESTIGACION EN RAZONAMIENTO
ALGEBRAICO ELEMENTAL

2.1 Introduccién

En este capitulo se hara una revision de los principales trabajos de investigacién que abordan

dos teméticas: El razonamiento algebraico elemental y la formacion de maestros.

La revision de la literatura que se propone en esta seccion provee tanto los antecedentes para la
investigacion como una perspectiva del trabajo de investigacion en el conjunto de problematicas
propias del campo de investigacion. Las tematicas, las metodologias, las conclusiones y las
propuestas de las investigaciones realizadas en dos campos diferentes pero intimamente unidos
se esbozaran en este apartado: La investigacion sobre el razonamiento algebraico elemental y
los nifios de escuela primaria; y la investigacién sobre el razonamiento algebraico elemental y
los maestros en formacién. Asi mismo se incluyen referencias de algunos trabajos que reportan

la incorporacion del razonamiento algebraico elemental en los curriculos de algunos paises.

2.2 Algunas Aproximaciones al RAE

Diversas investigaciones, sobre la inclusion del razonamiento algebraico en la escuela
elemental, se han efectuado desde que autores tales como Davis (1985,1989), Vergnaud (1988),
argumentaron a favor de la ensefianza del algebra en la escuela primaria para preparar mejor a

los nifios y jovenes para tratar con los aspectos epistemologicos propios del algebra.

Diversas investigaciones (Wagner y Kieran, 1989; Kieran, 1992; Bednarz, Kieran, y Lee, 1996;
Socas, 2007) han evidenciado las dificultades de los nifios en el transito desde la aritmética
hasta el algebra en el contexto curricular de la escuela secundaria. Estas investigaciones han
sefialado temas de investigacién, asi como caracterizaciones del razonamiento algebraico
elemental que posteriormente definieron tematicas de investigacion sobre la inclusion del

algebra en la escuela primaria.
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CAPITULO 2. La Investigacion en Razonamiento Algebraico Elemental

Entre tales caracterizaciones se encuentran las de:

» Usiskin (1988). Propone cuatro concepciones del algebra: Aritmética generalizada; el
conjunto de procedimientos usados para resolver ciertos problemas; el estudio de las
relaciones entre cantidades, y finalmente, el estudio de la estructura.

« Kaput (1998). Identifico cinco aspectos propios del dlgebra: Generalizacién y formalizacion;

El estudio de las funciones, relaciones y la variacion conjunta; y la modelacion.

« La NCTM (1998; p. 161). Propuso cuatro organizadores curriculares para el algebra escolar:
Funciones y relaciones; modelacion; estructura, y finalmente, lenguaje y representacion. En
el afio 2000 la NCTM afirma que el algebra en la escuela primenfatiza las relaciones
entre cantidades, que incluye a las funciones, formas de representar las relaciones
matematicas, y el andlisis del cambio” (p. 37).

« Bass (1998). Adopté una definicion mas tradicional del algebra, como la totalidad del
sistema numérico, las operaciones aritméticas, el ordenamiento lineal y las ecuaciones.

« Kieran (1996). Propuso categorizar el algebra escolar de acuerdo con las actividades que se
pueden proponer a los nifios: Actividades generativas, transformacionales, y actividades
globales de meta-nivel.

* La Joint Mathematical Council of the United Kingdom (1996). Reconoce actividades que
considera precursoras del algebra y que pueden ser trabajadas tanto en la escuela primaria
como en la secundaria. Afirmahdy una necesidad de enfatizar aspectos de meta-
razonamiento en el trabajo algebraico y hacerlo parte de la ensefigmzid).

e Kaput (1998). Amplié su propuesta del afio 1995 e identificé cinco formas interrelacionadas
del pensamiento algebraico: Algebra como una forma de generalizar y formalizar patrones y
regularidades, en particular el algebra como una aritmética generalizada; como una forma
de manipulacién simbdlica, sintacticamente guiada; como el estudio de la estructura y los
sistemas, abstraidos de los calculos y las relaciones; como el estudio de las funciones, las
relaciones, y la variacion conjunta y finalmente, algebra como modelacion.

e Burkhardt (2001). Propuso una taxononpara lo que significa hacer algebra, que
comprende quince aspectos. Es una propuesta amplia de inclusion del &lgebra en el curriculo

matematico de la escuela primaria y secundaria.

Este conjunto amplio de propuestas ofrecen tematicas especificas para adelantar investigaciones
sobre qué es, como y donde insertar el razonamiento algebraico elemental en la escuela

elemental.
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2.3 Razonamiento Algebraico Elemental y Nifios de
Escuela Elemental

Los contenidos algebraicos y dificultades asociadas han sido tema de estudio durante mucho
tiempo. Kaput (2000) hizo una propuesta denominada “algebra for all”, en la que sugiere tomar
accién para promover al algebra como facilitadora de una mejor comprensién de las

matematicas en lugar de ser inhibidora.

Desde que la propuesta de inclusion curricular del razonamiento algebraico interesé a la
comunidad de investigadores, se han realizado muchas investigaciones en relacién con el
desempefio de los nifios de escuela elemental cuando trabajan con actividades matematicas

definidas como algebraicas.

En lo que sigue se hara un compendio de algunos estudios sobre el razonamiento algebraico

elemental.

2.4 Algunos Estudios sobre el Razonamiento
Algebraico Elemental

En los apartados correspondientes al titulo de esta seccién, referenciamos algunos estudios
sobre tematicas especificas del razonamiento algebraico elemental y nifios de escuela elemental.
Las teméticas consideradas son: Generalizacion, patrones, signo igual, incognitas, variables y

cuasi-variables.

2.4.1Algunas Aproximaciones a la Generalizacion

Debido, tal vez, a la naturaleza exploratoria de algunas de las investigaciones, existe un
conjunto variado de enfoques hacia lo que se entiende en educacion matematica como

generalizacion.

Las definiciones sobre el concepto de generalizacion dadas por algunos autores son diversas:
Harel y Tall (1991) utilizan la palabra “generalizacion” en el sentidagécar un argumento

dado en un contexto mas amplio” (p. 38). Consideran tres tipos de generalizacion: Expansiva,
donde el rango de aplicacion de un esquema dado se amplia; Reconstructiva, donde el esquema
existente se reconstruye para ampliar el rango; y Disyuntiva, en donde un nuevo esquema se

construye cuando se va a un nuevo contexto. Sin embargo, este tipo de generalizaciones se
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ubican en el contexto de ampliacion del campo conceptual en mateméticas, y el interés del

trabajo con patrones para introducir ideas algebraicas en la escuela elemental es mas modesto.

Para Skemp (1986) el proceso de la generalizacion materfégicena actividad sofisticada y
poderosa” (p. 58), que amerita ser considerada en las propuestas didacticas brindadas a los
nifos.

Para Radford (2006a), el punto crucial en una generalizacién es justificar la extension del
“aspecto comun a todos los elementos de la secuencia” (p. 15). Por su parte, Mason (1999)

afirma “la generalizacion tiene que ver con notar patrones y propiedades comunes a varias

situaciones (p. 9).

Carraher, Martinez y Schliemann (2008) anotan que la generalizacion contempla dos aspectos
pertenecientes a campos diferentes: El primero es la generalizacion mateméatica de la regla junto
con la comprobacién de su validez y el segundo, la generalizacion en educacion matematica.
Nos ocuparemos de la generalizacion en el contexto de la educacién matematica y no nos

ocuparemos de los procesos formales de validacién matematica.

2.4.2Patrones y Generalizaciéon

La identificacién o reconocimiento de patrones, su representacion y su generalizacién son temas
gue han concentrado la atencion de algunos investigadores (Kaput, 1999; Masson, 1996; Mason,
Graham, Pimm, y Gower, 1985; Lee, 1996; NCTM, 2000; Stacey y MacGregor, 2001) que

consideran a la identificacion de patrones, su representacion y generalizacion temas propicios

para promover e introducir el razonamiento algebraico elemental en la escuela.

La NCTM (1989) sugiere el uso de patrones, relaciones y propiedades para motivar la expresion
del pensamiento algebraico y de la generalizacién. En el mismo sentido los Principios y
Estandares para las Matematicas (NCTM, 2000) recomienda que se ofrezcan oportunidades a
los nifios para que analicen, extiendan, generalicen, y representen patrones como un aspecto

crucial del razonamiento algebraico.

Castro (1995) trabajé con patrones numéricos, mediante configuraciones puntuales, en el
contexto de la educacion secundaria. Su indagacion puso de manifiesto algunos hechos
importantes relativos al concepto de sucesion y de término general; por ejemplo, los nifios

identifican el “término general” de la sucesion con “n”.

Zazkis y Liljedahl (2002) consideran que la identificacion de patrones es una tarea dificil, y

recomiendan el uso de patrones de repeticibn como un medio para trabajar con simbolos en el
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contexto de la generalizacion. Sin embargo, una tendencia reciente entre los investigadores
propone separar el simbolismo algebraico del pensamiento algebrasta. consideracion
separada es impulsada por dos factores: (1) el reconocimiento de la posibilidad de
manipulacion simbdlica sin sentido, y (2) la tendencia en la escuela elemental de introducir el
‘algebra temprana’, esto es, focalizar la atencion en la estructura mas bien que en el célculo”
(Zazkis y Liljedahl, 2002, p. 398). En la perspectiva del “algebra temprana”, el reconocimiento
de lo general desempefia un papel esencial como condicion previa de la expresion. Blanton y
Kaput (2001) ven la generalizacién y la expresién sistematica progresiva de la generalidad

como subyacente a todo el trabajo que se hace en algebra.

Stacey (1989) centr6 su estudio en patrones life@psesentados mediante dibujos; encontré

que estos ejercicios presentaron retos para nifios de entre 8 y 13 afios de edad, reportdé que un
namero significativo de nifios desarrollaron errébneamente tareas de “cuasi generalizacion” tales
como encontrar el vigésimo o el centésimo término. Para Lee (1996), el mayor problema para

los nifios no es “ver el patrén” sino percibir yratron algebraicamente Gtil(p. 95)

English y Warren (1998) consideran que aunque la introduccion al algebra via el trabajo con

patrones parece ofrecer una via significativa, reconocen que los patrones proponen retos para los
nifios, en especial en las tareas de expresion simbdlica de las generalizaciones; en tal sentido
Cafadas, Castro y Castro (2008) reportan que la generalizacion verbal cobra importancia sobre
otras formas de expresion de la generalizacion. De acuerdo con sus resultados, la generalizacion
verbal es una forma méas accesible, al grupo particular de estudiantes, que la generalizacion

algebraica.

Para algunos autores el simbolismo algebraico es el lenguaje que da voz al pensamiento
algebraico, “el lenguaje que expresa la generalidad” (Mason, 1996). Sin embargo la naturaleza
de dicho lenguaje puede ser diversa. Hay un desfase entre la habilidad de los estudiantes para
reconocer un cierto grado de generalidad, expresar la generalidad verbalmente y la habilidad

para emplear la notacién algebraica con facilidad.

En este sentido Radford (2003), al estudiar los tipos de generalizacién de patrones numérico-
geométricos por estudiantes de secundaria, identifica la puesta en funcionamiento por dichos
estudiantes de dos tipos de generalizacion pre-algebraica: La generalizacion factual, y la
generalizacion contextual. En el primer tipo se trata de una generalizacion de acciones en la
forma de un esquema operacional, esquema que permanece ligado al nivel concreto de uso de
los simbolos numéricos, a términos deicticos y gestos, como medios semioticos de objetivacion;

lo general o lo indeterminado quedan sin nombrar. Las generalizaciones contextuales suponen

! Llamados asi porque se expresan de la forma an+b, n en los naturales.
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un nivel mas avanzado, sin alcanzar el nivel de las generalizaciones simbdlicas algebraicas; en
este caso se generalizan no solo las acciones numéricas sino también los objetos y las acciones.
“Van més alla del dominio de las figuras especificas y tratan con objetos genéricos (como la

figura) que no pueden ser percibidos por nuestros serit{do§5)

En el siguiente apartado se comentan algunos enfoques y estudios sobre la generalizaciéon en la

escuela primaria.

2.4.3Generalizacion en Educacion Primaria

Mason (1996) afirma que laXpresion de la generalidad es de importancia cap{ial 66) y
es una de las raices del algebra y una ruta hacia la misma. Algunos estudios recientes sobre
generalizacion en la escuela primaria reportan sobre los logros de los nifios en tareas de

identificacion de patrones y generalizaciones.

Un primer rasgo de las investigaciones reportadas es la propuesta de construccién del algebra y
de su notacién basada en estrategias numeéricas y en la definicion de estrategias invariantes entre
ellas. En los trabajos reportados se espera que los nifios logren identificar una regla, un patrén
de formacion, numérico o gréafico, y que lo logren expresar verbal o algebraicamente. Se busca
promover un proceso de significacion basado en la relacién entre la expresion de la regla y la
situacion que la genera. Las actividades de identificacion de patrones establecen una conexién

entre los contextos (graficos o numéricos) y las representaciones simbdlicas.

Carraher, Martinez y Schliemann (2008), reportan la preferencia de los nifios por expresiones
recursivas sobre las explicitas, cuando trabajan en la generalizacion de relaciones funcionales
lineales. Por su parte Lannin, David y Townsend (2006) trabajaron con nifios de sexto grado e
indagaron el uso de la generalizacion recursiva y explicita, con la ayuda de hojas de calculo
como herramienta instruccional. Reportan que pocos nifios desarrollaron una comprension
profunda de las reglas explicitas por ellos generadas, y a medida que la indagacion progreso, los
nifios se centraron en casos particulares mas que en instancias generales para desarrollar reglas

explicitas.

Yeap y Kaur (2008) indagaron sobre los factores que influencian la generalizacién de patrones

numéricos. Los autores reportan tanto sobre factores cognitivos, de tarea y sociales, como sobre
el uso de estrategias recursivas de generalizacion. Sus hallazgos indican que los nifios tuvieron
dificultades con la reorganizacion de sus esquemas para acomodar nuevas estrategias de

solucion de problemas sobre patrones.
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Una indagacién alternativa a los estudios antes referenciados es la de Britt e Irwin (2008),
quienes estudiaron el desarrollo del razonamiento algebraico, mediante ejercicios de
generalizacion, sin el uso de simbolos. Concluyen que un camino hacia la generalizacion,
accesible a todos los nifios, incluiria la comprensién relacional de nimeros y operaciones;
afirman ‘proponemos que la generalizacion surja a partir de estrategias operacionales simples

que no requieran el conocimiento del contép. 51).

Cooper y Warren (2008) reportan sobre el principio de compensacion en calculos, el principio
del balance de la equivalencia y las ecuaciones, cambio y relaciones inversas con maquinas de
funciones, y patrones de crecimiento. Los autores concluyen que los nifios poedprehder
estructuras matematicas usualmente reservadas para la escuela secundaria... si la instruccion

es apropiada.’.(p. 34).

La mayoria de los estudios describen los logros y dificultades exhibidos por nifios cuando
discuten, descubren y representan las relaciones encontradas. Del conjunto de estudios
reportados se concluye que los nifios pueden, mediado el disefio y la instruccién apropiada,

comprender tareas enmarcadas en la generalizacion.

Se reconoce que las competencias algebraicas se dirigen a traducir y a generalizar las relaciones
entre los numeros, por lo cual los nifios deben exhibir cierta competencia numérica. Al parecer
el conocimiento de los nimeros, el conteo y sus propiedades ayudan a los nifios en la resolucion

de tareas de generalizacion.

2.4.4Conclusiones sobre los Estudios de Patrones y

Generalizacion

Del conjunto de investigaciones referenciadas se puede colegir que los investigadores
consideran la “generalizacion” como una via de acceso al razonamiento algebraico elemental.
Estos ofrecen variedad de tareas y de enfoques sobre la generalizacion, desde aquellos cuyos
resultados pueden ser expresados en lengua vernacula hasta aquellos en los que se pide la
expresion funcional explicita de la regla. Parece conveniente ampliar la concepcion del
razonamiento algebraico hacia la inclusién de tareas que involucren rasgos algebraicos. La
estructura de las operaciones y las relaciones, bien podrian considerarse como rasgos

algebraicos, sin dejar de ser considerados como aritméticos.

La distincidon propuesta por Radford (2003, 2006a) entre identificar y expresar deberia ser
considerada cuando se trabaja con generalizacion tanto con nifios de escuela elemental como

con profesores en formacion. Otro aspecto a considerar es la justificacion de la validez de la
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regla. La justificacién, en cualquier caso, no deberia ser asumida como en mateméaticas
formales, en donde se demuestra la validez de la regla usando, usualmente el principio de
induccion matematica. Cooper y Warren (2008) sugieren que en la escuela elemental se podria

trabajar con “cuasi-generalizacion”.

Los estudios anteriores alientan y orientan el uso de tareas de generalizaciobn como una via para
introducir aspectos propios del razonamiento algebraico elemental en un sentido ampliado. Por

tanto, parece pertinente brindar oportunidades de formacion a los futuros maestros para que

exploren las potencialidades de la generalizacion. Mason (1996) aflergerieralizacion es

el corazén de las matematicas. Si los maestros no son conscientes de su presencia, y no tienen
el habito de hacer que sus estudiantes trabajen en la expresion de sus propias generalizaciones,

entonces el pensamiento matematico no toma’'lgabs).

En el reporte “Teaching and Learning Algebra pre-19” diolat Mathematical Council of the
United Kingdom-JM&1996, p. 30) se advierte sobre el reconocimiento de patrones como una

actividad aislada y sin vinculo con el algebra.

2.4.5Signo Igual

El signo igual concentra un enorme interés en investigaciones asociadas con la introduccion del

razonamiento algebraico en la escuela primaria, que han subrayado la importancia de una

comprension del mismo como relacién de equivalencia mas que como indicador de operacién a

realizar. Algunas investigaciones han reportado que los nifios de escuela elemental (hasta los
once anos de edad) exhiben dificultades para resolver ecuaciones que tienen operaciones en
ambos lados de la igualdad, en especial, en el lado derecho (Carpenter, Franke y Levi, 2003;

Perry, Church y Goldin-Meadow, 1988).

Molina (2006) indagd sobre el concepto de igualdad y de “relacion”, expresada en lo que
denomina como “pensamiento relacional”. La indagacién de la autora versa sobre las igualdades
y relaciones establecidas entre nimeros, expresadas en “sentencias numéricas” (p. 116). Entre
los hallazgos reportados por la autora en relacion con el signo igual destacan los cuatro
significados del signo dados por los nifios: Operador, expresion de una accion, equivalencia
numérica y similitud numeérica; adicionalmente se informa sobre tres niveles de comprension del
signo igual: Comprensién operacional, comprension no estable y comprension avanzada (p.
474).

Gelman y Gallistel (1986) encontraron evidencia que nifios de entre tres y cinco afios distinguen

dos significados intuitivos para la igualdad entre conjuntos, y ambos basados en criterios
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numeéricosAl parecer cuando los nifios llegan a la escuelagriénya tienen intuiciones fuertes

acerca de la adicién y de la sustraccion, y asumen el signo igual en términos de resultado.

Carpenter, Frankle y Levi (2003) reportaron que nifios de preescolar y de primer afio de escuela
primaria, exhiben la creencia que después del signo igual debe ubicarse el resultado de la
operacion. Esta interpretacion del signo igual, como una accion que se realiza sobre niumeros
gue estan a la izquierda y cuyo resultado se escribe a la derecha, dificulta asumirlo en términos
de relacion. En el mismo sentido, Knut, Alibali, McNeil, Weinberg y Stephens (2006)
encontraron evidencias, en su trabajo con nifios de sexto a octavo grado, que apoyan que no hay

cambio en la concepcion del signo igual a lo largo de los cursos de la secundaria.

En tanto que el uso del signo igual estd en la base de algunas tareas tradicionalmente
identificadas como propias del algebra, tales como resolucion y planteamiento de ecuaciones,
equivalencia de expresiones algebraicas y problemas de palabras, es dificil no reconocer la
importancia de la comprensién del signo igual como parte del proceso de introduccién de los

nifios al algebra (Freiman y Lee, 2004).

La correlacion que existe entre la comprension del signo igual y la resolucion de ecuaciones ha
sido documentada por Carpenter, Frankle y Levi (2003) quienes afirman que virtualmente todas

las manipulaciones sobre ecuaciones requieren de la comprension relacional del signo igual.

Por su parte Kieran (1991) argumenta que es probable que las dificultades que los nifios tienen
con los problemas de palabras esté precisamente en la dicotomia, presente en el signo igual,
entre relaciones versus operaciones, y propone reducir el efecto adverso de tal dicotomia
mediante la introduccion de ecuaciones numeéricas previa a la introduccion de ecuaciones

algebraicas.

No sorprenden mucho los resultados de investigacion en relacion con la poca comprension
relacional del signo igual, dado el poco énfasis que se le brinda en la escuela. Se considera que
una mayor atencién al signo igual en su dimension relacional puede servir de entrada al
razonamiento algebraico elemental; sin embargo, la habilidad para considerar una ecuacion
algebraica como una expresion de equivalencia, no parece ser suficiente para solventar las

dificultades que se experimentan en la solucion de ecuaciones.

Una alternativa es ubicar al signo igual en un contexto en donde las relaciones entre nimeros y
cantidades sean motivo de estudio y reflexion; mientra se resta importancia al calculo de

operaciones entre numeros. Se ofreceria asi, oportunidades a los nifios para mejorar el
aprendizaje de la aritmética mientras se les prepara para el algebra (Carpenter, Levi, Franke y

Zeringue, 2005). Estos autores ofrecen el caso de Alex y su notable desempefio en la resolucion

de ejercicios del tipo:( 5% 1j=(52><10)+m y conjeturan que si a Alexsé le da la
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oportunidad de desarrollar y usar el pensamiento relacional, sera menos probable que tenga

gue memorizar un conjunto de pasos para razonar sobre afirmaciones numéricas tales como
( )_ . 2_2..,2 .
ax(bt+l)=axb+x 0 que cometa errores tales como+ y)" =x“+y“ cuando inicie su

estudio formal del algebra” (p. 58).

2.4.6Incognitas, Variables y Cuasi-variables

Los conceptos matematicos de incégnita y variable son muy importantes en matematicas y se
les dedica mucho esfuerzo en los cursos de matematicas de la escuela secundaria. Usualmente el
concepto de incognita se vincula, en la escuela, a un sigrfoqtie denota un numero

desconocido que es motivo de busqueda pero a pesar de lo cual se opera sobre él.

En un trabajo clasico, Kiicheman (1981) indaga sobre los significados que los nifios de escuela
secundaria conceden a las letras. Kiicheman reporta que las interpretaciones de los nifios se
ubican en las siguientes catego?nl'astra evaluada, letra no usada, letra usada como objeto,
letra usada como incognita especifica, letra usada como numero generalizado y letra como
variable. Para Kilcheman el concepto de variable pasa por el de incdgnita, en tardb que “
concepto de variable claramente implica alguna clase de comprensién de la incégnita asi como
de sus valorés(p. 110). Asi, la atencién podria concentrarse en el concepto de incognita para

pasar posteriormente a la formalizacién del concepto de variable.

Sin embargo existe un debate acerca de si es posible hablar de “algebra” por la presencia
explicita o encubierta de letras. Algunos consideran que no es la presencia 0 ausencia de letras
sino el uso inherente de la letra como un recurso o estrategia para encontrar el valor
desconocido, suponiéndolo conocido y operando sobre él, considerando la letra como un

namero (Filloy, Puig y Rojano, 2008, p. 19) lo que define en esencia al &lgebra en la escuela.

Basados en el trabajo sobre sentencias numéricas, de Carpenter y Levi (1999), Fujii y Stephens
(2001) proponen el uso de “cuasi-variables” (nUmeros que se pueden quitar de una sentencia
numeérica valida, y reemplazarlos por otros sin que la validez sea alterada) para promover el uso
de variables e iniciar a los nifios en su estudio. Un ejemplo de una tal sentencia numérica es: 78-
49+49 =78 (Fujii y Stephens, 2001, p. 259).

? Letra evaluadaA la letra se le asigna un valor numérico desde el inicio del prdoetsa;ignorada la

letra se ignora, se reconoce su existencia pero sin darle significado dlgtraagsada como objetha

letra se usa como una abreviacion para un objeto o como un objeto en si batmajsada como
incégnita especificalLa letra se trata como un niumero desconocido sobre el cual se puedelaexar;
como numero generalizadba letra representa o al menos es capaz de tomar varios valores mas que uno
sélo; Letra usada como variahléa letra representa un conjunto de valores.
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Estos autores consideran que el uso de las cuasi-variables es una via de introduccion del
concepto de variablesel'uso de cuasi-variables en expresiones numéricas puede ayudar a los
nifios de escuela elemental, secundaria basica y aun secundaria superior a profundizar su

comprension del razonamiento algebraico” (Fujii y Stephens, 2001, p. 264).

Diversos autores (Schoenfeld y Arcavi, 1988; Radford, 1996; Tall, 2001; Carraher, Schliemann

y Brizuela, 2001; Fujii, 2003) estudian los procesos de simbolizacién, asociados con el uso de
incognitas y de variables, efectuados por nifios de escuela elemental. Fujii-ibid- desarrolla su
indagacion centrando la atencién en la variable a la que considera “expresion numeérica
generalizada” y en dos ideas que actian en tension: El valor indefinido y el valor conocido
asociado a las variables por nifios de escuela elemental. Estos dos aspectos también son
reconocidos por Radford (1996) quien afirnMdiéntras que la incdgnita es un nimero que no

cambia, la variable designa una cantidad cuyo valor puede catmpia#d7).

No hay consenso en la comunidad de investigadores en relacion con lo que se considera
“algebraico” en el trabajo con variables. Carraher et al., (2001) consideran que los nifios de su
estudio “operan sobre las variables”; sin embargo, Tall (2001) cuestiona tal afirmacién y

considera que hay evidencia de acciones aritméticas pero no de acciones algebraicas

propiamente dichas.

2.5 Razonamiento Algebraico Elemental y Maestros en
Formacion

Un tema de interés para la inclusién del razonamiento algebraico elemental en el curriculo de la
escuela elemental refiere a la habilidad de los maestros de la escuela primaria para “algebrizar”
tareas matematicas y aritméticas (Blanton y Kaput, 2001; Ponte, 2006), es decir, desarrollar en
los nifios las bases algebraicas infusas en la aritmética (Warren y Cooper, 2001), y extender

estas bases hacia el razonamiento algebraico elemental (Carpenter y Franke, 2001).

Carpenter y Levi (2000) afirman que la separacion artificial entre la aritmética y el algebra
“priva a los niflos de esquemas poderosos de pensamiento en los primeros afios de la escuela y

hace mas dificil aprender algebra en los afios posteriqpesl)

De la seccion anterior, se pueden identificar tanto los temas en los que se han adelantado
investigaciones como el desempefio de los nifios de escuela elemental frente a tareas

algebraicas.
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En posesion del conocimiento sobre el desempefio de los nifios, se cuestionan las competencias
de los maestros para reconocer y promover el razonamiento algebraico espontdneamente

manifestado por los nifios (Carraher y Schliemann, 2007, p. 675).

En el duodécimo ICMI Study, Doerr (2001, p. 270) plantea cuatro dilemas en relacion con los
maestros y el algebra: La experiencia, qué es el algebra, el conocimiento de los maestros y

finalmente, la articulacion entre el conocimiento de los maestros y la ensefianza del algebra.

En un esfuerzo por adelantar investigaciones sobre tales dilemas, en el contexto de la formacién
de maestros activos y en formacion, un equipo de investigadores de las Universidades de
Colorado, Wisconsin y Carnegie Melon, adelantan un proyecto denominado STAAR
(Supporting the Transition from Arithmetic to Algebraic Reasoning}ste proyecto aborda
tematicas tales como: El aprendizaje de los nifios, las creencias de los maestros, el conocimiento
matematico, la practica y el desarrollo profesional, que estan relacionadas con la introduccién

del razonamiento algebraico elemental en el curriculo de la escuela elemental.

En el siguiente apartado se hara una revision de algunas investigaciones que han abordado el
problema de la formaciébn de maestros, en ejercicio y en formacién, en el contexto del

razonamiento algebraico elemental. Si bien nuestro interés se centra en los trabajos que reportan
investigaciones adelantadas con maestros en formacion, incluiremos algunos en donde se

reportan los resultados de investigaciones adelantadas con maestros en ejercicio.

2.5.1Maestros en Formacioén

En su trabajo sobre maestros en formacion y razonamiento algebraico elemental Jacobs, Franke,
Carpenter, Levi y Battey (2007) dan una conceptualizacién sobre el razonamiento algebraico
elemental en donde el razonamiento matemético de los nifios juega un papel central. La intima
relacion entre el pensamiento de los nifios y las ideas algebraicas es la sefia distintiva de este
trabajo. Los autores informan que el curso de desarrollo profesional focalizado en el
pensamiento matematico de los nifios es productivo para los maestros, en tanto que los ayuda a

cambiar sus concepciones, a reconocer y a promover el razonamiento matematico de los nifios.

Tal vez haciendo eco de la propuesta de Blanton y Kaput (2003) que propguodar‘a los
maestros a identificar y crear oportunidades para ubicar al razonamiento algebraico como

parte de la instruccion regular en sus clasés..(p. 70), el cambio de actitud y de las

% La direccién en la red ebttp://www.colorado.edu/education/staadctualizada el 24 de diciembre del
2009.
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concepciones de los maestros hacia el razonamiento algebraico elemental y hacia la valoracion

del pensamiento matematico de los nifios suele ser uno de los objetivos de los investigadores.

Es conveniente hacer aqui un alto para tomar postura en relacién con el significado que se
confiere a los conceptos de creencias y concepciones. Zeichner y Liston (1987) consideran que
una postura extrema afirma que las creencias son expresiones de preferencia que no pueden ser
juzgadas; en el otro extremo del espectro se encuentra la postura que afirma que las creencias
son estandares externos profesionales. Nespor (1987) considera las creenuasistemas

no completamente acotados con muchas variables y vinculos inciertos a situaciones y sistemas
de conocimientt (p. 321). Agrega El desarrollo de las creencias a lo largo del tiempo, como

un producto de la comprension de diferentes contextos de ensefianza, parece dificil de predecir,
controlar o influenciat, (p. 326); este autor diferencia entre el “conocimiento” y los aspectos

“afectivos” imbuidos en los sistemas de creencias.

Pajares (1998) afirma quediStinguir entre conocimiento y creencias es tremendamente

complejo”, (p. 309). Kagan (1992, p. 74) considera que las creencias estan vinculadas con el
conocimiento y propone tres elementos que configuran el panorama de las creencias: El
contexto (relacionado con los grupos especificos de estudiantes), el contenido (relacionado con
el conocimiento matematico a ser ensefiado) y la persona (vinculado con el conjunto de

creencias que el sujeto tiene en relaciéon con el mundo que lo rodea).

En este documento se usardn los términos creencias y concepciones indistintamente; y
consideramos, junto con Thompson (1984) que las creencias y concepciones son un constructo
complejo que involucra cbnocimiento, visiones, creencias y preferencias acerca del

conocimiento del contenido y su ensefianza”, (p. 106).

En el &mbito de las investigaciones sobre formacion de maestros vinculadas con el
razonamiento algebraico, McGowen y Davis (2002) ofrecen un listado de acciones para que los
estudiantes cambien sancepcion acerca del algebra y enfrenten aquedl@saminadas sobre

ella.

Asquith, Stephens, Knuth y Alibali (2007) encontraron que los maestros activos raramente
identifican las concepciones erréneas relacionadas con la variable o con el signo igual. Ademas
tampoco reconocen que tales concepciones son un obstaculo para la resolucién de problemas
que requieren de tales conceptos algebraicos. Los autores sugieren que la promocion del
conocimiento sobre el pensamiento del nifio facultara a los maestrosraaseaténtos a las
necesidades de los alumnos y reconoceran oportunidades para fomentar la comprension” (p.
269). Concluyen que se requiere focalizar la atencién en las conexiones entre el dominio

aritmético y el algebra, consideran conveniente que los maestros aprendan mas sobre el
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pensamiento de los nifios en el campo del razonamiento algebraico elemental. Sin embargo,
estos autores no proponen alguna via para que los maestros logren ese conocimiento sobre el

pensamiento de los nifios.

Algunas investigaciones no enfatizan especificamente en el razonamiento algebraico elemental.
Sin embargo han hecho exploraciones con ejercicios algebraicos y su relacion con la formacion
de maestros; uno de tales estudios es el efectuado por Krebs (2005). Esta autora trabajo en un
programa de desarrollo profesional en el que los maestros analizaron tareas matematicas,
predijeron respuestas de los nifios, evaluaron su trabajo, escucharon el razonamiento de los
nifios y valoraron la comprension manifestada por estos. Los ejercicios sobre razonamiento
algebraico elemental trabajados fueron sobre patrones y generalizacion de reglas. La autora
resalta las oportunidades ofrecidas a los maestros para reconocer el pensamiento matematico

manifestado por los nifios.

Stephens (2008) examind las concepciones exhibidas por maestros de escuela elemental en
formacion, las “definiciones” del algebra y los analisis de tareas disefiadas para promover el
razonamiento relacional. Los hallazgos sefialan que los maestros vinculan el algebra con
manipulacién simbdlica, valoran la manipulacién simbdlica sobre el pensamiento relacional, al
gue pocos asociaron con el algebra. La autora considera conveniente que los maestros piensen el
algebra como una “forma de pensamiento” opuesto a una lista de procedimientos a seguir, lo

cual podria ayudar a que los maestros amplien la experiencia de los nifios con el élgebra.

Las concepciones de los maestros en formacion son un factor a considerar en tanto que ellas se
manifiestan durante la valoracion que los maestros hacen del trabajo matematico de los nifios;
por tanto, las creencias que los maestros exhiben sobre el contenido temético y sobre su
ensefianza son determinantes en los procesos de formacion. Para Pajaretagl®8ritias

también pueden ser valores, que albergan funciones evaluativas, comparativas y sentenciosas y
confieren a la predisposicion de un valor imperativo para la accion” (p. 314). Por esta razén es
menester considerar la subjetividad del maestro como parte integral en el disefio de una

estrategia de formacion.

Van Dooren, Verschaffel y Onghema (2002) encontraron una fuerte relacion entre los métodos
de solucion aritméticos o algebraicos preferidos por los maestros y las valoraciones que hacen
de las soluciones provistas por los nifios. Los futuros maestros de secundaria prefirieron el uso
del algebra tanto en sus soluciones como en las evaluaciones del trabajo de los nifios. Mientras
gque algunos futuros maestros de primaria prefirieron aplicar s6lo métodos aritméticos, algunos
otros adaptaron sus estrategias al tipo de problema. Aunque no lo informan, parece que la

valoracion del trabajo de los nifios también es adaptativa.
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En el mismo sentido Espinosa (2004) investigd sobre las categorias en las que se ubican los
maestros en formacién como “resolutores” de problemas. Informa que los maestros preferencian
la manipulacion simbdlica sobre otras formas alternativas, e informa sobre cuatro tipologias de

resolutores de problemas algebraicos.

El uso de materiales curriculares tanto para explorar las concepciones que del &lgebra tienen los
maestros en formacion, de primaria y secundaria como para promover el reconocimiento y
promocién del razonamiento algebraico de los nifios, fue investigado por Stump y Bishop
(2002). Los autores consideran que fequiere mas discusion para ayudar a los maestros en
formacion a fortalecer su comprensién de lo que constituye razonamiento algebraico” (p.
1912), esfuerzos en el mismo sentido se requieren para gue los maestros concentren su atencion

en el razonamiento algebraico de los nifios.

El desempefio de maestros en activo cuando trabajan con tareas propias del razonamiento
algebraico ha sido motivo de indagacion. Asquith, Stephens, Knuth y Alibali (2007) reportan

los resultados de un estudio realizado con maestros en activo de secundaria; el trabajo se centré
en las predicciones de los maestros sobre las respuestas de nifios a tareas matematicas

focalizadas en el signo igual y en la variable.

Los maestros no reconocen que las concepciones erréneas sobre la variable o sobre el signo
igual son obstaculos para resolver problemas que requieren la aplicacién de estos dos conceptos.
Asquith, Stephens, Knuth y Alibali (2007) afirmamcrementar el conocimiento de los
maestros sobre el pensamiento de los nifios- especificamente en relacion con la variable y con
el signo igual- los capacitaria para ser mas atentos a las necesidades de los estudiantes y al

reconocimiento de oportunidades para promover la comprension” (p. 269).

El desarrollo de competencias para diferenciar, identificar, modificar y adaptar estrategias a
ideas matematicas especificas fue uno de los aspectos indagados por Blanton y Kaput (2005).
La investigacion se realiz6 con una maestra, y explord, durante un afo, la integracion del
razonamiento algebraico en las clases. El algebra se abordé como “aritmética generalizada y

como razonamienfduncional”.

Los autores resaltan cuatro aspectos: Primero, la habilidad de la maestra.paresformar
espontaneamente conversaciones aritméticas en conversaciones algélfpai4de); segundo,
el desarrollo de “ojos y oidos” algebraicos, que vinculan con la habilidad exhibida por la

maestra; tercero, que la aritmética generalizada y el razonamiento funcional pueden ser temas

“ En el original en inglés se utiliza “thinking” que se ha traducido como razonamiento. Se ha hecho asi en
tanto que en el documento referenciado, los autores usan el término “reason algebraically”, (p. 440), en
referencia al razonamiento algebraico.
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para promover el razonamiento algebraico elemental en la escuela; y finalmente, que la

habilidad de la maestra influyd en la habilidad de los nifios para razonar algebraicamente.

Conceden que la formacién de maestros de escuela primaria, que entiendan las complejidades
del razonamiento algebraico elemental, es un proceso complejo que requiere investigacion y que

eventualmente, es alcanzable a largo plazo.

Existen dos elementos comunes en las investigaciones y en las conclusiones de los
investigadores referenciadas anteriormente: La variedad de enfoques y las concepciones de los
maestros, la importancia e influencia de esta Ultima en la ensefianza del razonamiento algebraico
elemental. Desentrafiar las concepciones que los maestros tienen acerca del pensamiento de los
nifios y articularlas con su conocimiento del contenido para promover el razonamiento
algebraico de los nifios es un dilema ya planteado por Doerr (2001) y comentado en la seccién

2.5 -Razonamiento Algebraico Elemental y Maestros en Formacion- de este capitulo.

2.5.2El Conocimiento Pedagdgico del Contenido

Las concepciones de los maestros y su articulacion con la ensefianza es un tema complejo, que
encarna un doble proceso: Interpretacion y adecuacion. La interpretacion del conocimiento
matematico exhibido por los maestros en un marco tematico especifico (algebra en nuestro
caso) y la adecuacion de tal conocimiento para ser ensefiado en atencién a las particularidades

epistémicas y exigencias cognitivas del mismo.

Shulman (1986) acufi6 el término “conocimiento pedagdgico para la ensefianza”, para referirse
al conocimiento que debe ser exhibido por un maestro para ensefiar y que trasciende el mero
conocimiento del contenido. Este conocimiento, sin embargo es dificil de definir tedricamente.
Después de 20 afios de investigaciones e intentos de delimitgrleeate entre conocimiento y

practica ha sido entendido inadecuadameliBall, Thames y Phelps, 2008, p. 389).

La formacion de maestros para que reconozcan y promuevan el razonamiento algebraico
elemental de los nifios es parte de un problema de formacion mas amplio y complejo, en tanto
que “el maestro no sélo deben sabee algo es asi; el maestro también debe comprender
porqué es asi, sobre cuales fundamentos se puede asegurar su validez, y bajo cuéles
circunstancias la creencia en su justificacion puede ser debilitada o negada” (Ball, Thames y
Phelps, 2008, p. 391).
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Proveer al maestro con oportunidades para que desarrolle ese conocimiento que Ball et al.;
denominan “Conocimiento Matematico para la Ensefiaza” (W$ una tarea que debe ser
asumida por los formadores de maestros. Algunos autores (Silverman y Thompson, 2008;
Godino, 2009) han adelantado propuestas orientadas hacia el desarrollo de competencias de
andlisis didéactico.

El interés por abordar el problema del Conocimiento Matematico para la Ensefianza y de
vincularlo con la formacién de profesores de tal suerte que estos puedan promover, entre otros,
el razonamiento algebraico elemental, se acrecienta en tanto que se conocen casos de inclusion

del razonamiento algebraico en los curriculos de algunos paises.

En el siguiente apartado examinaremos algunas experiencias de implantacién del razonamiento

algebraico elemental en diversos paises.

2.6 Propuestas Curriculares de Inclusion de
Razonamiento Algebraico Elemental: Algunos
Casos

Los desarrolladores del curriculo y los responsables de las politicas educativas, informados
sobre los resultados de investigacién en el RAE de mas de una década, han iniciado la

implantacién del razonamiento algebraico elemental en la escuela primaria.

Cai (2004) reporta que la idea de ecuacion y resolucién de ecuaciones comienza desde el primer
grado de primaria en los libros de texto chinos; la idea de ecuacién y resolucion de ecuaciones
se aborda desde la concepcion de la resta como un procedimiento inverso a la suma. Un ejemplo
de una ecuacion que se pide resolver en primer grad&esoritrar el nimero en () tal que

9 + () =16"; (Cali, 2004, p. 110).

En los grados cuatro, cinco y seis (11 a 13 afios de edéd)se introduce como lugar para

poner nimeros desconocidos en el contexto de resolucién de ecuaciones. En grado cinco, se
introduce: (1) El uso de letras para representar nUmeros y relaciones cuantitativas; (2) La
resolucion de ecuaciones sencillas, y (3) La resolucion de ecuaciones para resolver problemas
de modelacion. Para el curriculo chir@ propdsito dominante del aprendizaje del algebra es
ayudar a los estudiantes a representar mejor y a entender las relaciones cuantjtéd@aas

2004, p. 127).

® MKT por sus siglas en inglés: Mathematical Knowledge for Teaching.
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Lew (2004) informa sobre seis clases de habilidades matematicas relacionadas con el algebra
gue son enfatizadas en el curriculo matematico coreano de la educacion primaria. Estas son:
Generalizacion, abstraccion, pensamiento analitico, pensamiento dinamico y organizacion. Para
Lew “...todos los tipos de pensamiento algebraico son enfatizados uniformemente a largo de

todos los grados desde el primero hasta el sexto.” (p. 100). Para el curriculo coreano el algebra
se concibe como una manera de pensar, donde el principal foco de atencion es el desarrollo de

habilidades de pensamiento.

Por su parte, Fong (2004) reporta que en el curriculo para la escuela primaria en Singapur, se
adoptan tres enfoques para desarrollar el razonamiento algebraico elemental: Resolucién de
problemas; generalizar y especialfzarfinalmente “hacer y deshacer”. En primaria, los nifios

resuelven problemas de caracter algebraico (construccion y solucién de ecuaciones) mediante el

uso de modelos para representar la situacion.

Los nifios resuelven problemas aritméticos (con valores conocidos) en los primeros grados de la
primaria, y en tanto que progresan, resuelven problemas para hallar valores desconocidos. En

estos problemas, tratan las cantidades desconocidas como si fueran conocidas.

Tareas en donde los nifios deben identificar, entender y extender patrones geomeétricos, y
numeéricos estan presentes en todo el curriculo matematico de la primaria. Adicionalmente, el
curriculo ofrece tareas en las que se usa la construccién de reglas mediante dos procesos: Hacer-

deshacer y “operaciones hacia delante”, que se ubican en el contexto del enfoque funcional.

En Japon también se han introducido algunos componentes del razonamiento algebraico
elemental en el curriculo de la escuela primaria. Los contenidos se pueden dividir en tres
categorias (Watanabe, 2008): Ideas acerca de funciones, escritura e interpretacion de
expresiones matematicas. Estas categorias de contenidos se distribuyen a lo largo del curriculo
propuesto para los seis afios de escuela primaria. A manera de ejemplo, en el contenido
correspondiente a expresiones matematicas, se proponen tareas tales como: Escribir e interpretar
expresiones matematicas que usan las cuatro operaciones fundamentales; comparar nimeros y
cantidades; escribir y comparar expresiones matematicas que usan paréntesis, y finalmente, el
uso de los simbolos (rectangulo y tridngulo) y la letXd ‘en expresiones matematicas y la

evaluacion de tales expresiones mediante la sustitucién de valores numéricos.

Segun Watanabe-ibid-el' estudio del &lgebra en la escuela primaria pretende no sélo
desarrollar competencia algebraica sino también promover una comprension mas profunda de

otros contenidos en el curriculo de matemati¢as 192).

® Explorar una estructura o idea que apoya un concepto matematico particular o un objeto fisico. Fong
(2004, p. 42).
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Moyer, Huinker y Cai (2004) reportan un caso de introduccion del razonamiento algebraico
elemental en la escuela primaria, en Estados Unidos, por medio de una propuesta curricular que
ofrece a los nifios experiencias formales e informales con el &lgebra. Las ideas algebraicas
centrales en esta propuesta son: El cambio; patrones y relaciones; representacion y modelacion.
Por medio de las actividades contenidas en la propuesta curricular, se pretemievér
procesos mentales que constituyen el habito de pensamiento algebraico conocido como

construccion de reglas para representar funciérips6).

En Hong Kong, el algebra se introdujo para desarrollar el sentido simbdlico en los grados
inferiores y el uso de ecuaciones en los superiores (Wong, 2005). Los contenidos algebraicos en
la escuela primaria, de acuerdo con Wong -ibid- tienen una fuerte influencia del algebra de la
secundaria, en tanto que consideran el estudio de: Manipulacion simbdlica, balanceo de
ecuaciones, planteamiento de ecuaciones y busqueda de la incognita. En el curriculo matematico
de la primaria el dlgebra, particularmente los simbolos, estan lado a lado con la aritmética”,
(Wong, 2005, p. 29).

Los autores concluyen que:

Si los nifios son expuestos tanto a métodos aritméticos como algebraicos para resolver ecuaciones
simples y se les da la oportunidad de discutir y comparar estos métodos, los nifios finalmente

comenzaran a considerar problemas sencillos desde perspectivas mdltiples y llegaran a ser mas
abiertos de mente. (p. 29)

Esta hipétesisesta en linea con algunas que han sido comprobadas empiricamente por algunos
estudios longitudinales sobre la inclusibn del razonamiento algebraico desde la escuela
elemental (Derry, Wilsman y Hackbarth, 2007; Schliemann, Carraher, Brizuela, Earnest,

Goodrow, Lara-Roth y Peled, 2003) y cuyos resultados alientan la iniciacion de la ensefianza del

algebra en la escuela primaria.

En este apartado se han presentado casos de introduccion del razonamiento algebraico elemental
en los curriculos de la escuela primaria de varios paises (China, Corea, Singapur, Japon, Estados
Unidos, Hong Kong). Los casos muestran gue existe consenso en la comunidad de
investigadores y de gestores de politicas educativas en relacion con la introduccién del

razonamiento algebraico en la escuela elemental.

De un lado parece que no existe acuerdo en relacion con una respuesta a las preguntas: ¢ Qué es
el razonamiento algebraico elemental?, ¢Qué tipo de actividades matematicas favorecen
reconocer los elementos basicos del algebra? y que a su vez favorezcan la superacion de algunas
de las dificultades reportadas en la literatura (LengddgeGregor y Price,1999; Warren ,

" Se establecié contacto por medio de correo electrénico con el autor de la afirmacién y confirmé que no
tiene bases empiricas que la soporten.
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2006; Sentido operativoLinchevski y Livneh,1999; Sentido de la estructu&fard y

Linchevski,1994; Esty,1992; Linchevski y Livneh,1999; Signo igkaeiman y Lee, 2004;
Carpenter et al., 2003; Knut, Alibali, McNeil, Weinberg y Stephens, 2006; Problemas de

palabrasHall, Kibler, Wenger y Truxaw, 1989; Kamal y Ramzi, 2000; Weaver y Kintsch,1992;

Yerushalmy y Golead, 1999; Cerdan, 2008) por alumnos de escuela secundaria.

De otro lado, parece que existe acuerdo en la comunidad de investigadores en que algunos
temas son propicios para la introduccién del razonamiento algebraico elemental (patrones,
generalizacion, pensamiento relacional, signo igual, entre otros). La pertinencia de la
introduccion del razonamiento algebraico desde la escuela primaria para que los alumnos en la
escuela secundaria superen algunas de las dificultades atavicas reportadas en la literatura parece

estar aceptada.

La comunidad de investigacion ha elaborado un sinnimero de trabajos en donde reportan el
desempefio que los nifios de escuela elemental cuando trabajan con actividades definidas como
propias del razonamiento algebraico elemental. Los resultados son adelantadores frente a las

competencias algebraicas de los nifios.

Resalta la ampliacion de la concepcion del RAE y se aprecia la extension del adjetivo

“algebraico” para tareas tradicionalmente valoradas como aritméticas.

En tanto que el razonamiento algebraico elemental se abre espacio en los curriculos oficiales de
la escuela primaria, parece claro que a los maestros, tanto activos como en formacion, se les
debe ofrecer oportunidades de formacion para asumir la inclusién curricular del razonamiento

algebraico en la escuela primaria.

Para Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnets (20@6)dea no es simplemente atribuir
significado algebraico a las actividades mateméaticas de la escuela primaria. Los contenidos
matematicos deben ser transformados sutilmente para resaltar su carécter algelfpai88)

La competencia de transformacion o adecuacion, el andlisis didactico de tareas algebraicas y la
formacion para que los maestros reconozcan la compleja red de relaciones entre aspectos
conceptuales y procedimentales que caracterizan el razonamiento algebraico (Blanton y Kaput,

2005, p. 414) es una tarea que los investigadores y formadores de maestros deberian asumir.

Dos de los cuatro dilemas planteados por Doerr (2001) y discutidos en la seccion 2.5 son
Razonamiento Algebraico Elemental y Formaciéon de Maestros. La articulacion entre el
conocimiento de los maestros y la ensefianza del algebra, se asumen y se abordan en esta
memoria. Es asi, como en el contexto de la introduccion del razonamiento algebraico en el

curriculo de la escuela primaria y de la formaciédn de maestros, es que se plantea nuestro
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problema de investigacion en el que se propone una ampliacion del razonamiento algebraico
elemental.

En el siguiente capitulo, se abordara el marco tedrico y la metodologia que se usard para
responder las preguntas que se plantean con motivo de la evaluacién y desarrollo de
competencias de andlisis didactico de tareas sobre razonamiento algebraico en futuros
profesores del disefio de una unidad didactica para la introduccion del razonamiento algebraico
elemental en la escuela primaria y con la formacién de los maestros para que asuman tal

inclusion.

2.7 Conclusiones

Los epigrafes anteriores evidencian tanto la complejidad del tema de estudio como los diversos
retos en el &mbito de la formacion de maestros y el razonamiento algebraico elemental. Si bien
el campo de investigacion es amplio, se resalta la urgente necesidad de abordar la investigacion
sobre la formacién de maestros, sus competencias de andlisis did4ctico y sus creencias sobre la
inclusion del razonamiento algebraico elemental en razén de dos aspectos: La inclusién de
algunos aspectos del algebra en el curriculo de algunos paises y el interés que tiene estudiar

alternativas para mejorar la formacion de maestros.
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CAPITULO 3
MARCO TEORICO Y METODOLOGIA

3.1 Introduccién

Este capitulo contiene dos grandes apartados: Marco Teodrico y Metodologia. En el primer
apartado se discute los diversos elementos que componen el marco tedrico que orienta la

investigacion. En el segundo apartado se discute la metodologia usada.

3.2 Algunos Elementos Teoricos Considerados

En este apartado se abordan algunos elementos que han sido considerados en la investigacion
tales como comunidades de aprendizaje, observacion participante, enfoque onto-semiético y

fenomenografia.

El contexto particular en donde se desarroll6 la investigacion modula los diversos elementos
metodoldgicos considerados, de tal suerte que estos se acomodan a las caracteristicas del

contexto y del problema de investigacion.

3.2.1El Enfoque Onto-semidtico de la Cognicién y la

Instruccion Matematica

En diferentes trabajos Godino y colaboradores (Godino y Batanero, 1998; Godino 2002;
D"Amore y Godino, 2007; Godino, Batanero y Font, 2007; Godino,Bencomo, Font y Wilhelmi,
2006; Wilhelmi, Godino, Lacasta, 2007) han desarrollado un conjunto de nociones teéricas que
configuran un enfoque ontolégico y semidtico de la cognicidn e instruccion matematica, que
concede un papel central al lenguaje, a los procesos de comunicacién e interpretacion y a la
variedad de objetos matematicos intervinientes. Se trata de un marco teérico integrativo para la
didactica de las matematicas que aborda el problema de la articulacion de teorias mediante la
identificacion de nociones primitivas y principios epistémicos, cognitivos e instruccionales

comunes.

A continuacion, se ofrece una sintesis del enfoque Onto-semiético de la Cognicion y de la
Instruccion Matematica (EOS), y se indicara como se usara para investigar el problema que es el

objetivo de esta memoria de tesis doctoral.
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Para evitar repetir las referencias de los articulos referidos en el primer parrafo de este apartado,
se afirma que lo que a continuacién se escribe se ha tomado enteramente de tales documentos;
todas las ideas que aparecen en este apartado son de los autores referenciados. Aclarado el

punto, y contando con la comprension del lector, se procede al compendio.

El EOS ha afrontado el problema de la significacion y representacion del conocimiento
matematico mediante la elaboracion de una ontologia matematica explicita sobre presupuestos
iniciales de tipo antropoldgico (Bloor, 1983; Chevallard, 1992), semioticos y socioculturales
(Sfard, 2000; Radford, 2003; Ernest, 1998). Esto supone asumir una cierta relatividad
socioepistémica para el conocimiento matematico ya que el conocimiento se considera ligado
indisolublemente a la actividad en la cual el sujeto se implica y es dependiente de la institucion

cultural y contexto social del que forma parte (Radford, 1997).

Esta formulacién considera tres aspectos imbricados: La matematica como resolucion de
problemas socialmente compartida, como un lenguaje simbdlico y como un sistema conceptual.
El estudio del proceso de asignar significado (la significacién) considera la preponderancia de
varios conceptos: La practica matematica, la institucién, los objetos, los significados, las

configuraciones y trayectorias didacticas.

A continuacién, se comentaran y se dara una aproximacion a la propuesta de vinculacion de
tales conceptos en el seno de una actividad de formacion matematica, segin es entendida por el
EOS.

» Practica matematica es toda actuacion o expresion (verbal, grafica, gestual, etc.) realizada
por alguien para resolver un problema matematico, comunicar a otros la solucién obtenida,
validarla o generalizarla a otros contextos y problemas (Godino y Batanero, 1994). Las

practicas pueden ser personales o institucionales.

¢ Una instituciéon esta constituida por las personas que comparten una clase especifica de
situaciones probleméticas. El compromiso compartido con la misma problemética conlleva
la realizacién de practicas sociales compartidas, las cuales estan, asimismo, ligadas a la
institucion y a las normas implicitas que orientan y determinan la practica. Las instituciones
se conciben como “comunidades de préacticas” e incluyen, por tanto, las culturas, grupos
étnicos y contextos socioculturales. En este sentido, el concepto de “institucion” y su
importancia en el proceso de resolucion de problemas matematicos esta intimamente ligado
con el concepto de comunidades de practica segun es usado por Lave y Wenger (1991). La
institucion es el sitio donde se realiza una préactica social'epfatiza la dependencia
relacional con el mundo, la actividad, el significado, la cognicion, el aprendizaje y el
saber, (Lave y Wenger, 1991; p. 50).
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Objeto matemético, otro de los conceptos identificados en el EOS, al que considera como
cualquier entidad o cosa referida en el discurso matemético. El objeto matematico designa a
todo lo que es indicado, sefialado o hombrado cuando se construye, comunica o aprende
matematicas. Esta nocion tan genérica se hace operativa mediante la elaboracién de una
tipologia de objetos para los cuales se explicita su naturaleza y funcién como elementos

intervinientes en la practica matematica.

Para el EOS:

Los objetos matematicos necesitan ser vistos como simbolos de unidades culturales que emergen de
un sistema de usos, ligado a las actividades de resolucién de problemas que efectlian ciertos grupos
de personas y van evolucionando con el tiempo. El hecho de que en el seno de ciertas instituciones
se hagan determinados tipos de practicas, determinan la emergencia progresiva de los objetos
matematicos y que su significado esté intimamente relacionado con los problemas y la actividad
realizada para su resolucién. Por ello, no se puede reducir el significado del objeto a su mera
definicibn matematica. (D’ Amore y Godino, 2007, p. 207).

Los objetos matematicos, sus significados, de uso y referenciales, se articulan con las practicas

matematicas en el seno de las instituciones en donde se localizan los problemas y los individuos

que los resuelven.

3.2.1.1 Significados Personales e Institucionales de los Objetos

La Figura 3.1 exhibe la tipologia béasica y las relaciones entre significados personales e

institucionales que se manifiestan durante actividades de resolucion de problemas mateméticos.

Los significados personales propuestos son:

Global: Corresponde a la totalidad del sistema de practicas personales que es capaz de

manifestar potencialmente el sujeto relativas a un objeto matematico.

Declarado: Da cuenta de las practicas efectivamente expresadas a propésito de las pruebas
de evaluacion propuestas, incluyendo tanto las correctas como las incorrectas desde el punto

de vista institucional.

Logrado: Corresponde a las practicas manifestadas que son conformes con la pauta
institucional establecida. En el analisis del cambio de los significados personales que tiene
lugar en un proceso de estudio interesara tener en cuenta los significados iniciales o previos

de los estudiantes y los emergentes.

Walter Fernando Castro Gordillo
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4 SIGNIFICADOS \ 4 SIGNIFICADOS )
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Figura 3.1. Significados Personales e Institucionales.

En relacion con los significados institucionales, el EOS propone cuatro tipos:

* Referencial Sistema de practicas que se usa como referencia para elaborar el significado
pretendido. En una institucion de ensefianza concreta este significado de referencia sera una
parte del significado holistico (Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2007) del objeto matematico.

La determinacion referencial del significado global exige de un estudio historico y
epistemoldégico sobre el origen y evolucion del objeto considerado, asi como de la

consideracion de la diversidad de contextos de uso en donde se manifiesta dicho objeto.
* Pretendido: Sistema de practicas incluidas en la planificacion del proceso de estudio.

« Implementado: Sistema de practicas efectivamente implementadas por el docente en un

proceso de estudio especifico.

« Evaluado: El subsistema de précticas utilizado por el docente para evaluar los aprendizajes.

3.2.1.2 Objetos que Intervienen y Emergen de los Sistemas de

Practicas

En el seno de las practicas matematicas, operativas y discursivas, intervienen y emergen nuevos

objetos que problematizan, organizan y estructuran la actividad de ensefanza y aprendizaje. Si
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las practicas se realizan en el seno de una institucion, los objetos emergentes se consideran
“objetos institucionales”; mientras que si se realizan por una persona, se consideran como
“objetos personales”. Si bien se hace una diferencia entre objetos institucionales y personales,

parece claro que ambos estan vinculados y actian en mutua dependencia.

La nocion de emergencia de los objetos esta relacionada con la metéfora ontolégica (Lakoff y
Nufiez, 2000), que considera acontecimientos, actividades, ideas, etc. como entidades (objetos,

cosas, etc.).
El EOS propone la siguiente tipologia de objetos matematicos o entidades primarias:

e Lenguaje: Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones graficas,

etc.
e Situaciones-problema Aplicaciones extra-matematicas, ejercicios, etc.
» Conceptos Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicion.
« Proposiciones Enunciados para las cuales se requiere una justificacion o prueba.
» Procedimientos Técnicas de célculo, operaciones, algoritmos.

* Argumentos:. Justificaciones, demostraciones, o pruebas de las proposiciones usadas.

Los seis tipos de entidades primarias postuladas amplian la distinciébn entre entidades
conceptuales y procedimentales (Silver, 1986) consideradas insuficientes para describir la
dindmica y relaciones entre los objetos intervinientes y emergentes durante la actividad

matematica.

3.2.1.3 Configuraciones de Objetos

Los seis tipos de entidades primarias se relacionan entre si, formando configuraciones que se
muestran en la Figura 3.2, se definen como las redes de objetos intervinientes y emergentes de

los sistemas de practicas y las relaciones que se establecen entre los mismos.

Las configuraciones pueden ser epistémicas (redes de objetos institucionales) o cognitivas
(redes de objetos personales), que se construyen a partir del planteamiento y resolucion de una
situacion problema, alrededor de la cual se construyen configuraciones epistémicas. La
secuencia de estas configuraciones constituye finalmente el “sistema de practicas mateméaticas”

que fija el significado institucional y personal implementado para el objeto u objetos estudiados.
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Figura 3.2. Componentes y Relaciones en una Configuracion Epistémica.

3.2.1.4 Analisis Epistémico

La propuesta del EOS permite efectuar tres tipos de analisis en el marco de procesos de
enseflanza y aprendizaje de las matematicas: Analisis epistémicos y cognitivos, andlisis

curriculares y de los aprendizajes y finalmente, andlisis instruccionales y ecoldgicos.

Si bien se enumeran por separado, ellos dan cuenta de procesos intimamente vinculados en
contextos de formacion matematica. En esta investigacion se hace uso mayoritario de analisis
epistémicos y cognitivos de configuraciones epistémicas y cognitivas. Estos analisis seran

ilustrados en los capitulos cuarto, quinto y sexto.

El andlisis epistémico y cognitivo es un constructo tedrico complejo que pone en interaccion,
con motivo del estudio de problemas matematicos, dos nociones teoricas: Las entidades
primarias y las secundarias. El primero estd conformado por los “conocimientos matematicos”
que comprende: lenguajes, situaciones, procedimientos, argumentos, proposiciones Yy
definiciones; el segundo comprende las entidades duales: Unitario-sistémico, expresion-

contenido, institucional-personal, intensivo-extensivo, no ostensivo-ostensivo.
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El analisis de objetos y significados, potenciado por el constructo teérico formado por las
entidades primarias, ha sido estudiado en varios documentos (Castro y Godino, 2009; Castro y
Godino, 2011; Godino, Rivas, Castro y Konic, 2008).

El andlisis epistémico tiene tres objetivos: El primero, explorar objetos y significados puestos en
juego en la solucién de un problema, que se asume como un analisis de referencia; el segundo,
identificar posibles conflictos de significado y predecir dificultades y errores que podrian surgir
en las soluciones que los nifios dan al problema, y el tercero, explorar como el uso de las

entidades primarias favorece predecir e identificar conflictos potenciales.

3.2.1.5 La Guia de Reflexion de Objetos y Significados

En Godino y et. al., (2008) se ofrece un ejemplo del uso del instrumento denominado Guia para
la Reflexion de Objetos y Significados (GROS), este instrumento serd comentado en la siguiente

seccion.

Los otros dos tipos de analisis, mencionados en este mismo apartado, que son: Los curriculares
y de los aprendizajes, asi como el analisis instruccional y ecolégico, no son usados en este

trabajo.

Los elementos comentados en los apartados anteriores, se organizan y concretan en una
herramienta de andlisis epistémico que se comenta a continuacién y que sera usada en los

capitulos cuarto, quinto y sexto de esta memoria de tesis doctoral.

Se entiende el “andlisis epistémico” como una caracterizacion de las configuraciones
epistémicas, su secuenciacion y articulacion. Se trata de descomponer la configuracion
epistémica en unidades de analisis para caracterizar el tipo de actividad mateméatica que se
implementa. Esto requiere identificar los objetos mateméaticos puestos en juego, las relaciones
entre ellos, los modos de organizacién en que se agrupan y las relaciones ecoldgicas que se

establecen entre los mismos.

La identificacién permite ampliar la atencion desde las entidades referidas hasta el papel que
juegan en el seno de la actividad matematica. La concrecién de la identificacién de los objetos y
la asignacion de significados presentes y emergentes en la actividad matematica de resolucion
se logra mediante una tabla, que se denomina la Guia de Reconocimiento de Objetos y

Significados (GROS) que se ilustra en la Tabla 3.1.
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Tabla 3.1. Guia para el Reconocimiento de Objetos y Significados.

Tipos de Objetos | Significados(relacion de referencia o de uso)
REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones
gréficas, ...)

CONCEPTOS (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicjon)

PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaciones, algoritmos)

PROPIEDADES (Enunciados para las cuales se requiere una justificacion o prueba)

ARGUMENTOS (Justificaciones, demostraciones, o pruebas de las proposiciones usadas)

Esta tabla, si bien luce estatica y un poco normativa, promueve la explicitacién de los objetos y
los significados que intervienen y surgen en el proceso de resolucion de un problema. En
Castro, Godino y Rivas (2010) se informa como la GROS favorece dar cuenta de un proceso
complejo y dinamico, y que puede ser cumplimentada de varias maneras; lo cual pone de

manifiesto la relatividad de los objetos y significados matematicos.

3.2.1.6 La Aproximacion al RAE desde el EOS

La aproximacién al razonamiento algebraico elemental que se dio a los maestros en formacion
fue:
Denominamos Razonamiento Algebraico Elemental (RAE) al sistema de practicas operativas y
discursivas puestas en juego en la resolucion de tareas abordables en la educacion primaria en las

cuales intervienen objetos y procesos algebraicos (simbolizacion, relacion, variables, incognitas,
ecuaciones, patrones, generalizacion, modelacion, etc.).

Para valorar la pertinencia de esta aproximacion, se resaltan tres elementos constitutivos de ella,

y articulados en el marco del EOS.

» El primero: La aproximacion se da en el contexto de “practica” -personal o institucional-
gue concede un papel central a la interaccion entre dos conocimientos: El institucional (el
texto, el curriculo) y el personal (el estudiante). La interaccion favorece el proceso de

ensefanza y aprendizaje.
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* El segundo: Tareas “abordables” en la educacién primaria, es decir, tareas que utilizan
conocimientos matematicos de los nifios, que tienen el potencial de centrar su atencion vy,
finalmente poner en juego objetos matematicos y los significados pertinentes a la situaciéon

planteada.

e El tercero: Los objetos y procesos algebraicos, y se enumeran algunos: Simbolizacién,

relacién, variables, incégnitas, ecuaciones, patrones, generalizacién, modelacién, etc.

Notese que, en concordancia con el concepto de “practica” se enumeran “conceptos”
algebraicos en términos de “objetos” (de objetivaciones, de entes, de reificaciones) que se
conciben en términos de procesos en los que intervienen las entidades primarias referidas a
elementos algebraicos. A manera de ilustracion se indica que una tarea matematica se concibe
como algebraica cuando se pone en acto un proceso discursivo en el que se reifica, por ejemplo,
la “incognita”, mediante una configuracién epistémica de elementos linguisticos, conceptos,

procedimientos, propiedades y justificaciones, todas estas o sélo algunas.

Luego una tarea matematica puede tener el caracter potencial de algebraica, pero cuando se
discute con los nifios, la misma puede ser resuelta con procedimientos aritméticos sin hacer
referencia explicita a elementos algebraicos, sin embargo puede ser reconocido el uso implicito
de algunos elementos algebraicos imbuidos en el proceso de solucién de la tarea. Las practicas
aritméticas ponen en juego objetos, significados y procesos que exhiben caracteristicas

algebraicas.

Es asi como un nifio puede resolver un problema que, algebraicamente, requiera el uso de un
sistema lineal dos por dos, sin embargo el nifio lo resuelve por ensayo y error. El
reconocimiento de dos valores desconocidos y diferentes, el planteamiento de relaciones y la

busqueda de los nimeros, es en esencia un proceso algebraico.

3.2.2Una Reflexiéon sobre las Competencias

El término competencia ha sido ampliamente discutido en educacién. Uno de los primeros
autores que uso el término fue Noam Chomsky (1957, 1965). Chomsky definié el término
competencia como el dominio de los principios que gobiernan el lenguaje. A este término se le
han conferido diversas interpretaciones, y es frecuente encontrar imprecisiones y usos
contradictorios (Short, 1985).

En el contexto de reformas curriculares internacionales para las matematicas, tales como NCTM
(2000), Kilpatrick, Swafford y Findell (2001), y Niss (2003) se han planteado propuestas sobre

el concepto de competencias matematicas. Sin embargo, estas propuestas tienen el propdésito de
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comunicar objetivos generales para el desarrollo educativo y como tales, son dificiles de usar
como marco para una investigacion que considere implantar su enfoque sobre competencias en

instrumentos concretos en el &mbito de formacion de maestros.

Diversos proyectos institucionales intentan abordar la problematica de aproximacion al término
de competencia (Pisa; OCDE, 2005; Tuning, Gonzélez y Wagenaar, 2003). Se encuentran
diversas acepciones del término en funcién del tema especifico del cual se trata, es asi como se

habla de “competencias para”.

El Proyecto Tuninbofrece un enfoque concreto para la implementacion del Proceso de Bolonia

y consiste de una metodologia de disefio, desarrollo, implementacion y evaluacion de programas
de estudio para cada uno de los ciclos en los que se ha divido el Proceso de Bolonia. Tuning

propone puntos de referencia que se expresan en términos de competencias y de niveles de
competencias. El Proyecto discute propuestas sobre las competencias en campos diversos:
Negocios, quimica, educacion, historia, estudios europeos, geologia, matematicas, etc.; y

enumera competencias tanto genéricas como especificas.

Para el Proyecto Tuning la competencia represamta tombinacion dinamica de habilidades
cognitivas y meta-cognitivas, conocimiento y comprension, habilidades interpersonales e

intelectuales, a mas de valores éticg¥uning, General Brochure, p. 1)

En el contexto educativo espafiol, el Ministerio de Educacion y Ciencia promulgé los Reales
Decretos 1513/2006 y 1631/2006 (Ministerio de Educacion y Ciencia, 2006b, 2006c) para las
ensefianzas minimas de los ciclos de primaria y de secundaria obligatoria, en los que se
identifican ocho competencias basicas que deberian ser exhibidas por los estudiantes al finalizar

tales ciclos.
Las competencias son:

» Competencia en comunicacion linguistica.

« Competencia matematica.

» Competencia en el conocimiento y la interaccién con el mundo fisico.
» Tratamiento de la informacién y competencia digital.

e Competencia social y ciudadana.

» Competencia cultural y artistica.

* Competencia para aprender a aprender.

e Autonomia e iniciativa personal.

! Proyecto Tuning, documento final, bajado el dia 21 de febrero del 2010 del sitio Web
http://tuning.unideusto.org/tuningeu/images/stories/template/General_Brochure_Spanish_version.pdf
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El proyecto PISA (OCDE, 2005b) asume el concepto de competencia como central; sin

embargo, el significado conferido ha cambiado a lo largo de varios informes (Rico, 2007, p. 42).

La competencia matematica es definida como (OCDE, 2004, p. 3): La capacidad ingiardual
identificar y comprender el papel que desempefian las mateméticas en el mundo, emitir juicios
bien fundados, utilizar las matematicas y comprometerse con ellas, y satisfacer las necesidades

de la vida personal como ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo.

Para Blomhgj y Jensen (2007, p. 47) es importante enfatizar la competencia matematica en
términos de “la presteza para actuar en respuaesiarta clase de reto matematicen una
situacion dada’. Se resalta el acento puesto en la “accion” para responder a una situacion dada.
En el mismo sentido Goldin (1998) afirma quea“competencia humana se refiere a la
capacidad de realizar una tarea en un momento dado, bajo condiciones que son parcial o

incompletamente especificaddp. 147).

En este sentido es que se concibe el concepto de competencia que deberia ser propuesto a los
maestros, y en consecuencia desarrollado y exhibido por ellos; competencia expresada en
términos de la capacidad para actuar y desarrollar una tarea (ensefiar matematicas) en un
contexto especifico (el salon de clase) para responder a acciones dadas (la manifestacion de la

comprension del conocimiento matematico por nifios de escuela elemental).

3.2.3La Competencia de Andlisis Didactico

La aproximacion al concepto de competencia de analisis didactico, que deberia ser desarrollada
por los futuros maestros, pasa por el concepto de competencia matematica, que debe ser
desarrollada por los nifios al interior de la institucién escolar. Parece claro que ambos conceptos

deben estar alineados.

En un curso de formacion didactica para maestros, se espera ofrecer oportunidades a los
maestros de experimentar, desarrollar y exhibir competencias para el “andlisis didactico” de
tareas matematicas que estimulen en sus alumnos, el desarrollo de competencias mateméticas
como las propuestas por el R.D. 1513 de 2006. Tal estimulo podria ser efectivo si el analisis
didactico hecho por el maestro reconoce la complejidad del proceso de ensefianza-aprendizaje e

incluye algunas entidades matematicas primarias como las expuestas por el EOS.

Se considera como competencia el constructo cognitivo que incluye conocimiento, disposicion y
comprension que supone que el sujeto sea capaz de realizar las practicas sociales que resuelven

los tipos de problemas pretendidos. El maestro debe desarrollar una tarea de ensefianza, que

% Cursiva en el original.
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supone definir una configuracion didactica, que a su vez lleva asociadanfiguracion
epistémica, esto es, una tarea, y las acciones requeridas para su solucion, lenguajes, reglas
(conceptos y proposiciones) y argumentaciones, las cuales pueden estar a cargo del profesor, de

los nifios o distribuidas entre ambos.

Al incluir la disposicion en el concepto de competencia se da cabida a las concepciones que
forman parte del acervo cultural de los individuos y que son determinantes en situaciones de

ensefianza.

Asociada a una configuracion epistémica habra una configuracion instruccional constituida por

la red de objetos docentes, discentes y mediacionales puestos en juego a proposito del problema
0 tarea matematica abordada. La descripcion de los aprendizajes que se construyen a lo largo del
proceso se realiza mediante leenfiguraciones cognitivasred de objetos intervinientes y
emergentes de los sistemas de practicas personales que se ponen en juego en la implementacion

de una configuracién epistémica.

Es asi como la aproximacién a la competencia de analisis didactico asumida en este trabajo de
investigacion se incardina en el marco de la competencia como conocimiento y comprension
para realizar practicas sociales que resuelven problemas de ensefianza, y se asume como “la
capacidad para realizar las tareas relativas a los cuatro niveles de Analisis Didactico

mencionados”.

3.2.4Comunidad de Aprendizaje

Las comunidades de aprendizaje se crean cuando un grupo de personas interesadas en una tarea

comun sienten la necesidad de compartir lo que saben y de aprender de los otros.

Diversos autores (Rogoff, 1993; Lave, 1988; Lave y Wenger, 1991; Beach, 1999) han
investigado como el aprendizaje, en el seno de comunidades de aprendizaje, cambia en funcién
del tiempo. Una comunidad de aprendizaje que promueva la participacion y libre expresion de
las ideas favorece tanto la transformacion de la identidad y de creencias como el aprendizaje

significativo.

Para Gémez y Rico (2007)o% maestros ni trabajan ni aprenden sol@p. 17); para los
autores esta sentencia justifica el creciente interés en el desarrollo profesional y la formacion de
maestros desde perspectivas socio-culturales que involucran el concepto de “comunidad de

aprendizaje”.

Algunos autores promueven las comunidades de aprendizaje como una manera de optimizar el

tiempo invertido en la formacion profesional (Louis y Marks, 1998); sin embargo los cambios
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en las concepciones de los profesores y la estabilidad de tales cambios no han sido sometidos a

mucha indagacion.

Para Wenger (1998) una teoria social del aprendizaje debe considerar cuatro componentes
fundamentales: el significado, la practica, la comunidad y la identidad. Para Wenger (1998) el
concepto de practicae$s util para abordar una parte concreta: La experiencia de significado.

Por encima de todo, la practica es un proceso por el que podemos experimentar el mundo y

nuestro compromiso con él como algo significatipo 75).

Adicionalmente, el concepto de significado es relevante en la propuesta de Wenger, quien

considera al significado involucrado en dos procesos:

* Negociacion de significado

« Participacion y cosificacion

Sin embargo, la poca atencion que Wenger concede a la ensefianza en la diada ensefanza-
aprendizaje es problematica en contextos en donde la ensefianza es mas deliberada que

incidental.

El concepto de significado y su importancia en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, también ha sido considerado ampliamente por Godino y et. al., en diversos
trabajos: Godino (2002), Godino, Batanero y Font (2007), Font, Godino y D"Amore (2007) para
quienes el significado se entiende como el contenido de cualquier funcion semiética. Dicho
contenido puede ser cualquiera de los tipos de objetos propuestos por el EOS, en particular
puede estar constituido por los sistemas de practicas puestos en juego en la resolucion de un tipo

de problemas o tareas matematicas (significado sistémico o pragmaético).

Godino (2002) no solo concede un rol preponderante a la “negociacion de significados” y a la
relatividad del significado en funcion del contexto institucional donde se enmarca la practica
matematica, sino que ofrece un conjunto de elementos tedricos que favorecen el estudio
sistematico y pormenorizado de las trayectorias cognitivas y epistémicas experimentadas por
los “conceptos” matematicos en tanto que son objeto de la atencion y actividad de los

estudiantes, inmersos en una “comunidad” de aprendizaje.

Las comunidades matematicas de aprendizaje utilizan, en el seno de las actividades que
desarrollan, artefactos culturales tales como las teorias mateméticas, las tecnologias, las

metodologias y estructuras de la actividad social.

En la experiencia de formacién de los maestros que concierne a esta tesis doctoral, se propuso el
razonamiento algebraico elemental como tema de reflexion a un grupo de maestros. Se plante6

gue el razonamiento algebraico elemental, novedoso para el grupo de 28 estudiantes con los que

47 Walter Fernando Castro Gordillo



CAPITULO 3. Marco Teérico y Metodologia

se trabajo, fuera discutido, cuestionado y significado en el contexto académico de la elaboracién

de una Unidad Didactica sobre el razonamiento algebraico elemental, con ayuda de la GROS.

La propuesta de comunidades de aprendizaje se sincroniza con la postura del EOS frente al
significado en matematicas, en tanto que el EOS considera que el significado es relativo a las
instituciones; significado que se comprende como sistemas de practicas y que se construye en el
seno de préacticas grupales o individuales, cuando se discuten problemas de mateméticas. El
EOS aboga por el reconocimiento y la promocion de una sintesis dialéctica entre significados
personales e institucionales. El reconocimiento del papel del conocimiento personal en
dialéctica con el conocimiento institucional implica la relevancia de la participacion de los
estudiantes y favorece la discusion y reflexidbn de los objetos y significados matematicos

escolares.

3.2.5La Fenomenografia

La fenomenografia es un enfoque metodolégico que se basa en la observacién y en la
experiencia; describe el aprendizaje como la experimentacion de situaciones en maneras
particulares, generalmente estudiadas en contextos educativos. El término fenomenografico fue
primeramente usado por Ference Marton (1981) para describir un programa de investigacion
cuya intencién es describir las concepciones que las personas tienen sobre un tema en particular.
Los resultados del andlisis fenomenografico son categorias de descripcién en las que los
estudiantes conciben el fenbmeno bajo indagacion (Marton, 1986). El foco tanto en la
descripcion de las concepciones como en la red de relaciones entre ellas y el contexto en que
esas concepciones se manifiestan es lo que determina que esta metodologia cualitativa sea

pertinente para investigar el problema que nos ocupa.

Las fuentes de informacion que pueden revelar la comprension de las personas sobre un
fendmeno en particular son variadas; sin embargo el método propuesto por la fenomenografia es
la entrevista abierta y profunda (Booth, 1997). Por abierta se quiere decir que el investigador
esta dispuesto a explorar lineas de razonamiento que el entrevistado desee proponer y que
eventualmente, conducen a reflexiones fructiferas que no habian sido anticipadas por el
investigador. Por profunda se quiere decir que se indaga hasta que, eventualmente, el
entrevistado no aporta mas informacion o entra en temas que no son del interés de la
indagacion. El investigador debe revisar, estudiar y proponer posibles relaciones e hipoétesis en
relacion con las experiencias expresadas por el entrevistado. A partir de este trabajo de reflexion
el investigador puede retomar algunos temas ya discutidos con el entrevistado para confirmar,

ampliar, refutar o cerrar posibles vias de continuacion.
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La fenomenografia recomienda no descartar hipétesis, aunque puedan parecer descabelladas, y
sugiere discutirlas con los sujetos, ya que la comprension de estos sobre algunas ideas puede
cambiar en la medida en que se les concede atencion, se discute y se reflexiona sobre ellas
(Marton, 1994, p. 4427).

Durante la investigacion, se siguié esta sugerencia en tanto que en cada sesion de discusion se
plantearon cuestiones surgidas de la lectura de las notas de campo y escucha de las grabaciones
de las sesiones anteriores. Asi mismo, se hicieron tres entrevistas dias después que los

estudiantes presentaron sus Unidades Didacticas, para indagar algunas cuestiones.

Para indagar sobre las concepciones de los maestros en formacion y sobre el significado
profundo de las mismas, se adoptd el enfoque investigativo fenomenogréafico, enmarcado en la
investigacion cualitativa. Es asi como la fenomenografia favorece que las concepciones de los
maestros en formacion, manifestadas durante el proceso de discusién grupal y elaboracion de la

Unidad Didactica, pueda ser descubierta, y su estructura y matices identificados.

Marton (1986) describe la fenomenografia como un métoBara’ investigar las formas
cualitativas en las que las personas experimentan, conceptualizan, perciben y comprenden
varios aspectos del mundo y de los fendmenos que les rodean” p. 31. La fenomenografia
favorece identificar las concepciones e indagar sobre los significados subyacentes y las
relaciones entre ellas (Entwistle, 1997); considera asi mismdajfenbmenografia concibe el
aprendizaje como una actividad relacional- que se da por medio de una interaccion entre los
estudiantes, el contenido objeto de aprendizaje, y todo el ambiente de aprérifizajestle,

1997; p. 129)

3.2.6La Observacion Participante

Para especificar el rol asumido por el investigaderconsidera pertinente dar algunas de las

caracteristicas de la observacion participante como metodologia de investigacion cualitativa.

La observacion participante es el proceso que faculta a los investigadores a comprender las
actividades de las personas en un escenario natural. La observacion se da por medio de la

participacion en las actividades de la persona o grupo de personas objeto de estudio.

Russell (1995) considera que la observacion participante reqaiegecarse a las personas y
lograr que se sientan lo suficientemente a gusto con la presencia del investigador de tal suerte
gue el investigador pueda observar y obtener informacion” (p. 136). Entre los instrumentos que

el observador participativo utiliza para apoyar la observacion, se incluyen las conversaciones

49 Walter Fernando Castro Gordillo



CAPITULO 3. Marco Teérico y Metodologia

naturales, las entrevistas, encuestas, materiales escritos por los sujetos, audio, video y en

general, métodos que no sean intrusivos.

3.2.6.1 Las Posturas del Observador

Es importante que el observador se involucre en el grupo o medio que sera motivo de estudio,
para ello se requiere reconocer las demandas que la postura de observador impone. Gold (1958)
describe cuatro posturas que pueden ser asumidas en investigaciones de observacion

participante.

« Participante completo: En este caso el participante es un miembro del grupo que esta bajo
estudio. El grupo desconoce el doble papel asumido por el participante. Este rol del

observador es cuestionado por el engafo a que son sometidos los miembros del grupo.

« Participante como observador Este rol es parecido al anterior; el investigador es un
miembro del grupo que estudia a los otros y que se interesa tanto en observar como en
participar. El grupo conoce que el miembro los investiga. La principal desventaja es que los

miembros se distancien de este participante.

e Observador como participante El investigador participa en las actividades del grupo. Su
rol como investigador es reconocido por los miembros del grupo. Una desventaja puede ser
gue los miembros del grupo controlen la informacion y mantenga cierta distancia del
observador. Sin embargo, es posible asumir un rol de “membresia periférica” que permite al
investigador “observar e interactuar lo suficientemente cerca con los miembros para
establecer la identidad de un miembro sin participar en aquellas actividades constituyentes

de la esencia de la membresia al grupo” (Adler y Adler, 1994; p. 380).

* Observador completo El rol del investigador es completamente desconocido para el grupo
que esta siendo objeto de estudio. El tipo de observacion hace innecesario que el grupo sea
informado de la observacion en curso. Un ejemplo de esta situacién es aquella en la cual el
publico en un escenario deportivo es observado, pero la observacion no inoportuna ni
incomoda. Dos posibles desventajas son que el investigador no establece contacto con los
individuos, y que sus datos se focalizan en comportamientos grupales manifestados bajo

ciertas condiciones que no son faciles de reproducir.

En esta investigacion el autor asumio el rol de “observador como participante”; en tanto que el
interés de un participante es ayudar a producir un trabajo colectivo. El grupo acogi6 algunas de
las sugerencias realizadas por el “observador que participa”, pero rechazé algunas otras, lo cual

podria mostrar la valoracién como participante mas que como observador y asesor que el grupo
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le concedié. Su rol estuvo conformado por cuatro componentes: participante, observador, asesor

e investigador.

El rol de asesor se manifestd basicamente cuando: Sugiri6 temas de reflexién, recordd las
condiciones a cumplimentar, y actué como la posible voz de un nifio de escuela elemental al
manifestar dudas sobre aspectos particulares de las soluciones matematicas provistas por los
maestros. Su rol de investigador se manifest6 cuando propuso temas de reflexion para que los
estudiantes manifestaran sus creencias, para que argumentaran, para que identificaran objetos

matematicos y para que reconstruyeran algunos significados.

Una de las criticas que frecuentemente se formula contra el rol del “observador como
participante” reside en la validez. Se considera que, debido a su doble papel de participante y
observador, las conclusiones del observador son subjetivas, en tanto que su membresia ni es

completa ni posee una vision completa del fendmeno bajo estudio.

No obstante, en nuestro caso de estudio, se considera que la membresia completa es imposible,
en tanto que el investigador nunca podra ser considerado miembro del grupo en todo derecho,
entre otras razones por la diferencia de edad y por el estatus de profesor que le confieren los
maestros en formacion. Se reconoce que es posible que los estudiantes no manifiesten todas sus
inquietudes durante las sesiones de trabajo; sin embargo se hizo un gran esfuerzo por generar un
ambiente cordial y de confianza mutua, en donde ni el criterio de autoridad epistémico ni
deontologico fuese un obstaculo; las opiniones no se juzgaban ni se presionaba para obtener un
resultado deseado. Una eventual prueba de que este ambiente se logré es que los estudiantes
hicieron caso omiso a algunas sugerencias del investigador relacionadas con andlisis
epistémicos, conceptos matematicos involucrados, y con la presentacion de la Unidad Didactica
ante la clase, por mencionar algunos. Para dar cuenta de las creencias no manifestadas durante

las sesiones se uso la triangulacion.

Otra critica que se formula contra los estudios de observacion participativa es la confiabilidad,
en tanto que tales estudios suelen carecer de andlisis estadisticos para confirmar la significancia
de las categorias encontradas. Si bien este es nuestro caso, podemos afirmar que muchos de los
hallazgos de esta investigacion han sido reportados en otros estudios y con otras poblaciones de

maestros en formacion.

3.3 Algunas Precisiones sobre la Metodologia

Se reconoce gue la metodologia que se usa durante una investigacion es un tema muy sensible

para la comunidad de investigadores. La validez, la confiabilidad, y la generalizacién son temas
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de interés. Sin embargo, estos términos tienen diferentes significados en funcion de la postura

del investigador y del contexto de la investigacion.

De acuerdo coriRuthven y Goodchild (2008)ld localizacion institucional ha moldeado los
términos de aceptacion de las investigaciones, que estan influenciadas por modelos de
conocimiento e indagacion establecidos en el cdngpo565). En un contexto positivista, se

opera bajo la suposicion que hay valores “verdaderos” que, en presencia de un buen
instrumento, pueden ser medidos confiablemente y con validez (Kirk y Miller, 1986). En un
contexto no positivista, no hay verdades absolutas o leyes universales para los procesos
humanos que puedan ser capturados, medidos y valorados de manera precisa e inequivoca. En
tales contextos, los procesos de validacion y valoracion de los resultados de la investigacion son

socialmente construidos.

En vista de lo anteriormente expresado, en este trabajo de investigacién se ha tratado de ser
estricto en el uso de los supuestos metodoldgicos; sin embargo es menester reconocer que la
compleja realidad de un contexto investigativo que incluye variables tales como un nimero
grande de estudiantes, que discuten tareas matematicas, sobre un tema novedoso: Algebra en la
escuela primaria, en un contexto institucional y con diversas restricciones, entre ellas la

temporal, puede desbordar la capacidad de control que un investigador podria ejercer.

Valero y Vithal (1998) sugieren que los investigadores suelen preferir la integridad
metodoldgica sobre la relevancia educativa cuando estas parecen estar en conflicto. En este

trabajo se ha tratado de lograr un balance entre la integridad y la relevancia.

A continuacion, se explicita como se di6 cuenta de los temas de validez, confiabilidad y

generalizacion en esta investigacion.

Merriam (1988) plantea dos cuestiones relacionadas con la validez: ¢Qué tan creibles son mis
hallazgos con los datos que tengo? ¢Pueden otros reconocer que mis conclusiones estan

soportadas por los datos?
Para alcanzar validez interna, se ha procurado:

e Hacer explicitas las suposiciones y procedimientos al plantear un “camino de auditoria”
(Lincoln y Guba, 1985, p. 319) para hacer posible que otros investigadores lleguen a mis
hallazgos a partir de mis datos.

» Hacer explicito el contexto, mis preconcepciones y el marco tedrico.

e Sugerir y revisar explicaciones alternativas a mis hallazgos (Miles y Hubermann, 1994).

« Presentar y publicar hallazgos en eventos académicos y por tanto asegurar la revisién y

critica de mis hallazgos.

Walter Fernando Castro Gordillo 52



CAPITULO 3. Marco Teérico y Metodologia

Merriam (1988) formula una pregunta sobre la confiabilidad de un estudio cualitativo: ¢Son los
resultados consistentes? Se ha tratado de responder esta cuestion mediante el uso de varios
modos de triangulacion (Lincoln y Guba, 1985, p. 305; Miles y Huberman, 1984, p. 234; 1994,

p. 279). La perspectiva sobre la triangulacién usada en esta investigacion es que existen varias
formas de concebir un fendbmeno, cada una de las cuales esta inmersa en sus especificidades

culturales, sociales e institucionales.
Los modos de triangulacion usados en este trabajo son:

e La “triangulacién entre métodos”, para la exploracidén de los datos. Esto tiene el propdésito
de hallar congruencias y anomalias;

e Latriangulacion “dentro” de los métodos. A manera de ejemplo, los datos de las sesiones de
trabajo fueron usadas para disefiar cuestiones que fueron propuestas a los estudiantes
durante las sesiones siguientes, y para disefiar las entrevistas no estructuradas; asi mismo se
contrastaron los datos obtenidos a partir de las varias fuentes de datos;

» La triangulacion “entre investigadores”. Los hallazgos fueron contrastados con los reportes
de investigacion, con investigadores en varios congresos y en discusiones con algunos

colegas.

Para dar cuenta del requisito de la generalizacién (validez externa), es decir para facultar a los
investigadores a aplicar los hallazgos de esta investigacion en la suya propia, se intenté que los
datos fueran accesibles (de tal suerte que otros pudieran experimentar los fenémenos
presentados aqui de manera analoga a como se experimentaron por el investigador) se ha

procurado:

* Inclusién de miembros “tipicos” y no “tan tipicosén los grupos estudiados. Esto se logro
mediante la invitacion a estudiantes considerados como tales.

¢ Incluir una poblacion diversa.

* Sumergirse en el contexto de la investigacion.

« Hacer explicita la “teoria de la transferencia” de la investigacion (Miles y Huberman, 1994,
p. 279).

% Una aclaracion en relacién con el uso de los términos “tipicos” y no “tan tipicos” es pertinente.
“Tipicos” se refiere a estudiantes que tienen un desempefio medio en los cursos de matematicas, que no se
destacan del resto del grupo. No “tan tipicos” se refiere a estudiantes o que son muy brillantes y
aplicados en sus estudios o que experimentan dificultades con las matematicas y que no se destacan por
sus participaciones en clase. En tal sentido, estos términos no se usan en forma peyorativa o despectiva.
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3.4 Contexto de la Investigacion

La investigacion se realiz6 en la Universidad de Granada, durante el primer cuatrimestre del
curso 2008-2009, Facultad de Ciencias de la Educacion, en el marco del curso Curriculo de
Matemética en Educacién Primaria para maestros que cursan el segundo afio de carrera en la

Especialidad de Educacién Primaria.

El programa de formacion esta articulado por tres grupos de cursos: obligatorios, troncales y

optativos. Los cursos de formacion en mateméaticas y su didactica son:

e “Curriculo de Matematicas en Educacién Primaria”, que es obligatorio y tiene dos créditos
tedricos y dos punto cinco créditos practicos.

* “Ensefanzay resolucién de problemas en mateméaticas”, que es optativo y tiene tres créditos
tedricos y tres créditos practicos.

e “Matematicas y su didactica”, que es troncal y tiene cuatro punto cinco créditos teoricos y

cuatro punto cinco créditos practicos.

El curso “Curriculo de Mateméticas en Educacién Primaria” tiene una componente practica y
una tedrica; esta Ultima se evalla mediante un examen escrito. Para aprobar la componente
practica los estudiantes debian, entre otras tareas, disefiar una unidad didactica para un
contenido matematico de primaria. Fue en el marco de la elaboracién de esta unidad didactica
que los estudiantes escogieron un tema del curriculo de las matematicas escolares para el tercer

ciclo*y en el que se adelantd el trabajo de investigacion.

Cabe mencionar que ni el conocimiento del contenido del algebra ni su didactica fue motivo de
estudio en el curso mencionado; tampoco lo fue en ninguno de los cursos que los estudiantes

tomaron durante su primer afio de carrera.

3.4.1Los Informantes

El nimero de estudiantes con quienes se trabajo fue de 28, que constituyen la poblacion con la
cual se llevd a cabo el proceso de formacion y de orientacion durante la elaboracion de sus
Unidades Didacticas. Los grupos fueron constituidos por ellos mismos. Dos de los siete grupos
fueron invitados especificamente a participar en la experiencia. Los grupos restantes acogieron
la invitacidbn hecha por el formador a todos los estudiantes. El grupo de informantes estuvo
compuesto de 86% de mujeres y 14% hombres, cuya edad promedio es de 20 afios.

Manifestaron gran afinidad hacia la profesion docente. Expresaron interés en el tema de

“ Corresponde al quinto y sexto grado de la educacion primaria espafiola y a edades entre 10 a 13 afios
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razonamiento algebraico en la escuela primaria en tanto que “no es posible ensefiar algebra en la
escuela [primaria]... queriamos saber de qué vaed@hifiestan gusto hacia la matematica,
aunque algunos estudiantes manifestaron que tienen dificultad para resolver problemas no
rutinarios, no tienen experiencia docente; sin embargo suelen dar asesorias a nifios de escuela

primaria. Durante las sesiones de trabajo mostraron un pensamiento critico e independiente.

La muestra para el estudio se escogio en un muestreo no probabilistico (Le6n y Montero, 2003).
La eleccion fue de tipmcidental por lo tanto no aleatoria, ya que los estudiantes participaron

en tanto que estaban inscritos en el curso de Curriculo de Mateméticas en Educacion Primaria y
se consideraron dos criterios para incluir a los estudiantes en el estudio: El primero fue la

valoracion positiva que sobre su trabajo académico dieron los profesores del curso anterior (dos
grupos de estudiantes fueron invitados explicitamente a participar), y el segundo que los

estudiantes se ofrecieran a trabajar voluntariamente en la tematica Razonamiento Algebraico

Elemental como tema sobre el cual presentarian el trabajo de fin de curso.

3.4.2Recogida de Datos

Los datos se recogieron recurriendo a varias fuentes: Entrevistas, conversaciones informales,
audio de las sesiones de trabajo, revision de trabajos escritos por los estudiantes, borradores

previos de las unidades didacticas, encuesta, y video de la presentacion final del trabajo.

También se recogieron datos con un grupo de nifios de sexto grado de un instituto de la ciudad
de Granada. Este conjunto de datos consistié en resoluciones a tareas enmarcadas en el
razonamiento algebraico elemental, tomados del libro de texto en uso por los nifios. De este

conjunto de resoluciones se escogieron algunas que fueron analizadas por los maestros en
formacion. Sus andlisis son tema de estudio en este trabajo y de ellos se informa en el quinto

capitulo de esta memoria. Si bien es cierto que este grupo de nifilos de escuela elemental
generaron informacién usada en la tesis, no se consideran informantes en todo derecho en virtud

de las condiciones en las cuales se generaron los datos.

3.4.3Analisis de los Datos

Para obtener comprensidn del proceso experimentado por los estudiantes durante las asesorias y

durante el curso de la elaboracion de la unidad didactica, se efectud un proceso de triangulacion.

El andlisis de los datos se hizo en dos etapas. La primera tuvo lugar durante la realizacion de la

indagacion, con el andlisis de las sesiones de trabajo, con la reflexion acerca de los ejercicios

® Afirmacién hecha por un estudiante. Notas de campo.
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trabajados por los estudiantes y de sus inquietudes, y con la redaccién de cuestiones que eran
abordadas en la siguiente sesién para buscar clarificar tanto sus inquietudes como las del
investigador. La segunda cuando los estudiantes entregaron y presentaron sus unidades
didacticas, con la transcripcion de las grabaciones y videos, con el andlisis de las unidades
didacticas y de sus diversas componentes. A partir de los hallazgos preliminares de esta etapa,

se citaron a algunos estudiantes a una entrevista.

3.4.4Procedimiento

Nuestro problema y preguntas se orientan hacia el desarrollo y evaluacion de competencias de
andlisis didactico de tareas sobre Razonamiento Algebraico Elemental en futuros maestros, con
especial interés en la determinacion de lo que los maestros en formacién consideran como
algebra en la escuela elemental, los tipos de tareas que propondrian a los nifios, los analisis
epistémicos realizados, los aspectos algebraicos identificados en las actividades propuestas y la

argumentacion que usan para justificar la inclusion de las actividades en la unidad didactica.

En el contexto de la elaboracion de la unidad didactica el tema sobre razonamiento algebraico
junto con asesoria, impartida por el investigador, se oferté a los estudiantes. Un total de siete
grupos, con cuatro estudiantes cada uno, escogieron voluntariamente trabajar su unidad

didactica sobre el razonamiento algebraico en el sexto grado de educacion primaria.

Al inicio del proceso de asesoria, los estudiantes recibieron un material de apoyo que incluyo
nuestra aproximacion al razonamiento algebraico elemental (Anexo A -Practicas Iniciales con
los Maestros en Formacion-). EI material de apoyo incluydé ejemplos de algunas de las
dificultades mas frecuentes relacionadas con las letras y con el signo igual que los escolares
encuentran en su aprendizaje del algebra, adicionalmente se efectlo una préctica con ejercicios
adaptados de Booth (1984).

Se brind6 libertad de accidon a los estudiantes; fue asi como ellos determinaron el nimero de
reuniones sostenidas, escogieron los libros de texto de matematicas elementales, los ejercicios
gue se discutian en las sesiones de trabajo y decidieron cuales ejercicios incluir en la unidad
didactica final. Igualmente se sugirié6 el uso de la unidad de reconocimiento de objetos y
significados (GROS). Durante las sesiones de trabajo, el asesor no sélo orient6 a los estudiantes
de cada equipo hacia la cumplimentacién de las condiciones sobre el disefio de la unidad
didactica sino que discutio sobre la solucion de los ejercicios, el caracter “algebraico” de los
mismos y planted cuestiones sobre las dificultades que los nifios podrian enfrentar al resolver las

actividades.
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Asimismo se intent6 crear conflictos epistémicos y se estimul6 el debate sobre la explicacion;
los estudiantes debian tomar decisiones no sélo sobre la inclusiéon de los ejercicios y sobre su
caracter algebraico, sino sobre los elementos linglisticos, conceptos, procedimientos,
propiedades y argumentos que se ponian en juego en su resolucién. Cabe mencionar que se hizo
un gran esfuerzo para que las discusiones se realizaran en el marco de nuestra aproximacion al
razonamiento algebraico elemental y que los estudiantes manifestaran sus concepciones en las

discusiones grupales.

3.4.5Las Sesiones de Trabajo

En tanto que los datos analizados se tomaron durante las sesiones de trabajo, se considera

conveniente especificar las caracteristicas de estas.

Las sesiones de trabajo se sostuvieron en dos sitios: Un salén de clase y en la biblioteca del
Departamento de Didactica de la Mateméaticas. Desde el inicio de las sesiones, y con la
excepcion de la primera, el control del tiempo y de la programacion de las actividades fue
cedida a los estudiantes. La intencién de esta propuesta fue brindar a los estudiantes la certeza
que la asesoria era una ayuda que se les brindaba y no clases de asistencia obligatoria, de tal
suerte que se alimentara sentido de confianza entre los estudiantes y el asesor-participante desde

el inicio de la experiencia.

Durante algunas de las sesiones de trabajo el asesor sugirié a los estudiantes usar la GROS para
identificar los conocimientos matematicos presentes y emergentes en la solucién de los
ejercicios. Asimismo sugirié la aproximacion al razonamiento algebraico elemental como un
posible criterio para valorar el caracter algebraico de los ejercicios. La aproximacion les fue

dada en la primera sesion.

En principio se acordd sostener una reunidon semanal. La intencién detras de esta apretada
programacion fue la de disponer de mas tiempo de trabajo con los sujetos lo que a su vez podria
haber generado méas datos. Sin embargo, debido a los compromisos académicos de los
estudiantes esta programacion no se cumplié, y finalmente se realizaron seis sesiones de trabajo

antes de la presentacion de la unidad didactica.

En promedio cada grupo estaba conformado por cuatro estudiantes. Algunos estudiantes

miembros de cada grupo no asistieron a algunas de las sesiones de trabajo.
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3.5 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado el marco y los elementos tedricos que han sido considerados
con arreglo a responder las preguntas de investigacion y lograr los objetivos planteados. Se ha
procurado mantener en un minimo el nimero de elementos considerados sin perjuicio para la

validez y la confiabilidad del estudio.

Tal como se afirmé en la seccién 3.3 -Contexto de la Investigacion- se ha procurado mantener

un equilibrio entre integridad metodoldgica y relevancia educativa.

La Figura 3.3 muestra la estructura general que ilustra los diversos elementos teoricos, las

relaciones entre ellos asi como con las preguntas y objetivos de investigacion.
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Figura 3.3. Estructura General del Trabajo de Investigacion.
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CAPITULO 4

VALORACION Y DESARROLLO DE
COMPETENCIAS PARA EL ANALISIS
EPISTEMICO DE TAREAS RAE

4.1 Introduccion

Este capitulo se dedica al analisis de dos tareas propuestas a los maestros en formacion: Una de
ellas en situacion de trabajo en grupo, otra en situacion de examen. Las dos situaciones sirven
para valorar el desarrollo de competencias para el analisis epistémico experimentado por los

estudiantes en tanto que una actividad se realizé al inicio del curso y la otra al final del mismo.

En el intermedio de estas dos actividades, los maestros en formacién sostuvieron reuniones de
discusién para disefiar una unidad didactica. Durante el transcurso de tales reuniones los
maestros en formacion tuvieron oportunidad de efectuar andlisis didacticos de otras tareas que
son documentadas en este trabajo de investigacion. De esto se informaré en los capitulos cinco y

seis.

4.2 Contexto Formativo

Para facilitar la lectura, se repite el contexto en el cual se efectué el trabajo. La investigacidon se
realizé en el marco del curso “Curriculo de Matematicas en Educacion Primaria” impartido en
la especialidad de Maestro en Educacidén Primaria, en la Facultad de Ciencias de la Educacion

de la Universidad de Granada, Espafia.

Este curso se ofrece a los maestros en formacion que estan en su segundo afio de carrera, y tiene
el formato tedrico- préactico. Del total de 20 sesiones de dos horas de duracion, impartidas en un
cuatrimestre, seis tienen una orientacion de “clase tedrica” (en las que predomina la explicacién
magistral) y el resto de “clases practicas” (trabajo en equipos). Se incluyen también seis horas
semanales de tutoria personalizada y voluntaria. Para las secciones teéricas se sigue el libro
texto (Godino et al., 2004) y para las secciones practicas se siguen las guias disefiadas por el

formador.
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En tanto que la indagacion se realiz6 sobre el trabajo orientado hacia el disefio, discusién y

presentacion de la Unidad Did4ctica, que una muestra de estudiantes de magisterio realizg, se
dedicaran los siguientes péarrafos a dar algunas caracteristicas de la Unidad y del trabajo de
acompafamiento y orientacién que se hizo. Durante el curso se realizaron algunas actividades
grupales, durantes las clases, en donde los estudiantes utilizaron la Guia de Reconocimiento de
Objetos y Significados (GROS) (Godino y et al., 2008).

La nota final de curso se asigna con base en tres notas parciales: La primera es la nota obtenida
en un examen escrito de caracter teérico; la segunda es la calificacién del trabajo realizado en
las “clases practicas”, y la tercera es la nota dada al trabajo de disefio de la Unidad Didactica,
que se presenta al final de curso y que se elabora en grupo sobre un tema de matematicas

escolares, escogido por los estudiantes.

4.3 Tareas Discutidas

En esta seccion se discuten dos tareas realizadas por los maestros en formacion. Una de las
tareas se discutié en grupo y la otra en situacion de examen. Se quiso asi incluir dos instancias
de actividad matematica e indagar tanto un estado inicial como un estado posterior de dos

grupos en relacién con las competencias de analisis epistémico.

Los dos tareas se escogieron en tanto que la primera de ellas (nimeros cuadrados) trata sobre
patrones, un tema de mucha actividad investigativa en relacion con el RAE; mientras que la
segunda es una tarea de caracter aritmético-algebraico que pertenece a una categoria de

problemas de palabras bastante estudiados (Cerdan, 2008).

4.3.1 Analisis a Priori de Objetos y Significados

En este apartado se efectuara el analisis a priori de objetos y significados de dos tareas
propuestas a los estudiantes en formacion. La primera es un problema sobre nimeros cuadrados

y la segunda, un problema de caracter aritmético-algebraico.

4.3.1.1 Tarea Uno

Esta tarea discute los niumeros cuadrados en situacion de discusion grupal fue dada a los
estudiantes para que fuera trabajada en grupo. Se consider6 que durante la discusion grupal los
estudiantes discutirian y compartirian objetos y significados identificados. Adicionalmente fue
la primera experiencia de andlisis didactico de los estudiantes, por tal razén se prefirié la

actividad grupal a la individual.

Walter Fernando Castro Gordillo 62



CAPITULO 4. Valoracion y Desarrollo de Competencias para el Andlisis Epistémico de Tareas
RAE

Esta tarea, cuyo enunciado se muestra en la Figura 4.1, se adaptd del texto Positive Algebra
(2004, p. 66).

Figura 4.1. Tarea de NUmeros Cuadrados.

Una posible solucién a los dos primeros incisos se muestra a continuacion:
a) ¢, Cual es el niumero cuadrado que esta en la posicién 77?

El nimero cuadrado ubicado en la séptima posicion serd: 49; dado que para obtenerlo se

multiplica el nimero de puntos en cada lado, que en este caso es igual a 7.

b) EI nimero cuadrado ubicado en la posicion n-ésima, se obtiene mediante la multiplicacion
del nimero “n” que corresponde al nimero de puntos en la base, por si mismo. Dado que el
arreglo cuadrado que corresponde a la posicién “n” tiene “n” puntos en la base, entonces el
ndmero de puntos en ese arreglo cuadrado es: n x 7 asintenemos que, el n-ésimo

namero cuadraddz, - es igual ah

4.3.1.1.1 Andlisis Epistémico

Un posible andlisis epistémico de la tarea se muestra a continuacion. Se indicaran los tipos de
objetos y significados conferidos que corresponden a elementos linglisticos, conceptos,
procedimientos, propiedades y argumentos. Es posible que algunos objetos y sus significados
asociados puedan ser reagrupados. Igualmente es posible que sélo un numero reducido de los

objetos matematicos y sus significados propuestos correspondan a una configuracién usada o
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propuesta por los maestros en formacion. A continuacion se sefialan algunos objetos

matematicos identificados y al frente se indicaran algunos significados asociados.

4.3.1.1.1.JElementos Linguisticos

Se recuerda que los elementos linglisticos considerados pueden ser términos y expresiones
matematicas tales como: Simbolos, representaciones graficas. A continuacion se exhiben

algunos elementos linguisticos con algunos de sus significados asociados:

« Disponer puntos en el plano: Dibujar puntos sobre la hoja de papel.

» Contar el numero total de estos en cada cuadrado: Asignar un numero natural a cada
conjunto discreto de puntos, que corresponde a la cardinalidad del conjunto y que se obtiene
mediante un proceso de conteo.

« Numeros cuadrados: Denominacion dada al niamero que corresponde al cardinal de un
conjunto de puntos dispuestos en forma de un cuadrado.

« En forma cuadrada: Arreglo discreto de puntos, que tiene el mismo nimero de puntos en
cada fila y en cada columna.

* LlamaremosC, al nimero cuadrado cuya base esta formada pamtos: Asignacion de
un “simbolo”- variable- al nimero que representa al cardinal de un arreglo cuadrado, cuya
base tiene “n” puntos.

e Asignacion funcional entre el conjunto de los numeros naturales y el conjunto de los
cuadrados de los nimeros naturales. Que se podria escribir funcionalmente asi>.C(n) = n

* ¢Cuél es el numero cuadrado que estéd en la posicion 7?, y ¢En la positiémerd
natural correspondiente a una disposicion cuadrada discreta de puntos, en donde el nimero
de puntos en la base es de siete y nueve respectivamente.

e ¢Cual es el numero cuadrado que esta en la posicion “n"? : Refiere a la regla (ley de
asignacion) que asigna un numero natural al conjunto discreto que tiene una configuracion
geométrica en forma un cuadrado, de n puntos en la base.

e ¢Cuadl es el nimero cuadrado que esta en la posicion “n"? : Refiere a la regla (ley de
asignacion) que asigna a la posicion “n” el cardinal de un conjunto de puntos.

» ¢Cuadl es el numero cuadrado que estd en la posicién “n"? : Refiere a un nimero natural
asociado al nimero natural “n”.

« Describa con detalle el procedimiento que has usado: Instruccién que solicita la escritura

detallada del proceso de solucién (argumento) que justifica y valida su respuesta.
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* “n”: Corresponde a dos significados diferentes; en un caso se refiere a la posicién que el
arreglo numérico ocupa y en el segundo, al nimero natural que corresponde al cardinal del

conjunto de puntos localizados en la base del cuadrado.

4.3.1.1.1.220nceptos

Se recuerda que los conceptos son entidades matematicas para las cuales se puede formular una
definicion mas o menos formal. A continuacion se exhiben algunos conceptos con sus

significados asociados:

» Cuadrado: Figura geométrica de cuatro lados perpendiculares dos a dos, tal que las
longitudes de los lados es la misma.

* Numero natural: Definicion de nimero natural (usando los axiomas de Peano, por ejemplo).

« Numero cuadrado: Numero natural correspondiente al cardinal del conjunto de puntos
dispuestos en forma de cuadrado.

* Numero en la posicién “n”: Numero natural correspondiente al cardinal de un conjunto de
puntos dispuestos en forma de cuadrado, en donde el nimero de puntos en cada lado es
igual a “n”.

« Numero en la posicion “n”: NUmero natural correspondiente al cardinal de un conjunto de
puntos dispuestos en forma de cuadrado y que se ubica en una posicion desconocida,
denominada “n”.

» C, al numero cuadrado cuya base esta formada pontos: Funcion discreta, que asigna
un nimero natural al numero natural n; n representa el nimero de puntos en cada lado del
cuadrado.

* Regla de asignacion: Que hace corresponder un nimero natural al nGmero natural “n”,

mediante un proceso de conteo o multiplicacién.

4.3.1.1.1.Frocedimientos

Se recuerda que los procedimientos se refieren a técnicas, a algoritmos y a operaciones. A

continuacion se exhiben algunos procedimientos con sus significados asociados:

» Identificar patron numérico de formacién: Reconocer que para obtener el nUmero de puntos
en cada configuracion, se debe multiplicar por si mismo, el nimero de puntos localizados en
un lado del cuadrado.

e Multiplicar ndmeros naturales: Operacidén de multiplicar nUmeros naturales.

e Contar: Enumeracion de un conjunto discreto de puntos en correspondencia con los

nameros naturales y asignacion del ultimo nimero asignado como el cardinal del conjunto.
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4.3.1.1.1.8ropiedades

Se recuerda que las propiedades se refieren a enunciados para los cuales se requiere una
demostracion o prueba. A continuacién se exhiben algunas propiedades con sus significados

asociados:

< El nimero de puntos en un arreglo discreto cuadrado se obtiene multiplicando por si mismo
el nimero de puntos ubicados en un lado.

e El nimero de puntos ubicados en uno de los lados: Evita contar todos los puntos en el
arreglo.

* El nimero ubicado en la posicién “n” es Unico: No existe otro numero correspondiente al
namero de puntos correspondiente al nimero cuadrado que tenga “n” puntos en uno de los
lados.

« El nimero ubicado en la posicion “n” es Unico: Existe una funcién bien definida entre el
conjunto de los nimeros naturales y el conjunto de los cuadrados de los niUmeros naturales.

AE M NE L.+ N= NXn=n?
. nveces : Forma de contar el nimero de puntos en un arreglo

cuadrado y propiedad que permite resumir el proceso de conteo

4.3.1.1.1.5Argumentos

Se recuerda que los argumentos se refieren a justificaciones, demostraciones o pruebas de las

propiedades utilizadas. A continuacion se exhiben algunos argumentos:

» El nimero cuadrado ubicado en la séptima posicion sera: 49; dado que para obtenerlo se
multiplica el niumero de puntos en cada lado por si mismo, que en este caso es igual a 7.

e El nimero cuadrado ubicado en la séptima posicion ser&: 49. Se multiplica 7x7 pues asi se
obtiene el area del cuadrado. El nimero cuadrado ubicado en la posicidén n-ésima, se obtiene
mediante la multiplicacién del nimero “n” que corresponde al nimero de puntos en la base,
por si mismo. Dado que el arreglo cuadrado que corresponde a la posicién “n” tiene “n”
puntos en la base, entonces el nimero de puntos en ese arreglo cuadrado es? rasin = n

tenemos que, el n-ésimo nimero cuadrado- Cn - es igalGnn=C(n)= = n x n.

Los analisis epistémicos de las dos tareas discutidas en esta seccion no pretenden ser
exhaustivos. Algunos otros objetos podrian involucrarse, asi como asignaciones de significados

diferentes a los que se consideran, sin embargo, de acuerdo con nuestra experiencia el conjunto
de objetos y significados se adecua bien al conjunto de soluciones dadas por los estudiantes y

sirve como referencia de estudio para los analisis dados por los estudiantes. Se evidencia aqui
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uno de los supuestos del EOS en relacién con el caracter relativo del conocimiento matematico,
supuesto considerado también por Radford (2006b). El analisis epistémico dado sirve como una
ilustracién del proceso que se ha seguido, pues en ningun caso la solucion matemética a un
problema considera todas las alternativas de solucion posibles ni todas las entidades basicas que

corresponden a las alternativas.

4.3.1.2 Tarea Dos

Esta tarea cuyo enunciado se muestra en la Figura 4.2 fue dada a los maestros en situacion de
examen. Se consider0 que durante la situacibn de examen los maestros trabajarian

individualmente y se esforzarian para identificar objetos y significados.

Figura 4.2. Tarea sobre la Diferencia de Puntos.

Una posible solucién es:

César tiene 148 puntos. Yolanda tiene 12 puntos mas, luego habra que afiadir 12 puntos a los
puntos que tiene César. Se requiere por tanto sumar 148 + 12 = 160. Luego Yolanda tiene 160
puntos. La cantidad de puntos entre los dos sera la reunién de los puntos de César y Yolanda;
para hallar el cardinal (nimero de puntos) del conjunto reunion habrd que sumar los cardinales
de los conjuntos de puntos correspondientes a César y Yolanda, o sea, 148 + 160= 308. Luego

entre los dos tienen 308 puntos.

4.3.1.2.1 Analisis Epistémico

A continuacién se muestran algunos objetos matematicos y significados, agrupados segun las
entidades primarias: Objetos linglisticos, conceptos, procedimientos, propiedades vy

argumentos.

4.3.1.2.1.JElementos Linguisticos

Se recuerda que los elementos linglisticos considerados pueden ser términos y expresiones
matematicas tales como: Simbolos, representaciones gréaficas. A continuacion se exhiben

algunos elementos linguisticos con sus significados asociados:
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» César ha obtenido en un juego 148 puntos: Cantidad discreta de puntos que tiene César
(valor numérico de la medida de dicha cantidad que es 148).

* Yolanda 12 puntos mas que César: Comparacion de cantidades.

« Incognita: Numero desconaocido de puntos que corresponden a Yolanda.

* ¢Cuantos puntos han obtenido entre los dos?: Reunién de dos cantidades (numero de
elementos de dos conjuntos disjuntos); cardinal del conjunto union.

e Puntos: Nombre genérico de una cantidad discreta, ganancia discreta en un juego.

4.3.1.2.1.Xonceptos

Se recuerda que los conceptos son entidades matematicas para las cuales se puede formular una
definicibn mas o menos formal. A continuacibn se exhiben algunos conceptos con sus

significados asociados:

» Conjunto y subconjunto: Colecciones de puntos de César y de Yolanda, de la diferencia y
de la union.

e Cantidad de magnitud discreta: Numero de puntos (cardinal) de César; nUmero puntos de
Yolanda; la cantidad de puntos de la diferencia.

* Valores numéricos de las medidas: 48, 160, 12, 308.

¢ Reunion de conjuntos: Unién de los conjuntos de puntos de César y los puntos adicionales
de Yolanda.

e Adicién en N: Resultado de la operacién de adicion de los cardinales de los conjuntos que
intervienen.

» Sumandos: Cada uno de los numeros sumados (148, 12); (148,160).

e Igualdad de numeros naturales: Igualdad de niUmeros como resultado de operacion.

e Suma: Resultado (160, 308).

4.3.1.2.1.Frocedimientos

Se recuerda que los procedimientos se refieren a técnicas, a algoritmos y a operaciones. A

continuacion se exhiben algunos procedimientos con sus significados asociados:

* Reunion disjunta: Para hallar el niumero de puntos de Yolanda, y para hallar el nimero total
de puntos.

» Sumar en fila: Para hallar la suma del nidmero de puntos mediante la disposicion en fila de
los sumandos.

e« Sumar en columna: Para hallar la suma del nimero puntos mediante la disposicién en

columna de los sumandos.
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4.3.1.2.1.8Propiedades

Se recuerda que las propiedades se refieren a enunciados para los cuales se requiere una
demostracion o prueba. A continuacién se exhiben algunas propiedades con sus significados

asociados:

« P1: Yolanda tiene 160 puntos: Respuesta a una parte del problema.

e P2: El total de puntos es 308: Respuesta al problema.

* Reglas del sistema de numeracion posicional decimal: Representacion posicional de los
nameros naturales.

» Asociativa de la adicion de niumeros naturales: Hace posible realizar la operacién aritmética
de sumar mediante la agrupacién dos a dos.

e« Conmutativa de la adicibn de numeros naturales: Hace posible realizar la operacion

aritmética de sumar.

4.3.1.2.1.5Argumentos

Se recuerda que los argumentos se refieren a justificaciones, demostraciones o pruebas de las

propiedades utilizadas. A continuacion se exhiben algunos argumentos:

» Dado que César tiene 148 puntos, pero Yolanda tiene 12 puntos mas, entonces el nimero de
puntos que tiene Yolanda corresponde a la suma de 148 puntos mas doce puntos, es decir,
160 puntos.

e César tiene 148 puntos. Yolanda tiene 12 puntos mas, luego habra que afadir 12 puntos a
los puntos que tiene César. Se requiere por tanto sumar 148 + 12 = 160. Luego Yolanda

tiene 160 puntos.

En el siguiente apartado se mostraran los andlisis de dos maestros en formacion y se compararan
con el andlisis anterior, al que llamarenamsilisis de referencia. La comparacion no tiene la
intencion de valorar los analisis hechos por los maestros en términos de su semejanza o
adecuacioén con el analisis de referencia, solo pretende valorar aspectos tales como: El grado de
apropiacion de uso de la GROS por los maestros, las dificultades manifestadas por estos, el tipo
y diversidad de objetos y significados identificados y la pertinencia de los mismos para la

solucion de la tarea.

Consideramos que la polisemia de los objetos matematicos y la asignacion de significado por
parte de los maestros ameritan que se preste atencion a su confluencia en una tarea matematica

en tanto que los dos aspectos influyen en el disefio de la actividad matemética por parte de los

1 p1, P2, P3: Significa propiedad uno, propiedad dos, propiedad tres y asi sucesivamente.
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maestros. Los objetos identificados y los significados conferidos por los maestros a las diversas
entidades primarias que intervienen en la resolucion de un problema se revela como un medio
para determinar tanto el conocimiento del contenido y su importancia en los procesos de
enseflanza (Capraro, Capraro, Parker, Kulm, y Raulerson, 2005), como para valorar el
conocimiento matematico para la ensefianza y su eventual adecuacion a la misma (Hill, Ball y
Schilling, 2008). Los objetos y sus significados que confluyen en el analisis epistémico

realizado por los maestros pueden influir a favor de la promocion de la reflexion como una

competencia inherente a su papel docente en el futuro.

4.4. Analisis Realizados por los Maestros en Formacion

Los criterios para elegir los tres casos de estudio, son dos: El primero, que los estudiantes
hubiesen identificado un ndmero conveniente de objetos y significados; el segundo es que
hubiesen usado la GROS en el andlisis de alguna tarea propuesta por ellos para ser discutida en
el marco de la unidad didactica. Se recuerda que el uso de la GROS era optativo para los

maestros en formacion.

4.4.1 Analisis de la Primera Tarea

En esta seccion se discute el andlisis epistémico realizado por el gfupo G1

4.4.1.1 Grupo G1

En la Figura 4.3 se exhibe la solucién dada por los integrantes del grupo uno. Llama la atencién
gue los estudiantes dan respuesta a la tarea mediante el uso de la formula. No hay evidencia de
discusién de la misma ni de exploracion numérica o geométrica de la validez de la expresion.
Simplemente resuelven la tarea recurriendo a una expresion algebraica de la regla que relaciona
el niamero de puntos en un lado del cuadrado con el nimero total de puntos en la configuracion

geométrica.

La segunda respuesta hace uso de la expresion que ya han usado para dar respuesta a los casos
particulares. Desde la Figura 4.4 hasta la Figura 4.8, se exhibe la identificacion de objetos y

significados dada por el grupo G1. Se comentaran brevemente.

2 Se indicara a cada grupo con la letra G seguida de un nimero, y cada estudiante con una letra E seguida
de un nimero.
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Parte a)

Transcripcion:

Al llegar a cabo la férmula £ r?, utilizada para llegar al resultado de un determirjado
namero al cuadrado, deducimos que en la posicion 7, el numero cuadrado obtenige sera C
7°=49. El nimero cuadrado en la posicién nuevegHt= 81

Parte b)

Transcripcion:

El nimero cuadrado ubicado en la posicion “n” corresponderdCann’

Figura 4.3. Solucién a la Tarea de la Configuracion Puntual por G1.

4.4.1.1.1 Elementos Linguisticos

Los elementos lingtisticos identificados por G1, se muestran en la Figura 4.4. Los estudiantes
reconocen el objeto matematico “plano en forma cuadrada” al que asignan el significado
“disposicion de los puntos en el espacio”. Parece que tanto el objeto como el significado
podrian ser ignorados y la tarea adn ser resuelta; es decir los elementos linguisticos parecen no

jugar un papel en la solucion particular que los maestros en formacion dan a la tarea.

4.4.1.1.2 Conceptos

Los conceptos identificados por los estudiantes se exhiben en la Figura 4.5. Los maestros se
concentran en dos aspectos: La configuracion geométrica (cuadrado) y en la expresion
algebraica (simbdlica) que permite obtener un nimero cuadrado. No identifican conceptos tales
como la multiplicacion, la ley de asignacion, relacion entre el nimero posicion indicada por “n”

y el nimero cuadrado correspondiente.
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TranscripcionElementos linglisticos

Plano en forma cuadrada. Disposicion de los puntos en el espacio.

Numero total de estos en cada uno de| [detal de puntos que se utilizan para obtener
cuadrados obteniendo nimeros cuadrados.los nUmeros cuadrados.

Figura 4.4. Identificacién de Elementos Linguisticos en la Tarea de Diferencia de Puntos.

Transcripcion Conceptos

Numero en forma cuadrada. Disposicion en la que se colocan los puntgs.
NUmero total. Numero final de puntos.
Cuadrados. Poligono formado por el mismo numero (de

puntos en horizontal y en vertical.

NUmeros cuadrados. NUumero que se obtiene al aplicar la formula
C=1rf
C,, cuadrado cuya base tienguntos. Area asignada para determinar los puntos al

efectuar el cuadrado obteniendo asi |un
determinado ndmero.

Figura 4.5. Conceptos Identificados por G1 en la Tarea de los Numeros Cuadrados.

4.4.1.1.3 Procedimientos

El procedimiento identificado por los maestros en formacién, que se muestra en la Figura 4.6, se

refiere al uso de la multiplicacién para encontrar el nUmero de puntos de un arreglo puntual.
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Transcripcion Procedimientos

Cuadrado de un nimero ,C

Permite obtener el niUmero total de puntos que hay gn un
cuadrado efectuando, elevando un determinado namero a su
cuadrado. Multiplicando el nimero de puntos que tienge en

el lado horizontal por los que tiene en el lado vertical.

Figura 4.6. Procedimientos Identificados por G1 en la Tarea de los Numeros Cuadrados.

4.4.1.1.4 Propiedades

Los maestros proponen relaciones entre el nimero de puntos en la base y el nimero de puntos

en la configuracion. Se puede conceder que los maestros han identificado relaciones entre el

antecedente (n) que representa nimero de puntos, y el conseclentgigrrepresenta el

namero de puntos en un arreglo como lo muestra la Figura 4.7.

Transcripcion Propiedades

tiene 49 puntos en total.

tiene 81 puntos en total.

P1: Un cuadrado contiene 1 punto. Establece la razén cuadrado/nimero de puntos.

P2: Los puntos contenidos en la base. | Para obtener los puntos del cuadrado méas

simple.

P3: Un cuadrado contiene 7 puntos ba€glculo para obtener el nimero total de puntos

(49) en un cuadrado cuya base es 7.

P4: Un cuadrado contiene 9 puntos ba€glculo para obtener el nimero total de puntos

(81) en un cuadrado cuya base es 9.

P5: Cuadrados de un nimeré™n Utilizado para obtener el total de puntos en un

cuadrado.

Figura 4.7. Identificacion de Propiedades por G1 en la Tarea de Numeros Cuadrados.
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4.4.1.1.5 Argumentos

Para Socas (2001)Las ‘argumentaciones algebraicas’ son tanto las demostraciones para
probar propiedades del Algebra como las pruebas que empleamos para mostrar a otra persona
la solucion de la situacién problemética o fenédmeno algebraico”. Los “argumentos” enunciados
por los maestros, y mostrados en la Figura 4.8, dificilmente se pueden concebir como tales, en
tanto que los “argumentos” en este trabajo se asemejan a explicaciones de las propiedades o a
una explicacion de la solucion de la tarea en donde se pone de manifiesto la pertinencia de los
objetos matematicos identificados. Al parecer los estudiantes han adecuado el significado
institucional, conferido al argumento por el formador, a otro, el personal que se adecua a las

condiciones de uso conferido por los maestros.

Transcripcion Argumentos

- Es una propiedad en el enunciado.

- Relacién que permite obtener el nimero total de puntos de un cuadrado si se cpnoce el
namero de puntos de la base.

- Se calcula utilizando la propiedad P5, realizando el cuadrado respectivo.

Figura 4.8. Identificacion de Argumentos por G1 en la Tarea de Nameros Cuadrados.

Los maestros en formacién, cuando resuelven la tarea, deben argumentarlo ante sus
compafieros, y por tanto la solucion matematica dada es suficiente para el propésito de
convencer a los colegas. Transcribir la argumentacion oral usada ante sus colegas parece no

tener mucho sentido para los maestros

4.4.1.2 Grupo G3

La Figura 4.9 muestra la respuesta dada por los estudiantes a los tres primeros incisos de la
cuestién. La cumplimentaciéon de la GROS, por parte de este grupo de maestros, se muestra en
las Figuras 4.10 ala 4.12.
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Figura 4.9. Solucion Dada por G3 a la Tarea de los Numeros Cuadrados.

4.4.1.2.1. Elementos Linguisticos

Los estudiantes identifican dos objetos mateméaticos de caracter linglistico: La representacion
grafica y la “continuacion” del patron figural de ndmeros cuadrados. Sin embargo los

estudiantes no asignan significados a estos elementos, tal como se aprecia en la Figura 4.10.

Figura 4.10. Elementos Linguisticos dados por G3 para la Tarea de los Numeros Cuadrados.

4.4.1.2.2. Conceptos

En la Figura 4.11 se exhiben los conceptos identificados por los maestros en formacion. Llama
la atencion que han identificado cinco objetos matematicos (nUmero natural, multiplicacion,

potencias, signo igual e incognita), sin embargo sélo asignan significado a dos de ellos. Tal vez
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consideran que numero natural, multiplicacion y potencia son conceptos ampliamente conocidos

0 que su definiciébn es muy compleja y deciden omitirla.

Figura 4.11. Conceptos Identificados por G3 para la Tarea de los NUmeros Cuadrados.

4.4.1.2.3. Procedimientos

Los procedimientos identificados por los estudiantes, que se muestran en la Figusard.12,

tres: El dibujo, seguir una serie y multiplicacion.

Figura 4.12. Procedimientos Dados por G3 para la Tarea de los Niumeros Cuadrados.

Es interesante notar que este grupo muestra apertura hacia “nuevos” tipos de procedimientos, en
tanto que enumera “dibujo” como un procedimiento, haciendo referencia a “seguir el dibujo
para identificar un patrén”. El segundo objeto identificado “seguir una serie” se refiere a la
representacion no grafica del modelo o patrén identificado. Identifica dos procedimientos

relacionados pero con modos diferentes de representacion.

Finalmente identifica la “multiplicacion” de “filas” por “columnas” para “saber” que se trata de
un numero cuadrado. Parece que el nimero cuadrado se reconoce a partir de un procedimiento

numérico. Los estudiantes no especifican ni propiedades ni argumentos. Se considera que los
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estudiantes han mostrado cierta competencia inicial para identificar objetos matematicos
pertenecientes a las tres entidades iniciales: Elementos linglisticos, conceptos y procedimientos.
Notese que el analisis de referencia no considera los dos primeros procedimientos identificados

por el grupo de estudiantes.

4.4.2 Analisis de la Segunda Tarea

Para estudiar el andlisis epistémico efectuado en situacion de examen se tomeasosids
estudiante que corresponde al caso E1 es miembro del grupo G1, cuyo trabajo se presento en la

seccion 4.4.1 -Analisis de la Primera Tarea-.

4.4.2.1 Caso Estudiante Uno (E1)

En lo que sigue se muestra el analisis epistémico realizado por un maestro en formacion. La

Figura 4.13 exhibe la solucién matematica dada por el maestro.

Figura 4.13. Solucion Matemética Dada por E1 a la Tarea de los Puntos.

4.4.2.1.1 Elementos Linguisticos

La Figura 4.14 muestra la respuesta dada por el estudiante para la identidad “elementos
linguisticos”. El estudiante no asigna significados a los tres elementos linglisticos por él
identificados. Entre las razones que justifican la escasa atencién dada a la escritura de los
significados correspondientes a los objetos matematicos se podrian mencionar dos: La primera
es que el estudiante considera que el significado es de caracter universal y que no es necesario o
pertinente dar una significacion diferente a la socialmente compartida; la segunda es el nimero
de preguntas incluidas en la prueba, cinco, podria no haber permitido al estudiante dedicar mas
tiempo a este aspecto. En la Tabla 4.1 se compara la identificacion de objetos y significados

dados en el andlisis de referencia y los del estudiante.

Si bien el estudiante no asigné significados a los objetos por él identificados, coincidié en la
identificacion de tres de los cuatro objetos propuestos en la seccion 4.3.1.2.1 -Analisis

Epistémico-, en el andlisis de referencia.
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Transcripcion

Cesar ha obtenido 148
puntos

Ele mentos
linglisticos

B> Yolanda 12 puntos mas

Puntos obte nidos entre
los dos

Figura 4.14. Elementos Linguisticos Identificados por E1.

Tabla 4.1. Comparacién entre Elementos Linguisticos de Referencia y los Dados por E1.

Elementos Linglistico (Términos y expresiones matematicas: Simbolos, representagiones
graficas)
Objetos Significados conferidos por| Significados considerados en el
el estudiante analisis de referencia
César ha obtenido 148 Cantidad discreta de puntos que
puntos (Reconocido par tiene César (valor numérico de|la
el estudiante pero no medida de dicha cantidad que|es
asigna significados). 148).
Yolanda 12 puntos mas Comparacion de cantidades
(Reconocido  por €l Incognita (numero de puntos,
estudiante pero no asigna desconocido de Yolanda).
significados).
Puntos obtenidos entre s Reunién de dos cantidades
dos (Reconocido por el (nimero de elementos de dos
estudiante pero no asigna conjuntos disjuntos). Cardinal
significados). del conjunto unién.
Puntos. Nombre genérico de una
cantidad discreta. Ganangia
discreta en un juego.
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4.4.2.1.2 Conceptos

Los conceptos identificados por el maestro en formacion se muestran en la Figura 4.15. En la
Tabla 4.2 se compara la identificacion de objetos y significados para los elementos linglisticos

dados en el analisis de referencia y los del estudiante.

SOAACER S — 2oesie
2 eseh de owee ool (B voame DT gation \

Transcripcion

Posesion de una cantid
(Césartiene 148 punto

Comparacién de una cantidad (puntos
Elementos .
— César) con otra que desconocemos
Conce ptuale
(puntos Yolanda)

Suma, union,
agrupacion,...

—Tl

Figura 4.15. Conceptos Identificados por E1 para la Tarea de Diferencia de Puntos.

Se observa que los tres conceptos identificados por el estudiante se pueden poner en
correspondencia con cada uno de los pasos propuestos para la solucion de la tarea (ver Figura
4.13). Al parecer el estudiante considera que los conceptos “fundamentales” son aquellos que se

evidencian a partir de la solucion dada a la tarea y son los que debe nombrar.

Es cierto que la anterior es una postura practica y de sentido comun, pero desconoce que los
conceptos matematicos usados para resolver un problema suelen ser mas de los que aparecen a
primera vista en la solucion matemética del problema; podemos, no obstante, reconocer que el
proceso de identificacion de las identidades mateméticas, inmersas en un problema, es

complejo.
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Tabla 4.2. Comparacién entre Elementos Linguisticos de Referencia y los Dados por E1.

Conceptos (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicion méas o
menos formal)

Objetos Significados conferidos por €| Significados considerados en el
estudiante analisis de referencia
Conjunto y Colecciones de puntos de César y
subconjunto. de Yolanda, de la diferencia y de|la
union.
Cantidad de NUumero de puntos (cardinal) de
magnitud discreta. César, Numero puntos de Yolanda,

la cantidad de puntos de |a
diferencia y la reunion de cantidad.

Valores numéricos 148, 160, 12, 308.

de las medidas.

Reunion de Agrupacion de los conjuntos de
conjuntos. puntos de César y los puntos

adicionales de Yolanda; agrupacion
de los puntos de César y (e
Yolanda.

Adicion en N Adicion, union, agrupacion. | Resultado de la operacion de
adicion de los cardinales de Ips
conjuntos que intervienen.

Sumandos Cada uno de los nimeros sumagos
(148, 12); (148,160).

Igualdad de niumero lgualdad de numeros como

172

naturales. resultado de operacion.
Suma Resultado (160, 308).
César tiene 148 Posesién de una cantidad.

puntos.

Comparacion entre | Puntos de César y puntos (e
cantidades. Yolanda.

Adicionalmente, se considera que es tan importante la identificacion de las entidades
matematicas como su adecuacion al nivel de desarrollo cognitivo y epistémico de los nifios. Este
conocimiento podria equipararse con el Conocimiento Matematico para la Ensgfiiiza

nociéon que ha sido introducida por Ball y colaboradores (Ball, 2000; Ball, Lubienski y
Mewborn, 2001; Rowland et al., 2009; Hill, Ball y Schilling, 2008) en diversos trabajos.

% Siglas correspondientes a la expresion inglesa, “Mathematical Knowledge for Teaching”.
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4.4.2.1.3 Procedimientos

La Figura 4.16 muestra los procedimientos identificados por el maestro. Del conjunto de
procedimientos identificados por el estudiante llama la atencion el correspondiente a “Creacion
de variables algebraicas, propias del RAE” y al que atribuye el significado de uso: “Para

designar cada una de las cantidades”.

Fooreditass NS | - - S Coenesa, o ~F AN S S3) Saohacaing® | SRS et
j LT Cromasdenyy ofbfiitany <Senessat) Tos0.  SemiggQ
% GO STy o e Camtttdey
|
i_,,, —— Sashidmen. % @ Ssanes  ccec,dds e RIS N e
voreesee® ((Rihes (enas Uz | Rudes sfBcda « R CEmns
e -~
Peoce Al v ertarm ﬁ S niCrpens e 8 SOl orocq Sl Bx codvidodes
j deSracarddas,
|
f

[ PRoedhroa & wstros o Srivec,

Transcripcion

Figura 4.16. Procedimientos Identificados por E1.

Se considera que en esta identificacidn, el estudiante ha extendido, para la escuela primaria, la
concepcion de las incognitas y variables usada en el algebra de la secundaria. El estudiante
considera la incognita o variable en dos acepciones, la primera cuando atribuye el sentido de

“letra evaluada” (Kicheman, 1981) a la construccién gramatical “puntos César” y a la que
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concede el valor numérico de 148; la segunda cuando consideralema &valuada “puntos

César” como incognita o variable, a pesar de tener un valor numeérico univocamente asignado.

Se podria refutar la identificacion hecha por el estudiante al argumentar que confunde dos
conceptos centrales en el algebra: Variable e incégnita; sin embargo se debe considerar que se
trata de un maestro en formacion y que esta confusion podria ser discutida en el marco de un
curso sobre didactica del &lgebra. También se resalta el procedimiento “Utilizacién de la suma”
cuyo significado es “para averiguar las cantidades desconocidas”. El estudiante hace referencia
al procedimiento para calcular el resultado “148 + 12". Parece que el estudiante asume el signo
igual en su acepcion de signo de resultado ademas que, al parecer, considera a “148+12” como

un valor desconocido.

La Tabla 4.3 exhibe la comparacién entre los significados conferidos a los procedimientos por
el estudiante y por el andlisis de referencia. Sélo hay coincidencia en uno de los objetos
matematicos identificados. Sin embargo los tres procedimientos propuestos por el estudiante:

Creacion de variables, sustitucion y utilizacion de la suma son procedimientos pertinentes.

Tabla 4.3. Comparacion entre los Significados Conferidos a los Procedimientos por el
Estudiante y por el Analisis de Referencia.

Procedimientos (Técnicas, operaciones, algoritmos)

Objetos Significados conferidos por €] Significados considerados en él
estudiante analisis de referencia
Reunioén disjunta. Para hallar los puntos de

Yolanda, y para hallar los
puntos totales.

Sumar en fila. Para averiguar los resultados. Para hallar la suma de puntos
mediante la disposicidon en fila
de los sumandos.

Sumar en columna. Para hallar la suma de puntos
mediante la disposicion €n
columna de los sumandos.

Creacion de variablesDesigna cada una de lds
algebraicas, propias dgekantidades.
RAE.

Sustitucion  de las Puntos de César=148
variables creadas por su®untos de Yolanda= puntos de
valores numeéricos. César + 12.

Utilizacion de la suma. | Para averiguar las cantidades
desconocidas.

Walter Fernando Castro Gordillo 82



CAPITULO 4. Valoracién y Desarrollo de Competencias para el Analisis Epistémico de Tareas
RAE

4.4.2.1.4 Propiedades

La Figura 4.17 muestra las propiedades identificadas por el estudiante. La Tabla 4.4, donde se
comparan las propiedades identificadas por el estudiante y por las de referencia no coinciden, de
hecho se considera que la propiedad propuesta por el estudiante “Yolanda tiene doce puntos mas

que César”, es mas un objeto de tipo lingulistico, en el que se da una condicion de la tarea mas

que un “enunciado que requiere demostracion”.
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Transcripcion:

Si Yolanda tiene doce puntos més que César, |
cantidad de puntos que tiene Yolanda debe seru
numero mayor que el correspondiente a la
cantidad de puntos que tiene César

Siunimos los puntos que tiene Césary Yoland

Propie dade | la cantidad resultante es un nimero mayor que e
namero de puntos que cada uno tenia por

separado

Figura 4.17. Propiedades Identificadas por E1.

Se reconoce gue la tarea de identificacion de propiedades es compleja. Una de las razones que
justifica esta complejidad es que el concepto de “propiedad” que se usa en matematicas suele

asociarse con teorema 0 con una propiedad generalizable y de cierta importancia, mientras que
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en la GROS se asocia a una caracteristica que debe ser argumentada, explicada o justificada a

los nifios, para promover un aprendizaje con comprension.

Tabla 4.4. Comparacion entre los Significados Conferidos a las Propiedades por el Estudiante y
por el Analisis de Referencia.

Propiedade: (Enunciados para los cuales se requiere una demostracion o prueba).
Afirmaciones que requieren una justificacion, respuestas al problema

Objetos Significados conferidos por el | Significados considerados en
estudiante el analisis de referencia

P1: Yolanda tiene 160 Respuesta a una parte del
puntos. problema.
P2: El total de puntos és Respuesta al problema pedido
308. global.
Reglas del sistema de Representacion posicional [de
numeracién  posicional los nimeros naturales.
decimal.
Asociativa de la adicion Hacen posible realizar Ja
de nimeros naturales. operacion aritmética de sumar.

Conmutativa de |
adicion de  numerg
naturales.

D

Hacen posible realizar |a
operacion aritmética de sumar.

"

P1: Yolanda tiene dogéa cantidad de puntos que tigne
puntos mas que César. | Yolanda debe ser un numero
mayor que el correspondiente alla
cantidad de puntos que tiene
César.

P2: Union de puntos déa cantidad resultante es Un

César y Yolanda. ndamero mayor que el namero |de
puntos que cada uno tenia por
separado.

4.4.2.1.5 Argumentos

El argumento dado por el estudiante, que se muestra en la Figura 4.18, es una sentencia
matematica valida sobre el conjunto de los nimeros naturales; sin embargo, no es claro a que
cuestion responde o la intencion del mismo. Ciertamente se puede colegir una pregunta para la

cual el argumento dado sea una respuesta.
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Transcripcion

Desde un punto de vista “formal”, podemos decir que es una suma, el total o resultado, es
mayor que cada uno de los sumandos por separado e igual a la unién de todos los sumandos.

Figura 4.18. Argumento Dado por E1.

4.4.2.2 Caso Estudiante Tres (E3)

La Figura 4.19 exhibe la solucién dada por el estudiante E3. El estudiante se escogié al azar

entre el grupo de 28 estudiantes que conformaron la poblacion bajo estudio.

Parece que el estudiante usa los hombres (César y Yolanda) como rétulos a los que asighan
valores numéricos. La polisemia conferida a los nombres es clara: Representan nombres y a la

vez rétulos que admiten valores numéricos.

142 1 &C
I 41 ug
(o = IR A LD - ',;.%:
S Mt
Hando, - IUB A 4L =VET
CESAR « MOWhDA = IHE X 160 =S O%F

Figura 4.19: Solucion Dada por E3 para la Tarea de los Puntos de César y Yolanda.

4.4.2.2.1 Elementos Linguisticos

En la Figura 4.20 se muestran los elementos linglisticos que el estudiante identifico en la tarea.
Notese no sdlo la correspondencia entre los elementos linguisticos identificados explicitamente
por el estudiante y los exhibidos en la solucion sino también como los primeros son traducidos
en términos de operaciones aritméticas que aparecen al lado derecho, parte superior de la

solucion de la actividad
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Transcripcion
Elementos linglisticos Significado
César ha obtenido 148 puntos. - Cantidad de puntos obtenidos.
Yolanda 12 puntos mas. - Cantidad que retnen entre los dos.
¢Cuantos puntos entre los dos?

Figura 4.20. Elementos Linguisticos y su Significados Asociados Dados por E3.

Parece que el maestro en formacion concede al signo igual dos significados (ver Figura 4.20):
Yolanda= 148+12=160. El de asignacion o correspondencia y el de resultado. El significado del

signo igual muta en un contexto local, que va desde una asignacién de un valor numérico a un
sujeto (Yolanda= 148+12) hasta el de resultado (148+12=160). Sin embargo, parece que el
estudiante ejerce un dominio, si bien no explicito, sobre esta mutacioén de significados asignados

al signo igual en el mismo renglén.

Vale notar que el estudiante utiliza los nombres “César” y “Yolanda” como rétulos a los que les
asigna el valor numérico de los puntos que les son asignados, en el sentido de letras como
objetos (Kiicheman, 1981)

Una revision del conjunto de pruebas en las cuales se ofrece respuesta a esta pregunta muestra
que el 70 % de ellas exhiben la misma caracteristica. Tal hecho puede no ser sorprendente en
tanto que el signo igual tiene muchos significados en matematicas (Cajori, 1993; Boyer, 1989) y
los estudiantes asignan el significado del signo igual en correspondencia con el entorno local

que lo requiere. Tal asignacion se hace de manera espontanea y no explicitamente.

Notese que a pesar que el estudiante no incluye el objeto lingiistico “Yolanda 12 puntos mas
que César” si que lo considera explicitamente en la expresion: “Yolanda= 148 + 12”. Se observa
que no se establece una correspondencia biyectiva Unica entre los objetos matematicos
identificados en la GROS vy los objetos matematicos que aparecen en la solucion a la tarea, mas
bien se espera que se de una complementariedad entre el analisis epistémico y la solucién,

donde el andlisis epistémico exige a los estudiantes explicitar objetos y significados que surgen
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implicitamente durante el proceso de escritura de la solucién a la tarea. La Tabla 4.5 muestra la

comparacion entre los elementos linguisticos de referencia y los dados por el estudiante E3.

Tabla 4.5. Comparacién entre Elementos Linguisticos de Referencia y los Dados por E3.

Elementos Linguistico: (Términos y expresiones matematicas: Simbolos, representaciones
gréficas)

Objetos Significados conferidos por el |  Significados considerados en el
estudiante analisis de referencia
César ha obtenidpCantidad de puntos obtenidos. | Cantidad discreta de puntos que
148 puntos. tiene César (valor numérico de |la

medida de dicha cantidad, 148).

Yolanda 12| Cantidad de puntos obtenidos. | Comparacion de cantidades
puntos mas. Incognita (nimero de puntos,
desconocido de Yolanda).

Puntos obtenidos Cantidad de puntos que redneReunién de dos cantidades (nUmero
entre los dos. entre los dos. de elementos de dos conjuntos
disjuntos). Cardinal del conjunto
union.

Puntos Nombre genérico de una cantidad
discreta. Ganancia discreta en |un
juego.

Se observa que cada una de las sentencias usadas en el enunciado de la tarea es identificada
como un objeto linguistico y sus posibles significados considerados. Su importancia en términos
de resolucion de problemas y de la ensefianza de las matematicas no puede ser desconocida, en
tanto que los términos linglisticos usados: “César ha obtenido...”, “Yolanda 12 puntos mas” ,
“Puntos obtenidos entre los dos” introducen conceptos tales como: Correspondencia, suma,
comparacion, desigualdad, cuyos significados, propiedades y procedimientos pueden
relacionarse argumentativamente de manera compleja y en formas que favorezcan o inhiban la
solucion del problema (Castro y Godino, 2009).

Se resalta la identificacion de elementos linglisticos por parte del maestro cuya interpretacion
puede modificar el proceso de significacién y solucién de la tarea por parte de los nifios; para
MacGregor y Price (1999)d conciencia de las estructuras del lenguaje y la habilidad para

manipular esas estructuras puede ser una manifestacion de un proceso cognitivo mas profundo

gue también subyace la comprension de la notacién algebraica” (p. 462).
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4.4.2.2.2 Conceptos

En la Figura 4.21 aparecen los conceptos identificados por el estudiante E3.

CONCEPTOS
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Transcripcion

Conceptos

- Numero natural. - Es el nUmero que pertenece a los nimeros
naturales comprendidos entre 0 y 100 que
ademas es entero.

- Suma - Reunir, juntar, agrupar un conjunto de cosas
iguales (sumar).

- Conjunto. Cardinal de un conjunto. - Cardinal de un conjunto: es el numero que
resulta de unir dos cantidades de ¢os
conjuntos. César puntos + puntos Yolanda.

- Signo igual. - Como signo de resultado.

- Propiedad asociativa.

Figura 4.21. Conceptos Identificados por E3 para la Tarea de los Puntos de César y Yolanda.

La Tabla 4.6 exhibe la comparacion entre los elementos conceptuales identificados por el

estudiante E3 y los conceptos propuestos en el analisis de referencia.

Tal como se menciond anteriormente, la lista de objetos mateméaticos que se proponen en los
analisis, no es exhaustiva; sin embargo se observa la identificacién de conceptos que intervienen
en la solucion de la tarea, si bien, algunos otros que estan en el transfondo del proceso de
solucion no son identificados. Vergnaud (1990) menciona el concepto “teoremas en acto” para

referirse a propiedades matematicas usadas por los estudiantes en contextos especificos, sin

llegar a identificarlas o a nombrarlas explicitamente.
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Tabla 4.6. Comparacién entre Elementos Conceptuales de Referencia y los Dados por E3.

menos formal)

Conceptos (Entidades mateméticas para las cuales se puede formular una definiciorn

magnitud discreta.

César, Numero puntos de Yolanda

la reunion de cantidad.

NUmero natural.

Es el nimero que pertenece
los nameros naturale
comprendidos entre 0 y/#
gue ademas es entero.

a

Valores
de las medidas.

numeéricos

148, 160, 12, 308.

(148, 12); (148,160).

Igualdad de nimerg
naturales.

de operacion.

Suma

Resultado (160, 308).

Signo igual

Como signo de resultado.

Propiedad
asociativa

mas o

de

la

on

Objetos Significados conferidos por|  Significados considerados en el
el estudiante analisis de referencia

Conjunto Reunir, juntar, agrupar un Colecciones de puntos de César

conjunto de cosas igualesyolanda, de la diferencia y de
(sumar). unioén.
Cardinal de un 1) Es el niumero que resulta
conjunto. de unir dos cantidades de dos
conjuntos (César puntos
puntos Yolanda).
2) Cantidad que reunen entfre
los dos.

Adicién en N. Resultado de la operacién de adic
de los cardinales de los conjuntos que
intervienen.

Cantidad de Numero de puntos (cardinal)

ge

la

cantidad de puntos de la diferencia y

Reunion de Agrupacion de los conjuntos de
conjuntos. puntos de César y los puntps
adicionales de Yolanda; agrupacipn
de los puntos de César y de Yolanda.
Sumandos Cada uno de los numeros sumagos

Igualdad de numeros como resultado
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Se considera que la no identificacion de ciertos objetos o de algunos de sus significados
asociados es una caracteristica inherente al proceso de resolucion de un problema matematico,
basta recordar el caso de Fermat y sus trabajos sobre la recta tangente (Boyer, 1986; p. 440) que
posteriormente fueron sistematizados por Leibniz y Newton en sus trabajos sobre la derivada.
Se considera que para que un maestro pueda reconocer y promover el conocimiento matematico
espontaneamente manifestado por sus alumnos no solo debe tener un cierto conocimiento de
contenido matemético, sino que debe estar en disposicion de reconocer la compleja red de

objetos y significados alternativos que pueden surgir durante la resolucion de un problema.

4.4.2.2.3 Procedimientos

La Figura 4.22 exhibe los elementos procedimentales identificados por E3. El estudiante
identifica el algoritmo de la suma, especificamente el algoritmo para “sumar llevando”.
Igualmente identifica la propiedad asociativa pero expresada en términos de la accién de sumar
en “cualquier orden”. El estudiante cita la propiedad asociativa pero le confiere un significado

en términos de la propiedad conmutativa de la suma.

RO CEDY 1L BN Tlotun Signe & (eSoeess

N i — S S NATRICADD

- ﬁkﬁgﬁl‘m én\ o souaa (‘-“NE\\& Se (S = tesore ©n comrhe

— Suiueee Ve sdadsese qQelmda dley ondades oy vace. alamne.
= ol A liodic alva ol Sod a_la.

elatare, X a \:'J\Sv\ e ate S ol suaaLs

- (
— ASociadow Pesidace. e\ o s o esd\lade
Yt S Sumesa s com (s aoe s W dad

o s e&ccz{t\: S <\ reey.

Transcripcion

Procedimiento Significado

- Algoritmo de la suma En ella se ha de tener en cuenta que por cada

- Sumar llevandose diez unidades en una columna se ha| de
afnadir otra unidad a la columna siguiente de
la suma.

- Asociacion Resultara el mismo resultado tanto | si
sumamos la cantidad de César y después la
de Yolanda como si lo efectuamos al revés.

Figura 4.22. Elementos Procedimentales Identificados por E3.
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Es interesante notar que la “conmutativa” se suele citar como una propiedad en los libros de
texto, que se usa durante las operaciones, es decir, es una caracteristica que adquiere status

mediante un procedimiento.

La Tabla 4.7 exhibe la comparacion entre los elementos procedimentales identificados por el

estudiante E3 y los propuestos en el andlisis de referencia.

Tabla 4.7. Comparacién entre Elementos Procedimentales de Referencia y los Dados por ES3.

Procedimientos (Técnicas, operaciones, algoritmos)

Objetos Significados conferidos por el Significados considerados en e
estudiante analisis de referencia
Reunion disjunta Para hallar los puntos de Yolanda,

y para hallar los puntos totales.

Sumar en fila Para hallar la suma de puntos
mediante la disposicion en fila de
los sumandos.

Sumar er Para hallar la suma de puntos
columna mediante la disposicion en columna
de los sumandos.

Algoritmo de la En ella se ha de tener en cuenta gue
suma Yy sumampor cada diez unidades en una
llevandose. columna se ha de afiadir otra unidad
a la columna siguiente de la suma.

Asociacion Resultaria el mismo resultado tantqg si
sumamos cantidad de César| y
después la de Yolanda como | lo
efectuamos al revés.

Si bien parece que no existe correspondencia entre los significados propuestos en la seccion
4.3.1.2.1 -Analisis Epistémico- y aquellos propuestos por el estudiante, el objeto matematico
“Algoritmo de la suma y sumar llevandose” se corresponde, con base en el significado
conferido por el estudiante, con el objeto matematico “sumar en columna” propuesto en el

analisis de referencia, bajo el encabezado Procedimientos de la seccion 4.3.1.2.1.3.

Debido a la posibilidad de nombrar los objetos de manera diversa podria darse el caso que a
primera vista no existiese correspondencia entre los objetos matematicos identificados por el
estudiante y aquellos propuestos en el analisis de referencia en la seccion 4.3.1.2.1 -Anédlisis

Epistémico-; sin embargo, los significados atribuidos pueden ser similares.
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Esta caracteristica de la GROS podria ser usada en propuestas de formacion de maestros en las
que estos reflexionen sobre el hecho que si bien los objetos matematicos parecen ser unicos y
sus significados univocamente definidos, la interpretacion que de ellos realizan los individuos,

su descripcion y su uso puede generar conjuntos de objetos y significados que podrian ser

disjuntos en apariencia.

Godino, Batanero y Font (2007) reconocen el caracter socio-constructi@stda ‘que la
matematica es, en primer lugar, una actividad humana centrada en la solucion de cierto tipo de
situaciones problema”, (p. 132). Una vision antropolégica como la que estos autores proponen
podria ayudar a los estudiantes a reconocer que si bien la mateméatica suele ser identificada
como arquetipo de exactitud, su ensefianza lo es de didlogo, construccién y negociacién en

contextos institucionales. La estudiante no cumplimentd la tabla correspondiente a Propiedades.

4.4.2.2.4 Argumentos

La respuesta del estudiante, correspondiente a la entidad “Argumentos” se muestra en la Figura
4.23.
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Transcripcion

En este problema lo que llevamos a cabo es una lectura interpretativa del enunciado el cual nos
proporciona los datos suficientes como para resolverlo. Lo que se nos podria plantear es de
considerar la suma como la incégnita y designarla con una letra. Estariamos entonces
introduciendo razonamiento algebraico.

Figura 4.23. Argumentos del Estudiante E3.

El estudiante ha dado una interpretacion de la entidad Argumento, que difiere del concepto

discutido en clase (justificacion de la validez de una proposicién o de un procedimiento).
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4.5. Comentarios sobre los Analisis

El trabajo que se desarrolla en esta memoria de tesis doctoral versa sobre el desarrollo de
competencias de andlisis didactico que un grupo de maestros en formacion realizan de tareas

matematicas sobre un tema especifico.

Una componente importante del analisis didactico es el analisis epistémico. En este capitulo se
indaga sobre las competencias de analisis didactico en dos instancias: Trabajo en grupo
(problema de los numeros cuadrados), y en situaciéon de examen (problema de los puntos de

César y Yolanda).

El primer ejemplo se realizd en la segunda semana de clase, mientras que el segundo se realizd
en la décimo quinta semana. Durante la realizacién de la unidad didactica los estudiantes

realizaron otros analisis epistémicos de tareas matematicas.

La intencion de mostrar dos ejemplos de andlisis epistémico no es la de comparar el nivel de
entrada y el nivel de salida de la competencia, sino la de mostrar dos ejemplos del uso de la
herramienta GROS por parte de los estudiantes, en dos circunstancias diferentes: En grupo e
individualmente. La Unica instancia disponible para indagar su competencia de analisis

didactico individualmente fue en situacién de examen.

Se comentan ahora sobre los analisis epistémicos realizados por los maestros. Se recuerda que la
actividad de andlisis es el primer encuentro de los maestros con la herramienta de andlisis
epistémico de tareas mateméticas. El analisis epistémico realizado por los dos grupos sobre el

problema de los nUmeros cuadrados se asimila entre si.

La identificacion de objetos y significados se enmarca en el uso de la Guia de Reconocimiento
de Objetos y Significados (GROS) que se propuso a los maestros en formacién como una
herramienta para identificar los conocimientos matematicos presentes y emergentes en tareas

sobre razonamiento algebraico elemental.

El andlisis realizado por los maestros en formacién, durante la actividad grupal, muestra el

estado inicial de la competencia y es el primer encuentro entre los estudiantes y la herramienta.
Durante la discusion sostenida por y con los estudiantes, se observan las dificultades
experimentadas por los maestros. El problema matematico es resuelto sin ninguna dificultad, sin
embargo la identificacion de los objetos matematicos y sus significados de uso o de referencia

resulta ser una actividad compleja.

Los maestros tienden a identificar conceptos matematicos y expresarlos en términos de
operaciones matematicas, siempre apoyando su andlisis en la solucion matematica escrita. Es asi

como la identificacién de elementos linglisticos, argumentos y propiedades se torna dificil.
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Adicionalmente, el establecimiento de relaciones entre los diversos objetos y sus significados es
otro aspecto que resulta ser complejo para los maestros. La identificacion de configuraciones de
objetos y significados en correspondencia con la solucién matemética resulta ser un reto que los
estudiantes enfrentan.

A partir de la experiencia inicial de andlisis de la tarea de las configuraciones cuadradas de
puntos se programaron las reuniones de discusion y se eligié proponer a los estudiantes que
elaboraran algunos andlisis epistémicos parciales de las tareas que propusieron para ser

incluidas en su unidad didactica.

Para el caso de la segunda tarea motivo de andlisis en este capitulo (puntos de César y de
Yolanda) que fue resuelto en situacion de examen, se puede apreciar cierto nivel de
competencia en la identificacién de objetos y significados de uso y de referencia. Durante el
analisis de las respuestas de todos los estudiantes que tomaron el examen (aln de aquellos que
no participaron en el estudio) se evidencié la identificacién de un elevado nimero de objetos y

significados en el grupo de estudiantes que fungieron como informantes en esta investigacion.

Los dos casos expuestos que corresponden al analisis de la segunda tarea, sirven para ilustrar
algunos de tales objetos y significados. Se podria afirmar que los estudiantes muestran cierto
progreso en la identificacion de objetos y significados, en especial en las entradas

correspondientes a entidades linguisticas, propiedades y argumentos.

Si bien la identificacion de objetos y significados es importante en términos de la ensefianza, lo
gue parece crucial para la ensefianza del algebra elemental en la escuela primaria es la
incardinacion del andlisis epistémico en configuraciones algebraicas que den cuenta de los
conocimientos de los estudiantes asi como de los posibles conflictos que puedan surgir en el

proceso de ensefianza y aprendizaje.

En los siguientes capitulos se ofrecera evidencia sobre el desarrollo de las competencias de
andlisis didactico y en la incardinacion de los andlisis en situaciones de discusion hipotéticas de

las tareas con nifios de sexto grado.

Walter Fernando Castro Gordillo 94



CAPITULO 5

EVALUACION Y DESARROLLO DE
COMPETENCIAS PARA EL ANALISIS
COGNITIVO DE TAREAS RAE

5.1 Introduccidén

El objetivo de este capitulo es evaluar el desarrollo de competencias para el analisis de

configuraciones cognitivas de tareas tipo RAE efectuadas por los maestros en formacion.

Inicialmente se daran las condiciones bajo las cuales se realizé el andlisis, se daran los criterios
para la escogencia de las tareas y se hara un analisis epistémico de algunas de las tareas tipo
RAE propuestas a los nifios de escuela elemental, después se muestran las soluciones dadas por
los nifios, posteriormente se exhiben los analisis hechos por los maestros en formacion durante
las sesiones de trabajo y finalmente se concluye con un analisis conjunto del andlisis de

referencia, de las soluciones de los nifios y de las reflexiones de los maestros.

Estos tres elementos se discutiran tanto en el marco de las investigaciones sobre razonamiento
algebraico elemental, desde la perspectiva de nifios y de los maestros en formacién, como desde

el enfoque Onto-semidtico.

5.2 Contexto y Toma de Datos

La primera parte del estudio que se reporta en este capitulo se efectu6 durante el primer
cuatrimestre del afo lectivo 2008-2009. Se acudié a un instituto mixto de educacion primaria
situado en Granada, Espafia; que permitié tomar datos sobre las competencias de resolucion de
tareas, que incluyeran elementos de RAE, por nifios de sexto grado (11 a 13 afios de edad) de
escuela elemental. En lo que sigue cuando se hace referencia a nifio, se debe entender

indistintamente nifio o nifa.

El director del instituto y el jefe de estudios pidieron que los alumnos no fueran perturbados por
la aplicacién de una prueba que incluyera tareas ajenas al programa tematico estudiado, y no

incluida en la programacion de pruebas conocida por los nifios, que podria alterar el desarrollo
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del plan de estudios. A continuacion enumeramos las condiciones que el instituto impuso para

permitir la toma de los datos:

» Las tareas incluidas en la prueba entregada a los nifios deberian ser tomados del libro de
texto usado por ellos.

e Las tareas incluidas en la prueba deberian corresponder a las unidades tematicas ya
estudiadas durante el transcurso del afio lectivo.

» Elinvestigador no podia estar presente durante la aplicacion de la prueba.

e La escogencia de las tareas fue hecha por el investigador, sin embargo la redaccion de las
mismas fue discutida con el jefe de estudios del instituto. Sélo se incluydé una tarea, sobre
sombrillas y gorras, que no estaba propuesto en el libro texto.

e La prueba individual fue aplicada por el profesor del curso. A los nifios no se les di6 folios
adicionales para realizar los célculos y no utilizaron calculadora; s6lo se respondieron
preguntas sobre la redaccion de las preguntas.

» Los nifios no podian ser entrevistados.

5.3 Selecciéon de las Tareas

Los criterios usados para la seleccion de las tareas propuestas a los escolares fueron:

¢ Que pusieran en juego algunos elementos propios del Razonamiento Algebraico Elemental

incluidos en nuestra aproximacion, y que se discute en la seccion 3.2.1.6 -La Aproximacion
al RAE desde el EGSel tercer capitulo.

 Que estuvieran propuestas en el libro texto usado por los nifios. Con la excepcion
comentada referida a la inclusién de una tarea no incluida en el libro texto.

* Que la resolucion requiriese conceptos conocidos para los nifios; si bien era posible que
debieran usar procedimientos novedosos para la solucién y diferentes de los algoritmos y

rutinas conocidos por los nifios.

En el Anexo A -Practicas Iniciales con los Maestros en Formacion- se exhiben todas las tareas
propuestas a los escolares, adicionalmente se ofrece una tabla en la que se identifican algunos

elementos algebraicos presentes en el enunciado y emergentes en solucion de las tareas.

Es menester indicar que los nifios no fueron entrevistados. No se distingui6 a la poblacién por
género. La edad promedio de los nifios es de 12 afios, el colegio pertenece a un estrato social

medio de la ciudad de Granada, Comunidad Auténoma de Andalucia, Espafa.
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Del conjunto de soluciones dadas por los nifios, se escogieron aquellas que cumplieran dos

requisitos:

* Que los nifios hubiesen escrito sus soluciones (en algunos casos solo ofrecen la respuesta
final, sin incluir procedimientos; estos no se incluyeron).
« Que las soluciones, aun sin justificacion, fuesen apropiadas para su discusién con los

maestros en formacion.

Del conjunto de 24 documentos escritos por los escolares, escogimos nueve, que tenian el texto
escrito de la solucion. Vale decir que muchas soluciones dadas por los nifios no ofrecian ni el

procedimiento ni la justificacién y sélo daban la respuesta final.

En el Anexo B -Prueba Aplicada a los Nifios de Sexto Grado- se muestran las tareas escogidas

para ser discutidas con y por los maestros en formacion.

5.4 Analisis Epistémico de Objetos y Significados

En este apartado se mostraran los analisis epistémicos de cada una de los tareas escogidas para
ser analizadas por los maestros en formacion; los andlisis se efectuaron con ayuda de la Guia de

Reflexion sobre Objetos y Significados GROS (Godino, Rivas, Castro y Konic, 2008).

Tal como se mencion6 en la seccion 4.3.1.1.1.5 -Argumentos- del cuarto capitulo, los analisis
epistémicos incluidos aqui no pretenden ser exhaustivos ni Unicos en sus consideraciones. La
aparente multiplicidad de los objetos y sus significados se apoyan en la relatividad del
conocimiento matematico escolar (Godino, Batanero y Font, 2007; Radford, 2006b). El analisis
epistémico de las tareas tiene tres objetivos para el formador y para el investigador: El primero,
explorar objetos y significados puestos en juego en la solucion de una tarea; el segundo,
identificar posibles conflictos de significado y predecir dificultades y errores que podrian surgir
en las soluciones que los estudiantes brindarian a la tarea, y el tercero, explorar como el uso de

las entidades primarias favorece predecir e identificar conflictos potenciales.

De estos tres objetivos, los dos primeros seran implementados durante los andlisis de las tareas
resueltas por los nifios de escuela elemental, y serdn usados durante las sesiones de trabajo con
los maestros en formacion para proponerles cuestiones vinculadas con el andlisis epistémico y
cognitivo; adicionalmente serviran para indagar algunas de las creencias que los maestros

exhiben en relaciéon con el RAE.
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5.4.1Tarea de Sombrillas y Gorras

La tarea discutida que se muestra en la Figura 5.1 se tomd de “Positive Algebra: A Collection of
Productive Exercises” (2004), (p. 66).

Figura 5.1. Tarea de Sombrillas y Gorras.

Resalta en esta tarea el uso de representaciones visuales en el enunciado. El uso de las mismas
en la resolucion de tareas matematicas es controversial, pues a pesar que ha sido usado durante
siglos, y se considero indispensable en el trabajo de los matematicos (Rival, 1987), fue relegado
por los matematicos del siglo pasado, por considerarlo informal. Para Stylianou (8eda3, “

hecho poco trabajo empirico que conduzca hacia una mayor comprension de los procesos

relacionados con el uso de representaciones visudlgg.. 304).

En esta tarea reconocemos la importancia a los elementos graficos y se asumen en su papel de
“elementos linglisticos” que estan sujetos a asignacion de significados por parte de los nifios a
quienes se les propone la solucién de la tarea. A continuacién, se enumeran algunos objetos y
significados para las entidades primarias consideradas por el EOS: Elementos linguisticos,
conceptos, procedimientos, propiedades y argumentos. Vinculados a cada enumeracion se

efectlan algunos comentarios.

Los elementos linguisticos en esta tarea son de dos tipos: Los escritos y los pictéricos. Estos
altimos tienen gran presencia e importancia en esta tarea, en tanto que comunican significados
gue no estan explicitamente expresados en la redaccion de la tarea ni en la pregunta. Algunos

investigadores han indagado sobre las representaciones gréficas y su uso por los nifios
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(Goldenberg, 1988; Juraschek y Angle, 1986). Goldenberg concluyd que las gréaficas tienen
convenciones y ambigiiedades propias y pueden ser poco accesibles a los nifios que se inician en

el estudio del algebra.

5.4.1.1 Elementos Linguisticos

La presencia de elementos pictéricos en el enunciado de esta tarea y la asignacion de
significados que convocan, es determinante para su solucion. Algunos de los elementos

pictéricos identificados en esta tarea se enumeran en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1. Elementos Lingiisticos en la Tarea de Sombrillas y Gorras.

Establece la pregunta en la targa.
Indica que la respuesta que
corresponde al valor numérico
correspondiente al precio de uha
sombrilla y de una gorra.

La suma de los precios de dos
sombrillas y una gorra es de 80€; el
precio de cada sombrilla es |el
mismo.

Las suma de los precios de dos
gorras de caracteristicas similares y
de una sombrilla es de 70€; el precio
de cada gorra es el mismo.

5.4.1.2 Conceptos

Los conceptos de incOgnita, suma e igualdad son basicos en una propuesta de solucién de la

tarea, ya sea de caracter algebraica o aritmética, como se describen a continuacion:
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» Incégnita: Valor desconocido en una tarea y que debe ser hallado.
e Suma: La suma de los precios desconocidos.

« Igualdad: Relacion establecida entre precios desconocidos y los valores de sus sumas.

El reconocimiento de dos valores desconocidos que pueden ser hallados a partir de la
informacién es crucial en el caracter algebraico de la tarea, con independencia del método de
solucion del mismo. Se resalta el caracter relacional que el signo igual tiene en esta tarea y que

es asumido como tal por los nifios sin ninguna instruccion al respecto.

5.4.1.3 Procedimientos

Algunos de los procedimientos que se resaltan son:

» Procedimiento numérico de ensayo y error. Los estudiantes asignan diversos valores
numéricos para los precios de las sombrillas y de las gorras, los suman y comprueban si
cumplen las dos condiciones simultaneamente.

* Procedimiento gréfico: Consiste en escribir (dibujar) dos sombrillas y una gorra, mas dos
sombrillas y una gorra, y luego asociar dos sombrillas y una gorra y reemplazarlas por el
precio combinado de ellas, de tal manera se puede obtener una grafica en donde figuran dos
gorras con un precio de 84, y como el precio de cada gorra es el mismo, se obtiene asi el
precio combinado de dos gorras, de donde se puede obtener el precio de una sola.

» Procedimiento algebraico: Se asignan incognitas para los precios desconocidos de
sombrillas y gorras, y se procede a resolver un sistema lineal de dos ecuaciones por dos

incégnitas.

5.4.1.4 Propiedades

Las propiedades que se consideran son:

* El precio de cada sombrilla es el mismo: El precio de una sombrilla es el mismo en ambas
condiciones de la tarea, lo cual reduce el nUmero de incognitas.

» El precio de cada gorra es el mismo: Los estudiantes asignan diversos valores numéricos
para las sombrillas y las gorras, los suman y comprueban si cumplen simultdneamente las
dos condiciones.

e El precio de una sombrilla y una gorra, respectivamente, es el mismo en ambas condiciones
de la tarea, lo cual reduce el nUmero de incognitas.

» Latareatiene solucion Unica: La tarea tiene solucion y puede ser hallada.
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5.4.1.5 Argumentos

Dos argumentos se pueden dar para esta tarea: El primero de caracter aritmético y el segundo de
caracter algebraico. En el primer caso, en virtud que las gorras y las sombrillas en ambas vifietas
tienen el mismo precio, se asignan valores numeéricos enteros para los precios de las gorras y
para las sombrillas hasta encontrar dos nimeros que satisfagan las dos condiciones expresadas
en cada una de las vifietas. En el segundo caso se pueden plantear dos ecuaciones con dos
incégnitas, es decir un sistema lineal de dos ecuaciones por dos incégnitas. El subsiguiente
procedimiento de solucién podria ser de tipo numeérico (ensayo y error); algebraico (sustitucion,

igualacion o cancelacién) o uno de caracter grafico.

5.4.2Tarea de las Edades

La tarea que se ilustra en la Figura 5.2 fue tomada del libro texto Anaya 6 (p. 25).

Tres amigos, Pedro, Antonio y Pablo, no se po-
nen de acuerdo sobre su edad. Pedro es mas
viejo que Pablo; Pablo es més joven que Anto-
nio; Antonio, a su vez, es mas viejo que Pedro,

;Quién tiene més edad? ;Y menos?

Figura 5.2. Tarea sobre las Edades.

Una posible solucién a la tarea se exhibe a continuacion:

La primera condicion afirma que “Pedro es mas viejo que Pablo”, por tanto se ubica a Pedro a la
derecha de Pablo. La tercera condicion afirma que “Antonio es mas viejo que Pedro”, asi que se
ubica Antonio a la derecha de Pedro. De tal suerte que Pablo es el mas joven, y Antonio es el
mas viejo.

La segunda condicion afirma que “Pablo es mas joven que Antonio”; por lo tanto, ésta no ofrece

informacion adicional que la ya contenida en las condiciones primera y tercera. Vale decir que

ninguno de los nifios o de los maestros en formacion se percat6 de este hecho.
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5.4.2.1 Elementos Linguisticos

Se recuerda que los elementos linglisticos considerados pueden ser términos y expresiones
matematicas tales como: Simbolos, representaciones graficas. A continuacion se exhiben

algunos elementos linguisticos con algunos de sus significados asociados:

« Tres amigos, Pedro, Antonio y Pablo, no se ponen de acuerdo sobre su edad: Establece el
contexto de la tarea y el dilema.

» Pedro es més viejo que Pablo: Relacién de orden entre la edad de Pedro y la de Pablo.

« Pablo es mas joven que Antonio: Relacién de orden entre la edad de Pablo y la de Antonio.

» Antonio, a su vez, es mas viejo que Pedro: Relacion de orden entre la edad de Antonio y la
de Pedro.

« ¢Quién tiene mas edad? (Primera pregunta): Establece la cuestion que debe ser resuelta,
pregunta quien tiene la mayor edad, inquiere sobre el nUmero (desconocido) mas grande.

« ¢Y menos? (Segunda pregunta): Establece la cuestion que debe ser resuelta, pregunta por

quien tiene la menor edad, pregunta por el nimero-desconocido- menor.

Los elementos linguisticos enumerados establecen tanto los datos de la tarea como las
preguntas. A partir de los datos se pueden establecer las relaciones a partir de las cuales se

pueden responder a las preguntas.

5.4.2.2 Conceptos

Los conceptos propuestos permiten establecer relaciones de orden entre las edades a pesar que
no se conocen ni se pueden determinar a partir de la informacién provista. En esta tarea
podemos reconocer rasgos de razonamiento algebraico de tipo relacional. Las edades de Pedro,
Antonio y Pablo son desconocidas; sus valores pueden variar dentro de un rango. El conjunto de
valores posibles de cada una de las edades es un objeto intensivo. Entre las edades hay
relaciones de desigualdad; la comparacién de las edades requiere poner en juego la propiedad
transitiva de la relacién de orden en el conjunto numérico de los naturales aplicada a conjuntos

de valores. A continuacion se exhiben algunos conceptos con sus significados asociados:

« Mayor que: Relacion de orden establecida entre los nimeros que corresponden a las edades.

« Menor que: Relacién de orden establecida entre los nUmeros que corresponden a las edades.
Se nota que se establecen relaciones de orden entre nimeros desconocidos pero que pueden ser

ubicados en ciertos rangos numéricos. Las relaciones son generales pero pueden ser ilustradas a

partir de ejemplos.

Walter Fernando Castro Gordillo 102



CAPITULO 5. Evaluacion y Desarrollo de Competencias para el Analisis Cognitivo de Tareas
RAE

5.4.2.3 Procedimientos
A continuacioén se exhiben algunos procedimientos con sus significados asociados:

« Tomar dos condiciones y ubicar los nimeros correspondientes a las edades es una recta
ordenada; utilizar la tercera condicion para determinar la posicion final de los niumeros
desconocidos que corresponden a las edades.

» Usar las condiciones dos a dos para determinar la posicion relativa de los niameros que
corresponden a las edades.

« Es posible el uso de recursos pictoricos- un arco- para vincular las edades que se comparan,

y el uso de los simbolos “méas” y “menos” para indicar “mayor” y “menor” respectivamente.

5.4.2.4 Propiedades

Algunas de las propiedades usadas son:

* Entre dos numeros naturales no consecutivos existe otro niumero natural: Dado que los
nifios no tienen la misma edad, entonces la tarea tiene solucidon. Existe alguien mayor y
alguien menor.

e EIl conjunto de los numeros naturales es ordenado (principio del buen ordenamiento): El

conjunto formado por tres nimeros naturales tiene un elemento menor.

5.4.2.5 Argumento

El argumento que se puede dar es una réplica o variacién de la solucion dada anteriormente, en
la que se pueden incluir aspectos pictoricos: Se representa las edades de los amigos por las
iniciales de sus nombres, y se ubican en un segmento de recta, en donde se escoge la ubicacion a

la derecha para las edades mayores y la izquierda para las edades menores.

5.4.3Tarea del NUmero Mayor

La tarea que se ilustra en la Figura 5.3 fue tomada del libro texto Anaya 6 (p. 16). Se agregé la

consigna “justifica tu respuesta”.
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9 Escribe el mayor y el menor nimero que
sea posible, utilizando solo una vez cada
una de estas cifras:

3 9 0 / 1 5

Figura 5.3. Tarea del Niamero Mayor.

Una posible solucion a la tarea:
La solucion que se da a continuacion no da cuenta del proceso de resolucion, sélo de la

respuesta. El mayor nimero posible es: 975.310, y el menor nimero posible es: 13.579.

5.4.3.1 Elementos Linguisticos

Los elementos linglisticos considerados pueden ser términos y expresiones matematicas tales
como: Simbolos y representaciones gréficas. A continuacion se exhiben algunos de tales

elementos con algunos de sus significados asociados:

» Escribe el mayor y el menor nimero que sea posible: Establece el tipo de tarea; encontrar
dos numeros y escribirlos.

« Escribe el mayor y el menor nimero que sea posible: Da la condicién sobre los nimeros;
que sea el mayor niumero posible y el menor nimero posible.

e Utilizando s6lo una vez cada una de las cifras: Condicion para la utilizacion de los nimeros

dados/otra condicion para resolver la tarea.

Los elementos linglisticos que se resaltan corresponden a aquellos que establecen las
condiciones: NUmero mayor, himero menor y usar cada cifra sélo una vez. Es interesante notar
que al pedir tanto el nUmero mayor como el nimero menor se pone en situacién conceptos y
procedimientos para dar la solucién a ambas preguntas, que se basan en la misma propiedad del

sistema posicional.

5.4.3.2 Conceptos

Estos conceptos son usados, en el contexto del sistema numérico de los nimeros naturales, para

dar solucion a la tarea. Dos conceptos son importantes en la solucion de esta tarea: El de
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ordenacion y el de posicién. A continuacidén se exhiben algunos elementos conceptuales y sus

significados asociados:

* Orden de los nimeros naturales: El conjunto de los nUmeros naturales es ordenado, dados
dos nameros se puede decidir cual es mayor y cual es menor.

e Concepto de valor de posicion de un nimero: El valor asociado a un numero depende de la
posicidén que tiene en un determinado arreglo.

» Concepto de minimo de un conjunto: Un nimero que es menor que todos los nimeros de un
conjunto dado y que pertenece al conjunto.

» Concepto de maximo de un conjunto: Un nimero que es mayor que todos los nimeros de

un conjunto dado y que pertenece al conjunto.

5.4.3.3 Procedimientos

El principio del Buen Ordenamiento garantiza la existencia de un ndmero menor y de un
namero mayor que son las Unicas soluciones a la tarea. No se espera que los maestros ni los
nifios expliciten esta propiedad, que podrian no conocer, sin embargo la misma seria usada
espontaneamente durante la solucion. A continuacion se exhiben algunos procedimientos con

sus significados asociados:

» Se obtiene el conjunto cuyo cardinal es 6! numeros para comparar. Se ubican los nimeros
en las casillas provistas y se comparan todos los nimeros y se encuentra el mayor y el
menor: Se obtienen todos los nimeros posibles, usando la condicion de poner cada digito
dado una sola vez en cada casilla, y luego se comparan entre si, obteniéndose el mayor y el
menor.

» Se utiliza el principio que afirma que el digito mas grande escrito en la primera posicion de
izquierda a derecha producira el nimero mayor: En el sistema posicional, un nimero escrito
mas a la izquierda tiene un mayor valor que el que tendria si se escribiera en otra posicién a

la derecha.

5.4.3.4 Propiedades

Una propiedad que es determinante en la solucién de esta tarea es el Principio del Buen
Ordenamiento: Todo conjunto A de nameros naturales, diferente de vacio, tienen un elemento

minimo. A continuacion se muestran algunas propiedades con sus significados asociados:

* Todo conjunto de nimeros reales, acotado superiormente tiene un maximo. El nimero més

grande, existe y puede ser hallado.
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* Todo conjunto de numeros reales, acotado inferiormente tiene un minimo. El nimero mas

grande existe y puede ser hallado.

5.4.3.5 Argumentos

Un argumento que puede ser dado es el siguiente: Dado que un numero adquiere su valor en
funcion de la posicion que tenga, su maximo valor seré aquel que considere su posicion mas a la
izquierda. Asi mismo, puestos a escoger entre dos nameros, cual se ha de ubicar a la derecha
para obtener el nimero mayor, se debe ubicar el nUmero més grande a la izquierda, pues asi se
obtiene el mayor valor de posicion posible. Si aplicamos este criterio de manera sisteméatica se
concluye que para obtener el mayor nimero posible se han de ubicar los niumeros en orden
decreciente, desde la izquierda hacia la derecha. Para obtener el niUmero menor, se han de ubicar

los nimeros en orden creciente desde la izquierda hacia la derecha.

5.4.4Tarea de las Velas

La tarea que se exhibe en la Figura 5.4 fue tomada del libro Anaya 6 (2006, p. 29).

@ Utiliza tu ingenio

Saturnino se alumbra con velas, Cada dfa con-
sume seis velas. Con los restos de quemar seis
velas fabrica una nueva. ;Para cuantos dias
tendra con 36 velas?

Figura 5.4. Tarea de las Velas.

A continuacién se ofrece una solucion a la tarea. Aun en el caso que se hiciera un listado de
soluciones diversas, no hay garantia que se consideraran todas las soluciones posibles ni todas
las configuraciones de objetos y significados que emergen. Esto evidencia la complejidad con la
cual se enfrentan los maestros cuando preparan una actividad matematica e intentan identificar
diversas configuraciones epistémicas en atencién a las posibles preguntas de los nifios. Tal

complejidad debe ser reconocida y asumida por los maestros como un aspecto cotidiano de su
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labor docente. Para Morin (1977):d nocion de conocimiento nos parece una y evidente. Pero,

en el momento en que se le interroga, estalla, se diversifica, se multiplica en nociones
innumerables, planteando cada una de ellas un nuevo interrdggnte8). La complejidad de

los andlisis de las tareas matematicas y las diversas interpretaciones y consecuencias didacticas

de los elementos primarios presentes parece clara.

Una posible solucion:
El consumo diario es 6 velas por dia. Como tiene 36 velas, tendrd 36 velas/6 velas por dia = 6
dias. Como cada uno de los 6 dias logra hacer otra vela mas, en total logra ahorrar 6 velas, con

las cuales se alumbrara otro dia mas. Por tanto, podra alumbrarse 7 dias.

5.4.4.1 Elementos Linguisticos

Algunos de los conceptasnculados con la solucion propuesta estan en goneencia con
algunas de las operaciongge luego son usadas para resolver la tarea. Es®sdnceptos
podrian ser considerados como el conjunto minimo de conceptos que corresponden a la solucién
dada anteriormente. Los conceptos de division y de resta se corresponden con las dos soluciones
dadas por los nifios de escuela elemental y que fueron propuestas a los maestros en formacion
para su discusion. A continuacion se exhiben algunos elementos linglisticos con algunos de sus

significados asociados:

e Saturnino se alumbra con velas: Informacion que ofrece el contexto de la tarea. Informacion
que indica que cada dia se gastan velas.

e Cada dia consume seis velas: Condicién que indica el nUmero de velas que consume cada
dia.

* Con los restos de quemar seis velas fabrica una nueva: Establece una regla para obtener una
nueva vela cada dia.

« ¢Para cuantos dias tendra con 36 velas?: Plantea otra condicién para resolver la tarea, el
namero de velas que tiene y que usard para alumbrarse, manteniendo las dos condiciones

dadas inicialmente.

5.4.4.2 Conceptos

Algunos de los conceptos que se ponen en juego en la solucion de la tarea son:

* Resta: Cada dia se restan seis velas del conjunto de 36.
« Division: El nimero de velas, 36, se divide entre seis, para saber el nimero de dias que

podra iluminarse con 36 velas.
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* Correspondencia: Con 6 velas se fabrica una nueva vela.
e Suma: Suma entre los nimeros correspondientes a dias para indicar el nUmero total de dias

en los cuales tendra velas para iluminarse.

5.4.4.3 Procedimientos

Los procedimientos considerados son lo que corresponden a los conceptos identificados y
usados para dar solucién a la tarea y que a continuacion se enuncian con algunos de sus

significados asociados:

« Division: Entre el nimero de velas por el nUmero de velas que usa cada dia, para conocer el
namero total de dias para los cuales tendra velas.

« Resta: Del numero total de velas se restan seis velas por cada dia, al final del proceso no se
agotan las velas y tendremos asi el nimero total de dias, correspondiente al nUmero de
restas que se efectuaron para llegar al agotamiento de las velas, en los cuales Saturnino se
podra iluminar.

» Asociacion, agrupamiento: Se agrupan velas en paquetes de seis, el nimero de paquetes
corresponde al nimero de dias en los que Saturnino se podra iluminar.

e Correspondencia: Del numero de dias que se podra iluminar con 36 velas, si cada dia usa
seis, mas el numero de dias que se podra iluminar con el nimero de velas que se fabrican
con los residuos de las 36 velas, siguiendo la condicion que con seis velas se fabrica una
nueva vela.

e Suma: Se suman los restos de las velas de cada dia. Se suman el niumero de velas que se

obtiene cada dia para alumbrarse un dia mas.

5.4.4.4 Propiedades

Algunas propiedades que se pueden identificar son:

 El consumo de velas es constante: Cada dia se consume la misma cantidad de velas.

» Seis velas por dia, como tengo 36 velas, tengo para seis dias: Igualdad de razones 6/1=36/6.

5.4.4.5 Argumentos

Un posible argumento que se puede dar en este caso es: Como cada seis velas puedo fabricar
una nueva, ademas tengo 36 puedo fabricar seis velas, entonces tendré 42, y como se usan seis

por dia, se tendran velas para siete dias.
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5.4.5Tarea de Completar la Tabla

La siguiente tarea que se exhibe en la Figura 5.5 fue tomada del libro texto Anaya 6 (2006,

p. 17).

17 Copiay completa la tabla.

b

(@a+b)xc

a+bxc

8

4

12

7

20

250

65

400

70

Figura 5.5. Tarea de Completar la Tabla.

No se dara la solucion a esta tarea, en tanto que se reduce a reemplazar las letras por los
nameros y, eventualmente, realizar las operaciones indicadas. Un analisis epistémico de la tarea

anterior se muestra en el siguiente apartado.

5.4.5.1 Elementos Linguisticos

A continuacion se enuncian algunos elementos lingiisticos con algunos de sus significados

asociados:

* Completa la tabla: Se pide reemplazar las letras a, b y ¢ por los numeros correspondientes
dados en las columnas respectivas, en el orden sugerido por la expresion algebraica.

« Completa la tabla: Se pide reemplazar las letras a, b y ¢ por los nimeros dados en las
columnas respectivas, en el orden sugerido por la expresion algebraica, calcular el resultado
y escribirlos donde corresponde.

» La propia tabla: La configuracion de nimeros y de las letras comunica acciones aritméticas
que deben ser efectuadas.

» Correspondencia: Entre el conjunto de nimeros en cada columna y la letra, reemplazar las
letras por numeros, pero la correspondencia se mantiene hasta que las operaciones hayan

sido efectuadas.
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Se consideran dos tipos de elementos linglisticos: Los escritos y los graficos. La tabla propuesta
en la tarea que asociamos a un elemento grafico, tiene cinco columnas, tres de ellas con

nameros y dos sin numeros, que se interpretan como sentencias numéricas a resolver.

La disposiciéon de los nimeros y de las letras parece comunicar un conjunto de acciones que
pasan por asignar valores a las letras, efectuar los célculos aritméticos correspondientes y
ubicarlos de manera sistematica en las columnas. Nétese que la asignacién es sistematica y
obedece a un criterio que no es explicito en el enunciado, pero que se requiere para dar la
solucion esperada. El criterio referido es que los valores asignados a las letras se toman en
ternas horizontales ordenadas y de ninguna otra manera, es decir, un estudiante no deberia
asignar el valor numérico de 8 para la letad, ‘65 para la letratl” y 9 para la letra ¢".

Adicionalmente una vez que se asignan valores a las letras, se deben efectuar los célculos

manteniendo fijos los valores asignados.

Una vez que se termina de reemplazar y de efectuar los calculos, debe asignarse otro valor a la
misma letra y efectuar los célculos correspondientes. Se nota que de esta manera, las letras son
tratadas como variables. Asi no solamente se utiliza, en acto, el concepto que una letra puede
tomar un valor numeérico, sino que la misma letra puede tomar varios valores numéricos, y que
una vez fijado el valor numérico la letra tendrd tal valor hasta el final de un proceso

determinado.

El enunciado de la tarea propone una diferenciacion implicita entre las letras que usan como
variables y las que usan como signos para denotar operaciones. Vale decir que ningdn maestro y

ningun nifio asignaron significado de variable al simbolo de multiplicacion. Adicionalmente, el
simbolo “ @aXb " no se interpreta como una concatenacion de letras, sino como una operacion
en potencia; una sentencia matematica sobre la cual se puede operar numéricamente; en la que
se reconocen qued” y “b” se pueden reemplazar por nimeros X¥”“representa una

operacion binaria que se efectia sobre los nimeros.

A las letras se les concede sisteméticamente tanto un significado numérico como un significado
de simbolo de operacion, sin que medie ninguna explicacion o instruccién adicional a la llana

redaccion de la pregunta.

5.4.5.2 Conceptos

Los conceptos involucrados en la solucidén de la tarea son de tipo aritmético: Multiplicacion y

adicién, con sus resultados productos y suma. Sin embargo también se evidencian conceptos
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tales como: Variable, operacion indicada, resultado, cerradura. A continuacion se enuncian

algunos conceptos con sus significados asociados:

» Operacién: Accion de un operador sobre una pareja de niumeros, a la que se le asigna un
anico valor.

e Suma: Operacion entre nimeros naturales.

e Producto: Operacion entre nimeros naturales.

* Producto: Resultado de efectuar la operacion de multiplicacion.

e Variable: Letra que puede tomar varios valores.

5.45.3 Procedimientos

Los procedimientos mateméticos que se requieren para dar respuesta a la tarea son sugeridos por
los conceptos identificados. Algunos de los procedimientos identificados son: Correspondencia,
reemplazar, adicién, multiplicacién. A continuacién se muestra algunos procedimientos con sus

significados asociados:

e Suma de numeros naturales: La suma o adicidn es la operacion matematica que consiste en
afiadir dos numeros o mas para obtener una cantidad final o total. La suma también ilustra el
proceso de juntar dos colecciones de objetos con el fin de obtener una sola coleccion.
Igualmente se puede considerar como una operacion binaria realizada sobre el conjunto de
los nimeros naturales sometida a los axiomas de Peano.

» Multiplicacion de numeros naturales: La multiplicacion es una operaciéon aritmética de
composicidn que consiste en sumar reiteradamente la primera cantidad tantas veces como
indica la segunda. Uso de la multiplicacion de nimeros naturales de una o dos cifras.

« Prioridad de las operaciones: Prioridad en las operaciones, convenio que le da prioridad a

los productos sobre las sumas y restas.

5.4.5.4 Propiedades

Las propiedades que se usan en la solucion propuesta de la tarea son las que se enuncian a

continuacion:

» Asociativa de la suma: Propiedad que establece que cuando se suman tres 0 mas nameros
naturales, el resultado siempre sera el mismo con independencia del agrupamiento, dos a

dos, de los numeros.
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» Asociativa del producto: Propiedad que establece que cuando se multiplican tres 0 mas
nameros naturales, el resultado siempre sera el mismo con independencia del agrupamiento,
dos a dos, de los numeros.

« Conmutativa de la suma: Propiedad que establece los factores se pueden (operar) sumar en
cualquier orden y que el resultado siempre es el mismo.

e Conmutativa del producto: Propiedad que establece los factores se pueden (operar)
multiplicar en cualquier orden y que el producto siempre es el mismo.

e Cerradura de la suma y del producto: La suma y el producto de nameros naturales es

siempre un namero natural.

5.4.5.5 Argumentos

Un argumento podria ser: Dado que las letras se pueden reemplazar por los valores indicados en
la tabla, entonces los reemplazamos y, en el primer caso, efectuamos la suma y después el

producto; para la segunda expresion primero se efectla el producto y después la suma.

5.5 Andlisis Cognitivo de las Soluciones de los Nifios

En este apartado se mostraran las soluciones dadas por los nifios de sexto grado a las tareas
analizadas en la seccién anterior. El conjuntos de soluciones a las tareas dadas por los nifios de
sexto grado se exhiben en el Anexo C -Soluciones Dadas por los Nifios de Sexto Grado y

Discutidas con los Maestros en Formacion-.

El andlisis que se efectla es de tipo epistémico-cognitivo y pretende identificar el conocimiento

matematico requerido para su solucién asi como las estrategias y las configuraciones usadas por
los nifios de escuela elemental. A continuacion se proponen las tareas, se exhibe la respuesta
dada por los nifios de escuela elemental, posteriormente se comenta la solucién y se ubica,
cuando sea pertinente, en el contexto de investigaciones hechas en el campo del razonamiento

algebraico elemental.

5.5.1Tarea de Sombrillas y Gorras

Las soluciones dadas por los nifios se agrupan en dos categorias: La aritmética y la algebraica,
gue corresponden al tipo de estrategia usada, con independencia de la validez matemética de la
solucidn. La solucién aritmética se caracteriza por el uso del método de ensayo y error para

encontrar los precios de una sombrilla y de una gorra. En la Figura 5.6 se muestra una de tales
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soluciones. Del total de soluciones, el 90% corresponde a soluciones aritméticas y el 10%

restante a soluciones algebraicas.

Steffe (2001) consideraglie la naturaleza algebraica potencial de la aritmética se retei
con el reconocimiento que los nifios hacen de cémo operar en situaciones numéricas y en la

naturaleza simbolica de las operaciohgp. 556).

A e =
U Q U |

u 10

Figura 5.6. Solucién Numérica a la Tarea de Sombrillas y Gorras.

La solucion algebraica dada por los nifios se caracteriza por el uso tanto de incégnitas para
representar los precios desconocidos como de ecuaciones que relacionan tales valores. La
resolucion ilustrada en la Figura 5.6, dada por los nifios, es numérica, en tanto que los nifios no
conocen métodos algebraicos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Del conjunto de
soluciones se puede colegir que los nifios son capaces de resolver una tarea de naturaleza

algebraica mediante el uso de sus conocimientos aritméticos.

Si bien el grupo de estudiantes que proveyeron la solucion aritmética no escribié una ecuacion

en correspondencia con cada vifieta, si es cierto que asignaron significado algebraico a los

diversos elementos linguisticos presentados en el enunciado de la tarea. Los nifios asignaron el
significado de incognita a los precios correspondientes a los objetos “sombrilla” y “gorra”;

igualmente asignaron el significado de “ecuacion” a cada vifieta.

Notese como los elementos pictoricos son interpretados en términos caracteristicos del algebra:
Cada sombrilla y cada gorra se interpretan en términos de “precios desconocidos”, la conjuncion

de los elementos gréficos (sombrillas y gorras) con el valor numérico (80€ y 70€) se interpreta
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en términos de una ecuacion en la que la operacion de sumar precios se colige, aparentemente,
de la cercania de los objetos y de la presencia del precio “total” al lado derecho. La preferencia
dada a la operacion de suma sobre otra operacion, por ejemplo la multiplicaciéon, podria

justificarse por la constumbre en el ambito escolar y social.

Es de notar que la vifieta hace un uso aparente del signo igual en su aspecto de resultado: Los
“precios desconocidos” aparecen a la izquierda y el “resultado” aparece a la derecha. La
pregunta dada al inicio de la tarea. ¢ Cuanto vale una gorra y una sombrilla?, puede reforzar el
caracter numérico que se le concede a la vifieta correspondiente a sombrillas y a gorras. Los
elementos linguisticos desempefian un rol fundamental en el proceso de solucién de la tarea,

tanto en su versién aritmética como algebraica.

Para Carpenter, Levi y Farnsworth (2000) dlgkbra se construye sobre las mismas
propiedades fundamentales que forman la base de la aritmética. La naturaleza abstracta del
algebra hace que sea aun mas importante que los estudiantes comprendan precisamente

cuando y porque las propiedades de la aritmética pueden ser aplic§oias3-4).

Radford (2006a) reconoce que la construccion de reglas y la escritura de ecuaciones como una
forma especial de regla, se da mediante varias fases articuladas que hacen uso de varios sistemas
semioticos: Palabras, gestos, dibujos, graficas y simbolos. Mientras que Carraher (2006)
argumenta en favor de la inclusion temprana de los simbolos algebraicos como una herramienta
gue soporta el razonamiento algebraico, algunos otros autores tales como Britt e Irwin (2008)
consideran que los nifios deben trabajar con varios sistemas de representacion antes de la

introduccion a la semiotica especifica propia del algebra.

Molina (2007), define el razonamiento algebraico elemem@ai® una manera de pensar y
actuar en objetos, relaciones, estructuras y situaciones matematicas, como guia hacia una
enseflanza con compresién de las matemdtiogs 22). Valorada de acuerdo con esta
aproximacion, la tarea anterior habria movilizado el “pensar y actuar sobre objetos, relaciones y

estructuras” en “una situacion matematica”.

Steffe (2001, p. 563) argumenta que el conocimiento tanto numérico como de las operaciones
que los nifios exhiben es algebraico en naturaleza. Sin embargo la autora se decanta por un
enfoque ontogénico en el cual la naturaleza aritmética o algebraica de una activisiesh sn"

la historia de su generacion en los individyd$steffe, 2001; p. 556).

El grupo de tareas resueltas por los nifios pueden ser reagrupados en dos categorias: La primera,
en donde se plantea un sistema de ecuaciones, y la segunda, en donde se usa exclusivamente un
enfoque numérico de solucion mediante el uso de un procedimiento de ensayo y error. Las

soluciones incluidas en la segunda categoria no consideran ecuaciones pero efectdan un proceso
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de asignacion de significados que se corresponde con la escritura de ecuaciones que efecttan los
nifios en la primera categoria.

5.5.2Tarea de las Edades

Las soluciones de los nifios se agrupan en dos categorias: Las que dan sélo la respuesta y las
gue dan un procedimiento de solucion. El primer grupo no se consider6 en esta investigacion.
Del segundo grupo se escogié una solucion en la que los nifios usan elementos pictéricos como
parte del procedimiento de solucion a la tarea. La confluencia de elementos pictéricos y la
ausencia de una justificacion escrita en espafiol hacen de la actividad una buena tarea para que
los maestros en formacion reconozcan los objetos matematicos y los significados puestos en
juego en tanto que es usual que los nifios den este tipo de respuestas. La propuesta de solucion a

la tarea que se discutio con los maestros se ilustra en la Figura 5.7.

Tres amigos, Pedro, Antonio
y Pablo, no se ponen de
acuerdo sobre su edad. Pedro
es mas viejo que Pablo;
Pablo es mas joven que
Antonio; Antonio, a su vez,
es mas viejo que Pedro.

(Quién tiene mas edad?,
(Y menos?

e/ ‘; 4\- €l mas o el € A n
18 G 4
Q

S~
il

Figura 5.7. Solucion a la Tarea de las Edades.

El procedimiento de solucién del nifio contempla el uso de cuatro elementos pictéricos
relacionados entre si:

* Vifetas que representan a los amigos: Pablo, Pedro y Antonio.

» Letras que representan los nombres de los amigos: P para Pablo, Pr para Pedro y A para
Antonio.
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» Los signos menos (-) y mas (+) puestos en la parte superior e inferior de las vifietas.
« Arcos que conectan a las vifietas de los amigos y que se corresponden con las

comparaciones dadas entre las edades.

La tarea es especialmente interesante en tanto que contempla dos procedimientos imbricados
gue estdn en la base de la relacibn comunicativa entre nifio y maestro. El proceso de
“codificacion” de la solucion por parte del nifio y el proceso de “descodificacion” que el

maestro debe realizar como parte de la labor de reconocimiento de los objetos y significados

puestos en juego por el nifo.

La identificacion de objetos y significados imbricados en la solucion pictérica dada por los
nifios es un reto para el maestro; Ben-Haim, Lappan y Houang (1985) y Presmeg (1986)
consideran que los nifios no tienen dificultad para generar imagenes visuales, sin embargo los
maestros suelen manifestar dificultades para razonar sobre lo pictérico (Eisemberg, 1994). A
continuacion se dara la interpretacion dada a la solucion del nifio; se usara para ello el analisis
epistémico propuesto en la seccidén 5.4.2 -Tarea de las Edades-, en el que se han identificado los
objetos y significados propuestos en la tarea. Cuando sea pertinente, se vincularan estos dos

analisis con el analisis realizado por los maestros en formacion.

El nifio representa a los sujetos de la tarea mediante vifietas a las que asocia las iniciales de sus
nombres, mediante una asignacion univoca. Posteriormente representa las relaciones entre sus
edades mediante el uso de dos recursos graficos: El signo menos (-) para indicar que el sujeto
sobre o debajo del cual se ha escrito, es “més joven” y el signo mas (+) para indicar que es “mas
viejo”, las comparaciones entre dos sujetos se simbolizan mediante un arco que conecta las dos

vifietas correspondientes a los nombres de los amigos cuyas edades se comparan.

La identificacion de las relaciones, su simbolizaciéon y el uso que se hace de esta para dar la
respuesta a la tarea estaria en la base del razonamiento algebraico elemental. Es posible
identificar una “regla de signos”: La vifieta a la que se le asighan dos signos menos corresponde
al amigo que es mas joven, la vifieta que tiene asignados un signo menos y un signo mMas
corresponde a quien tiene la edad intermedia y finalmente, la vifieta que tiene asignados los dos

signos mas corresponde al amigo que tiene mas edad.

5.5.3Tarea del NUmero Mayor

El enunciado de la tarea es: Escribe el mayor y el menor nimero que sea posible, utilizando sélo
una vez cada una de las cifras: 3-9-0-7-1-5. Las soluciones dadas por los nifios pueden

agruparse en dos grupos: Aquellas que dan la justificacion y aquellas que no. El procedimiento
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de solucion usado por los nifios parece ser el mismo, y todos dan la respuesta correcta a la tarea.

La solucion que se escogid para ser discutida con los maestros en formacién se ilustra en la

Figura 5.8 y la justificacion que da el nifio con respecto a ésta tarea se muestra en la Figura 5.9.

4. Escribe el mayor y el menor numero que sea posible, utilizando sélo
una vez cada una de las cifras.

Mayor niimero posible: qj

Menor nimero posible: -

Figura 5.8. Solucion a la Tarea del NUumero Mayor.

Justifica tu respuesta: é«

QL\t ex U0 g en0 en €% mey m <\ E\f‘ Ko VIAC ”
] s |
05 it
v avt feyes
() . ; f
\f,('" 1-{_}-“&' f."( {YUMen Wmeng » ) ¢ { e . b 0 4
i Yo {
WAL \ Haalt il' YYAe non., \/ € ( fﬂ“ NN s . ' /
U.\U o NeLYPN . I‘Lr”f'

( )l Mme &' :"'-'“, -/ .vf/

Transcripcion

Que el numero menor, es el mayor dado la vuelta, o al revés.

altimo mayor.

Porque el primer numero es el mayor y el Gltimo el menor. Y el primer nimero es menor y el

Figura 5.9. Justificacion de la Solucion a la Tarea del NUmero Mayor.

Esta tarea es un caso particular de una propuesta mas general, de la que se pide explicitamente

justificar la validez de la regla que permite construir el nimero mas grande y mas pequefio a

partir de un conjunto de digitos en los que éstos se usan sélo una vez. Sin embargo, en este

formato el nifio debe justificar la regla que le permite dar respuesta a la tarea; si bien no se
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pregunta sobre la generalizacion de la regla, parece que una vez que el caso particular se

resuelve, la tarea sobre la generalizacion podria ser planteada a los nifios.

La tarea estd enmarcada en la definicion del RAE que se di6 en la seccién 3.2.1.6 -La
Aproximacion al RAE desde el EOS- del tercer capiteéo, tanto que indaga sobre la
identificacion de una regla o patron que debe ser hallado. La aproximacion se recuerda aqui para

facilitar la lectura:

Denominamos Razonamiento Algebraico Elemental (RAE) al sistema de practicas operativas y
discursivas puestas en juego en la resolucién de tareas abordables en la educacion primaria en las
cuales intervienen objetos y procesos algebraicos (simbolizacion, relacion, variables, incognitas,

ecuaciones, patrones, generalizacién, modelacion, etc.).

La propiedad matematica que esta en la base de la solucion de la tarea establece que cada digito
tiene un valor en funcion de la posicion. EI mismo digito tendrd un valor superior si esta en la
primera posicién de la izquierda, y su valor sera el menor si estd en la Gltima posicion a la

derecha (unidades).

La solucion dada por el nifio, que se exhibe en la Figura 5. 8, muestra el dominio del concepto
de valor de posicion. La respuesta escrita que se exhibe en la Figura 5.9 evidencia que la
comprension lograda por el nifio le permite escribir el nUmero menor una vez que se ha escrito
el nUmero mayor; establece asi una relacion entre ambas tareas. Es interesante notar que el nifio
ha hecho evidente la dualidad que se establece entre la tarea de escribir el mayor y el menor

namero a partir de las condiciones dadas.

El nifio ha identificado y usado la propiedad fundamental que permite resolver este tipo de
tareas; Radford (2006a) considera que la identificaciorude taracteristica local comun que
se generaliza” (p. 5), sirve como base para construir expresiones de elementos de una sucesion

gue estan mas alla del campo perceptual.

5.5.4Tarea de las Velas

Las soluciones de los nifios se han agrupado en tres categorias. La primera corresponde al uso
de la resta, utilizada por s6lo uno de los nifios; la segunda al uso de la representacion de las
velas mediante segmentos, y por agrupacion de los mismos en grupos de seis, utilizada por un
nifio, y la tercera corresponde a la divisién utilizada por los nifios restantes. Del conjunto de

soluciones se escogid una solucion, por la estrategia Unica en el conjunto de soluciones, usada

para dar respuesta a la tarea. La respuesta a la tarea se exhibe en la Figura 5.10.
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Saturnino se alumbra con
velas. Cada dia consume
seis velas. Con los restos
de quemar seis velas

fabrica una nueva. ;Para

cuantos dias tendrd ¢on 36
velas? Para B dos

Figura 5.10. Estrategia de Resta para la Tarea de las Velas.

Con base en el enunciado de la tarea de las velas, la nifia identifica elementos linguisticos a los
gue asigna significados en términos de conceptos y operaciones. Al elemento linglistico
“consume seis velas” asigna un significado en términos del concepto “restar” seis velas, por

cada dia, del conjunto total de 36.

Asi mismo, al elemento linglistico “con los restos de quemar seis velas, fabrica una nueva”
asigna dos significados imbricados: En el primero identifica seis restos de vela con una nueva
vela, y posteriormente, en el segundo expresa “una nueva [vela]” en términos de la suma de uno
al numero de velas que han quedado después de restar 6. La nifia repite el procedimiento hasta
que eventualmente no quedan velas. Es interesante notar que de hecho queda una vela, que se
fabrica con los restos de las seis Ultimas velas que se queman. Sin embargo la estrategia

aritmética usada por la nifia, daria como resultado que no quedan velas.

La nifia obtiene la respuesta a la pregunta ¢Para cuantos dias tendra con seis velas? al contar el
namero de veces que efectla la resta y hasta quedarse, eventualmente, sin velas. El nimero
cinco que la nifia da como respuesta, y que se aprecia en la Figura 5.10, corresponde al nimero
de restas que efectud. Excepto por el error numérico que se comete en una de las restas, la

estrategia de solucion es correcta.

La segunda estrategia de solucion, ilustrada en la Figura 5.11, se caracteriza por la
representacion de las 36 velas con segmentos, que luego son agrupados en conjuntos de seis. A
partir de esta agrupacion obtiene la respuesta correcta.
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Saturnino se alumbra con
velas. Cada dia consume
seis velas. Con los restos
de quemar seis velas
fabrica una nueva. ;Para
cuantos dias tendra con 36
velas?

Tendrt A ’r')‘:wc:\ OO Semana

Figura 5.11. Estrategia de Agrupacion para la Tarea de las Velas.

La tercera estrategia de solucion, que se ilustra en la Figura 5.12, se caracteriza por la
identificacion del elemento linguistico “consume seis velas” en términos de la operacion de
division; asi mismo se identifica la condicidn “con los restos de quemar seis velas, fabrica una
nueva” con la operacion de agrupar los restos de seis velas y asignarle el sigddi¢ada

vela por cada dia”. Finalmente al nimero seis, que corresponde al nimero de dias que puede
alumbrarse con 36 velas, agrega un dia mas, para obtener el nimero total de dias en los que

puede alumbrarse.

Saturnino se alumbra con
velas. Cada dia consume
seis velas. Con los restos
de quemar seis velas
fabrica una nueva. ;Para
cuantos dias tendra con 36

Figura 5.12. Estrategia de Division para la Tarea de las Velas.

La estrategia de solucion que recurre a la division es mayoritariamente usada por los nifios. Si

bien es cierto que la soluciéon que hace uso de la resta es novedosa, la solucion basada en la

Walter Fernando Castro Gordillo 120



CAPITULO 5. Evaluacion y Desarrollo de Competencias para el Analisis Cognitivo de Tareas
RAE

division da una solucion menos compleja, si definimos complejidad en funcion del numero de

pasos. La solucién por agrupacion si bien es véalida, no hace uso de operaciones aritméticas.

5.5.5Tarea de Completar la Tabla

Esta tarea, a diferencia de las anteriores, solo tuvo un tipo de respuesta. La solucién que fue

discutida con los estudiantes se ilustra en la Figura 5.13.

3, Completa la tabla

(o [ b [ ¢ [ (@te | athxc |
T8 | 4 | 5 |[JTYINS=TRH §+ Tus=20H=B- |
ETEEED ﬁ?t?},{w;mza;jﬂ@/rZr-?x?@;:*l?oﬂe-://m
250 | 65 | 3 (SoRes=f3s fiserdsad ABHe Y
W0 | 0 | 9 [erpizinds |00k Rxd Borie-n

Figura 5.13. Solucion a la Tarea de Completar la Tabla.

Es interesante notar que todos los estudiantes dieron este tipo de respuesta. Al parecer los
conocimientos matematicos requeridos para resolver la tarea, la asignacion de significados a las
letras, el reemplazo de letras por numeros, el calculo de los resultados, la asignacion del
significado de variable a las letrag”/'“b” y “c” a las sentencias algebraicas son compartidos

por todos los estudiantes, en tanto que la consigna de la tarea “completa la tabla” desencaden6
la identificacion de objetos matematicos y la asignacion de significados, todos ellos compartidos

socialmente y en aparente armonia con el conocimiento matemético institucional.

El nifio reemplaza cada uno de los valores asignados a las letras y posteriormente efectia las
operaciones indicadas. Vale decir que la consigna de la tarea no pide realizar operaciones. La
naturaleza algebraica de la tarea se justifica a partir de la sustitucion de letras por nimeros, que
se ajusta a la aproximacion del razonamiento algebraico elemental dado en la seccion 3.2.1.6

-La Aproximacion al RAE desde el EOS- del tercer capitulo.

En la solucion de la tarea se ponen de manifiesto tres aspectos imbricados: El primero es la
identificacion del concepto de variable, que es vista por Kiicheman (1981) tetnaodue

representa un rango de valores no especificados, y como una relacion sistematica entre tales
valores, (p. 104). El segundo aspecto esta relacionado con la cerradura de las operaciones en

aritmética. Los estudiantes requieren reificar las expresiones y esperan que una operacion entre
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nameros se acomparfie de una respuesta numérica. El tercer aspecto, vinculado con el segundo,
se refiere al caracter operacional del signo igual. El nifio manifiesta que el signo igual significa
total (McNeil y Alibali, 2005; Baroody y Ginsburg, 1983; Behr, Erlwanger y Nichols, 1980;

Kieran, 1981). Matematicamente es valido utilizar la propiedad distributiva para expresar la

operaci(')n:(8+ 4)><5como 8 5+ 4x5, sin embargo se prefiere realizar las operaciones entre

paréntesis para obtener el valor total de la operacion. La operacion inc(iBad@.XS no se

interpreta en términos de equivalencia numérica sino en términos de resultado.

Nétese que el nifio realiza todas las operaciones requeridas para llegar al resultado final, sélo el
tamafno de los numeros y, eventualmente, el poco espacio disponible en los recuadros, inhibe la
terminacion de los calculos en dos casos. Otro aspecto que resalta es el uso de los paréntesis
para la primera expresion de la izquierda, mientras que no se utilizan para la segunda. Al

parecer los nifios distinguen la precedencia de las operaciones.

5.6 Analisis Realizados por los Maestros en Formacion

En esta seccion se mostraran los analisis epistémico-cognitivos que los maestros en formacién
realizaron de las tareas resueltas por los escolares. Los andlisis realizados se hicieron durante
una reunién de trabajo sostenida al final del cuatrimestre; las transcripciones muestran las
opiniones de los estudiantes que fueron extraidas del audio de dicha reunion y de las notas de
campo del investigador. Las transcripciones revelan los analisis hechos por los maestros, los
cuales muestran diversas concepciones y pretenden dar una visiébn en conjunto de las mismas.
Se informa sobres sesiones de discusion sostenidas con maestros de grupos diferentes sobre la

misma tarea; esto nos permitira contrastar las opiniones de los maestros.

En razdn a la dificultad para convocar a los maestros para sostener entrevistas y debido tanto al
escaso tiempo que disponian para dedicar a actividades diferentes a la asesoria como al caracter
voluntario de su participacion en la misma, no fue posible sostener ni un nimero mayor de
sesiones ni prolongar las mismas por mas de treinta o cuarenta minutos. Tal vez por esto se
podria echar en falta algunas preguntas y algunas consideraciones. En tal sentido el andlisis
epistémico realizado a priori por el investigador para orientar las preguntas a los maestros en
formacion, no fue usado en algunas de sus dimensiones. En lo que sigue se exhibiran los
analisis epistémico-cognitivos que cuatro grupos de maestros en formacion realizaron sobre las
tareas presentadas en la seccion anterior y cuyos analisis epistémicos fueron realizados en la

seccion 5.4 -Andlisis Epistémico de Objetos y Significados-.
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En las subsecciones siguientes, se exhibira la tarea y posteriormente las discusiones sostenidas
con los maestros en formacién. Se aplico el método de entrevista semiestructurada. Los
estudiantes son identificados con la letra E seguida de un nimero; el investigador se identifica
con la letra I. Si bien so6lo se consignan las intervenciones de catorce estudiantes, en las

entrevistas participaron mas estudiantes; sin embargo, no todos intervinieron en las discusiones.

5.6.1Tarea de Sombrillas y Gorras

A continuacion, presentamos los analisis cognitivos que los maestros en formacién hicieron de
tres soluciones dadas a la tarea de sombrillas y gorras, por nifios de escuela elemental. Las
soluciones sometidas a discusion son de caracter “algebraico” o “aritmético” y se les propuso de
un tipo o de otro en funcién de la dinamica de la entrevista. Los estudiantes seran nombrados
como E1, E2, etc., y el investigador sera nombrado como |. La homenclatura para referir a los

maestros en formacion es coherente en toda la memoria de tesis doctoral.

5.6.1.1 Grupo G1

Se presenta a los maestros la solucién numérica que se muestra en la Fijded5. pér uno

de los nifios a la tarea de sombrillas y gorras.

A A
: VL, TV
5% {‘hwq Q < <m

y

Figura 5.14. Solucion Numérica a la Tarea de Sombrillas y Gorras.

! Se ha repetido la Figura 5.6 para facilitar la lectura.
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El maestro en formacién verifica que la tarea ha sido correctamente resuelta y el investigador le

hace la siguiente pregunta:
I: ¢ Como resolverias el ejercicio?

El maestro en formacion da una explicacién verbal y se le pide que escriba. El escrito realizado

por el maestro se muestra en la Figura 5.15.

l\ Tt =86 .~ o O

: ! L --—-_.“wL K]_?\ET\‘T"\‘.‘C\ ;
P, S 7_\\ = B o \

'\.%C‘J .-k&f\_\\\ \*\K Tl?«;-)

e~y 2¥o

Figura 5.15. Solucion Algebraica Dada por E1 a la Tarea de Sombrillas y Gorras.

Continuda la entrevista entre el Investigador y E1:

I: ¢ Las respuestas que el nifio dio son correctas?

El: Si.

I: ¢ Como crees que el estudiante resolvié el ejercicio si no ha escrito nada en el folio?

El: Pues... cuadra los precios.

I: ¢ Qué significa “cuadra los precios”?

E1l: Pues que si tu le pones a la sombrilla 30€ y sumas esto con esto [sefiala a sombrillas y
gorras en la primer vifieta] y a cada gorra le das 20€ y sumas, te da lo que aqui [sefiala los

resultados, 80 y 70]. El nifio lo hizo probando valores.

El estudiante identifica que la estrategia de solucion usada por el nifio fue la de ensayo y error.
Notese que el estudiante utilizé una estrategia algebraica para resolver la tarea, si bien no la
concluyo. El estudiante parece que se siente comodo al escribir las ecuaciones y al verificar que

la respuesta dada por el nifio es correcta.

A continuacion se interroga al estudiante sobre la validez de la respuesta dada por el nifio.

I: ¢ Consideras que la estrategia de solucion [dada por el nifio] del problema es valida?
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El: Si, es valida.
I: Pero usaste una estrategia algebraica, escribiste las ecuaciones para comprobar.
El: Si, pues el problema se resuelve mas facil usando ecuaciones, pero si no se pueden usatr,

entonces usaria ensayar valores hasta que cumpla las condiciones...

El estudiante valora la estrategia algebraica para asegurar la validez de la repuesta del nifio, sin
embargo acepta que ante la imposibilidad de usar ecuaciones, recurriria a la estrategia de ensayo
y error. Al parecer considera dos niveles de validacion de la solucion: Una formal, mediante el

uso de un sistema de ecuaciones, método en el cual confia, y otra informal, mediante el ensayo

de valores numeéricos.

Interrogado sobre la naturaleza algebraica de la soluciéon dada por el nifio, el estudiante afirma:

E1l: hmm... no lo sé... el problema es de algebra, pues son dos ecuaciones y dos incognitas,
pero el chaval lo resolvi6 ensayando valores. El estudiante no uso el algebra, uso

nameros...supongo que esté bien resolverlo asi...

El estudiante considera que la tarea es de algebra, sin embargo valora la solucion como
numeérica dado que no se usaron ni ecuaciones, ni incognitas. El estudiante no percibe que para
resolver la tarea el nifio ha tenido que identificar objetos matematicos y asignar significados que
son propios del algebra. Con el &nimo de confrontar al estudiante, se le mostré una solucion en

donde un nifio utiliza ecuaciones. La solucion mostrada al estudiante se ilustra en la Figura 5.16.

Continda la entrevista entre el Investigador y el E1.:

El: ¢y de que grado es este estudiante?

I: De quinto grado.

E1: Sorprendente que escriba ecuaciones...

I: Sin embargo observa que escribié ecuaciones pero utilizdé la misma estrategia de solucion
que el caso anterior. ¢ Consideras que este nifio utilizé algebra para resolver el problema?

E1l: hmmm... yo diria que si, pues usé ecuaciones, un sistema de ecuaciones, ¢sabes? Pero

como no sabe resolverlas ensayo valores... el chaval es muy bueno... jque nifio!

El estudiante considera que tanto el uso de ecuaciones como de incégnitas caracteriza al
razonamiento algebraico elemental. No considera, por ejemplo, que para asignar nimeros a
sombrillas y gorras, el nifio ha tenido que conceder el significado de incégnita a las vifietas que

representan sombrillas y gorras; ha representado tales objetos pictoricos en términos de valores
desconocidos, ademas ha interpretado el conjunto de vifietas y precio, como una ecuacion que

debia ser resuelta por dos valores numéricos.
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Transcripcion
25 =80-g g=1 2s=79 s=39,5 @g=20 2s5=60 s=30
s=10-2g g=10 s=50 30+30+30=60 30+20+20=70

Figura 5.16. Solucion Algebraica y Numérica a la Tarea de Sombrillas y Gorras.

Esto se ratifica, cuando en la segunda solucion que se muestra en la Figura 5.16, afirma que el
estudiante utilizé algebra para resolverlo por el uso de ecuaciones en la representacion de la

tarea. Hallazgos analogos han sido reportados por Espinosa (2004).

5.6.1.2 Grupo G5

Se presenta a los maestros la tarea resuelta por los nifios y se les da un folio para que escriban.

El investigador continta con el cuestionamiento:
I: ¢ COmo resolverian ustedes este ejercicio?

La solucién dada por el E2 se muestra en la Figura 5.17.
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Figura 5.17. Solucion Algebraica Dada por E2 a la Tarea de Sombrillas y Gorras.

Continda la entrevista entre el Investigador y E2:

E2: Con una ecuacion seria, ¢,no?

I: ¢La equis que representa?

E2: El paraguas

I: ¢ El “3X’ de donde lo obtienes?, ¢Hay un paso intermedio?

E2: Si claro, pero me lo he saltado un poco.

Kicheman (1981) reporta que la expresion 28b + m) es interpretada por los nifios como

una abreviacion que denota 2 manzanas y cinco bananas y otra manzana; evidemgid que

se interpretan como manzanas y bananas mas que como nimero de manzanas Yy numero de
bananas respectivamente. Se observa que el maestro intexpoeta® el objetgparaguasen

el mismo sentido reportado por Kiicheman (1981).

El maestro en formacion completa la solucion y escribe los pasos intermedios que habia omitido

inicialmente, los cuales se muestran en la Figura 5.18.

X 4 2(850-2x) =70
x & 160" 4x = 20

- ;= .f'é0~?0 = '?O

Al

[ 4= 2]

Figura 5.18. Continuacion Solucién Algebraica Dada por E2 a la Tarea de Sombrillas y Gorras.
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Se observa que el estudiante exhibe dominio de los procedimientos algebraicos. Se continta con

el cuestionamiento:

I: ¢ Esto que significa=807?
E2: Que el paraguas vale 30
I: ¢Y la gorra cuanto vale?

E2: y la gorra serian 20

La identificacion de la incognita como un “objeto” en el sentido de Kiicheman (1981) parece no
afectar al proceso de solucion de la tarea, cuya respuesta se da en términos del costo de una

sombrilla y de una gorra.

Se les muestra la solucion exhibida en la Figura 5.14.

I: ¢ COmo creen ustedes que obtuvo la respuesta? ¢ Qué procedimiento utilizo?

E2: Ir probando, bueno a lo mejor dice vamos a ponerle un precio, 20 al paraguas, 20y 20 y
40 y la gorra otros 40, o [sefala la ecuaciéon x + 2y=70 y sefiala la vifieta que corresponde a
esta ecuacion], 30, 30 y 30, 60 la gorra, 60, 20 y 20, 40 y 30 y 70...también podria ser...

cuando miré pensé... y ,Como lo hace?

El estudiante conjetura sobre el uso del método de ensayo y error por parte del nifio; sin

embargo, sefiala las ecuaciones que ha escrito mientras justifica la sustitucion numérica de
valores. En este sentido parece argumentar como el estudiante identificado como EL1 lo hizo, en
la seccion anterior. Ambos estudiantes aceptan el ensayo de diversos valores numéricos que
satisfacen el sistema de dos ecuaciones y dos incognitas que ellos han propuesto, sin hacer
referencia explicita a las vifietas. Han basado su argumentacidon en una representacion

algebraica de la tarea.

Al parecer se sienten comodos al argumentar con base en el sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas; en tal sentido los maestros en formacion operan desde conocimientos matematicos
formalizados, y al parecer, aplican tales conocimientos para valorar el desempefio matematico
de los nifios, que ciertamente pueden estar exhibiendo competencias algebraicas: Simbolizacion,
razonar acerca de relaciones, resolucion de ecuaciones. Hallazgos en este sentido, son

reportados por McGowen y Davis (2001).

Hay fuertes indicios que el conocimiento especifico del contenido y las creencias de los
maestros influencian su ensefianza (Calderhead, 1996; Carpenter, Fennema, Peterson y Carey,
1988; Fennema y Loef, 1992; Shulman, 1986; Thompson, 1992)

A continuacion se aborda el aspecto didactico:
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I: ¢ Como le explicarias este problema a un estudiante que no lo ha podido hacer?

E2: Probando valores

I: ¢ Como probando valores?

E2: Dando valores como hice antes, asi lo entiende.

I: ¢ Dando valores a que?

E2: Axyay

I: ¢Dirias que el nifio resolvido un problema algebraico, a pesar que use ndmeros y no use
ecuaciones, como tu lo hiciste?

E2: hmm, el nifio resolvi6 un problema de algebra pero usando valores, probando

nameros...si, diria que si resolvié un problema de algebra, sélo que usé otra forma...

Conviene llamar la atencién sobre tres aspectos, el primero es la mencién que el estudiante hace
de “probar” valores en referencia a la asignacion de reemplazar nimeros en las incggnitas

y que no hace referencia a dar precios para las sombrillas y las gorras.

El segundo es que el estudiante hace referencia a reemplazar los nimeros en las ecuaciones
planteadas por él, sin hacer mencién ni a las vifietas dadas en la tarea, ni a las consignas

propuestas. Basa su argumentacion en la representacion algebraica que di6 a la tarea.

El tercero es que E2, a diferencia del estudiante identificado como E1, concede que el nifio
resolvio la tarea algebraica a pesar que ni uso las ecuaciones ni hizo explicito el reconocimiento

de incognitas.

5.6.1.3 Grupo G3
Se mostro la solucién exhibida en la Figura 5.14.

I: La solucidn que los chicos dieron a este problema se muestra aqui... [se les muestra la
solucion] como pueden ver no hay operaciones... solo la respuesta... ¢consideran que la
respuesta dada es correcta?

E3: Podria ser...

I: Porqué “podria ser”...

E3:20y20y 40y 30y 70...

I: ¢ Como creen que el estudiante resolvié el ejercicio?

E3: Con unaregla, ¢no?... dos equis...

Se aprecia que el método de solucién escogido espontaneamente por la estudiante E3 es

algebraico. Ademas expresa que ese es el método usado por el nifio.
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A continuacion se le entrega un folio a la estudiante E3 para que escribiera alli su estrategia de

solucidn. Lo que la estudiante escribe se muestra en la Figura 5.19.

Figura 5.19. Solucion Algebraica Dada por E3 a la Tarea de Sombrillas y Gorras.

El investigador cuestiona a los maestros:

I: Lee en voz alta lo que la estudiante escribid: Dos equiyigasl a 80; equis masigual

a 70.

I: ¢Y que representay y?

E3: La equis representa a sombrillas y tapresenta a gorra.

I: ¢ Y cdmo resolvemos ese problema?

E3: Por dos incognitas...

E3: ¢Esto lo han dado en clase: igualacion, sustitucion... [Inaudible]?

I: No... ahora, ¢ Cémo lo resolverian ustedes?

No6tese como la referencia a las incognitas como objetos, en el sentido sefialado por Klicheman

(1981) se presenta también es este grupo tal como en el grupo del apartado 5.6.1.1. -Grupo G1-.
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La estudiante inquiere si los nifios conocen los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones
de dos ecuaciones por dos incégnitas. Si bien la pregunta no deja de ser extrafia en tanto que la
estudiante sabe que en la primaria no se ensefia algebra, también es cierto que podria ser
evidencia de la creencia mantenida por la estudiante que un sistema de dos ecuaciones con dos

incognitas sélo puede resolverse mediante métodos algebraicos.

La estudiante procede a resolver la tarea cuya solucién se muestra en la Figura 5.19.

E3: Ya esta.y vale 20 y xale 30.
I: ¢ Qué hizo el nifio?

E3: Como no sabe ecuaciones lo resuelve ensayando valores... eso esta bien, ¢no?

La estudiante hace referencia a la solucion de la tarea sin retomar el significado asociado a las

incégnitas: sombrillas y gorras.

Interrogados sobre la naturaleza algebraica de la tarea, afirman:

I: ¢ Podemos decir que el estudiante resolvié un problema algebraico?
E3: hmm... no sé..., si, creo que si, resolvid un problema de ecuaciones probando numeros,
usando una estrategia de ensayo de valores. Pero el chaval no sabe algebra, pero es muy

listo...

La estudiante reconoce que el nifio resolvio una tarea de &lgebra mediante una estrategia
numeérica. Sin embargo, afirma que “no sabe algebra”; parece que la estudiante valora el algebra
de la escuela primaria usando los mismos criterios que usa para valorar el algebra de la escuela
secundaria, esto es, en términos de procedimientos simbolicos. Al parecer no reconoce que
cuando el nifio resuelve una tarea de algebra mediante una estrategia numeérica, ha reconocido
objetos matematicos basicos, caracteristicos del algebra, y que ha efectuado una asignacién de

significados que le ha permitido reemplazar valores numéricos en ambas ecuaciones.

El conjunto de conceptos matematicos y operaciones que se ponen de manifiesto en la estrategia
de ensayo y error sélo es posible cuando objetos y significados mateméaticos propios del algebra

han sido puestos al servicio de la aparentemente inocua accion de reemplazar nimeros.

5.6.2Tarea de las Edades

En esta seccion se exhibird el andlisis epistémico-cognitivo que cada uno de tres grupos de

maestros en formacién realizaron sobre la tarea de comparacién de las edades.

131 Walter Fernando Castro Gordillo



CAPITULO 5. Evaluacion y Desarrollo de Competencias para el Analisis Cognitivo de Tareas
RAE

5.6.2.1 Grupo G1

Se les da el enunciado de la tarea. Los maestros en formacion lo leen y lo resuelven
mentalmente.
I: Aqui tenemos la solucion dada al problema de las edades. ¢Qué interpretacion le podemos
dar a esta solucion? ¢Queé significado tienen los signos més y los signos menos, por ejemplo?
El: Este [sefialando la vifieta que representa a Pablo] es el que tiene menos edad y este
[sefialando la vifieta que representa a Pedro] mas que el anterior, y este [sefialando la vifieta
gue representa a Antonio] mas que los dos anteriores.
I: Este signo mas que esta encima de [la vifieta] Antonio, representa...
E1l: El més viejo, el de mayor edad
I: ¢Y este mas? [Sefala el signo mas encima de la vifieta que representa a Pedro]

E1: Que es mas viejo que el anterior que es Pablo

El estudiante identifica el significado que el nifio concede a los signos mas, y hace manifiesta la
comprension de la “regla de los signos” que surge en la resolucion de la tarea. Para Carraher y
Schliemann (2007), |& competencia en algebra requiere una habilidad para derivar
inferencias validas y utiles a partir de formas escritas y de su estructura subyagens&4),

en este sentido la identificacion de objetos y significados realizada por el estudiante se enmarca

en una vision ampliada del algebra escolar.

Interrogado sobre la naturaleza algebraica de la tarea, el estudiante afirma:

El: Las incognitas no te ayudan a resolver el problema, pero tampoco... tu sabes que la edad
Nno se conoce pero tampoco es algo que te ayude a resolver el problema, lo que en verdad
importa es la relacién que hay entre los personajes, ¢no?

I: ¢ Pero consideras que el problema es de razonamiento algebraico elemental?

El: Los problemas de &lgebra es cuando tienes una incognita para calcular algo, pero aqui...

aqui es verdad que es una incognita...

Al parecer el estudiante, con base en su experiencia con el algebra de la escuela secundaria,
considera que las actividades que usan tanto expresiones algebraicas como operaciones, son
propias del razonamiento algebraico elemental. Este grupo de estudiantes exhiben cierta
preferencia por las actividades algebraicas que enfatizan el razonamiento simbdlico. Este
hallazgo también fue identificado por Nathan y Koedinger (2000), quienes informan que los
maestros de secundaria sostienen la precedencia del razonamiento simbdlico sobre el

razonamiento verbal.
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5.6.2.2 Grupo G5

Se entrega la solucién que aparece en la Figura 5.7. El investigador continla con el
cuestionamiento:
I: La nifia da esta respuesta y ofrece estos dibujos. Por favor, resuélvanlo para ver si la
solucion dada por la nifia es correcta.
I: ¢Como lo resuelven ustedes?
E2: Igual que esta resuelto aqui.
I: Estas rayas que unen a Pedro con Antonio, y a Pablo con Pedro, ¢ Qué significan?
E2: Pedro es mas mayor que Pablo, que es mas joven; por eso aqui ponemos mas y un menos,
luego pedro es mas viejo que Pablo, Pablo es mas joven que Antonio, entonces Pablo también
es mas joven que Antonio y Antonio a su vez es Antonio mas viejo que Pedro.
I: Entonces, estas rayas significan que se esta relacionando y ¢este signo mas?
E2: Quiere decir eso, joven y viejo.
I: ¢Ustedes ven algo mas en la solucién, ven mas simbolos, algo mas que podamos
interpretar?
E2: Al ver que aqui es mas y aqui es mas, pues es el mas mayor [El estudiante sefiala lo
simbolos + y + que estan arriba y debajo de la vifieta que representa a Antonio]. Luego al ver
que aqui es mas y aqui es menos porque es el mediano digamos, y aqui son los menos [Sefiala

la vifieta que corresponde a Pablo].

Los estudiantes han asignado un significado plausible a los signos “+” y “-” usados por los

nifios.

I: ¢ Ustedes creen que este dibujo, esta representacién de [la solucion] del problema lo podria
uno defender ante un colega maestro de primaria como que representa una soluciéon
algebraica o que pone en juego elementos de algebra?

E2: Yo no sé que decirte sinceramente; a lo mejor por la relacion de signos... es que no lo sé.

Los maestros se muestran indecisos frente al caracter algebraico de la representacion de la tarea.
Desde la concepcién institucional dominante del algebra de la secundaria es dificil valorar la
solucion de la tarea anterior como “algebraica”, sin embargo desde una visién ampliada del
algebra, es posible identificar algunos elementos matematicos que aparecen en la estrategia de

solucion dada por el nifio, como algebraicos en naturaleza.
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5.6.2.3 Grupo G4

Los maestros en formacion al ser interrogados sobre la naturaleza algebraica de la tarea, éstos se

muestran indecisos. El investigador continda con el cuestionamiento:

I: ¢ Es de razonamiento algebraico elemental?

E4: hmmm...creo que no, pues no hay nimeros aunque si hay variables
E5: Tiene que asignar variable, por ejempés pedro?

I: ¢x es pedro?

E5: Six es Pedro

E6: xes la edad de Pedro o que es mas viejo o joven.

Los estudiantes valoran la naturaleza algebraica de la tarea en funcién del concepto de
“variable”, que es asociado por los maestros en formacion con valores desconocidos en la tarea.
Kicheman (1981) establece la diferencia entre incognitas y variables; para este autor una
incégnita es una letra cuyo valor numeérico puede ser determinado, mientras que una variable se
ve como fetra que representa un rango de valores no especificados, y como una relaciéon

sistematica entre tales valofg&iucheman, 1981; p. 104).

A continuacion, se les pide a los maestros que resuelvan la tarea y que den respuesta a la
pregunta. Los maestros utilizan un procedimiento pictérico ilustrado en la Figura 5.20; leen las
condiciones, dibujan vifietas y asignan nombres a cada gréfica que representa a un hombre, que
han dibujado méas grandes o méas pequefias en funcion de las condiciones de la tarea.
Finalmente, fijan la edad de Pedro y la de Antonio y ponen a Pablo en la mitad. Los maestros

estan de acuerdo con los nifios tanto con el procedimiento usado, como con la respuesta dada.

A continuacion se les muestra a los estudiantes la solucion dada por un nifio que se exhibe en la

Figura 5.20 y se les interroga acerca de la solucién:

I: Pero los nifios han ofrecido una solucion que representan de esta manera, ¢Cémo la
interpretan? ¢ Qué han hecho los nifios?

E6: Pues han escrito el problema de otra manera...

I: Y que significan las lineas en forma de arco que unen a las figuras? Y ¢esos signos mas y
menos que escriben alli?

EG6: Esos arcos son las relaciones... las comparaciondsagea cuando leen el problema.

E7: Y los signos mas y menos significan mayor o menor, mire aqui [sefialando las
respuestas], el que tiene los dos signos mas es el mayor en ambos casos, el que tiene el signo
MAs y uno menos, que es mayor y menor, el que tiene la edad intermedio, y el que tiene los

dos signos menos es que es mayor en los dos casos.
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Transcripcion:

Pedro mayor que Pablo Antonio ——»  mayor

. Pablo el menor
Pablo menor que Antonio

Antonio mayor que Pedro

Figura 5.20. Solucion Dada por G4 a la Tarea de las Edades.

La lectura de la solucién hecha por el estudiante, logra identificar el significado asignado por el
nifio a los signosnasy menos que no son usados para representar operaciones sino para

representar “mas edad” y “menor edad”, respectivamente.

Interrogados nuevamente sobre el caracter algebraico de la tarea, los estudiantes afirman:

E5: Si, pues tienen que analizar condiciones, escribirlas y deben dar la razén de su respuesta

E4: Si, el ejercicio no tiene nimeros pero tienen que analizar y pensar como resolverlo...

Sin embargo, durante la entrevista no se menciona ninguno de los elementos considerados en la

aproximacion del razonamiento algebraico elemental, presentados en la $2dd® -La
Aproximacién al RAE desde el E©8el tercer capitulo y que les fue entregado al inicio de la

asesoria, que considera algunas caracteristicas del razonamiento algebraico elemental,
propuestas por Burkhardt (2001) y Kaput (1998). Tampoco mencionan caracteristicas que

podrian ser usadas para identificar el caracter algebraico de las tareas mateméaticas propuestas.

Las justificaciones dadas por los maestros se aplican casi a cualquier tarea de matematicas
escolares. Sin embargo se podria resaltar la identificacion que hacen de un valor desconocido
como una incégnita. Al parecer asocian el algebra con conceptos tales como incognita y

variable; adicionalmente equiparan el &lgebra con el razonamiento algebraico elemental.
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5.6.3Tarea del NUmero Mayor
En esta seccion se exhibird el analisis epistémico-cognitivo que cada uno de tres grupos de

maestros en formacion realizaron sobre la tarea del nimero mayor.

5.6.3.1 Grupo G1

Se presenta a los maestros de G1 la solucion dada por el nifio uno (ver Figura 5.21) a la tarea del

numero mayor, luego se interroga al grupo.

4. Escribe el mayor y el menor nimero que sea posible, utilizando s6lo

una vez cada una de las cifras.

T 1 BT e

B AE)

Mayor nimero posible: qj

i

. IR C o 4 e I o
Menor niimero posible: _ 94 35 7

Justifica tu respuesta: é

g e NMeNe pnenoD en ek ey O f;-L- L\f“ Ve Vinedt
L} X

D

0 ob (even

s : . ; |

Longme ef (Vumen e on s o

/ " Y& \ 5 |
A \\H’V ]t YYyaienmnon, \{ g‘( ‘1'\\‘nc='1 Y LAA A / I /
Glttmo oneyen ‘

Transcripcion

Que el numero menor, es el mayor dado la vuelta o al revés.
Porque el primer nimero es el mayor y el dltimo el menor y el primer nUmero es memnor y el
altimo mayor.

Figura 5.21. Solucion Dada por el Nifio Uno a la Tarea del Numero Mayor.

I: ¢ A que se refiere la estudiante con esa respuesta?
E1: Aqui para obtener el nimero mayor ha mirado la cifra més grande y la ha colocado en el
primer lugar, después el segundo mas grande y asi... nueve es el mayor y cero es el menor,

entonces los ha colocado de primero el nueve y cero de ultimo.

Walter Fernando Castro Gordillo 136



CAPITULO 5. Evaluacion y Desarrollo de Competencias para el Analisis Cognitivo de Tareas
RAE

El estudiante no ha dudado y ha dado la solucion a la tarea.

I: La regla que la estudiante ha dado alli... para este caso particular ¢ Funciona o sirve para
todos los casos? Si me dan un numero arbitrario y la misma pregunta ¢Esta misma regla
sirve?

E1l: Claro.

I: ¢ Y como justifica?

E1l: Ella [la nifia] que, aungue en teoria las posiciones en las dos cintas valen lo mismo pero
la cifra que ocupa cada posicion es diferente, entonces tu sabes, por ejemplo, esta posicion
es de... todo lo que va aqui va multiplicado por 10000 entonces como tienes que buscar el

numero mas grande y esta es la posicion mas grande de la cifra, entonces pones el nueve.

El estudiante exhibe comprension del conocimiento matemético y reparafrasea la solucion dada

por la nifia; solucién que valora como valida.

I: ¢ Cudl es el conocimiento matematico que ella exhibe alli? ¢Un conocimiento que si no se
tuviera la nifla no podria resolver el ejercicio?
E1l: Yo creo que el concepto que tiene... el concepto de sistema posicional, que el valor de

cada cifra depende de la posicion que ocupa y ademas del valor de esa cifra.

El maestro identifica el conocimiento mateméatico fundamental que permite resolver la tarea
tanto en el caso particular como en el caso general. Carraher, Martinez y Schlieman (2008)
consideran que la generalizacién en la educacion elemental tiene dos aspectos: EI matematico,
donde se enfatiza el contenido matemético y la validacion de la regla y el didactico, donde no
“se puede ignorar el mundo sicologico del apreéhdfp. 3). La conjuncién de estos dos
aspectos muestra la complejidad del estudio de la generalizacién en la escuela primaria y el reto

gue su reconocimiento y su promocioén presenta a los futuros maestros.

Existe cierto consenso entre diversos trabajos de investigacion (Mason, 1996; Carraher,
Martinez y Schliemann, 2008) para destacar la generalizacibn como un proceso clave de la
actividad algebraica. Para las situaciones que requieren la generalizacién se utiliza una forma

analitica de expresion caracteristica y eficaz, usualmente alfanumérica.

5.6.3.2 Grupo G5

Se interroga a los estudiantes de G5 acerca de la validez de la solucion dada por el nifio dos. Se

les muestra su solucidn, la cual se exhibe en la Figura 5.22.
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4. Escribe el mayor y el menor nimero que sea posible, utilizando sélo
una vez cada una de las cifras.[Nimeros y operaciones, pagina 16]

1
('S
b
O
|
erm———
1
|
~J
I
wn
e

Mayor numero posible: 753 A0

Menor nimero posible: 42 57

Justifica tu respuesta: o 'g

Transcripcion

Porque depende de dénde se sitden las cifras, valen mas, o menos.

Figura 5.22. Solucion Dada por el Nifio Dos a la Tarea del Namero Mayor.

Se interroga al grupo sobre la solucion:

l: ¢ Creen que la respuesta es correcta?

E2 y E9: Si, pues pone las centenas de millar.

I: La estudiante escribe: Depende de donde se sitlen las cifras, valen mas o valen menos. ¢ Se
hace evidente el tipo de conocimiento que la estudiante esta usando para justificar?

E2: Por lo mismo, pues hace lo de las decenas, las centenas...el sistema decimal.

En tanto que no se logra que los estudiantes sefialen explicitamente el conocimiento que esta en
la base de la solucion de la tarea por lo cual no es posible establecer un didlogo sobre los objetos

y significados, se les muestra la solucién exhibida en la Figura 5.21.

Los maestros leen la solucién.

E2: Este nimero [Sefialando al menor] es este [Sefialando al mayor] al revés. De hecho lo que
yo he hecho para ver si lo tenia bien fue mirar el nimero mayor y mirar el nUmero menor.

I:'Y ¢ Esta regla siempre funciona? Si tengo que escribir el nimero menor, usando las mismas
cifras que usé para escribir el niUmero mayor, ¢Puedo seguir esta regla de invertir?

E2: Si, es natural.
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I: ¢Y porqué funciona?

E2: [Inaudible]...por las unidades y decenas

Ahora se interroga sobre la naturaleza algebraica de la tarea.

I: ¢ Ustedes consideran que este ejercicio podria ser de razonamiento algebraico elemental?
E2: Asiente con la cabeza.
I: ¢Y cual es laraz6n?, Aqui no tenemos ecuaciones ni incognitas.

E2: Pero bueno, tienen que buscar un patron para poder... una regla que sirva siempre.

El maestro considera que el hallazgo de una regla para resolver este tipo de tareas, y que sea
general (que sirva siempre) la califica como de razonamiento algebraico elemental. Se podria

pensar que el maestro valora la tarea como de razonamiento algebraico elemental porque cree
gue el investigador espera una tal respuesta, sin embargo, la justificacién que da posteriormente

disipa cualquier duda respecto a la sinceridad de su valoracion.

5.6.3.3 Grupo G3

Se interroga a los estudiantes de G3 en relacion con la tarea del nimero mayor. Se les muestra

su solucién exhibida en la Figura 5.21.

En el siguiente segmento se exhibe el dialogo sostenido con una estudiante en relacion con la

tarea:

I: ¢ A que se refiere la nifia con su respuesta: Dada la vuelta al revés?

E3: Para el nimero mayor pone el mayor y va en orden decreciente y luego cuando es al
revés el menor al revés

E8: En orden creciente, por eso dice que es al reves

I: ¢Cudl creen ustedes que es el conocimiento matematico mas importante para resolver el
ejercicio?

E3: Decenas, unidades y todo eso...la posicién de los nimeros

Las explicaciones dadas por las dos maestras no parecen mas elaboradas que la dada por la nifia.
Tal vez asumen una actitud desenfadada frente a la justificacibn por encontrarse en una

situacion en donde el peso de la explicacion no recae sobre ellas como docentes.

La siguiente pregunta indaga sobre el caracter algebraico de la tarea.

I: ¢ Consideran que el ejercicio es de algebra?
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Las estudiantes no responden. Al parecer la pregunta no tiene mucho sentido para ellas en tanto
gue la tarea no exhibe las caracteristicas sobresalientes del &lgebra, tales como incégnitas,

ecuaciones ni se requiere de procedimientos de despeje o representacion mediante ecuaciones.

Stump y Bishop (2002) encontraron que las concepciones algebraicas sostenidas por los
maestros en formacion son bastante limitadas y describen al &lgebra en términos de solucion de
ecuaciones, del hallazgo de valores desconocidos 0 como una herramienta para la resoluciéon de

tareas.

Ahora se indaga sobre la generalizacion que podria ser planteada a partir de esta tarea.

I: ¢Ustedes consideran que la estrategia usada por la nifia se puede usar en otros casos, con
nameros mas grandes? ¢ Es una estrategia que siempre funciona?

E3: Si

I: ¢Y por qué funciona siempre?

E8: Porque lo que la nifia uso es el sistema de posicion, siempre se tiene que usar para
resolver el ejercicio, es o mismo, s6lo cambia el nimero o el tamafio pero el sistema de

posicidn siempre se usa...que el niumero tiene un valor dependiendo de donde se ponga.

Las futuras maestras muestran seguridad frente a la identificacion del conocimiento mateméatico
gue permite resolver este tipo de tareas, y aseguran que el sistema de posicion “siempre” se usa.
Las futuras maestras han identificado el argumento matemético que puede ser usado para
extender la tarea; Harel y Tall (1991) consideran la “generalizaciéon” en el sentidplidar”

un argumento dado en un contexto mas amplio”, (p. 38).

5.6.4Tarea de las Velas

La solucién que se did a los maestros se muestra en la Figura 5.10.

5.6.4.1 Grupo G5

Se muestra a los estudiantes la solucion exhibida en la Figura 5.10 -Estrategia de Resta para la

Tarea de las Velas- .

I: Aqui tenemos el problema y la solucién que di6 la nifia.

Los maestros leen la tarea y hacen cuentas. Se les dié un folio, pero no lo usaron. Se continta

con el cuestionamiento:
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E9: jQué cosa mas rara!... en verdad tiene logica, pero...

E9: [Inaudible]... ¢Cuantos dias?...divide...36...porque lo de 36 dividido 6 uno lo entiende,
peroy ¢ese mas uno?

E2: Yo creo que es menos uno, porque lo que tendria que hacer es... como tiene seis velas...

E9: Como dice que con seis velas fabrica una nueva entonces ha puesto uno

Los estudiantes continian con su dialogo, y tratan de encontrar la soluciéon a la tarea, sin

embargo no escriben ningun procedimiento.

I: Traten de resolver el ejercicio siguiendo al estrategia de la nifia.

E9: 31 menos 6...son 25 mas uno, 26; serian 20 14 15 aqui serian 15 mas... [Inaudible]

Los maestros siguen razonando hasta que se ponen de acuerdo en cuanto a la validez de la
estrategia e identifican el error de calculo cometido por la nifia. Se muestra a los maestros otra
solucion a la tarea de las velas, que usa una estrategia de division y que se muestra en la Figura

5.23 (Esta Figura corresponde a la Figura 5.12; pero se repite para facilitar la lectura).

Saturnino se alumbra con
velas. Cada dia consume
seis velas. Con los restos
de quemar seis velas
fabrica una nueva. ;Para
cuantos dias tendra con 36
velas?

b 3Cl6

-
? 1 |
/ { [
f)_ ‘LM j-r r-..{rlr 0. Com 26 ok

Figura 5.23. Estrategia de Division para la Tarea de las Velas.

Se interroga a los estudiantes:

I: Aqui tenemos otra solucién al problema de Saturnino. ¢Por qué creen ustedes que este
chico utilizé la division y la nifia, en el que ya discutimos antes, uso la resta?, ¢Ustedes creen
gue en el enunciado hay algo que le sugiera debe restar o dividir?

E2: Restando que en el fondo viene a ser una division pero ha tenido en cuenta las velas que

salen de cada seis.
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Al parecer los maestros no entienden la pregunta, asi que se les formula de nuevo.

I: Ustedes cuando vieron el problema usaron la division, ¢Por qué la usaron? ¢Qué les hizo
pensar que el problema se resolvia con esta operacion?

E2: hmmm, la division es mas rapida pues es mas facil dividir 36 entre seis, es mas rapido.
Pero restar es més... natural, pues cuando Saturnino usa las velas, las esta restando. Creo que
la nifia uso la resta [pues] cuando se gastan cosas [se] esta quitando, esta restando, creo que la
palabra usar o gastar hizo que ella usara la resta, es como una palabra clave para ella... no lo
sé, y sumar el uno, es lo que uno hace, hace una vela con seis [restos de vela] y agrega un dia.
La nifia hizo el problema siguiendo las claves del problema, gastar es restar y construir una
vela con restos es lo mismo que tener otra vela y suma esa vela.

I: 'Y el otro nifio escogio la divisién a pesar que leyd lo mismo que leyéd la nifia, ¢ Qué crees
que hizo que ella usara la division?

E2: hmmm... que...[Inaudible] que tiene 36 velas y cada dia usa seis, para cuantos dias
tiene... es un problema de reparto, hacer grupos de seis velas... division..., este nifio
interpreta los datos, interpreta todo como division...cada uno interpreta los datos segun su

entender, segun lo que saben...

Los maestros reconocen que la asignacion de significados especificos a los elementos
linglisticos son determinantes en la eleccion de las operaciones que los nifios preferencian para
resolver la tarea. Los términos linglisticos usados evocan conceptos cuyos significados,

propiedades y procedimientos pueden relacionarse argumentativamente de manera compleja y

en formas que favorezcan o inhiban la solucion de la tarea (Castro y Godino, 2009).

La estructura de la tarea plantea algunos retos interpretativos a los nifios, y muestran cémo las
estrategias de solucidén corresponden a configuraciones particulares de las entidades primarias,
en donde estas facilitan o complican la representacién de la tarea. Los objetos matematicos en la
tarea son los mismos, pero las relaciones entre ellos y los conflictos de significado son diversos

para los nifios.

5.6.4.2 Grupo G3

Se muestra a los estudiantes la solucion exhibida en la Figura 5.10 -Estrategia de Resta para la

Tarea de las Velas-, y se les interroga:

I: Tenemos aqui esta solucién al problema, ¢ Ustedes como lo resolverian?

En la Figura 5.24 se exhibe la solucién dada a la tarea de las velas por el grupo de estudiantes.
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Figura 5.24. Solucion Numérica Dada por G3 a la Tarea de las Velas.

En el siguiente segmento los maestros exhiben dificultad para entender la consigna.

I: Ahora estudiemos la solucidén dada por la nifia. ¢ Es correcta su solucion?
E8: No esta mal, a 36 le quita el primer dia seis y ella [la nifia] después le suma una mas que
tiene y vuelve a restar treinta y uno menos seis, luego una vela mas y asi va...

I: La respuesta que da la estudiante es cinco dias, ¢ es correcto?

Las maestras hacen calculos mentales.

E3: Pero aqui se ha confundido y ha puesto 15 en lugar de 25.
I: ¢Pero la estrategia esta bien? Y ¢el numero cinco, que da como respuesta, de donde se

obtiene?
La estudiante cuenta el nimero de operaciones, de restas, que la nifia hizo.

E3: Uno, dos,..., cinco, tiene los cinco dias.

Las maestras comprenden tanto la estrategia de solucién dada por la nifia como el error que

cometio.

En el siguiente segmento se indaga sobre la naturaleza algebraica de la tarea.

I: ¢Consideran ustedes que este ejercicio es algebraico?, ¢Le ven algo de algebraico a este
ejercicio?

E8: No [Timidamente]

E3: No, no necesita una férmula para hacerlo, para poder... [Inaudible], ¢ es un problema no?

E8: Yo a este [ejercicio] lo veo méas de l6gica que de otra cosa... no sé, que de algebra.
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Al parecer las maestras asocian el uso de formulas para resolver una tarea con el algebra. La
presencia de letras o de una expresion ya hecha (férmula) parece ser el factor determinante en la

valoracion algebraica que una tarea puede recibir.

En oposicién a esta postura se encuentra la de English y Warren (1995) que considera que los
estudiantes no solo necesita operar entre diversos modoemleséntacion y exhibir un

conocimiento amplio de conocimiento especifico, sino que debe efectuar diversos procesos de
razonamiento” (p. 3). La autora considera que es importante conceder mas importancia a otros

procesos de razonamiento, entre los que cita al razonamiento espacial, 16gico y el analdgico.

Interrogada sobre las caracteristicas sobresalientes de una tarea de légica, la maestra responde:

E8: Que no con una férmula puedas sacar la solucion, yo no veo que te haga falta una
férmula para sacarlo [obtener la solucidén al ejercicio]...si no que tienes que ir restando o
dividiendo.

I: ¢ Podria decir que cuando tiene que interpretar un parte de la informacion, a eso le llamas

“l6gica™?

La estudiante asiente. La maestra refiere una tarea de “l6gica” como aquella en la que se debe
efectuar una interpretacion de los datos, asignar significados y establecer relaciones, mismas
gue no se podrian expresar mediante el uso de una expresion que incluya letras (férmula). La
maestra parece que se refiere al razonamiento logico deductivo, que involucra validar conjeturas
y proponer planes de accion. En un sentido mas ampdialetuccion sirve para desarrollar

planes de accién, valorar datos, determinar las consecuencias de las suposiciones y de las

hipétesis, y decidir entre ideas semejah{&nglish y Warren, 1995; p. 3).

Es cierto que el “razonamiento l6gico” que incorpora la deduccién y la induccién puede jugar
un papel importante en la resolucién de tareas (NCTM, 1989). La induccion involucra proponer
conjeturas sobre propiedades numéricas o sobre patrones, mientras que la deduccion involucra

la formulacion de reglas algebraicas y aritméticas.

Se indagé sobre la dificultad de la tarea:

I: ¢ Cual es la informacién que dan en el problema que podria ser mas dificil para que el nifio
interprete?

E8: Con seis velas se fabrica una vela nueva... pues si te dijese que tiene 6 velas bueno en
total 36, y cada dia se queman seis no tiene dificultad, pero como fabricas una nueva tienes

gue afiadir al conjunto de las seis un dia mas, cada seis que va consumiendo, es un dia mas.
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La maestra afirma que la segunda condicidon que se da en la tarea, la que establece la relacion
entre el nimero de seis velas y el nimero de velas que se fabrica a partir de sus sobrantes, como
la mas dificil. Nétese que esta valoracidbn concuerda con el error que ambas estudiantes

cometieron cuando inicialmente leyeron e intentaron resolver la tarea. De esto se da cuenta en la
Figura 5.24, en la parte que aparece tachada y que muestra que efectuaron la suma: seis mas

seis, y dieron 12 dias como respuesta a la tarea.

5.6.5Tarea de Completar la Tabla

A continuacion se exhiben los dialogos sostenidos con los estudiantes, en relacion con la tarea

de completar la tabla.

5.6.5.1 Grupo G1
En lo que sigue se exhiben segmentos del dialogo sostenido con los miembros del grupo G1:

I: ¢ Crees que el estudiante desarroll6 bien el problema?

E1: Parece que si, ¢no?

I: ¢,Qué entiendes por la expresion: Completar la tabla? ¢Qué esperarias que el estudiante
haga?

El: Yo esperaria que aqui pusieseesultadg pero claro también debe justificar de donde
salen estos resultados.

I: En el primer caso lo ha hecho bien, ha reemplazado... sin embargo hay dos operaciones
que no termina.

E1l: Claro, porqué la informacién es muy larga.
l: Aqui aparece a+b X C y no aparece el signo igual, basicamente la desarrolla, lo cual no
se le pide explicitamente, ¢Por qué crees que la desarrolla?

E1: Si ves una operacion con muchos numeros la haces y das el resultado, pero aqui parece

que te has quedado a medias...

El maestro en formacion considera, junto con el nifio, que las operaciones aritméticas deben ser
realizadas; ademas justifica que el nifio no haya realizado dos operaciones en virtud del tamafio

de los ndmeros.

En el siguiente segmento se indaga sobre la naturaleza algebraica de la tarea.

I: ¢ Consideras que este problema es de razonamiento algebraico elemental?
El: Si
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I: ¢ Por qué?
El: Vamos, el estudiante tiene que reemplazar letras por niUmeros, trabaja con letras; sabe que

las letras pueden ser niumeros. Las letras pueden tomar varios valores.

La misma pregunta se planted a los otros estudiantes presentes en la sesion.

I: ¢ El ejercicio es de razonamiento algebraico elemental?

E10: Si, porque se reemplazan las letras por nimeros; la misma letra toma varios nimeros, si
los nifios hacen eso es porque lo saben.

I: ¢Qué es lo que saben?

E10: Pues eso, que las letras se pueden reemplazar por nimeros, que las letras son como

nameros y que una misma letra puede tomar varios nimeros

El maestro valora la tarea como de razonamiento algebraico elemental por la presencia de letras
y por la sustitucion de una letra por varios nimeros. Si bien, la aproximacion al razonamiento
algebraico elemental dado en la seccién 3.2.1.6 -La Aproximacién al RAE desde-etl®@0S

tercer capitulo, considera esta caracteristica como propia del razonamiento algebraico elemental,

también es cierto que es una caracteristica “externa”, de forma méas que de fondo.

5.6.5.2 Grupo G5
Se interroga a los estudiantes en relacidén con el caracter algebraico de la tarea.

I: ¢ Consideran que este ejercicio es de razonamiento algebraico elemental?

E2: Claro

I: ¢Y porque lo creen?

E2: Porqué salen letras que tienen que ser diferentes valores, que una letra puede tener

diferentes valores, tiene uno de otro y de otro

De nuevo, y como en el caso anterior, los maestros reconocen el nimero generalizado como un

elemento prototipico del algebra.

I: ¢ Porque creen ustedes que el nifio realiza las operaciones, si se le pide completar?

E2: Claro, cuando uno tiene nimeros y operaciones lo que se debe hacer es operar, ir a por el
resultado.

I: Si el nifio reemplaza los nimeros pero no desarrolla las operaciones, ustedes como
maestros ¢ Le darian bueno el punto? ¢ Como se lo califican?

E2: Depende, si se pone completar y resuelve, es otra cosa
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E9: Como no se indica en ningln momento, no se le indica que haga las operaciones el nifio

lo puede dejar sin desarrollar.

Los futuros maestros reconocen que las respuestas dadas por los nifios a una tarea pueden
depender de la redaccion de las consignas; sin embargo no ofrecen conjeturas sobre el

comportamiento de los nifios.

Se insiste sobre el tema del desarrollo de las operaciones.

I: No se le dice que desarrolle las operaciones, entonces ¢ Por qué las hace?
E2: Porque le gusta

E9: Porque le ha apetecido.

Los maestros no ofrecen ninguna conjetura para el comportamiento del nifio. La falta de
conjeturas podria explicarse por la poca experiencia docente que los estudiantes tienen y por el

poco conocimiento que tienen sobre los nifios.

5.6.5.3 Grupo G3

Se presenta la tarea resuelta a los maestros en formacion.

l: En la segunda columna donde aparece en la parte superior la expesld C, el

estudiante reemplaza, pero hace mas, el estudiante desarrolla las operaciones sin embargo hay
dos casos en donde no desarrolla las operaciones ¢ porgue creen que no lo hace?

Maestros: No responden

I: ¢ Por qué el estudiante no efectud las operaciones?

E3: No tendria calculadora, no sé, pues tampoco es tan dificil multiplicar... tal vez porque los
nameros son grandes y no tiene espacio en el recuadro, €l [el nifio] cree que tiene que escribir

alli y que no puede hacer las operaciones en otra parte...

Las respuestas de los estudiantes se ajustan a lo que puede responderse en esta situacion.

I: Si se lee la consigna del problema, no se pide que desarrolle las operaciones, sin embargo
el estudiante las efectua, ¢Por qué lo hace?

E3: hmmm...cuando uno ve un listado de nimeros con las operaciones, uno simplemente las
desarrolla, uno hace las operaciones, asi se hace siempre. Si uno tiene un listado [de precios]
de compras, se quiere saber cuanto tiene que pagar, si no suma no sabe cuanto tiene que

pagar... uno quiere saber el resultado para pagar. Cuando uno pide la cuenta en un bar, le
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traen el resultado, le traen el listado de consumiciones y el resultado, las dos cosas, pero el

resultado siempre tiene que estar...

La maestra justifica la realizacién de los calculos numéricos que el nifio realiza por la practica
social que se hace de la suma. En los dos casos citados por la estudiante, el signo igual se usa

como simbolo de resultado.

La préactica social domina sobre la consigna de la tarea, donde ciertamente no se pide que se

realice las operaciones, sélo completar la tabla, es decir, rellenar los espacios.

El elemento linglistico “completa la tabla” se significa en el contexto de la institucion social y
en términos de la practica cotidiana que demanda que una lista de nimeros sea operada para

obtener un resultado.

Se indaga sobre la naturaleza algebraica de la tarea:

I: ¢ Es el ejercicio de razonamiento algebraico elemental?
E3: Creo que si, pues hay incognitas, aunque sepa los nimeros ya tiene que sustituir las letras

por dichos nameros...

La maestra asocia “reemplazar valores en letras”, que corresponde al concepto de NUmero

Generalizado (Kucheman, 1981), con el concepto matematico de incégnita, si bien, reconoce

que la incognita es un valor que debe ser hallado. Sin embargo no es tan importante que el

maestro en formacion identifique caracteristicas asociadas al algebra sino que identifique los

conocimientos matematicos presentes y emergentes en la solucion de la tarea y reconozca los
eventuales conflictos de significado que pueden surgir y con los que deben enfrentarse los

nifos.

De otro lado, parece que los maestros en formacién ignoran la aproximacion de RAE que se les

entregod, ya que en pocas ocasiones mencionan una vision ampliada del algebra escolar. Este
comportamiento podria estar motivado por el conjunto de creencias que los estudiantes tienen

acerca del algebra escolar.

Seria conveniente dar oportunidades a los maestros en formacion de trabajar con tareas
matematicas en las que se preste atencion a los objetos, a las relaciones, a los significados, a la
estructura algebraica subyacente. Los conocimientos matematicos presentes y emergentes en la
solucién podrian ser posteriormente asociados con caracteristicas propias del razonamiento

algebraico elemental.
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5.7 Algunas Creencias sobre la Inclusion del RAE

Las creencias sobre la inclusion del razonamiento algebraico en la escuela primaria fueron

manifestadas durante las primeras sesiones de trabajo.

Los estudiantes consideran que el razonamiento algebraico puede ser trabajado en el curriculo

de la primaria, pero manifiestan que:

G1: “primero se debe trabajar sobre lo numérico y después lo algebraico”.

Durante una de las sesiones de trabajo posteriores, ya avanzado el cuatrimestre, el estudiante E1
afirmé: “yo al principio, como es algebra, entendia eso, resolucién de ecuaciones. Sabia que en
libros de primaria cosas asi no te ibas a encontrar porque no corresponde, sino como

representacion de numeros, cantidades mediante simbolos...".
Miembros de los grupos G4, G6 y G7 manifestaron:

G4: “el &lgebra es lo que tiene que ver con letras...”

G4: “yo busqué en un diccionario y el algebra [tiene que ver con] los nimeros y las letras
juntos ¢,no?".

G6: “tengo una duda muy grande porque a un nifio de primaria no les puedes explicar el
algebra en si y ¢ Como planteamos nosotros eso?”.

G7: “gueremos saber de que va esto”.

Las creencias de los estudiantes se adecuan al modelo de algebra escolar de la escuela

secundaria.

5.8 Conclusiones sobre los Analisis Realizados por los
Maestros

En el apartado anterior se presentaron los andlisis que los maestros realizaron, en situacion de
entrevista no estructurada, de algunas tareas tomadas de las prueba aplicadas a nifios de sexto
grado. Por razones de disponibilidad de los estudiantes, se presentaron los andlisis realizados

por cuatro grupos.

Se intentd utilizar los andlisis epistémico y cognitivos, presentados en las secciones 5.4 -
Andlisis Epistémico de Objetos y Significados- y 5.5 -Andlisis Cognitivo de las Soluciones de
los Nifios- de este capitulo, durante las entrevistas con los maestros en formacion, sin embargo

la complejidad de la tarea y el poco tiempo disponible no permitié vincularlos en profundidad.
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El analisis epistémico de las tareas pone de manifiesto una gran variedad de elementos
lingUisticos, conceptos, procedimientos y propiedades inmersos en las soluciones particulares de
los mismos. Las soluciones dadas por los nifios de escuela elemental ofrecen una mirada a las

estrategias variadas con las cuales los nifios resuelven las tareas.

A partir de las soluciones de los nifios se pueden identificar configuraciones diversas de las
entidades primarias que son usadas por los nifios para dar respuesta a la tarea. No es facil
establecer una correspondencia detallada entre el andlisis epistémico y las soluciones dadas por
los niflos, sin embargo el andlisis epistémico detallado hace mas facil efectuar el analisis

cognitivo de las soluciones dadas por los nifios.

Los analisis realizados por los maestros en formacién ponen en evidencia su comprension de las
soluciones dadas por los nifios, logran identificar los errores de los nifios y conjeturan las
posibles causas de los mismos. Los objetos matematicos que los maestros en formacién
identifican suelen coincidir con las entidades primarias correspondientes a elementos
linguisticos, conceptos y procedimientos. Sin embargo, se observa cierto distanciamiento entre
las estrategias de solucién dadas a las tareas por los maestros en formacion y aquellas dadas por
los nifios. Los maestros manifiestan la tendencia a valorar las estrategias de los nifios desde su
propia solucion. Hines y McMahon (2005, p. 99) reportan que los maestros en formacién se
muestran poco inclinados a considerar los métodos menos avanzados de los nifios y consideran
que las estrategias de los nifios deben ser reemplazadas por las estrategias “correctas” que los

maestros proponen y con las cuales estan méas familiarizados.

En algunos casos, los maestros no logran proponer hipétesis factibles en relacion con las
estrategias o errores de los nifios. Sin embargo se debe decir que en algunos casos las soluciones
de los nifios son parcas y poco elaboradas en términos de la escritura; tal vez esto dificulta la
labor de reconocimiento de conocimientos matematicos, usados por los nifios, por parte de los
maestros. Durante las sesiones se intentdé que los estudiantes expresaran sus creencias en
relaciéon con los rasgos algebraicos que podrian ser atribuidos tanto a las tareas como a las
estrategias de solucion dadas por los nifios. En el siguiente apartado se comentan las creencias

de los maestros sobre el RAE.

5.9 Conclusiones sobre las Creencias

Algunos autores han informado que las creencias de los maestros tienen influencia sobre su
ensefanza (Calderhead, 1996; Carpenter, Fennema, Peterson y Carey, 1988; Fennema y Loef,
1992; Shulman, 1986; Thompson, 1992). Calderhead (1996; p. 709) afirma:
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Cémo los maestros dan sentido a su mundo profesional, el conocimiento y las creencias que
exhiben cuando ensefian, y como la comprension del maestro sobre la ensefianza, el aprendizaje y
el conocimiento del contenido informa su practica cotidiana y son preguntas importantes que
necesitan investigacion...”.

Al planear las clases, el conocimiento del curriculo junto con el conocimiento matematico del
contenido parece interactuar con el “sistema de creenci@shotimiento y creencias estan
inextricablemente entrelazada®ajares, 1998; p. 325). Las creencias se han desarrollado en el
transcurso de la vida académica de los maestros, se activan mientras resuelven y planean las

tareas a ser discutidos con los nifios y se ponen en acto cuando ensefan.

En la seccién anterior se han evidenciado algunas de las creencias de los maestros en formacion
en relacion con la inclusién del razonamiento algebraico en la escuela elemental. Las creencias

se han manifestado en acto, al escoger y valorar tareas y soluciones como propias del algebra.

Los hallazgos sefialados en este trabajo indican que existe una marcada tendencia a identificar el
razonamiento algebraico elemental con: Encontrar valores desconocidos cualitativos o
cuantitativos, mismos que asocian con el concepto de “incognita”; simbolizar relaciones
numéricas y resolver tareas verbales, reemplazar letras por nimeros y encontrar “valores
faltantes”, los procedimientos efectuados sobre letras, la precedencia de la aritmética sobre el

algebra, la cerradura de las operaciones en aritmética contra la no cerradura en algebra.

En relacién con el signo igual los maestros exhiben la creencia que este significa resultado. Se
ha reportado que para muchos nifios el signo igual indica accién de regMgadsregor y

Stacey, 1997) o es un simbolo sintictico, que muestra el lugar donde se debe escribir la
respuesta de una operacion aritmética (Filloy y Rojano, 1989). Estos resultados de estudios
realizados con nifios de escuela secundaria coinciden con las creencias de los maestros. En
contraste, los maestros en formacion exhiben buena comprension de la precedencia de las

operaciones en aritmética y usan apropiadamente las propiedades aritméticas.

Estos hallazgos coinciden con los resultados de Stump y Bishop (2002), quienes encontraron
gue las concepciones algebraicas sostenidas por los maestros en formacion son bastante
limitadas y describen al &lgebra en términos de solucion de ecuaciones, del hallazgo de valores

desconocidos o como una herramienta para la resolucion de tareas.
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CAPITULO 6

EVALUACION Y DESARROLLO DE
COMPETENCIAS PARA EL DISENO
INSTRUCCIONAL

6.1 Introduccién

En tanto que la seleccion, planeacion y discusién de actividades matematicas forma parte
integral de las tareas que un maestro ejecuta como parte de su trabajo, se ha considerado
importante indagar sobre las competencias de disefio instruccional que exhiben los maestros en
formacion. A menudo se afirma quiél‘conocimiento de los maestros sobre los procedimientos
didacticos han sido aprendidos mayoritariamente en los salones de clase donde han sido
estudiantes(Fennema y Franke, 1992, p. 160), en tal sentido es menester ofrecer a los maestros
en formacion experiencias sobre el proceso de planeacion y disefio instruccional que puedan ser

contrastadas con sus experiencias estudiantiles cotidianas.

La estrategia escogida para problematizar el disefio instruccional fue el disefio de una unidad
didactica, fos maestros que operan en ambientes que promueven que sean reflexivos y que
hagan su préactica problematica podrian proponer construcciones «mas poderosas» de la
practica instrucciondl (Millsaps, 2000, p. 48). Lloyd and Frykholm (2000) encontraron que los
maestros en formacion necesitan desarrollar una amplia experiencia tanto en el conocimiento
del contenido matematico como en conocimiento didactico. Es por tanto pertinente que los

maestros en formacién puedan acceder a practicas de disefio de unidades did4cticas.

La unidad did4ctica que se propuso a los estudiantes es una actividad que tiene un caracter
global e integrativo, en la que se ponen en juego de manera coordinada los conocimientos
adquiridos en la asignatura de Matematicas y su Didactica de primer curso de la titulacién, en la
asignatura de Curriculo de Mateméaticas y en otras asignaturas de areas de conocimiento
relacionadas. Es una actividad de dominio imprescindible en la profesion de maestro, y forma

parte de las pruebas de acceso al cuerpo de maestros de cualquier comunidad autbnoma.

! Se ha traducido conocimiento pedagdgico como conocimiento didactico.
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En la dltima convocatoria de oposiciones de la Junta de Andalucia el BOJA n° 43 del 3 de
marzo del 2005 se lee: “Tendra por objeto la comprobacion de la aptitud pedagdgica del/de la
aspirante y su dominio de las técnicas necesarias para la tarea docente y consistird en la defensa

de una programacion didactica y en la elaboracién y exposicién oral de una unidad digactica

se agregaEn la elaboracion de la citada unidad didactica deberan concretarse los objetivos de
aprendizaje que se persiguen con ella, sus contenidos, las actividades de ensefianza y

aprendizaje que se van a plantear en el aula 'y sus procedimientos de evalfpci@h).

Si bien es cierto que la estructura de la unidad didactica que se propone a los maestros en
formacion es particular y puede no coincidir con la unidad didactica exigida por un jurado de
oposiciones, también lo es que la practica que aqui se documenta intenta servir de experiencia

problematizadora para los estudiantes y contempla todos los incisos requeridos.

También se puede afirmar que los maestros en formacién, una vez en el campo profesional, no
tendran que elaborar una unidad didactica que considere los diversos aspectos considerados
aqui, pero en tanto que los maestros estan en formacion, es pertinente ofrecerles la oportunidad
de elaborar una unidad didactica que retna diversos elementos que forman parte de la labor de

planeacion didactica de un maestro activo.

En este capitulo usaremos indistintamente las expresiones “estudiantes”, “maestros” o
“maestros en formacion” para hacer referencia a los estudiantes que son los sujetos de nuestro

estudio.

6.2 Directrices Generales sobre el Disefio de la Unidad
Didactica

En este apartado se especifican las directrices que los estudiantes siguieron para elaborar la

unidad didactica, que considera los siguientes apartados: Contexto curricular, objetivos,

contenidos, secuencia de actividades y metodologia, actividades de refuerzo y ampliacién,

instrumentos de evaluacion, bibliografia usada, y entre los anexos a incluir se pidié: Solucion

de actividades, contenidos trabajados en las actividades y comparacion con los previstos,

dificultades previstas y valoracion de la idoneidad didactica.

En el apartado 6.6 -La Idoneidad Didactica y su Evaluacion por parte de los Estudiantes- de este
capitulo se indicard lo que se entiende en el contexto de este trabajo por “idoneidad didactica”.

En el Anexo D -Guia para la Elaboracion de la Unidad Didactica- se muestra la guia de

2 Nuestro subrayado.
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orientacion para la elaboraciéon de la unidad didactica que se dio a los estudiantes. Vale decir
gue las condiciones fueron interpretadas de manera diversa por los maestros, fue asi como
algunos grupos no cumplimentaron algunas de las directrices o dieron interpretaciones propias
de las mismas. En lo que sigue se dedicara un apartado para informar sobre la respuesta dada
por los grupos a cada una de las directrices que debian cumplimentar. Al final de cada apartado
se darén algunas conclusiones que serén recogidas al final de este capitulo en la seccion 6.8 -

Algunas Implicaciones para la Formacion de Maestros-.

6.3 Descripcion del Proceso de Elaboracion de la
Unidad

Asesoria para elaborar la unidad did4ctica sobre el tema del razonamiento algebraico elemental
fue ofrecida a los estudiantes. Cada grupo de informantes defini6 la agenda de trabajo, pero en
promedio se sostuvieron 6 reuniones con cada grupo distribuidas durante 15 semanas. No
explicitaremos las sesiones individuales sostenidas con cada grupo. Se indicaran algunas de las
condiciones generales que orientaron la discusién que condujo a los estudiantes a la elaboracion

de la unidad didactica.

6.4 Condiciones Generales

Tal como se indico en la seccion 3.3 -Algunas Precisiones sobre la Metodologia- del tercer
capitulo, se asumié una aproximacién metodolégica adecuada a las condiciones particulares de
la investigacion. Con el propésito de lograr que los estudiantes manifestaran sus creencias y sus
cuestionamientos sin cortapisas, requisito para lograr los objetivos de la investigacion, se

ofrecio libertad de accion a los estudiantes y fue asi como ellos:

» Determinaron el nUmero de reuniones sostenidas.

e Propusieron los horarios de reunién.

e [Escogieron los libros de texto de matematicas elementales.

» Escogieron las tareas que se discutian en las sesiones de trabajo.

« Interpretaron algunas condiciones sobre la guia de elaboracién de la unidad didactica
segln sus creencias y conocimientos.

» Decidieron los ejercicios a incluir en la unidad didactica final.

» Adaptaron la guia de reflexién sobre objetos y significados.
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Una vez que los estudiantes establecieron sus condiciones de trabajo, el investigador:

» Orient6 a los estudiantes de cada equipo hacia la cumplimentacion de las condiciones
sobre el disefio de la unidad did4ctica.

« Discuti6 sobre la solucién de las tareas resueltas por los estudiantes.

« Invocd y cuestioné el cardcter “algebraico” de las tareas y de las soluciones.

» Planted cuestiones sobre las dificultades que los nifios podrian enfrentar al resolver las
actividades propuestas.

* Planteé posibles conflictos epistémicos que podrian surgir en la eventual discusién con
los nifios.

» Sugiri6 realizar analisis epistémicos usando la GROS y cuestiono los andlisis realizados

por los estudiantes.

Cabe mencionar que se hizo un gran esfuerzo para que, tanto las discusiones se realizaran en el
marco de la aproximacion al razonamiento algebraico elemental como que los estudiantes
manifestaran sus concepciones en las discusiones grupales. Se trabaj6é con siete grupos, cada
uno con cuatro integrantes. Durante la interaccion con los maestros se procurd no ejercer

autoridad epistémica o deontoldgica y se estimulé el debate sobre la explicacion.

6.5 Los Hallazgos sobre el Conjunto de Unidades
Didacticas

A continuacion se informara sobre los hallazgos hechos sobre el conjunto de unidades
didacticas presentadas por los grupos en relacion con: Contexto curricular, objetivos,

contenidos, secuencia de actividades y metodologia, actividades de refuerzo y ampliacion, e
instrumentos de evaluacion. También se informard sobre: La solucion de las actividades,
contenidos trabajados en las actividades y comparacion con los previstos, dificultades previstas

y valoracion de la idoneidad did4ctica.

Los grupos se han nombrado desde G1 hasta G7. Cuando se haga referencia a la unidad
didactica correspondiente a uno de los grupos, se indicara con la letra G y a continuacion el

namero correspondiente al grupo.
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6.5.1Contexto Curricular

En la Guia para la elaboracion de la unidad didactica, el contexto curricular hace referencia a los
decretos oficiales de Educacién primaria con relacion al tema, importancia del mismo y

conexiones con otros temas y areas curriculares.

En todos los casos, los estudiantes hicieron referencia a dos decretos: El R.D. 1513 del siete de
diciembre del 2006 del Ministerio Espafiol de Ciencia y Tecnologia y la Orden del diez de

agosto del 2007 de la Junta de Andalucia.

Es menester indicar, que por razones de presentacion, no se exhiben, en este apartado, los

escritos originales escaneados de los estudiantes.

El grupo G1 afirma:

“El algebra no constituye un contenido propio de la ensefianza de matematicas en Educacion
Primaria, por ello nos es imposible vincular esta unidad didactica con cualquier decreto de
ensefianzas minimas que esté vigente en la actualidad. Aun siendo asi si tocamos bloques de
contenidos que aunque no son de algebra propiamente dicha, si pueden estar relacionados y estan
presentes en los decretos curriculares actuales”.

El grupo G2 no utilizé la denominacion Razonamiento Algebraico Elemental, sino que uso la

expresion “pre-algebra” y afirmé:

“La Pre-algebra no es una materia que se da concretamente en educacién primaria sino que partir
de las diferentes unidades didacticas que se estudian se sacan tareas para la iniciacion al algebra,
por lo tanto, y por este motivo, no encontramos una referencia concreta sobre este tema en los
decretos oficiales de educacion primaria; con una pequefia excepcion, en el de la Junta de
Andalucia, en el apartado de “Relevancia y Sentido Educativo” [sic] nos indica “el desarrollo del
sentido numérico y el de la simbolizacion algebraica, el estudio de las formas y sus propiedades, en
especial las de nuestro entorno, y la interpretacion de los fendmenos ambientales y sociales a través
del tratamiento de la informacion y la probabilidad, completan la propuesta de contenidos para
esta etapa educativa”.

El grupo G3 afirma:

“El Real Decreto 1513/2006, de 7 de diciembre, por el que se establecen las ensefianzas minimas
de la Educacion Primaria junto con Orden de 10 de Agosto de 2007, por la que se desarrolla el
Curriculo correspondiente a la Educacion Primaria en Andalucia no contemplan3 como tal el
desarrollo especifico del Razonamiento Algebraico Elemental por lo que no encontramos
instrucciones ni indicaciones en cuanto a Objetivos, Contenidos y Criterios de Evaluacion. No
obstante podemos comprobar en los distintos libros de matematicas que de una manera u otra se
comienza a introducir en el razonamiento algebraico de una manera sencilla, creando asi una base
para una futura profundizacién en los primeros cursos de la Educaciéon Secundaria Obligatoria y
posteriores”.

% Subrayado de los estudiantes.
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El grupo G4 afirma:

“Actualmente la sociedad responde a unos criterios sociales, politicos, culturales, econémicos...,
gue dan forma al marco en el que han de desarrollarse las relaciones interpersonales. De aqui se
deriva una de las razones que justifican la importancia y trabajo con razonamiento algebraico
elemental desde niveles tempranos como iniciacién al manejo de la terminologia y herramientas
que se haran indispensables para la comprension de los casos de la vida cotidiana en los que el
empleo de los mismo tienen una razén de peso”.

El grupo G6 afirma:

“La ensefianza de las Matematicas en la etapa de Educacion Primaria no aparece el algebra en si
como contenido independiente sino que esta como oculto en los diferentes contenidos que se tienen
en el curriculo de matematicas” y continua: “Algunos de estos contenidos se dan en las formas
geomeétricas (célculo de las areas de un paralelogramo, de un trapecio, triangulo etc.), en las que
se pone de manifiesto la utilidad de emplear formulas de calculo de las diferentes figuras planas.
Estas estan compuestas por letras (incognitas) que hacen referencia a las dimensiones de la figura
como la altura o la base que refleja el desconocimiento de sus proporciones”.
Estas afirmaciones como tal no aparecen explicitamente en los dos documentos curriculares
referidos y son elaboraciones hechas por los estudiantes a partir de su interpretacion de los

documentos curriculares oficiales.

Por su parte, los grupos G5 y G7 no cumplimentan esta seccion de la unidad didactica. El
conjunto de grupos no hacen elaboraciones posteriores acerca del contexto curricular que ayude
a plantear alguna hipotesis respecto a la eventual influencia que la ausencia de referencias al
razonamiento algebraico elemental, en los documentos curriculares oficiales, podria ejercer en
las creencias de los estudiantes en relacién con la pertinencia de la inclusion curricular del

algebra en la escuela elemental.

Sin embargo, parece factible que la ausencia de referencias del razonamiento algebraico
elemental, tanto en los documentos curriculares oficiales como en los libros de texto ejerza

algun tipo de influencia en las creencias de los maestros en formacion.

La relacion de dependencia que los maestros establecen con los libros de texto ha sido indagada
por diversos autores. Nathan y Koedinger (2000), manifiestanegu@Zonable conjeturar que

el uso de textos en la planeacion diaria de las clases, las tareas semanales, y las organizaciones
curriculares anuales influyen en la internalizacion de las imagenes sobre las matematicas que
los libros implicitamente consideran”, (p. 228); por su parte la investigacion realizada por
Cooney (1985), revelo que el libro es la influencia primaria para las concepciones curriculares
de los maestros, asi como para su estilo de presentacion en clase. Por tanto parece factible que
los libros de texto puedan influenciar tanto la manera como los maestros ensefian asi como lo

gué aprenden y como aprenden los nifios (Herbel-Eisenmann y Difanis, 2005).
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6.5.20bjetivos

Los objetivos que los estudiantes deben cumplimentar se refieren a objetivos de aprendizaje que

se pretenden.

En las condiciones propuestas para la realizacién de la unidad didactica no se pidi6 a los
estudiantes diferenciar entre objetivos especificos y generales, es asi como los objetivos
propuestos por los grupos pueden ser ubicados en tres categorias, de acuerdo con la
denominacion usada en sus unidades didacticas: Objetivos, objetivos generales y objetivos

especificos.

La Tabla 6.1 muestra la distribucion de objetivos generales y especificos propuestos por los
estudiantes y el nUmero de objetivos por grupo. Se observa que cuatro de los grupos copiaron
los objetivos del R.D. 1513 de 2006 (Ver Anexo E -Objetivos Propuestos en el Real Decreto
1513/2006, de 7 de Diciembre-).

Tabla 6.1. Distribucion de Objetivos por Grupos.

Gl | G2 | G3| G4| G5/ G6 | G7

Numero de
objetivos propuestos. 4 4 8 4 | 6*

Numero de objetivos
generales. 8* | 6*

Numero de objetivos
especificos. 4

Objetivos generale
tomados del R.D|
1513/ 2006.

)

8* | 6* 4 6*

Nota: Los numeros marcados con asterisco indican que los objetivos correspondientes son los
mismos.

Los grupos G3 y G7 copiaron todos los objetivos del R.D. 1513 de 2006 (Ver Anexo E -
Objetivos Propuestos en el Real Decreto 1513/2006, de 7 de Diciembre-) excepto dos de ellos.
El grupo G3 no considero los objetivos O4 y O5, mientras que el grupo G7 no consideré O2 y
08.

Una indagacién sobre los objetivos de los textos usados por los grupos G1, G4 y G6 evidencia
que estos no fueron extraidos de aquellos. Parece que los estudiantes propusieron sus objetivos

en funcion de las tareas escogidas.
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6.5.3Contenidos

Los contenidos que los estudiantes deben cumplimentar se refieren a: Contenidos matematicos a
desarrollar (tipos de problemas a estudiar, modos de representacion, conceptos, propiedades,

procedimientos y sus respectivas justificaciones).

A continuacion se muestran las interpretaciones que cada uno de los grupos dio a la propuesta

de contenidos matematicos.

6.5.3.1 Propuesta de G1

La Tabla 6.2 muestra la propuesta de contenidos matematicos del grupo uno. Es evidente la
adhesion del grupo a la dualidad: Conceptos-Procedimientos. Si bien es ciertsegue “
competente en matematicas involucra conocer conceptos, conocer simbolos y procedimientos, y
la manera como ellos estan relacionatl@idiebert y Lefreve, 1986, p. 16) también lo es que la
competencia en mateméaticas no suele ser equiparable a la competencia did4ctica requerida para

ensefiar.

Este grupo ademas incluye las “actitudes” en los contenidos mateméticos, el listado es el

siguiente:

» Incorporacion al lenguaje habitual de las distintas formas de expresion algebraica.

< Autonomia intelectual para enfrentarse a situaciones nuevas.

* Confianza para tomar decisiones y aceptar responsabilidades.

» Atencion reflexiva.

* Tenacidad.

» Espiritu de colaboracién activa y con responsabilidad en un trabajo en grupo, respetando las
estrategias y soluciones distintas a las propias.

e Gusto por el trabajo bien hecho.

e Aprecio de la satisfaccién que produce la resolucién de un problema o encontrar una nueva
via de trabajo valida.

* Valoracion de los métodos de trabajo matematicos por su generalidad (capacidad de
sintesis...).

e Valoracion critica de las informaciones expresadas en lenguaje matematico.
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Tabla 6.2. Contenidos Matematicos Propuestos por G1.

CONCEPTOS PROCEDIMIENTOS
Expresiones algebraicas. Traduccion de lenguaje ordinario a lenguaje
algebraico.

Traduccion de frases al lenguaje algebraico.  Traduccién de expresiones algebraicas a
lenguaje ordinario.

Traduccion al lenguaje ordinario dealculo del valor numérico de una expresion
expresiones algebraicas. algebraica.

Valor numérico de una expresion algebraicResolucion de la ecuacion de primer grado
» Expresiones con sumas, restas y con una incégnita con y sin denominadores,
multiplicaciones con valores enteros. | con 'y sin  paréntesis, siendo los
« Expresiones con cualquier operacion y denominadores nimeros naturales.
valores enteros.

Operaciones con expresiones algebraicas: Resolucién de ecuaciones de primer grado

* Sumay resta. con varias incognitas con 'y Sin
« Multiplicacion. denominadores, con y sin paréntesis, signdo
e Division. los denominadores nimeros naturales.

Concepto y comprobacion de ejemplos castilizacion de la combinatoria para averiguar

nameros enteros. el numero de soluciones posibles de una
ecuacion de primer grado con Vvar|as
incognitas.

Problemas de ecuaciones de primer grabBescomposicion de un numero en factqres

con una incognita: primos.

* Concepto de datos, pregunta,
planteamiento, resolucion.

* Problemas sencillos con pocos datos y
una sola pregunta.

» Comprobacién de problemas.

Resolucién de problemas por medio |de
ecuaciones.

6.5.3.2 Propuesta de G2

La propuesta de contenidos matematicos del grupo dos se muestran en la Tabla 6.3. Si se acepta
gue los “modos de representacion” propuestos por G2, “simbolizacion numérica y de letras”, se
asemeja a la entidad “elementos linglisticos” entonces se podria afirmar que el grupo utilizo
cuatro de las seis entidades primarias propuestas por el formador y por el investigador:
Elementos linguisticos, conceptos, propiedades y procedimientos. Este grupo, a diferencia del

grupo G1 no considera el contenido Actitudes.
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Tabla 6.3. Contenidos Matematicos Propuestos por G2.

CONCEPTOS

Tipos de problemas.

Resolucion de problemas.

Calculo:

* Operaciones con numeros naturales.
» Division. Potencias y raiz cuadrada.
* Mdltiplos y divisores.

« Angulos

* Numeros enteros.

* Proporcionalidad y fracciones.

* Numeros decimales, operaciones.

Modos de representacion.

Por medio de la simbolizacién numérica y
letras.

Conceptos.

Igualdad, suma, total, multiplicacién, divisiq
concepto de incognita, proporcionalidad
fraccién, numero natural, nimeros entel
decimales, é&ngulo, multiplo y divisg
minuendo, sustraendo, base, exponente...

de

oS,

=

Propiedades.

Conmutativa, asociativa, distributiva.

Procedimientos.

Algoritmo de sumar llevandose y c
nameros decimales.

Algoritmo de restar llevandose y con nume
decimales.

Algoritmo de la multiplicacién llevandose.
Algoritmo de la divisidn llevandose.
Cambio de unidades.

Operar con raiz cuadrada.

ros

6.5.3.3 Propuesta de G3

El grupo tres por su parte propone cinco tipos de “conocimiento”. En la Tabla 6.4 se muestran

cuatro de ellos; el quinto tipo de conocimiento, Actitudes, se muestran después de dicha tabla.

Tabla 6.4. Contenidos Mateméaticos Propuestos por G3.

Resolucién de .
Representacion

_ Contenidos
Razonamiento

problemas.

operaciones.

problemas Procedimentales
Uso de Mostrar las relaciones | Razonamiento | Utilizacion de diferentes
estrategias de | visual, simbdlica, inductivo. estrategias para resolver
resolucion de | numérica y verbalmente. problemas numéricos |y
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Tabla 6.4. Contenidos Matematicos Propuestos por G3 (Continuacion).

Resolucion de Contenidos

Representacion Razonamiento

problemas Procedimentales

Exploracion de | Traduccion entre Razonamiento | Explicacion  oral de
multiples diversas deductivo. proceso seguido en |a
enfoques/ de | representaciones. realizaciéon de calculos |y
multiples en la resolucion de
soluciones. problemas numeéricos [u

operatorios.
Representacion

Resolucion de | Interpretacion de

problemas informacién en cada tipp matematica de una
aritmeético- de representacion. situacion utilizandg
algebraicos: sucesivamente diferentes
Significado de lenguajes (verbal, graficoly
las variables, numérico) y estableciendo
expresiones comn correspondencias entre lps
variables; mismos.

comprension y

uso de las

propiedades de

sistema

numerico.

Estimacién del resultad
de un célculo y valoracio
de si una determinad
respuesta es 0 I
razonable.

Identificacion y
representacion (verbal y
algebraicamente) de
patrones numericos y
figurales.

oo - O

Identificacién y uso de
reglas aritméticas; su
expresion verbal,
simbdlica y su uso en
problemas sencillos.

Las actitudes consideradas por los integrantes de G3 son:

* Rigor en la utilizacion precisa de los simbolos numéricos y de las reglas de los sistemas de
numeracion, e interés por conocer estrategias de calculo distintas a las utilizadas
habitualmente.

» Tenacidad y perseverancia en la busqueda de soluciones a un problema.

« Confianza en las propias capacidades y gusto por la elaboracion y uso de estrategias
personales de calculo mental.

e Gusto por la presentacion ordenada y clara de los calculos y sus resultados.

» Confianza y actitud critica en el uso de la calculadora.
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* Interés en la busqueda de soluciones a los problemas cotidianos.

* Interésy curiosidad por descubrir las relaciones entre los nuevos conceptos matematicos.

Los grupos cuyas propuestas se muestran a continuacién asumieron una propuesta un poco

“econOmica” para sus contenidos matematicos.

6.5.3.4 Propuesta de G4

Los contenidos matematicos propuestos por el grupo cuatro se muestran en la Tabla 6.5.

Tabla 6.5. Contenidos Matematicos Propuestos por G4.

CONTENIDOS

Concepto de ndmero. Orden de las operaciones.

Multiplicacidn, division, suma y resta. Utilizacion de operaciones matematicas
bésicas.

Concepto de total. Aplicacion de los conocimientos sobre |as
propiedades de los nimeros.

Propiedad conmutativa. Resolucion de problemas algebraicos.

Propiedad asociativa. Valoracion de las propiedades de los numeros
para realizar operaciones en la vida cotidiapa.

Operacion con las reglas de prevalencia @enfianza en las propias capacidades para

operaciones. afrontar y resolver problemas numéricos.

Propiedad distributiva.

6.5.3.5 Propuesta de G5

El grupo cinco propone cuatro tipos de “conocimiento”. En la Tabla 6.6 se muestran tres de

ellos y el cuarto, Actitudes, se muestra después de dicha tabla.

Tabla 6.6. Contenidos Matematicos Propuestos por G5.

CONTENIDOS CONCEPTUALES PROCEDIMENTALES
Uso de estrategias par&oncepto de numero. Comprobacion en casos de la vida
resolver problemas. real de las propiedades del algepra

(actitudinal, identificar actividades
cotidianas que se pueden modelar
por algebra).
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Tabla 6.6. Contenidos Matematicos Propuestos por G5 (Continuacion).

CONTENIDOS

CONCEPTUALES

PROCEDIMENTALES

Identificacién y uso de
reglas aritméticas.

Concepto de suma.

Célculo y comprobacién de Ig
resultados.

Identificacion y Concepto de incognita. Explicacién de las estrategias para
representacion de calcular ejercicios de algebra
patrones numéricos y sencillos.

figurales.

Representar situaciones Concepto de igualdad. Los procedimientos de suma,

y patrones numéricos
con tablas, gréficas
reglas verbales y
ecuaciones.

multiplicacion, raiz cuadrada a par
de la definicion.

tir

Analizar tablas y
gréficas para identificar
propiedades y
relaciones.

Concepto de potencias.

La ecuacion.

Concepto de raiz cuadrad

Las potencias.

Sistema posicional.

Sistema de numeracion
decimal.

Los conceptos actitudinales propuestos por este grupo son:

« Valoracién positiva del algebra como medio para resolver situaciones reales proximas.

* Incitar interés en la busqueda de soluciones a los problemas de la vida real.

e Estimular la curiosidad para descubrir las relaciones entre los nuevos conceptos

matematicos.

6.5.3.6 Propuesta

El grupo seis propuso tres tipos de conocimientos matematicos: Conceptuales, procedimentales

y actitudinales; la Tabla 6.7 ilustra los dos primeros, el Ultimo se muestra después de dicha

tabla.

de G6
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Tabla 6.7. Contenidos Matematicos Propuestos por G6.

CONCEPTUALES PROCEDIMENTALES
Operaciones basicas para resolver problemétslizar las operaciones basicas (suma, resta
en los que esté presente el algebra. multiplicacién y division).

Formulas para  calcular problema€onocer y practicar formulas algebraicas.
algebraicos.

Utilizar el algebra en problemas ¢@dé&dquisicion de estrategias para calcular| el
fracciones. area y el perimetro de las figuras planas.

Areas y perimetros de las figuras planas,
segun la unidad de superficie utilizada.

Los conceptos actitudinales propuestos por este grupo son:

* Valorar la utilidad de las formulas para resolver diferentes problemas de la vida real.

e Interés por la adquisicion de estrategias personales de calculo.

« Desarrollo y perfeccion de sus propias estrategias para resolver diferentes problemas de la
vida cotidiana.

* Confianza en sus propias capacidades.

6.5.3.7 Propuesta de G7

Los contenidos matematicos propuestos por el grupo siete se dividen en dos: Nameros Naturales
y Geometria. Los contenidos matematicos propuestos para los NUumeros Naturales se muestran
en la Tabla 6.8; los correspondientes a Geometria se muestran en la Tabla 6.9. Debajo de cada

tabla se enumeran los contenidos Actitudinales correspondientes.

Tabla 6.8. Contenidos Matematicos para Numeros Naturales Propuestos por G7.

CONTENIDOS: LOS NUMEROS NATURALES
- Hechos, Conceptos y Sistemas
Procedimientos Conceptuales
Observacion, manipulacion y * El ndmero natural. Conjuntos infinitos.
experimentacion: » Sistemas de numeracion.
* Lectura, escritura, comparacion, « Sistemas de numeracién posicional.
ordenacion... de numeros naturales. Bases de numeracion.
+ Adicion y sustraccion de nimeros + Serie ordenada de nimeros naturales.
naturales. » Decimales (décimas, centésimas,
» Multiplicacion de numeros naturales. milésimas).
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Tabla 6.8. Contenidos Matematicos para Numeros Naturales Propuestos por G7 (Continuacion).

CONTENIDOS: LOS NUMEROS NATURALES

Procedimientos

Hechos, Conceptos y Sistemas
Conceptuales

Manejo de las propiedades de la
multiplicacion en la realizacién de
calculos.

Automatizacion de los algoritmos
escritos en la adicion, substraccién, de
multiplicacion y de la division, con
nameros naturales.

Automatizacioén de los algoritmos de
adiccion, substraccién y multiplicacion
de nameros decimales por un nimero
natural.

Division de numeros naturales.
Aplicacion de la prueba de la division.
Obtencidn de divisiones equivalentes
mediante la propiedad fundamental.
Utilizacion del paréntesis y la jerarquia
de las operaciones en operaciones
combinadas.

Utilizacion de las propiedades
conmutativa y asociativa de la suma p
la resolucién de calculos matematicos
Resolucion de problemas utilizando lo
algoritmos de la suma, resta,
multiplicacion y division.

Ordenaciéon de nimeros naturales, de
decimales y de fracciones sencillas.
Representacion de nimeros naturales
de nameros decimales sobre una recta
Eleccién del origen y de la unidad.
Expresion de los nimeros naturales ef
diferentes bases (dos, cinco, diez...)
utilizando el valor posicional de las
cifras.

Calculo mental de operaciones con
nameros naturales, aproximando el
resultado.

v Y

=

Los puntos de la recta como
representaciones de los nimeros natur
y de los niumeros decimales.

Multiples y divisores de un numero
natural. Criterios de divisibilidad.

La suma. Las propiedades conmutativa
asociativa de la suma.

La resta. Las propiedades conmutativa
asociativa de la resta.

La multiplicacion. Propiedades de la
multiplicacién: conmutativa, asociativa y
distributiva.
La division.

La propiedad fundamental de la division.

Tipos de divisiones: Division de un
namero decimal entre uno entero.
Méaximo comun divisor, y minimo comar
multiplo de dos 0 mas nimeros naturalg
Operaciones combinadas.
Célculo mental.

Resolucion de problemas.

ales

y

N
2S.

Las actitudes hacia los nimeros naturales propuestas por este grupo son:

Interés y curiosidad por desarrollar estrategias de calculo escrito y mental.

Gusto por la presentacion ordenada y clara de los trabajos.

Interés por la elaboracién de estrategias personales para la resolucion de problemas.
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Valorar la importancia del sistema de numeracion para resolver situaciones
problematicas de la vida cotidiana.

Comprension de la existencia de situaciones diferentes que arrojan un mismo resultado.
Aceptacion del maximo comun divisor, minimo comdn multiplo y la propiedad
distributiva como dos formas de expresién de una misma realidad.

Interesarse por las reglas del juego matematico y esforzarse para encontrar estrategias
personales y apreciar las que utilizan los compaferos y compafieras.

Habituarse a intercambiar y argumentar los descubrimientos y soluciones de problemas
utilizando progresivamente el lenguaje mateméatico con precision.

Reaccionar con progresiva autonomia delante de situaciones matematicas seleccionando
los medios correctos.

Mostrar interés a la hora de desarrollar el razonamiento algebraico elemental.

Ser consciente de sus limitaciones y ver que el error es parte del proceso de aprendizaje.
Valorar la matematica como herramienta para la expresion y el conocimiento de la vida
cotidiana.

Interesarse por las reglas del juego matematico y esforzarse para encontrar estrategias
personales y apreciar las que utilizan los compaferos y compafieras.

Habituarse a intercambiar y argumentar los descubrimientos y soluciones de problemas
utilizando progresivamente el lenguaje matematico con precision.

Reaccionar con progresiva autonomia delante de situaciones matematicas seleccionando
los medios correctos.

Mostrar interés a la hora de desarrollar el razonamiento algebraico elemental.

Ser consciente de sus limitaciones y ver que el error es parte del proceso de aprendizaje.

Tabla 6.9. Contenidos Matematicos para Geometria Propuestos por G7.

CONTENIDOS: FORMAS Y RELACIONES GEOMETRICAS

. Hechos, Conceptos y Sistemas
Procedimientos pios y

Conceptuales
Observacion, manipulaciéon yNociones bésicas:
experimentacion: * Los poligonos: elementos.

Célculo del perimetro de distintg
poligonos mediante la medicion de ¢
lados.

Célculo del area de cuadrad
rectangulos, rombos y romboid
aplicando los algoritmos adecuados.

DS
bLS
o
DS,
S

El perimetro de un poligono.

Los poliedros.

Célculo del area de los cu
geomeétricos.

Célculo del volumen de cuerpps

geometricos.

erpos
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Tabla 6.9. Contenidos Matematicos para Geometria Propuestos por G7 (Continuacion).

CONTENIDOS: FORMAS Y RELACIONES GEOMETRICAS

Procedimientos

Hechos, Conceptos y Sistemas
Conceptuales

Calculo de superficies de triangulos
trapecios.
Calculo del &rea de poligonos regulare

y

S

Céalculo del area de poligonos irregulares

mediante la  descomposicion
triangulos y paralelogramos.

Distincibn de poliedros y cuerpc
redondos y sus principales elementos.
Construccion de prismas y piramides
partir de sus desarrollos.

Construccion de poliedros regulares
partir de sus desarrollos.
Trazado de los desarrollos del cilindrg
el cono.

Construccion de cilindros y conos
partir de sus desarrollos.

Utilizacion de la unidad de medida m
adecuada en cada caso para la expre
del volumen de un cuerpo.
Localizacion de figuras geométricas
la realidad: Enumeracion y descripci
de los elementos de la figura.
Localizacion y disefio de lineas
figuras planas sobre superficies.
Transformacion de modelos (hechos
materiales de tipo dinamico o recortab
para obtener nuevos.
Obtencién de disecciones de poligona
formacion de uno nuevo.

e

IR

a

as

sidnRelaciones  geométricas:  incidena
interseccion, separacion, inclusid

en paralelismo, perpendicularida

bn convexidad.

* Figuras equivalentes segun criter

de topoldgicos.

Cilindro, cono y esfera: conceptos
elementos.

Identificacion y desarrollo plano ¢
prismas y piramides.

Identificacibn y desarrollo plano d
poliedros regulares.

Identificacibn y desarrollo plano d
cilindro y cono.

El volumen.

Unidades de volumen: metro, decimet
centimetro y milimetro cubico.

Relacion entre capacidad y volumen.
Célculo mental: resolver operaciones
problemas calculando tantos por cientg
distintas cantidades.

Resolucion de problemas aplicando
procedimientos de resolucién aprendidg

El orden de los elementos geométrico
de las figuras.

Proyeccion de cuerpos sobre superfi¢

planas.

e
e

e

los
S.
ia,
n,

o

0s

es

Las actitudes hacia la geometria propuestas por este grupo son:

Curiosidad por desarrollar estrategias relacionadas con el célculo de superficies.

Valoracién de la precision en el manejo de instrumentos de medida.

Gusto por la presentacion ordenada y clara de los trabajos.

Interés por identificar las formas geomeétricas en el entorno.

Reconocimiento de la presencia de los poliedros y de los cuerpos redondos en el entorno

vital cotidiano.

Gusto por la propia construccién de poliedros y cuerpos redondos.
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» Valoracion de la precision y de la limpieza en el proceso de elaboracion de
construcciones geomeétricas.

e Aprecio de la necesidad de expresar el volumen con la unidad de medida mas adecuada
para cada situacion.

e Gusto por el rigor y el orden en la presentacién y comunicacion de resultados.

» Valoracion de la aplicacion de la geometria a la vida cotidiana.

« Interesarse por las reglas del juego matematico y esforzarse para encontrar estrategias
personales y apreciar las que utilizan los compafieros y compafieras.

* Habituarse a intercambiar y argumentar los descubrimientos y soluciones de problemas
utilizando progresivamente el lenguaje matematico con precision.

» Reaccionar con progresiva autonomia delante de situaciones matematicas seleccionando
los medios correctos.

e Mostrar interés a la hora de desarrollar el razonamiento algebraico elemental.

» Ser consciente de sus limitaciones y ver que el error es parte del proceso de aprendizaje.

El conjunto de objetivos propuestos por los grupos, evidencia la concepcidon gque los estudiantes
exhiben en relacion con los “contenidos matematicos”, articulada alrededor de un listado de
temas que resalta la dualidad conceptos-procedimientos. Se considera que una concepcion de las
matematicas y de su ensefianza basada en tal dualidad puede ser un obstaculo para que los
maestros reconozcan y promuevan el razonamiento algebraico elemental en losLogios. “
maestros efectivos son capaces de guiar a sus estudiantes desde sus comprensiones presentes
hacia un nivel superior que los prepare para el viaje futMational Research Council, 2001,

p. 12); un maestro con una concepcion limitada bien podria no ser “efectivo” en los términos

anteriormente expresados.

Durante las sesiones de clase teorica y durante algunas sesiones de asesoria, se discutioé con los
estudiantes sobre la limitacion del concepto de “contenidos matematicos” como un listado de
temas, y se intentd que reflexionaran sobre esta concepcidon y que la contrastaran con la
propuesta de contenidos mateméticos en términos de las entidades primarias propuestas por el
EOS: Elementos linguisticos, conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos.
Adicionalmente se plantearon discusiones sobre la importancia de efectuar conexiones entre las
entidades primarias para conseguir una visibn un poco mas estructurada del conocimiento

matematico.

En la seccion 7.3.2.1 -Las Sesiones de Trabajo- del séptimo capitulo se muestra la interpretacion

que algunos grupos dieron a esta sugerencia.
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A continuacién se muestran algunas interpretaciones que los grupos dieron a la propuesta de

contenidos matematicos.

6.5.4Secuencia de Actividades

Las actividades a las que se refiere este apartado son las que “se preveé realizar en cada una de

las sesiones de clase planificadas, indicando los recursos didacticos pertinentes”.

El conjunto de grupos propuso actividades diversas que se enmarcan, de acuerdo con su
propuesta, en el razonamiento algebraico elemental. En lo que sigue daremos una mirada al
conjunto de actividades propuestas e indicaremos algunas de las caracteristicas que tal conjunto

de actividades tienen.

6.5.4.1 Los Hallazgos

La Tabla 6.10 muestra las tematicas de las tareas propuestas por el conjunto de grupos.

Tabla 6.10. Tematicas de las Tareas Propuestas por los Grupos.

Bloque 1 Bloque 2 Bloque4
Bloques , o ) ., Bloque 3 Tratamiento de la
i Numeros y | La medida: Estimacion y | g
Tematico$ . , . Geometria | informacién, azary|
operaciones| calculo de magnitudes .
probabilidad
Ntmero de 19 1 3 0
ejercicios

El nimero de las actividades que se localizan en el bloque de niumeros y operaciones, sugiere el
caracter fuertemente aritmético que los estudiantes conceden a las actividades relacionadas con
el razonamiento algebraico en la escuela elemental. Parece que los maestros consideran que la
base del pensamiento algebraico se encuentra en lo numérico y en lo operativo; postura que es

documentada por Stanley (2002).

Dentro del conjunto de tareas propuestas para el bloque uno, Tabla 6.10, resalté por su
numerosidad un tipo de tarea denominada por los estudiantes como de “valores faltantes”; vale
notar que en la literatura se encuentran ejemplos de uso de este tipo de tareas (Kieran, 1991;
Carpenter, Franke y Levi, 2003) sin embargo los estudiantes plantearon tareas para todas las

operaciones aritméticas: Suma, resta, division, multiplicacién y exponenciacion, adicionalmente

“ Estos bloques tematicos estan propuestos por el R.D. 15280#eso0bre las ensefianzas minimas.
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propusieron tareas con uno y dos valores faltantes. Las tareas de dos o tres valores faltantes o

de exponenciacion son novedosas en el contexto de tareas reportadas en la literatura.

A manera de ilustracion se exhibe en la Figura 6.1 una tarea con varios valores faltantes.

3) Multiplicaciones incompletas. Averigua las cifras que faltan:
. MR o 8__32
X S 1 EREE e, T
e e A S 209219
. RN R |4 - : ARt § !
MR 5 gt R Srao o 5.

Figura 6.1. Ejemplo de Tarea de Valores Faltantes.

Kieran (1991) sugiere la introduccion de las ecuaciones mediante identidades aritméticas a las
que se les “oculta” un namero (valor faltante), la autora sugiere reducir el efecto negativo que la
transicion entre la aritmética y el algebra tiene en los nifios. Otros autores han explorado el uso
de este tipo de ecuaciones con nifios de escuela elemental (Carpenter, Franke y Levi, 2003). Al
parecer los estudiantes consideran que aquellas tareas en las cuales se debe encontrar un valor
desconocido son caracteristicas del razonamiento algebraico; tal vez asocian el valor faltante
con el concepto de incégnita. Vale la pena mencionar que Cai (2004, p. 110) reporta la inclusién

de este de tipo de tareas en el curriculo matematico chino.

Parece que la atencién de los maestros en formacién se centra en tareas de caracter aritmético,
en tanto que contrasta el menor nimero de tareas de caracter geométrico que de caracter
aritmético. En este sentido Charbonneau (1996) encontré que las principales raices del algebra
estuvieron en el razonamiento geométrico mas que en las generalizaciones aritméticas y rechaza
la visién del &lgebra como una generalizacion de la aritmética. Empero el énfasis de los libros

de texto es sobre todo aritmético. Aunque no se realizé un analisis de contenido de los libros

texto usados por los grupos, se evidencia a partir de una revisioén de los contenidos tematicos de
aquellos, el énfasis puesto en las tareas aritméticas y en el uso de férmulas (para calcular el area,
el perimetro, etc.). La Tabla 6.11 muestra la distribucién de las tareas de este tipo de acuerdo

con el numero de valores faltantes, asi como el tipo de operaciones que se deben realizar para

encontrarlos.
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Tabla 6.11. Distribucion de Tareas de Valores Faltantes por Grupos.

Algoritmo Algoritmo

Suma Resta Producto Division de la del Exponentes
Division Producto
Varios
XGZ XGZ
valores
X X
faltantes e e
Unico
| Xes Xe2 X3 Xe3
valor
Xca Xer Xes Xe7 Xe7
faltante
G7 xG?

Nota: Xs3: Significa que el grupo G3 propuso tareas en esa entrada de la Tabla.

El conjunto de actividades propuestas por los estudiantes pueden ser ubicadas en diez categorias
que se ilustran en la Tabla 6.12. La agrupacion se basa en tres criterios: El primero fue que se
pusieran en cuestién elementos propios del razonamiento algebraico, como los considerados por
Kicheman (1981); el segundo, que se pusiera en cuestion uno o varios de los elementos del
razonamiento algebraico elemental considerados en la propuesta de Burkhardt (2001) y el
tercero, que pusieran en cuestion nuevos elementos diferentes de los anteriores y propuestos por

los estudiantes.

Es menester indicar que algunos grupos propusieron tareas cuya clasificacion es dificil; se trata
de tareas en donde se pide, por ejemplo, que el nifio complete las palabras que hacen falta en
enunciados de propiedades numeéricas de los diversos sistemas numeéricos. En el Anexo F
-Algunas Tareas de Dificil Clasificacion- se muestran algunas de tales tareas, que no fueron
incluidas en las categorias anteriores. En lo que sigue, se presentaran algunas tareas (por razones
de presentacion, en algunos casos, se ha transcrito la propuesta de los estudiantes) que ilustran
cada una de las diez categorias propuestas en las tablas anteriores y se comentara su caracter
algebraico y se ubicardn en el contexto de las investigaciones sobre el razonamiento algebraico

elemental.

6.5.4.1.1 Letra Evaluada

La definicion dada por Kicheman (1981; p. 104) #dsa letra puede ser evaluada
inmediatamente, su valor puede ser determinado directamente por ensayo y error, no hay pasos

intermedios.
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Tabla 6.12. Categorias en las que se Ubican las Tareas Propuestas por los Maestros en

Formacion.
Kicheman (1981) Burkhardt (2001) Maestro_s,en
Formacion
_ c
s I 2 }
s = © - O < o
© © o © 5 k= o
e] oS 8 (] - ] Ie)) x 9 8
(1] c = © ) () O
© (@] c — [ (@]
=2 5 O o G %) v = o
s 2 n g L. 8 0z S £ % ®
> 5 Q o w T = e = o 3 < g
v O o ° = 5 = c ) = = w o o
) — = = S o .= N
¢ 8 O o e 8 s & 2 8 ¢ ©o s & o
2 © 29 © 3 S o o c &8 ®© Q 5 G
| | O | pd > > = o w o O xr o >
G X X X X X X
G, X X X
Gs X X X X X
G, X X X X
Gs X X X
Gs X X X
G, X X

La mayoria de las actividades propuestas por los estudiantes para esta categoria se ubican en la
tematica de geometria; una de tales tareas con su correspondiente solucion se muestra en la

Figura 6.2.

Figura 6.2. Ejemplo de Tarea sobre Letra Evaluada.

Tanto en esta tarea como en las otras de la misma categoria, los estudiantes suelen favorecer el
célculo numérico sobre los conceptos geométricos que deben ser reconocidos para una
aplicacioén significativa de la formula. Consideran de esta forma que el reemplazo de valores
numéricos en formulas y el subsecuente desarrollo de los céalculos son prototipicos del

razonamiento algebraico elemental.
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6.5.4.1.2 Letra como Objeto

De acuerdo con Kicheman (1981), la letra como objeto hace referencia a que la letra actta

como nombre o rétulo mas que como numero.

Las experiencias de los estudiantes con el dlgebra a menudo los conducen a que consideren las
letras como abreviaciones de objetos. Clement (1982) y Kieran y Chalouh (1993) han sefialado
que tales experiencias conducen a su uso con significaciones diferentes a las usadas en algebra.
En aritmética los nifios experimentan el uso de las letras para denotar medidas, por ejemplo 5m
denota 5 metros, sin embargo, en algebra 5m puede denotar cinco veces un ndmero no

especificado.

Kicheman (1981) reporta que la expresion (2m + 5b + a) es interpretada por los nifios como una
abreviacién que denota dos manzanas y cinco bananas y otra manzana; evidencia que my b son
interpretadas como manzanas y bananas en lugar de numero de manzanas y nimero de bananas

respectivamente.

La misma interpretacion se manifiesta cuando los maestros en formacion resuelven algunas

tareas. En la Figura 6.3 se muestra la primera parte de la resolucion de la siguiente tarea:

Figura 6.3. Primera parte de la Solucién de la Tarea de Sombrillas y Gorras.
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Se observa que “g” y “s” son interpretadas como gorras y sombrillas respectivamente; en el
mismo sentido reportado por Kiicheman (1981); sin embargo esto parece no afectar al proceso
de solucién de la tarea, cuya respuesta es dada en términos del costo de una sombrilla y de una

gorra.

Podria ser que los maestros usen un convenio implicito que acepta la co-existencia de letra
como objeto y letra como incognita, pero que mantienen el “control” sobre la incégnita ya que
al final del proceso de solucién ofrecen la respuesta correcta a la tarea, indicando tanto el valor
numérico como la incognita que corresponde al valor numérico hallado. Lo que los maestros
hacen recuerda el convenio de sumacion de Einstein en el que se suprime el simbolo de la

sumatoria.

6.5.4.1.3 Letra como Numero Generalizado

Para Kicheman (1981; p. 104) la letra representa un conjunto de nimeros mas que un sélo
valor. En el conjunto de tareas propuestas por los estudiantes, sélo se encuentran tres tareas que
corresponden a la letra como namero generalizado. Una de las actividades propuestas por los

estudiantes y que encajan en esta categoria se exhibe en la Figura 6.4.

Figura 6.4. Tarea de Cambiar Letras por Numeros.

Para la categoria variable tampoco propusieron actividades, esto podria estar motivado por la
ausencia de referencias al concepto de variable en los lineamientos curriculares espafioles
(MEC 20067, que no lo incluyen en la educacion matematica para el tercer ciclo de primaria.
Adicionalmente, los maestros mismos podrian tener dificultades para identificar, usar y resolver
actividades matematicas que involucren el concepto de variable. Asquith et al., (2007) reportan

que los maestros de secundaria tuvieron dificultades para resolver algunag paregsredecir

® Se hace referencia al R. D. 1513/2006, de 7 de diciembre, se usaran indistintamente.
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las dificultades experimentadas por los nifios cuando resolvian tareas que requerian el uso del

concepto de variable. Es posible que lo mismo ocurra con los maestros de primaria.

Ninguno de los grupos propuso actividades para las categorias de “letra desconocida” (la letra
representa un nimero desconocido que no puede ser evaluado) y “letra ignorada” (la letra puede
ser ignorada cuando se resuelve la tarea). Parece que los maestros consideran que los nifios
deben operar con las letras o reemplazarlas por valores numéricos y en modo alguno ignorarlas

0 no asignarles significado.

6.5.4.1.4 Valor Faltante

La expresion “valor faltante” hace referencia a uno o a varios valores numéricos que hacen falta
y que deben ser encontrados siguiendo diversos procedimientos aritméticos. Esta categoria
reune el mayor niumero de actividades propuestas por los estudiantes. Una de tales tareas es:

“completa y calcula;__ x 38 =5396".

En la Tabla 6.11 se muestra el tipo de actividades sobre valores faltantes segun: Operaciones
usadas, cantidad de valores faltantes (uno o varios). El subindice indica el grupo que propuso la
tarea. El total de actividades propuestas en esta categoria corresponden a ecuaciones aritméticas
en tanto que la interpretacion aritmética (Gallardo y Rojano, 1988) del signo igual como

resultado es suficiente para resolverlos.

Uno de los grupos (G2) sélo propuso tareas de valor faltante para todas y cada una de las
unidades tematicisonsideradas. Los grupos G1 y G4, también proponen este tipo de tareas. Al

parecer consideran que tales tareas son esenciales en una presentacion temprana del
razonamiento algebraico en la escuela elemental en tanto que pueden ser asociados con el

concepto de valor desconocido que debe ser encontrado, es decir, con el concepto de incognita.

El siguiente segmento muestra la postura de los estudiantes del grupo G2 frente a su escogencia

de este tipo de tareas como de razonamiento algebraico elemental:

I: ¢Por qué creen que este [ejercicio] que dice “calcula el término que hace falta” es de
razonamiento algebraico elemental?

E13: Aunque no aparezcan letras, aparece una incognita, un hueco en blanco no aparece
como una letra ni como...tienes que averiguar lo que falta por una operacion, una divisién o
algo y a partir de ahi tiene que averiguar el hueco en blanco que depende de como lo quieras

poner; pero en lugar de un hueco en blanco también puedes poner una letra.

® Numeros naturales, enteros, fraccionarios y decimales. Igualmente propone este tipo de ejercicios en el
caso de operaciones de suma y resta entre angulos, minutos y segundos.
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Las ecuaciones cuyo valor faltante corresponde a un exponente amplia el tipo de ecuaciones
aritméticas que se podrian resolver en la escuela elemental (Gallardo y Rojano, 1988; Filloy y
Rojano, 1989) ya que se agrega un nuevo tipo de ecuaciones: Las ecuaciones exponenciales
aritméticas. Una revision de algunos libros de texto usados por los estudiantes evidencié que no
consideraban tales tipos de tareas. Podria ser el caso que los estudiantes propusieron estas tareas

COmo una creacion propia.

6.5.4.1.5 Incégnita

El término “incognita” se refiere a uno o varios valores numeéricos desconocidos representados
con letras y que pueden ser hallados mediante un procedimiento (el valor puede determinarse
con exactitud, considerando las restricciones propias de la tarea). Una tarea propuesta para esta

categoria se muestra en la Figura 6.5.

Figura 6.5. Ejemplo de Tarea sobre Incognitas.

Varios aspectos llaman la atencion en esta actividad; el primero es la redaccion de la consigna,

en tanto que los estudiantes piden encontrar el resultado de la suma, pero en verdad deben
encontrar los valores de las letras de tal suerte que la igualdad sea valida. El segundo es que la
concatenacion entre numeros y letras debe ser interpretada por los nifios en términos del sistema
posicional y en modo alguno como un producto no indicado. Es de notar la metonimia

“algebraica” espontdneamente usada por los maestros en formacion.

El tercero es que se pide efectuar la suma, misma que ya esta efectuada; al parecer los
estudiantes consideran que la operacion no esta cerrada y es esta falta de cierre (Kieran, 1981)
lo que convoca la busqueda de los valores que las letras tienen. El cuarto aspecto esti
relacionado con el significado relacional del signo igual, resaltado por Subramaniam y Banerjee

(2004), y que faculta la solucién de la tarea pero que no es reconocido por los maestros en

formacion.

El quinto es que el procedimiento usado para resolver la tarea hace uso del algoritmo de la suma

y requiere resolver un conjunto de ecuaciones anidadas lineales y paramétricas, una de las
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cuales es: 8+4=t5, en donde t es el pardmetro que toma valores en el conjunto de los nUmeros
gue van desde el cero hasta el nueve. La solucion de este conjunto de ecuaciones recuerda el

método simplex (Sinha, 2006) usado en programacion lineal.

Ni la dificultad de este tipo de actividades ni las oportunidades que ofrecen para discutir algunos
aspectos algebraicos elementales es reconocida explicitamente por los futuros maestros en su
planeacién de la actividad matematica. En términos generales, parece que han alcanzado cierto
nivel de identificacion de aspectos algebraicos que pueden ser abordados por los nifios. Sin
embargo, la preferencia de algunos significados sobre otros sin que medie justificacion o
explicitacion alguna revela cierto desconocimiento de la compleja red de relaciones entre
aspectos conceptuales y procedimentales que caracterizan el razonamiento algebraico (Blanton
y Kaput, 2005, p. 414).

6.5.4.1.6 Problemas de Palabras

Se refiere “problemas de palabras” a la soluciéon de una tarea de enunciado verbal, que pueden
incluir el uso de procesos numéricos o algebraicos. Una de las tareas propuestas se ilustra en la

Figura 6.6.

Figura 6.6. Ejemplo de Tarea de Problemas de Palabras.

La actividad es valorada por los maestros como de razonamiento algebraico elemental, en tanto
gue puede resolverse mediante una ecuacion lineal; método que es usado por los estudiantes

para la resolucion.

Los maestros afirman al inicio del proceso de resolucién, pensado para ser explicado a los
nifios: “Tenemos un autobds con una cantidad de pasajeros que desconocemos y a la cual
llamaremos A (G1). La Figura 6.7 muestra como traducen cada sentencia del enunciado de la

tarea a una expresion algebraica.
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Figura 6.7. Fragmento de la Solucion a la Tarea de Problema de Palabras.

Asi continla la solucion de la tarea, hasta que finalmente obtienen la ecuacion:
A—-4+12 -7 -9 = 14; el proceso de solucion de la ecuacién usado por los estudiantes se
muestra en la Figura 6.8. Finalmente afirmaBl autobls salié de Villamenor con 22

pasajeros”.

Figura 6.8. Fragmento Final de la Solucion a la Tarea de Problema de Palabras.

Los problemas verbales aritmético-algebraicos han sido ampliamente estudiados tanto en el
ambito curricular (Bell, 1996) como en el ambito cognitivo. Diversos autores han estudiado los
problemas de palabras en el proceso de transicién desde la aritmética hacia el algebra (Bednarz
y Janvier, 1996; Filloy, Rojano y Rubio, 2001; Puig y Cerdan, 1990; Cerdan, 2008).

Puig y Cerdan (1990) consideran que un problema verbal es aritmético o algebraico en funcién
del proceso de traduccion; si este conduce a una expresion que solo involucra los datos o a una
expresion que involucra una incognita o ecuacion, el problema se dice aritmético o algebraico,
respectivamente. Un problema aritmético puede resolverse mediante el proceso de analisis-

sintesis, mientras que uno algebraico mediante el método cartesiano.
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Valorados con la propuesta de Puig y Cerdan-ibid- los problemas verbales propuestos por los
estudiantes son aritméticos. Sin embargo, los estudiantes los consideran algebraicos en tanto

que pueden ser resueltos mediante el uso de ecuaciones.

Un ejemplo de una actividad cuyo cardcter aritmético resalta pero que es valorada como

“algebraica” por los estudiantes, se ilustra en la Figura 6.9.

Figura 6.9. Ejemplo de Tarea Numérico-Algebraica.

Los estudiantes la valoran como algebraica ya que puede ser resuelta mediante una ecuacion
lineal. Sin embargo, los estudiantes conceden que la tarea puede ser resuelta mediante un
proceso aritmético de resta sin usar ecuaciones. El método sugerido por los estudiantes es el de

“reversa” en donde la operacion efectuada se “deshace”.

A diferencia de los hallazgos de Van Dooren, Vershaffel, y Onghema (2003) que reportan que
las estrategias usadas por los maestros en formacidn para resolver tareas de palabras, se ubican
en dos grupos: Las que se adaptan a la naturaleza aritmética o algebraica de la tarea y las de tipo
numérico que se muestran insuficientes para abordar las tareas de naturaleza eminentemente
algebraica, los estudiantes en nuestro estudio parece que preferencian la solucion algebraica
para justificar su inclusién en la unidad didactica, aunque reconocen que los nifios usaran una

estrategia numérica para resolver la tarea.

Los estudiantes afirman que la tarea propuesta es pdndrtadticcidon a la notacion algebraica
mediante el uso de incognitag contemplan dos aspectos imbricados en la solucion de tareas
algebraicas: La traduccion de la lengua vernacula al lenguaje algebraico y posteriormente, del

lenguaje algebraico a la lengua vernécula.
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Posteriormente afirman que la “traduccion de frases al lenguaje algebraico” tiene como
propasito:
“Representar una informacion determinada de manera algebraica, para poder realizar un trabajo
matematico con ella”, y viceversa “Traduccién al lenguaje ordinario de expresiones algebraicas”,
ya que “Una vez realizado el trabajo matematico con la informacién que hemos traducido al

lenguaje algebraico, es necesario ‘retraducir’ la solucién hallada al lenguaje ordinario con el
objeto de poder comunicarla” (G1).

6.5.4.1.7 Patron o Regla

Se hace referencia a la identificacién tanto de una regla o propiedad como de un patrén
numeérico. Los estudiantes proponen actividades numéricas en las que se pide generalizar un

principio aritmético. Una tarea del tipo fue propuesta por (G3) y se exhibe en la Figura 6.10.

Figura 6.10. Ejemplo de Tarea de Patron o Regla.

Laregla a la cual se refieren los estudiantes (G3pasa‘sumar 101, 201, 301... a un numero,

se suman primero 100, 200, 300... y después se suma 1”. [Sic]

Si bien es cierto que se puede cuestionar que la tarea anterior sea considerada como de
identificacion de patrones en toda regla, también es cierto que los maestros han modificado la
tarea originalmente propuesta y han modificado la consigna. Han propuesto obtener una regla a
partir de un listado de operaciones aritméticas. Parece claro que a partir de lo numérico se
pretende avanzar hacia el algebra al identificar estructuras sencillas pero que bien podrian ser

generalizadas en toda regla.

La Figura 6.11 exhibe la tarea original tomada del libro texto Anaya (2006; p. 9), que fue

modificada por los maestros en formacion.
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@ Célculo mental
REGLA EJEMPLO HAZLO TU
Para sumar 101, 201, 462 + 201 175 + 101 583 + 301 296 + 601

301,... a un nimero, se
—— primero, 100' 462 + 200 = 662 567 + 101 264 + 401 372 + 601

200, 300,... y, des- 243 + 201 356 + 401 153 + 701
B 662 + 1 =663
pués, se suma 1. 685 + 201 132 + 501 245 + 701

462 + 201 = 663 307 + 301 474 + 501 121 + 801

Figura 6.11. Tarea Original que fue Modificada para ser RAE.

La solucion de la tarea sobre el calculo mental requiere utilizar la propiedad asociativa y
generalizar la regla. Las operaciones y sus propiedades se han localizado entre algunas
dificultades en el estudio del &lgebra (Williams y Cooper, 2001). En este sentido los maestros en

formacién ponen en situacion la identificacion de una “regla” numérica.

Otra tarea que fue propuesta por los estudiantes (actividad niumero dos, grupo G5) se exhibe en
la Figura 6.12.

Figura 6.12. Tarea sobre la Reproduccion Celular.

La solucién de la tarea sobre la reproduccion celular requiere, en un enfoque particular,
establecer una correspondencia entre cada “generacion” y un numero natural obtenido
inicialmente por suma de varios numeros “dos”, posteriormente expresar este numero, de

manera equivalente, usando el concepto de potencia entera de un namero.

Esta tarea aparece propuesta en el libro texto Anaya (2006, p. 31) y su enunciado se exhibe en la
Figura 6.13.
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4 Una bacteria se reproduce por division
celular: de cada una, se obtienen dos.

ey
-

Sy -~ 1.2 generacién

xf \ . N
CO XD ) X ) 22generacion

;Cuéantas bacterias forman la 5.* genera-
cion? Exprésalo en forma de potencia.

b

&

Figura 6.13. Tarea Original sobre Reproduccién Celular.

Nétese que se pide identificar el nimero de bacterias en la quinta generacion, pero los maestros
agregaron la consigna “en la octava generacion” y en ese sentido modifican la tarea, que puede
catalogarse como de cuasi-generalizacion. Los maestros no piden, por ejemplo, identificar el

numero de bacterias en el caso general.

Se colige de los resultados de las investigaciones (Lee, 1996; English y Warren, 1998; Cooper y
Warren, 2008; Carpenter, Frankle y Levis , 2003; Becker y Rivera, 2008) que los nifios pueden
resolver tareas mateméticas propias de la generalizacion; sin embargo, parece que el grupo de
maestros en formacion no consideran este tipo de actividades como propicias para desarrollar el
razonamiento algebraico elemental, en tanto que sélo se identifican dos actividades relacionadas

con la generalizacion.

Al parecer los maestros no reconocen de manera esponténea las tareas de generalizacion o
cuasi-generalizacién porque su concepcion del razonamiento algebraico elemental esta basado
en dos elementos: El primero es que el algebra esta vinculada al uso de letras en donde median
operaciones numeéricas y el segundo es que los libros de texto no proponen tareas para encontrar

o0 justificar reglas o patrones.

A continuacién se exhiben tareas que corresponden a propuestas novedosas. En esta parte se
quiso recopilar las tareas que no corresponden estrictamente a las categorias anteriores. Si bien,
en algunos casos se podrian incluir las “nuevas propuestas” en las categorias ya consideradas, se
ha decidido conceder relevancia a los argumentos expuestos por los maestros en defensa del

caracter algebraico de sus propuestas.
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6.5.4.1.8 Representacion de Relaciones

Este apartado hace referencia a la representacion numérica o algebraica de relaciones entre
nameros o letras, tales como el doble, el triple, etc. Uno de los grupos (G1) propuso la tarea que

se muestra en la Figura 6.14.

Figura 6.14. Ejemplo de Tarea de Representacion de Relaciones Numéricas.

Los maestros consideran que las representaciones numéricas y algebraicas de relaciones del tipo
“méas que”, “menos que”, “el doble” son propias del razonamiento algebraico elemental. Es de
resaltar la identificacién hecha por los estudiantes de elementos lingliisticos cuya interpretacién
puede modificar el proceso de significacion y solucién de la actividad matematica por parte de
los nifios; el efecto que tienen ciertas palabras clave en los procesos de “traduccion” de
formulaciones verbales a las correspondientes expresiones mateméaticas ha sido estudiado por

Nesher y Teubal (1975).

Hainley (1978) afirma que la solucion de tareas que involucran situaciones en donde se debe
responder a la pregunta “cuanto mas” supera un nimero a otro, o “cuanto menos” es menor un
namero, y que se resuelven mediante un procedimiento que el autor denomina “suma
complementaria”, (p. 28) son complejas para los nifios en tanto que usan palabras que tienen

multiples significados.

Los maestros reconocen que algunas estructuras del lenguaje pueden afectar la comprensién y la
solucion de las actividades matematicas lo cual podria ser evidencia de su propia evolucién en
la comprensién de la notacion algebraica. Para MacGregor y Price (1®80htiencia de las
estructuras del lenguaje y la habilidad para manipular esas estructuras puede ser una
manifestacion de un proceso cognitivo mas profundo que también subyace la comprension de la

notacién algebraica” (p. 462).

Otro de los grupos (G6), propuso la tarea ilustrada en la Figura 6.15.
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Figura 6.15. Otro Ejemplo de Tarea de Representacion de Relaciones Numéricas.

Estos dos grupos de maestros coinciden en valorar el establecimiento de relaciones “méas que” o
“menos que” como parte del razonamiento algebraico elemental. En el primer ejemplo los
maestros en formacion piden usar letras mientras que el segundo solo piden responder a las
preguntas de caracter aritmético. Se identifica aqui el uso tanto de lo simbdlico como de lo

numeérico para representar relaciones.

Boulton-Lewis, Cooper, Atweh, Wilss y Mutch (1997) proponen representar numeros,
operaciones aritmeéticas, manipulacién de simbolos operativos y paréntesis en la aritmética, y
resaltan la relacion entre estas actividades aritméticas y las correspondientes algebraicas. Los
autores consideran que las demandas cognitivas crecientes de las actividades y el
reconocimiento de las relaciones facilitan el trabajo con incognitas y posteriormente, con

variables.

Al parecer los maestros, en consonancia con las investigaciones de Boulton-Lewis et al., -Ibid-

consideran que el reconocimiento de estas relaciones en la aritmética potencia su posterior uso
en el algebra; esto también coincide con los hallazgos de diversos autores (Chevallard, 1989;
Sfard, 1991) que conceden importancia al conocimiento aritmético sobre el cual se fundamenta

el conocimiento algebraico.
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6.5.4.1.9 Valor Desconocido

Se hace referencia a cualquier valor numérico desconocido en la tarea. En esta categoria se
agrupan las actividades matematicas en las que se debe hallar un valor numérico desconocido.
Otro grupo (G6) propuso un ejemplo que ilustra este tipo de categoria y se muestra en la Figura
6.16.

Figura 6.16. Ejemplo de Tarea de Valores Numéricos Desconocidos.

Los maestros tienen una postura clara en relacién con el caracter algebraico de este tipo de

actividades:

I: Cuando se plantea este ejercicio, el de Paula y las camisetas: una camiseta vale 19€, 24
camisetas....aqui aparece un interrogante, ¢Qué significa este interrogante?

E3: Es una incégnita, vamos, el nimero que no conocemos y tenemos que encontrar, claro...

Si bien este tipo de tareas podrian ubicarse en el grupo Incégnita se le ha concedido una entidad
propia por la conjuncion de dos elementos identificados por los maestros: Un valor desconocido

y el proceso para determinarlo.

La propuesta de este tipo de actividades como propias del razonamiento algebraico elemental
podria estar fundamentada en la creencia que el algebra trata con valores desconocidos

-incégnitas- y con procedimientos para hallarlos. Dado que el algebra es un sistema abstracto en
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el cual las operaciones reflejan la estructura aritmética (Cooper, Williams y Baturo, 1999),
entonces un valor numérico desconocido que debe ser hallado comparte las caracteristicas

algebraicas basicas de la incognita.

6.5.4.1.10 Calculo de Expresiones

Se refiere a la simplificacion de expresiones de caracter algebraico. Una de las actividades

propuestas en esta categoria (G1) se muestra en la Figura 6.17.

Figura 6.17. Ejemplo de Tarea sobre Célculo de Expresiones.

Este tipo de tarea tiene un caracter procedimental muy marcado; uno de los miembros del grupo
G1 que propuso la tarea, afirmd: “Los problemas de algebra es cuando tienes una incognita y la

tienes que utilizar para calcular algo”.

Al parecer los maestros, con base en su experiencia con el algebra de la escuela secundaria,
consideran que este tipo de actividades, que usan tanto expresiones algebraicas como
operaciones, son propias del razonamiento algebraico elemental. El grupo de estudiantes que
propusieron esta actividad exhiben cierta preferencia por las actividades algebraicas que
enfatizan el razonamiento simbdlico. Este hallazgo también fue identificado por Nathan y
Koedinger (2000), quienes informan que los maestros de secundaria sostienen la precedencia

del razonamiento simbolico sobre el razonamiento verbal.

El conjunto de actividades propuestas exhibe una variedad de tareas que alienta a pensar que los
maestros en formacion han avanzado hacia una propuesta ampliada del razonamiento algebraico
en la escuela elemental. Si bien se debe reconocer que se evidencia cierta dependencia del
modelo del &lgebra escolar para la secundaria también se aprecia que los maestros en formacion
se han desvinculado un poco de la propuesta de tareas de caracter puramente algebraico y han
propuesto actividades que bien pueden ubicarse en una “zona de transicion” entre la aritmética y

el algebra.
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6.5.4.1.11Metodologia de Trabajo en Clase

La metodologia de trabajo en clase hace referencia a los modos de interaccion entre profesor y
alumno. La metodologia propuesta por el conjunto de grupos estéa articulada con la referencia al

constructivismo, seis de las siete unidades didacticas lo mencionan.

Sin embargo se aprecia que algunos grupos confian en el formato: Profesor explica, estudiantes
hacen. De hecho uno de los grupos (G2) afiremaltigar de transmitir conceptos abstractos se
resuelve un problema; es decir, desde el punto de vista metodoldgico es idéntica a las clases
magistrales. Si bien los estudiantes no explicitan lo que entienden como “clases magistrales”
se podria colegir que clase magistral la asocian con clase “explicativa” a la que definen en los
siguientes términosekplicacion breve, pero completa, de los contenidos del tema. La teoria de
toda la vida, basta con una tiza y una pizarra, aunque también se utilizan presentaciones por

ordenador, videos y la pizarra electronica” (G2).

Uno de los grupos (G5) afirmaPartiremos de los conocimientos previos para ir poco a poco
facilitando al alumnado la conexion de lo que ya conoce con los nuevos conocimientos que se
pretenden trabajar” para lograrlo “plantearemos una serie de problemas que, a través de un
didlogo conjunto, resolveremos entre tddgsagregan Posteriormente, este trabajo colectivo

se realizard de forma auténoma lo que nos permitird conocer la comprensién e interiorizacion

de los contenidos y procedimientos trabajados por parte de cada dlumno

Otro de los grupos (G7) afirmapostamos por una concepcion constructivista. Por lo tanto,

con nuestra propuesta didactica queremos conseguir que el alumnado se mueva por la
curiosidad hacia el aprendizaje, y ello les lleve no sélo a buscar soluciones a problemas ya
dados, sino a construir y descubrir soluciones a problemas practicos nuevos de nuestra

sociedad”.

El grupo (G4) es mas directo y propories‘alumnos con los acontecimientos previos que
tienen que realizar la taredsic], por lo que seguidamente nos vamos directamente a la

instruccidn, en el cual el docente corregira el ejercicio en la piZarra

A partir de estas afirmaciones se pueden colegir las creencias de los estudiantes en relacion con
la metodologia usada para la instruccién. Fenstermacher (1986) las considera como un criterio
valido y las define como silogismos cuya conclusion es una accién o la determinacion para

actuar.

Las creencias que los maestros exhiben sobre el contenido tematico y sobre su ensefianza son

determinantes en los procesos de formacion. Para Pajares ((E89&g€tncias también pueden
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ser valores, que albergan funciones evaluativas, comparativas y sentenciosas y confieren a la

predisposicion de un valor imperativo para la ac¢idp. 314).

En tanto que la mayoria de los estudiantes no tienen experiencia docente, mas alla de tutorias a
nifios de escuela primaria, es comprensible que sean parcos en relacion con la descripcién tanto
de la metodologia como con los modos de interaccidbn que consideran apropiados para ser

usados con sus futuros alumnos.

Las creencias de los maestros en relacion con la metodologia a ser usada durante sus clases
parecen reflejar las teorias cognitivas sobre el aprendizaje que han sido motivo de discusion en

cursos previos de formacion.

6.5.4.2 Conocimientos que el Maestro Presentara al Final de cada
Sesion
A los maestros se les pidié completar esta parte con tres anexos: Resolucién de las actividades

propuestas, los conocimientos deben abarcar al menos los contenidos previstos y prevision de

dificultades de los alumnos.

En lo que sigue se informara sobre lo que se encontré en la revision a este apartado en el
conjunto de unidades didacticas. Se mostrardn algunos ejemplos tomados de las unidades

didacticas.

6.5.4.2.1 Resolucion de Actividades Propuestas

En lo que sigue se informaréa sobre los hallazgos hechos en la revision del conjunto de unidades
didacticas. Los grupos G1 y G4 utilizaron la GROS para analizar epistémicamente la solucion a
la tarea y para derivar dificultades del mismo analisis. El resto de los grupos no usaron la GROS
en la unidad didactica final, si bien durante el proceso de elaboracién de la unidad didactica
hicieron varios analisis que no incluyeron en su trabajo final. A continuacion se daran cuatro

ejemplos, dos de los grupos que usaron la GROS y dos de grupos que no la usaron.

6.5.4.2.2 Grupos que Usaron la GROS

G1 utiliz6 la GROS para identificar los objetos y significados matematicos presentes y
emergentes en la tarea. Se muestra a continuacion, a manera de ejemplo, la solucién que dieron
de una de las actividades que propusieron. Primero resuelven la actividad y después proponen el
andlisis epistémico usando la GROS. En el séptimo capitulo, seccion 7.3.2 -Caso Dos- se

aprecia la evolucion de este grupo en el uso de la GROS. El analisis que se muestra aqui
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evidencia el estado final de su competencia de analisis epistémico lograda durante el curso. La

consigna de la tarea y su solucion final se exhibe en la Figura 6.18.

Figura 6.18. Consigna y Solucién de la Tarea de Cambiar Letras por NUmeros Propuesto por
Gl.
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Figura 6.18. Consigna y Solucion de la Tarea de Cambiar Letras por NUmeros Propuesto por G1
(Continuacién).

El andlisis epistémico realizado por los maestros se muestra en las siguientes Tablas numeradas

desde la 6.13 hasta la 6.17.

Los elementos linglisticos identificados por los maesti©antbia las letras por numeros...
resultado sea 34" se significa en términos del procedimiento que requiere sumar los nimeros en

cada casilla para que cumplan la condicion impuesta.
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Tabla 6.13. Elementos Linguisticos para la Tarea de Cambiar Letras por Numeros.

Tipos de objetos | Significados(relacion de referencia o de uso)
REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones
gréficas, ...)
Cambia las letras por numeros d&i sumamos los nimeros colocados en cada una de las
1 al 16 de manera que sumadog easillas de una fila, columna o diagonal, el resultado debe

cualquier direccion, el resultadser 34.
sea 34.

Tabla 6.14. Conceptos Identificados para la Tarea de Cambiar Letras por NUmeros.

Tipos de objetos | Significados(relacion de referencia o de uso)
CONCEPTOS (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicign)

Introduccibn a la notaciéhLos valores numéricos con los que debemos rellenar el
algebraica mediante el uso deuadro son desconocidos, por ello usamos las incognitas
incognitas. A B, C,D, E, F, Gy H para designarlos.

Operacion gue nos permite encontrar el total, o suma, a

Suma » | partir de la union de dos o mas numeros a los|que
[lamamos sumandos.
Resta Operacion utilizada para encontrar la diferencia, o

v

proceso de quitar un numero de otro para encontrar la
cantidad restante.

Ecuaciones de primer grado cpBExpresion matematica que establece una relacion de
una incognita. igualdad entre dos términos, cada uno de los exponentes
que acompafian a las cifras que componen cada uho de
los dos términos son 0 o 1.

Se podria afirmar que los maestros identifican conceptos tanto algebraicos como numéricos. Los
conceptos algebraicos refieren a la incégnita en referencia a los valores desconocidos, que son
representados por letras. Igualmente identifican conceptos, igualmente refieren a las ecuaciones
gue se plantean para resolver la tarea. Los conceptos aritméticos de suma y resta se significan en
términos de las operaciones que se realizan para resolver las ecuaciones y encontrar los valores
de las incognitas.

Los procedimientos identificados por los maestros en formaciébn muestran que se han
considerado otros “tipos” de procedimientos tales como: Traducir de lenguaje ordinario al
lenguaje algebraico, resolucion de ecuaciones de primer grado y asignacion de un valor a una
incégnita que era desconocida en un principio. Al menos en este caso, se nota que no solo se

identifican los procedimientos asociados a las operaciones. Es decir, que se concede identidad
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propia a procedimientos que forman parte integral de la actividad de resolucion de la tarea

matematica y que no siempre reconocen.

Tabla 6.15. Procedimientos Identificados para la Tarea de Cambiar Letras por NUmeros.

Tipos de objetos | Significados(relacion de referencia o de uso)
PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaciones, algoritmos)

Traduccion de lenguaje ordinaniddl leer en el enunciado: “Los sumandos en cualquier
a lenguaje algebraico. direccion tienen que sumar 34...", el alumno lo traduge al
lenguaje algebraico, buscando ecuaciones en las que solo
desconozca un dato y las iguala a 34 que sabe queg debe
ser el resultado de cada suma.
Ej;3+10+6+G =34

Algoritmo de sumar— | Nos permite establecer las relaciones entre los sumandos
y el total.

Nos permite calcular el valor de cada una de las letrds, ya
que restamos al total (Qque es un valor constante y
conocido), el valor de cada uno de los sumandos salvo
uno, que es el sumando cuyo valor deseamos conocer.

Algoritmo de restar.

Resolucion de ecuaciones (dPara hallar el valor de cada una de las incégnitas.
primer grado.

Asignaciéon de un valor numéri¢dSe sustituye cada una de las letras del crucigrama, por el
a una incOgnita que eravalor numérico calculado mediante los procedimientos
desconocida en un principio. que se indican.

Tabla 6.16. Propiedades Identificadas para la Tarea de Cambiar Letras por Nameros.

Tipos de objetos | Significados(relacion de referencia o de uso)
PROPIEDADES(Enunciados para las cuales se requiere una justificacion o prueba)
P1: Cada una de las incognita8 cada una de las letras del cuadro le corresponde un

tiene un Unico valor numérico. | Unico valor numérico, que debe estar comprendido éntre
ly16.

P2: Solo podemos calcular |ePor trabajar con ecuaciones de primer grado con una sola
valor de aquellas incégnitasncégnita, para tratar de hallar el valor numérico deg las

situadas en una fila, columna| t¢etras del cuadro, debemos saber que el resto de valores
diagonal en la que el resto de losituados en la misma fila, columna o diagonal deben ser
datos son conocidos. conocidas.

Las propiedades reconocidas por los maestros refieren a la unicidad de la solucién: Cada letra
tiene un Unico valor; lo cual se ratifica por la condicion, reconocida por los maestros, de trabajar

con ecuaciones de primer grado con una sola incognita.
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Tabla 6.17. Argumentos Propuestos para la Tarea de Cambiar Letras por Numeros.

Tipos de objetos | Significados(relacion de referencia o de uso)
ARGUMENTOS (Justificaciones, demostraciones, o pruebas de las proposiciones usadas)

P1. Cada una de las incégnitaBs debido a que las operaciones que nos llevan a hallar el
tiene un Unico valor numérico. | valor de cada una de ellas tan solo tienen un resultado
posible, ademas este resultado es un namero natural, por
tratarse de operaciones cerradas dentro del conjunto de
los naturales (como es el caso de la suma y la festa
cuando el sustraendo es menor que el minuendo).

El argumento propuesto justifica la existencia de una Unica solucidon para cada una de las
incégnitas.
A continuacién se muestra la interpretacion que G4 hizo de la GROS. Una de las tareas que

proponen en una de las sesiones de trabajo se ilustra en la Figura 6.19. EI mismo fue presentado

tal como aparece sin incluir su solucién ni un analisis epistémico.

Figura 6.19. Ejemplo de Tarea con Dos Valores Faltantes Propuesto por G4.

Se pidio a los maestros que acompafiaran la propuesta de la tarea y su soluciéon con un analisis
epistémico, realizado con ayuda de la GROS. Los maestros propusieron una tarea del mismo

tipo. La solucién matematica dada a la tarea se exhibe en la Figura 6.20.
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Figura 6.20. Ejemplo de Tarea con Dos Valores Faltantes y su Andlisis Epistémico Propuesto
por G4.

La Figura 6.21 exhibe una parte del manuscrito de los maestros. El analisis epistémico realizado
por los maestros se muestra agrupado por elementos lingtisticos, procedimientos, proposiciones
y argumentos. Se indican los objetos matematicos identificados y al frente los significados

conferidos por los maestros en formacion.

Figura 6.21. Fragmento del Manuscrito del Andlisis Epistémico Correspondiente a los
Conceptos Propuesto por G4.

La Tabla 6.18 muestra el andlisis epistémico final que los maestros propusieron.
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Tabla 6.18. Analisis Epistémico Final para una Tarea.

Elementos Linguisticos. * Suma: Concepto de suma.

» Multiplicacion: Concepto de multiplicacion.
e Sumando: Concepto de sumandos.

« U, D, C: Unidades, decenas, centenas.

* Total: Concepto del total.

Procedimientos. Se multiplica por las unidades, decenas, centenas|y asi
sucesivamente, después el resultado se va colocardo en
su lugar correspondiente, para que luego se pueda llevar
a cabo la suma.

Proposiciones. * Reglas de la multiplicacion.
e Sumar como seguir contando: Ayuda a relacionar la
suma con la operacion de contar.
« EI 57218 y 81164: Son los resultados de| la
operacion.

Argumentos. Como se hace la multiplicacién, la multiplicacion |se

hace multiplicando primero por las unidades, después
por las decenas y luego por las centenas, poniendo el
resultado en su lugar correspondiente para que luego lo
podamos sumar.
Justificacion de las llevadas en la suma mediantge un
esquema grafico, teniendo en cuenta las reglas del
sistema del nimero decimal.

Dificultades asociadas alatareaj « Que los nifios no sepan el concepto |de
multiplicacion.

e Que no sepa cuales son las U, D, C.

e Que no sepa la regla de la multiplicacion, es decir,
que primero se multiplica por U, D, C, y el
resultado se pone debajo en su columna
correspondiente.

e Dificultad a la hora de averiguar el nimero de|los
huecos.

e Dificultad de no ver que el segundo numero es el
cero, ya que a la hora de multiplicar el cero, nojhan
dejado hueco para poner el resultado de multiplicar
cero por 394.

Las dificultades propuestas por los maestros en formacién, y que se muestran en la Tabla 6.18,
podrian ponerse en correspondencia con las entidades primarias usadas para identificar objetos y
significados intervinientes y emergentes. Los maestros propusieron un listado de dificultades

que, al parecer fueron identificadas a partir del analisis epistémico. En la Tabla 6.19 se intenta
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establecer, a posteriori, una correspondencia entre los objetos, significados y las dificultades

identificadas por los maestros en formacion.

Tabla 6.19. Correspondencia entre Objetos, Significados y Dificultades.

U,

OBJETOS SIGNIFICADOS DIFICULTADES
Suma Concepto de suma.
§ Multiplicacién | Concepto de No saben concepto de
b multiplicacion. multiplicacion/orden en la
S multiplicacion.
g
- | Sumando Concepto de sumandas.
o
o u,D,C Unidades, decenas, No saben cuales son las
qE, centenas. D, C.
w
Total Concepto del total.
Multiplicacién | Suma repetida.
Division Divisién reiterada. No saben regla de la
division.
Resta Apartar, separar, extraer,
sobrar, quedar, retiray,
quitar, eliminar.
(2] " "
=] Suma Afadir, agregar, reunir,
é'; unir, avanzar, juntar,
S ganar, combinar.
@)
N° Natural Cardinal de los
conjuntos.
unD,C Primera, segunda,
tercera,...posicién de los
nameros en la estructura
posicional de numeros
decimales.

Se aprecia que las dificultades propuestas por los maestros son un poco genéricas y se focalizan

en “no saber el concepto”. Parece que los maestros concentran su atencion en lo conceptual, sin

reconocer que en algunas ocasiones los nifios pueden conocer el concepto pero no identificarlo

en la situacion problematica que lo requiere. Notese que no todos los objetos matematicos ni sus

significados asociados son reconocidos como fuente de dificultad para los maestros, esto podria

ser evidencia que los maestros estan en el proceso de apropiacion del analisis epistémico.
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De otro lado, algunos grupos dieron poca importancia a la identificacion de dificultades
asociadas a las tareas propuestas en sus unidades didacticas. Incidentalmente estos mismos
grupos no hicieron uso de la GROS en sus trabajos finales, si bien hay evidencia que hicieron
algunos usos de la misma durante su proceso de asesoria. Es menester afirmar que algunos
grupos responden al requisito de identificar “dificultades” pero tal identificacion es demasiado
general para ser considerada de utilidad en un proceso real de instruccion a nifios sexto grado de

escuela elemental.

Un ejemplo de tales identificaciones se puede apreciar en la Figura 6.22, que ilustra dos

segmentos de la propuesta de G2.

Segmento 1:

* Prevision de dificultades de los alumnos:

Es importante que el profesor conozca los resultados de las investigaciones realizadas
en torno a las dificultades de comprension durante la ensefianza y aprendizaje de los
contenidos mateméticos correspondientes. Uno de los datos que surgen en estos
estudios son los errores de los alumnos, tanto en los aspectos conceptuales como en los
procedimentales, asi como los problemas u obstaculos de aprendizaje que se detectan o
plantean para cada concepto.

Segmento 2:

La dificultad mayor que podemos encontrar, es la que los alumnos no entiendan la
“X” como incégnita o los huecos en blanco, es decir k aunque sea una letra, dibujos,
huecos en blanco, se puede operar con ella, que tenga un valor (en el fondo sea un
numero). Y no puedan resolver estos problemas.

Otras dificultad, es que no sepa reconocer los niimeros racionales.

Estas son las dos dificultades mayores que podemos encontrar en la pre-algebra, al
tratarla dentro de otras unidades didécticas podemos encontrar otras dificultades en los
alumnos pero no tan relacionadas con este tema.

Figura 6.22. Dos Segmentos de la Propuesta de Dificultades por G2.

En el segmento uno, los maestros valoran el conocimiento que el “profesor” debe tener “en
torno a las dificultades de comprension” de los nifios, y dan relevancia a “los errores de los
alumnos, tanto en los aspectos conceptuales como procedimentales...”. De nuevo se centran

s6lo en dos entidades primarias del conocimiento matematico.

En el segmento dos se evidencia que tan solo dos dificultades son reconocidas por los
estudiantes: La primera, que los alumnos no reconozcahdarho una incognita y la segunda,
es que no “sepaln] reconocer los numeros racionales”. Se considera que la identificacion de

dificultades realizada por este grupo no esté en correspondencia con la complejidad de las tareas
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de naturaleza algebraica elemental, ain para los casos en los cuales los maestros plantean la
resolucion de ecuaciones lineales, en el conjunto de los nimeros naturales o enteros, mediante el

recurso de dejar un espacio en blanco.

Se considera que el poco o ningun uso del andlisis epistémico, dado por estos grupos, puede
tener su origen en dos factores: El primero es la dificultad del analisis epistémico y el segundo
es la falta de experiencia docente y la ausencia del “conocimiento del nifio (Shulman, 1986) que

los ayude a adaptar el andlisis epistémico al contexto real del aula de clase.

El uso y adecuacion del analisis epistémico y su sincronizacion con el desarrollo cognitivo de
los nifios es una competencia que los maestros en formacion y activos deben exhibir, y cuyo
desarrollo puede iniciarse en los cursos de formacion de maestros, pero que requiere de la
necesaria contrastacién con las comprensiones matematicas y las dificultades manifestadas por

los nifos.

En el caso de los grupos G1 y G4 las dificultades identificadas por los maestros, si bien
obtenidas a partir del analisis epistémico, aun deben ser aceptadas por los maestros como un
instrumento valioso de analisis y reflexidn. Se considera que en tanto que los futuros maestros
no tienen la oportunidad de someter a prueba ni su planeacién ni la pertinencia de las
dificultades identificadas, no logran reconocer el eventual valor que tanto el andlisis como la
prevision de posibles dificultades o conflictos de significado, tiene en los procesos de

ensefianza.

6.5.4.2.3 Grupos que no Usaron la GROS

Los grupos que no usaron la GROS fueron G2, G3, G5, G6 y G7. Se mostraran dos tareas de los

grupos G5 y G6.

A continuacién se hara la cumplimentacion de la solucidn, identificacion de conocimientos y de
dificultades asociadas a una actividad propuesta por G5. La tarea y su solucién propuesta por

los maestros se exhiben en la Figura 6.23.

Al parecer la tarea fue escrita tal como aparece en el libro texto usado por los maestros en
formacion. Dos aspectos llaman la atencion: El primero es que la tarea pone en juego varios
elementos propios del razonamiento algebraico elemental, tales como: Variable, ecuacion,
solucion de una ecuacion; el segundo es que la solucién dada no es facil de entender, en tanto
que no se ha especificado como, a partir de las condiciones dadas, se obtiene una ecuacion,
tampoco se ha asignado significado a las letkag “y” ni se indica como, a partir de los

valores asignados a estas letras, se puede dar la respuesta a la tarea planteada.
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Figura 6.23. Enunciado y Solucion a la Tarea Propuesta por G5.

Alun cuando se deduce, del planteamiento de la tarea y de su resolucién, un conocimiento
implicito de los elementos propios del razonamiento algebraico referidos, la competencia
didactica de los maestros, referida especificamente a la seleccion de tareas matematicas
pertinentes y a la definicion, enunciacion y justificacion de los conceptos, procedimientos y

propiedades en funcion su ensefianza, esta pobremente manifestada en este caso.

La identificacion de dificultades o de conflictos de significado (término este usado durante las
sesiones de discusion y durante las clases tedricas) se hace sin la ayuda de la GROS. La

propuesta de los estudiantes se muestra en la Figura 6.24.
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Figura 6.24. Conflictos de Significado Propuestos por G5.

Parece que este grupo considera que es suficiente proveer una solucién a la tarea para ensefiarlo;
los problemas didacticos convocados por la actividad no han sido reconocidos por el grupo G5,
cuyos integrantes podrian no estar del todo preparados para abordar con pertinencia su

ensefanza para nifios de sexto curso de primaria (11-13 afos).

Para Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnets (20@6)dea no es simplemente atribuir
significado algebraico a las actividades mateméticas de la escuela primaria. Los contenidos
matematicos deben ser transformados sutiimente para resaltar su caracter algebraico”, (p. 88).
La competencia de transformacién referida anteriormente no se evidencia en el trabajo realizado

por el G5.

A continuacion se hara la cumplimentacion de la solucion, identificacion de conocimientos y de

dificultades asociados a una actividad propuesta por G6.

La tarea y su solucion propuestas por G6, que se exhiben en la Figura 6.25, pide “medir” el
didmetro y “calcular” la longitud de la circunferencia. Parece que los estudiantes consideran la
tarea como de razonamiento algebraico elemental con base en el procedimiento de reemplazo de

letras por nimeros. Las dificultades propuestas por G6, se exhiben en la Figura 6.26.

Este grupo identifica “errores” que localizan en la “confusion” que los nifios podrian manifestar
en el uso de radio y diametro, lo cual a su vez, segun los estudiantes, impediria que pudieran
establecer la relacion L/dre=que valoran tipicamente como conocimiento algebraico. Si bien

los maestros logran identificar algunos elementos eventualmente conflictivos para los nifios,
tales elementos aun deben ser ubicados en relacidn con las entidades primarias que intervienen y
surgen en la soluciéon de la tarea matematica. La fijacion de los maestros en aspectos parciales

del conocimiento matematico podria ser un obstaculo para que puedan reconocer y gestionar las
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dificultades que los nifios manifiesten en aspectos diversos a los sefalados por los maestros en

su disefo.

Figura 6.25. Enunciado y solucion a la Tarea sobre Diametro y Longitud Propuesto por
G6.

Figura 6.26. Dificultades Identificadas para la Tarea de Didmetro y Longitud Propuesto por G6.
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Se aprecia en las cuatro tareas exhibidas anteriormente en las secciones 6.5.4.2.2 -Grupos que
Usaron la GROS- (Gl y G4) y 6.5.4.2.3 -Grupos que no Usaron la GROS- (G5 y G6) cierta
diferencia tanto en el nivel de analisis realizado como en la identificacion de dificultades. En las
dos tareas iniciales, planteadas por los grupos G1 y G4, se aprecia el sefialamiento de conflictos
de significado que tienen su origen en las entidades primarias: Elementos linglisticos,
conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos, mientras que en los dos grupos
siguientes, G5 y G6, las dificultades identificadas se ubican en dos categorias: Las

procedimentales y las conceptuales.

En la solucion ofrecida por G5 se hecha en falta una ampliacién de la discusién, en tanto que no
responde a cuestiones como: ¢Qué representan las letras “X,"2,w,G6mo se obtiene la

expresion 3x+ y+ 0+ x=13? ;Cémo se obtienen los nimeros inventariados bajo el titulo

“resultados”? -ver Figura 6.23-.

Los maestros han dado una “solucion matematica” que no tiene en cuenta al lector de la
solucién o a un interlocutor, mucho menos a un nifio que eventualmente tenga dificultades con
la interpretacion de las letras y con el papel que desempefian en la solucién de la tarea. A
continuacion se comentard sobre la cumplimentacion del apartado relacionado con la

metodologia que los maestros proponen usar durante sus clases con los nifios.

6.5.4.2.4 Metodologia que se Propone Usar con los Nifios

Se refiere el término “metodologia” a: Actividades de refuerzo y ampliaaifaptacion a la
diversidad; aspectos afectivos y de motivacion. Se indicardn por separado la respuesta que los

maestros dieron, en sus unidades didacticas, a cada una de estas condiciones.

6.5.4.2.4.1  Actividades de Refuerzo y Ampliacién

La revision de este apartado en el conjunto de unidades didacticas, muestra que los grupos no
proponen tareas diferentes de aquellas que propusieron en el apartado de “actividades”. Tal vez
ponen en practica el concepto de “variables de tarea” y de “variantes de tarea”, conceptos que

fueron discutidos por el formador.

El conjunto de propuestas de tareas de refuerzo y ampliacién se muestran en el Anexo G -Tareas
de Esfuerzo y Ampliacion Propuestas por los Maestros en Formacion-. Algunos grupos (G4,

G5, G6) no propusieron justificaciones para incluir dichas tareas.

Algunos otros si las propusieron. Uno de los grupos (G1) afirmé:
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“Con el objeto de adaptarnos a la diversidad de alumnos con la que nos podemos encontrar, a
continuacion exponemos una serie de actividades encaminadas a reforzar el aprendizaje tanto de
aquellos alumnos que presentan dificultades (actividades de refuerzo) como de aquellos que
dominan de manera Optima los contenidos tratados y queremos que sigan profundizando en el
aprendizaje del algebra”.

Otro de los grupos (G2) afirmo:

“Por las caracteristicas especiales de esta unidad didactica de razonamiento algebraico elemental
(RAE) las actividades de refuerzo se iran impartiendo simultaneamente con el resto de actividades
de otros contenidos. Haciendo un mayor hincapié en las actividades de ampliaciéon puesto que es en
este tipo donde podremos anticipar actividades y contenidos de Razonamiento Algebraico Basico
(RAB)"

Otros (G7), por el contrario, no cumplimentaron este apartado de la unidad didactica.

6.5.4.2.4.2 Instrumentos de Evaluacién

En este apartado se informara acerca de la evaluacién que los estudiantes proponen para los
alumnos. La evaluacion es uno de los apartados que los maestros deben cumplimentar. Se da
libertad para que interpreten la evaluacion. Sélo en una actividad realizada por el formador
(Anexo A -Practicas Iniciales con los Maestros en Formacion-) se afirma que los objetivos de la

practica son:

e Conocer las orientaciones generales para la evaluacién de los aprendizajes matematicos
incluidas en los curriculos oficiales.
» Conocer las orientaciones especificas para la evaluacion de la unidad tematica asignada

incluidas en los curriculos oficiales.

Los dos parrafos anteriores pueden interpretarse como una sugerencia de documentos donde es
posible encontrar significados para el concepto de “evaluacién”. Al revisar el conjunto de

propuestas de evaluacién, resaltan dos propuestas diferentes. Los grupos G1 y G3 propusieron
exadmenes finales de evaluacion de su unidad, mientras que los grupos restantes dieron criterios

genéricos de evaluacion, sin llegar a proponer un examen.

En el Anexo H -Evaluacion Propuesta por los Maestros en Formacion- se muestran las

propuestas de evaluacion elaboradas por los diversos grupos.
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6.6 La ldoneidad Didactica y su Evaluacion por parte
de los Estudiantes

En la primera seccién del siguiente apartado se hard una sintesis sobre la Idoneidad Didactica
siguiendo los lineamientos del enfoque onto-semidtico (EOS) del conocimiento matematico.
Posteriormente se indicaran las instancias en las cuales los maestros fueron expuestos a tal
concepto, por el formador y por el investigador. Finalmente se estudiara la interpretacion que
los estudiantes dieron a este concepto, esto se har4 por medio de la valoracion del uso que

dieron a estos conceptos en el seno de su unidad didactica.

6.6.1La Idoneidad Didactica

El EOS ha introducido la nocién de idoneidad didactica, que se concibe como la articulacién
coherente y eficaz de las distintas dimensiones implicadas en los procesos de estudio

matematico: Epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional, afectiva y ecoldgica.

En Godino, Contreras y Font (2006) se introducen cinco criterios a tener en cuenta para valorar
la idoneidad de los procesos de ensefianza y aprendizaje matematico, usando en su formulacion

nociones teodricas del EOS. A continuacion describimos estos criterios:

« Idoneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de los significados
institucionales implementados (o previstos), respecto de un significado de referencia.

« Idoneidad cognitiva, expresa el grado en que los significados pretendidos/implementados
estén en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como la proximidad de los
significados personales logrados a los significados pretendidos/implementados.

» Idoneidad interaccional grado en que las configuraciones y trayectorias didacticas
permiten, por una parte, identificar conflictos semidticos potenciales (que se puedan
detectar a priori), y, por otra parte, resolver los conflictos que se producen durante el
proceso de instruccion mediante la negociacion de significados.

« Idoneidad mediacionalgrado de disponibilidad y adecuacion de los recursos materiales y
temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje.

* Idoneidad afectiva, grado de implicacion (interés, motivacion) del alumnado en el proceso
de estudio.

« Idoneidad ecoldgica, grado de adaptacion del proceso de estudio al proyecto educativo del

centro, las directrices curriculares, las condiciones del entorno social, etc.
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Estas idoneidades se deben integrar considerando las interacciones entre las mismas, lo cual
requiere considerar a ldoneidad didacticacomo un criterio sistémico. El principal indicador
empirico para valorar ladoneidad didactica puede ser la adaptacion entre los significados
personales adquiridos por los estudiantes y los significados institucionales pretendidos e

implementados (Godino, Wilhelmi y Bencomo, 2005).

El formador di6 una clase magistral sobre el tema de idoneidad didactica y se di6 a los
estudiantes un material de apoyo (Anexo | -Pauta de Idoneidad-). Posteriormente, durante las
sesiones de asesoria y cuando se considerdé oportuno y hubo lugar para ello, se abordo la

discusion de la idoneidad epistémica de algunas sesiones de sus unidades didacticas.

Para valorar la interpretacion y adecuacion del concepto de idoneidad didactica se usaran dos
fuentes de informacion: Las intervenciones de los maestros durante las sesiones de asesoria y
las propias unidades didacticas escritas, que fueron entregadas al formador, en cumplimiento de
las condiciones impuestas sobre ellas. En el Anexo J -Interpretacion al Concepto de Idoneidad

Dada por tres Grupos- se muestra la interpretacion que tres de los siete grupos dieron de la

idoneidad. La Tabla 6.20 muestra los diversos tipos de idoneidades que los grupos consideraron.

Tabla 6.20. Tipos de Idoneidades Consideradas por los Grupos.

Epistémica| Cognitiva | Mediacional | Afectiva | Interaccional | Ecolégica

Gl X X X X X X
G4 X X X X X
G5 X X X X X

Los maestros afirman que han considerado en el disefio de su unidad didactica las idoneidades
indicadas en la tabla anterior. Dado que la idoneidad didactica es un concepto sistémico y
complejo, y ante la respuesta de los estudiantes, se puede colegir que los maestros en formacién
o consideran que la idoneidad es una caracteristica inmersa en la propia actividad de disefio, la
cual se cumple implicitamente o consideran que es un concepto complejo sobre el cual adn

deben reflexionar. No se dispone de datos para apoyar alguna de las dos opciones indicadas.

El grupo G5 no incluyé la Idoneidad Cognitiva, en tanto que segun afirmaron en una de las

sesiones de trabajo, no la considerarian ya que “no tenian alumnos”. Esta afirmacion podria ser
indicativo que este grupo considera que la planeacion dirigida a nifios hipotéticos no merece
incluir todos los aspectos propuestos para la unidad didactica y que la idoneidad del proceso de
estudio que planean no es relevante. Kagan (1992) considera que la formacién de maestros

carece de la necesaria confrontacion de las creencias de los maestros con la realidad de un salén
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de clase, ademas que los maestros aun deben aprender acerca de la complejidad del proceso de

ensefanza y aprendizaje.

La Figura 6.26 muestra algunos de los elementos que deben ser considerados por los maestros
en el disefio de la Unidad Didactica, y permite apreciar la complejidad del proceso de
planeacién que se solicita a los maestros en formacion. Sélo se resaltan los elementos
intervinientes en el proceso y en modo alguno las relaciones que se pueden plantear entre ellos y

gue se dan en funcién de circunstancias diversas.

6.7 Identificacion de Conflictos de Significado

A partir de la discusion de los objetos y de sus significado intervinientes y emergentes durante
la resolucion particular dada a la tarea, se pueden sefialar posibles conflictos de significado que
podrian surgir durante la interaccion didactica. Desde la perspectiva del desarrollo del
conocimiento didactico-matematico (Godino, 2009; Hill, Ball y Schilling, 2008) se considera
gue la preparacion de una actividad matematica con fines instruccionales no solamente debe
considerar la “solucidbn matematica” sino un conjunto de posibles conflictos y modos de
abordarlos. Esto se hace aun mas pertinente cuando se trabaja con maestros en formacion
quienes posiblemente carecen del conocimiento de los nifios (Shulman, 1986) y de los

conflictos que estos suelen manifestar.

6.7.1Conflictos ldentificados por G1

Los conflictos de significado identificados por G1 refieren a elementos linglisticos, conceptos y
procedimientos, y refieren a la solucién de la tarea exhibida en la Figura 6.27, la cual

corresponde a la Figura 6.4, pero se repite aqui para facilitar la lectura.

A continuacion se sefialan algunos conflictos para: Elementos Lingiisticos, conceptos y
procedimientos. Se efectlan comentarios para cada tipo de conflicto. En la Figura 6.28 se

exhiben los conflictos de significado propuestos por G1.

Nétese que estas identificaciones podrian ubicarse preferentemente en “procedimientos”, pero
han sido ubicadas por el G1 en “elementos linglisticos” en tanto que fueron originadas en las
consideraciones motivadas por estos. Desde un punto de vista didactico, no importa en que
categoria se rotule un objeto, sus significados y los eventuales conflictos; sino la identificacion

de los mismos.
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Figura 6.27. Tarea de Cambiar Letras por Numeros Propuesta por G1.

Figura 6.28. Conflictos de Significado Asociados a Elementos Linguisticos Propuestos por G1.

Se resalta la identificacion de elementos linguisticos cuya interpretacion puede modificar el
proceso de significacion y solucion de la tarea por parte de los nifios; para MacGregor y Price
(1999) 1a conciencia de las estructuras del lenguaje y la habilidad para manipular esas

estructuras puede ser una manifestacion de un proceso cognitivo mas profundo que también

subyace la comprensién de la notacion algebraica” (p. 462).
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La Figura 6.29 muestra los conflictos de significado asociados por los maestros a la entidad

conceptos.

Figura 6.29. Conflictos Asociados a Conceptos Propuestos por G1.

La solucion algebraica de la tarea propuesta por G1, conlleva al uso de conceptos (ecuaciones,
sistemas de ecuaciones) en un sentido algebraico avanzado, lo cual se considera dificil para el
nivel de primaria. Este reconocimiento debe conducir a buscar formas alternativas para la
planificacién y desarrollo de la actividad de ensefianza, por ejemplo; modificar las variables de
la tarea, hacerla resoluble por medio de una asignacién sencilla de valores. La Figura 6.30

muestra los conflictos de significado asociados por los maestros a la entidad procedimientos.

Figura 6.30. Conflictos Asociados a Procedimientos Propuestos por G1.

G1 no refiere a que los nifios podrian tener dificultades para resolver las ecuaciones con una
sola incognita. Al parecer consideran que el procedimiento de “operar en reversa’ o de
“transponer” términos serd naturalmente desarrollado por los nifios. (Filloy, Rojano y Puig,
2008).
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6.7.2 Conflictos Identificados por G5

Los conflictos que fueron identificados por G5 se presentan en la Figura 6.31.

Figura 6.31. Conflictos de Significado Propuestos por G5.

Si bien es cierto que G5 identifica eventuales conflictos que podrian ser manifestados por los
nifios durante el proceso de resolucion, también es cierto que algunos de ellos son tan dificiles
de comprender como la solucién matematica que dieron a la tarea. La identificacion de

conflictos hecha por G5 parece no dar importancia al subsiguiente proceso de explicacion y

discusion de la tarea con nifios reales.

La comparacion con el trabajo de identificacién del G1 no puede ser evitada. Se considera que
un proceso de identificacion de posibles conflictos de significado como el realizado por G1 es
mas deseable, por la especificidad de sus identificaciones, en contraste con la generalidad de las

identificaciones realizadas por G5.

6.8 Algunas Implicaciones para la Formacion de
Maestros

Parece que ambos grupos G1 y G5 manifiestan competencia para seleccionar tareas de
razonamiento algebraico elemental en libros de texto para sexto curso de primaria. Sin embargo,
G1 también manifiesta competencia para el analisis didactico; para reconocer, definir, y

enunciar los conceptos, procedimientos y propiedades en funcion de su ensefianza. Mientras que

G5 no lo hace.

El andlisis didactico efectuado por G1 le permite identificar posibles conflictos de significado

mas pertinentes y especificos, implicados en la tarea considerada. La idoneidad potencial del

Walter Fernando Castro Gordillo 212



CAPITULO 6. Evaluacion y Desarrollo de Competencias para el Disefio Instruccional

proceso de ensefianza planificado por el G1 es mejor que la correspondiente al G5, al no exhibir,
este ultimo, competencia para el analisis didactico que deberia preceder a la ensefianza de un

tema matematico.

A pesar que ambos grupos tuvieron la oportunidad de discutir la pertinencia del andlisis
didactico y epistémico (uso de la GROS) para el disefio de la unidad didactica, el G5 no lo
utilizé para identificar los conocimientos matematicos intervinientes y emergentes durante la
solucion de la tarea, ni reconocer algunos conflictos potenciales mas especificos y pertinentes.
Podria ser el caso que este grupo no considere necesario realizar el analisis epistémico en tanto
que la tarea propuesta y su analisis no serdn puestos en practica con nifios en un contexto
escolar real. También podria ser que las creencias dominantes de los futuros maestros entren en
conflicto con las exigencias del andlisis epistémico en tanto que cambiar las creencias es una

tarea dificil que demanda un esfuerzo continuado (Wubbels, Korthagen y Broekman, 1997).

La puesta en practica de la GROS ha permitido al G1 efectuar un reconocimiento mas
especifico de algunos elementos propios del razonamiento algebraico elemental; siendo la mera
solucion de la tarea insuficiente, tanto para reconocer los diversos objetos y significados puestos

en juego, como para planificar su ensefianza para los nifios.

Se debe reconocer que la puesta en practica de la GROS es un reto para los futuros maestros. La
identificacion y discriminacién de los tipos de objetos y significados resulta conflictiva, ya que
supone un cierto nivel de actividad metacognitiva a la que no estan habituados. Sin embargo, la
actividad de andlisis epistémico enmarcado en la formacion inicial de maestros promueve el
desarrollo del conocimiento mateméatico para la ensefianza (Ball, Thames y Phelps, 2008;
Godino, 2009) en tanto que se ofrece una herramienta que promueve el reconocimiento de los
diversos tipos de entidades y los significados que intervienen en la actividad de la instruccion

matematica.

En consecuencia, este tipo de actividades de reflexién y analisis podria ayudar a profundizar la
comprension de los objetos y procesos de significacion matematicos en el contexto de la
didactica, que a su vez coadyuvan al reconocimiento y promocion del razonamiento algebraico

elemental.

Se considera que la identificacion de conflictos de significado y su puesta en practica en tareas
de razonamiento algebraico elemental, mediante el uso de la GROS, ha favorecido, si bien
parcialmente, el reconocimiento del complejo entramado de objetos y significados inmersos en

la solucion de una tarea algebraica.
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CAPITULO 7
ESTUDIO DE CASOS

7.1 Introduccién

Durante la asesoria ofrecida a los estudiantes para la elaboracion de la unidad didactica se
encontraron algunos estudiantes o grupos de estudiantes que se destacaron en el conjunto de

sujetos que participaron en el estudio.

En este apartado de la tesis se mostraran y discutirdn los casos de dos grupos de estudiantes, sus
opiniones, sus creencias y sus competencias para el disefio instruccional. Se comentaran los
eventuales cambios en relacion tanto con sus competencias de analisis didactico como con sus
creencias en relacién con la inclusion del RAE en la escuela elemental, que manifestaron

durante el periodo en el que se realizo la investigacion.

Al final del capitulo en la seccién 7.4 -Conclusiones e Implicaciones para la Formacion de

Maestros en Formacion- se daran algunas conclusiones para la formacion de maestros.

7.2 Recoleccion de Datos

Para obtener comprensién del proceso experimentado por los grupos de estudiantes se efectud
un proceso de triangulacion y usamos varias fuentes de datos: Conversaciones informales, tareas

escritas y audio de las discusiones.

Para Wenger (1998) la participacion de los individuos en actividades colectivas estd modulada
por dindmicas grupales|ds miembros de una comunidad estan informalmente unidos por lo

que hacen juntos-desde participar en charlas durante la hora de la cena hasta resolver
problemas dificiles- y por lo que ellos han aprendido por medio de sus mutuas relaciones en
estas actividadégWenger, 1998; p. 2). Es asi como se dard una mirada a las competencias y
creencias de los dos grupos de sujetos por intermedio de los de sus integrantes, uno en cada

grupo, Julia y Davil ejercieron liderazgo y fueron la voz del grupo.

! Los nombres de los estudiantes han sido cambiados.
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7.3 Seleccidén de Casos

Los dos casos que se discutiran se podrian valorar como antagoénicos: El primero presenta a un
grupo de estudiantes inseguros frente a la resolucion de tareas matematicas; el segundo se
compone de un lider brillante cuyos conocimientos matematicos estan por encima de la media
del grupo poblacional de 28 estudiantes con los cuales se llevo cabo la investigacion. Sin
embargo ambos grupos mostraron un gran interés en la tarea de disefio de la unidad didactica
sobre el RAE. Los nombres de los lideres informantes se han cambiado para preservar su
anonimato. Los otros estudiantes se rotulan con la letra “E” seguida de un numero para

distinguirlos.

7.3.1Caso Uno

El caso que se ilustra en este apartado es el de un grupo formado por tres chicas y un chico,

Ccuya experiencia en la ensefianza esta limitada a clases particulares a nifios de escuela primaria.

Tres comentarios son especialmente importantes en relacion con la experiencia de los miembros
de este grupo como maestros en formacion. El primero refiere a cierto temor que la estudiante
lider, Julia, manifiesta hacia las matematicas; afirma que “se siente insegura cuando tiene que
resolver problemas de matematféasn especial cuando “no ha tenido tiempo de estudiarlos o
prepararlos con anticipaci8n este temor es secundado por sus compafieros; sin embargo
manifiesta gran afinidad hacia la profesion docente. El segundo versa sobre el interés que
expresO en el tema de razonamiento algebraico en la escuela elemental en tanto que “no es
posible ensefiar algebra en la escuela [elemental]... queria saber de qu& vBestate las
reuniones de trabajo mostraron un pensamiento critico e independiente. El tercero es que aunque
el grupo tiene cuatro estudiantes, basicamente sélo dos estudiantes asistieron a todas las
sesiones; los otros dos estudiantes participaban poco en las sesiones de trabajo a las que
asistieron y se limitaban a escuchar y a asentir. Es por esto que las transcripciones sélo informan

de las intervenciones de las dos estudiantes que asistieron a todas las sesiones de trabajo.

Se sostuvieron seis reuniones, cuya duracion oscilo entre 30 y 40 minutos, que fueron grabadas
en audio. Durante la primera sesion se discutié la aproximacion al razonamiento algebraico
elemental propuesta a partir del EOS, que fue presentada en la seccion 3.2.1.6 -La
Aproximacion al RAE desde el EOS- del tercer capitulo de esta memoria de tesis doctoral; en la
segunda sesion se trabajé sobre errores en el contexto del razonamiento algebraico elemental, en

las sesiones tercera, cuarta y quinta (AnexePAacticas Iniciales con los Maestros en

2 Notas de campo.
® Notas de campo.
* Notas de campo.
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Formaciony, se trabaj6 sobre el andlisis epistémico de tareas que los maestros en formacion
identificaron como de razonamiento algebraico en el libro texto que escogieron, y en la sexta se
efectlio una discusion previa a la presentacion de la unidad didactica. Entre la segunda y la
tercera sesion transcurrieron dos semanas; entre la tercera y la sexta transcurrieron cinco

semanas.

En el siguiente apartado informamos sobre tres momentos que sucedieron en tres sesiones, los
cuales han sido valorados como importantes en el proceso formativo que experimenté la
estudiante. La razdn que justifica la escogencia de estos tres momentos es que marcaron puntos
de inflexion en los andlisis realizados por los maestros en formacién. De la segunda sesion se
presentan un fragmento del analisis que la estudiante efectué de una tarea sobre el perimetro de
un rectangulo. De la quinta sesidn se presentan un segmento sobre el analisis que los estudiantes
efectuaron sobre una tarea escogida por ellos de un libro texto para primaria. De la sexta sesion
se presentan algunos segmentos del analisis epistémico sobre objetos y significados que los
estudiantes propusieron para una tarea. Las otras sesiones se dedicaron a discutir algunas tareas

de su unidad didactica y a la interpretacion de las condiciones de disefio de la unidad didactica.

El andlisis epistémico se efectto con la guia de reflexion de objetos y significados (GROS)
provista por el enfoque onto-semiético de la cognicién y la instruccibn matematica (Godino,
Batanero, y Font, 2007) y cuyo uso se ilustra en Godino, Rivas, Castro, y Konic (2008). Esta
herramienta fue ejemplificada en la componente tedrica del curso, se hizo una préactica en clase
y se evalué en un examen. Sobre estas dos tareas se informé en el cuarto capitulo de esta

memoria de tesis doctoral.

7.3.1.1 Las Sesiones de Trabajo

En esta seccién se informard sobre algunas de las sesiones de discusion y asesoria sostenidas

con dos grupos de maestros en formacion.

7.3.1.1.1 Segunda Sesion
A continuacion en la Figura 7.1 se muestra una de las ¥areasconsigna, propuestas a los
maestros en formacién en la segunda sesion. La tarea fue correctamente resuelta en ambos

casos.

® Tarea adaptada de Booth (1984).
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Cuestion 1: Dado el rectangulo de la figura I, cuyo lado menor mide Scms, y el lado mayor esta dividido
en dos partes, la menor mide 2 cms y la parte mayor mide e cms. Encontrar el perimetro del rectangulo

Respuestas: Las respuestas ofrecidas por los nifios son:
Primer tipo de respuesta: Se2
Segundo tipo de respuesta: el()

Tercer tipo de respuesta 10e

Cuarto tipo de respuesta; e+10

Figura 7.1. Primera Actividad con los Maestros en Formacion.

Pregunta para los maestros: Analiza y explica los eventuales errores de los nifios. En la Figura
7.2 se da la respuesta ofrecida por uno de los maestros.

Cuestion 1: Dado el rectangulo de la figura 1, cuyo lado menor mide Sems, y el lado mayor estd dividido
en dos partes, la menor mide 2 ems y la parte mayor mide e ems. Encontrar el perimetro del rectangulo

:

A AR S

9
27 Qo
oo Ot

Respuestas: Lay respuestas ofrecidas por los nifios son: “derod

L
: ~D . Ceaeion D
: . o onfc oot () o0
Primer tipo de respuesta: Se2 AR AL v
(4
Segundo tipo de respuesta: ¢10 CQ{‘@(_LJPJ
Tercer tipo de respuesta: 10e

. / £ o0
Cuarto tipo de respuesta: e+10 C QoGe. @ {Ro! Me eo 7

Transcripcion

Respuestas. Las respuestas ofrecidas por los nifios son:

Primer tipo de respuesta:5e2  (sin poner ninguna operacion organizan datos)
Segundo tipo de respuesta: el0(area)

Tercer tipo de respuesta:10e

Cuarto tipo de respuesta: e+10 (&rea o perimetro)

Figura 7.2. Respuesta de un maestro a la Tarea.
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A continuacion se presenta un segmento de la discusion sostenida con las estudiantes (aunque el
grupo tiene cuatro miembros; la participacion de dos de ellos se redujo a comentarios inaudibles

y a confirmar lo que sus dos comparieras afirmaban):

I: En la primera respuesta: b€ El nifio...que tiene en mente para dar este tipo de respuesta?
Tenemos que ir mas alla que solo decir “ésta no es la respuesta correcta”, tenemos que tratar
de identificar en qué estaba pensando el nifio.

E12: ¢ Estas [sefala las opciones de respuesta] son operaciones?, pero ¢no hizo nada mas?
E14: Pero ¢, de que nivel son, ciclo superior, medio?

I: Son de quinto grado de escuela elemental

E12: ¢ Pero saben la ecuacion?, ¢los estudiantes sabian la formula del area... del rectdngulo?

En esta primera parte los maestros en formacién tratan de identificar el nivel en que estan
ubicados los nifios y los conocimientos matematicos que tienen. Les interesa saber si conocen la
féormula del area del rectdngulo [sic]; al parecer consideran que este conocimiento seria

suficiente para dar respuesta satisfactoria a la tarea.

Los siguientes segmentos evidencian el esfuerzo de las estudiantes para explicar las respuestas

de los nifios.

E12: En la primera respuesta, han hecho el area.

E14: Sélo han organizado los datos, los niUmeros aparecen en el mismo orden que en la
figura.

I: ¢ Y en cuanto al segundo tipo de respuesta?

E12: Eso es base por altura, ¢no?, esa es el area, aqui si que lo ha hecho, ha hecho el area.
E14: En el primer caso no ha multiplicado, s6lo ha ordenado.

I: Y en la tercera respuesta, ¢ COmo se justifica esa respuedta 10e

E14: Lado por lado.

I: Si nos preguntamos ¢ qué diferencia en el tipo de error entre la segunda y la tercera?

E14: No sabemos si estd multiplicando, ¢no?

Las maestras no consideran dificultades que podrian tener su origen en los diversos
significados, objetos y procesos de significacion que se ponen en juego en la solucion de la
tarea. Por ejemplo, no cuestionan el uso de la letra fa que no mencionan ni vinculan con

alguna respuesta erronea dada por los escolares. Sin una herramienta de andlisis a su
disposicion, los estudiantes concentran su atencion en aspectos superficiales de las respuestas de
los nifios y no valoran la complejidad que la tarea tiene en términos de elementos linguisticos,

conceptos, procedimientos y convenciones de notacion.
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7.3.1.1.2 Quinta Sesién
La siguiente tarea fue escogida por las estudiantes del libro texto Ferrero et al. (1995; p. 13) y se

muestra en la Figura 7.3:

* Escribe con simbolos y signos matematicos, y comprueba sies ciertd cada igualdad:
il "Ciento noventa y siete menos la suma de cincuenta y ocho y sesenta y dos s igual a
doscientos uno”
» "Cinco mil seiscientas veintiteés es igual a veintitrés mds el producto de ochenta y
setenta’

Figura 7.3. Tarea Propuesta por un Maestro.

A continuacion se muestra un segmento del andlisis epistémico que los estudiantes realizan:

E12: Hemos tomado este que va mas con letras, que yo pensé que era algebra, porque era
pasar de la letra al nimero, ¢ sabes? porque es de transcribir y pasar y encontrar la solucion en
base a estos numeros segun como estaba escrito... Yo pienso que es interesante de
comentar...

E14: Las comas, ¢,seguro que lo podria leer un nifio?

I: ¢Como es lo de las comas?

E14: Como no hay coma...

E12: No hay una coma que separe, si este es noventa y siete coma menos la suma de... no
hay ningun elemento linglistico que de claro...

E12: Lo que hicimos nosotros es como el [nifio] puede entender... nos pusimos un poco al

nivel del nifio...

E12: Si cambia la coma cambia el ejercicio... y como no hay coma el nifio puede ponerla
donde él quiera...Las comas son como... paréntesis; hay que poner las comas como los

paréntesis...

En este segmento se encuentran dos aspectos para resaltar: El primero es la identificacion de
elementos linguisticos cuya interpretacion puede modificar el proceso de significacion y
solucion de la tarea por parte de los nifios; para MacGregor y Price (E986h¢iencia de las
estructuras del lenguaje y la habilidad para manipular esas estructuras puede ser una
manifestacion de un proceso cognitivo mas profundo que también subyace la comprension de la

notacion algebraica”, (p. 462).
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Si bien es cierto que la tarea escogida por los estudiantes es aritmética y no involucra el uso de
variables, expresiones algebraicas o ecuaciones, también lo es que los maestros han centrado su
atencién en el uso de signos de puntuacion, los han vinculado con paréntesis y con las
operaciones. Podriamos decir que los maestros han “algebrizado” una tarea aritmética (Kaput,
1988).

El segundo elemento es la sensibilidad para “ubicarse en la posicion de los nifios” reconociendo
a sus futuros alumnos como sujetos actuantes en la solucion de la tarea. Esto es lo que Conway
(2001) denomina la “reflexién prospectiva”, (p. 90) que requiere “parar y pensar’ antes de de
afrontar la ensefianza de un tema. En este momento especifico del proceso de formacion parece
evidenciarse un desplazamiento del foco de atencién de los maestros en formacion desde la
solucion de la tarea hasta consideraciones sobre las posibles significaciones que los nifios

atribuirian a las entidades lingtisticas.

7.3.1.1.3 Sexta Sesion

En esta sesion se discutieron algunos analisis epistémicos que se efectuaron con la ayuda de la
herramienta de analisis de objetos y significados. Aunque este instrumento propuesto por el
enfoque onto-semidtico se comenta en el cuarto capitulo de esta memoria de tesis doctoral, se
recuerda que se trata de una tabla a dos columnas, en el lado izquierdo se ubican las entradas
corresponden a los elementos de significado: Elementos linglisticos, conceptos, propiedades,
procedimientos y argumentos, y en lado derecho se ubican los eventuales significados
identificados por los estudiantes como aquellos que son intervinientes y emergentes durante la
practica matemética. Este instrumento favorece ampliar el foco de atencion desde las
representaciones hacia el conglomerado de entidades referidas por las mismas y los roles que

desempefian en la actividad matematica (Font, Godino y D’Amore, 2007).

En la Figura 7.4 se muestra parte del andlisis realizado por las estudiantes para la tarea discutida
en la quinta sesion. Si bien es cierto que a primera vista proponen propiedades que al parecer no
estan directamente vinculadas con la solucién de la tarea, también es cierto que se incluye un
apartado que denominan “otras propiedades por parte del alumnado”, que hace referencia a
“acciones” que el nifio debe desarrollar para resolver la tarea. Por motivos de presentacion, en la
Figura 7.4 no se ha puesto toda la informacién que el grupo propone; en tanto que tal

informacidn no es pertinente al tema en discusion.
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4.- Escribe el enunciado de dos problemas que se resuelvan con estas operaciones:
(759 +3.525) X3 =12.852 (100.000 - 78.926): 257 = 82
'. PROBLEMA 1 PROBLEMA 2 | PROBLEMA 3 PROBLEMA 4
Problemas- Resolver el area | Calcula el drea | Escribe con simbolosy Escribe el
situaciones de esos dos de estos dos signos matematicos, y enunciado de
. . . . -
. . . . ~
| Propiedades Propiedad de la | Propiedad de Propiedades de la suma: Conmutativa
division: - la division: - Asociativa
| Division exacta: | Division Conmutativa: Al unir dos
j a:b=C si bXc=a exacta: conjuntos da igual b+ a Otras
' a:b=CsibXc=a | quea+b, lasoluciénvaa | propiedades por
Divisién entera serlamisma. A+b=B+a | partedel
o Euclidea: Division entera alumnado: !
Ab=cyr o Euclidea: Asociativa: Da igual donde | Aqui se trabaja
Y se cumpleque | Atb=cyr pongamos el paréntesis, la | el lenguaje,
cXb+r=a Y se cumple solucion también sera la podemos ver su |
| quecXb+r= misma. importancia.
La formula de a El alumnado
las drea de estos (a+b)+c=a+(b+c) tiene que
poligonos son La férmula del transformarel |
en si, una area del Elemento neutro: No lenguaje '
propiedad. rombo es ensi | actia, no funciona, no simbédlico de los
una hace nada. Por el hecho de | numeros por la
propiedad. no incidir se llama neutro. | palabra,y
dotarla de
a+0=a significado.
’ . . . .
Argumentos Deductivo: Fase | Deductivo: Deductivo: Fase posterior | Inductivo: El
posterior al Fase posterior | al razonamiento inductivo, | alumno juega

Figura 7.4. Analisis Epistémico Realizado por un Grupo de Maestros.

El grupo identifica el conjunto de propiedades que desde el “conocimiento” matematico
consideran relacionadas con la tarea, pero también reconocen las “transformaciones de

significado” que los alumnos deben efectuar para resolverla.

7.3.1.2 Interpretacion de los Resultados para el Grupo Uno
En la segunda sesién las estudiantes evidencian cierta limitacion en la amplitud de sus
consideraciones sobre las soluciones de las tareas; no identifican los objetos ni el rol del

significado de los mismos que emerge durante la solucién de una tarea.

En la sexta sesion de trabajo, los analisis epistémicos de las tareas involucran elementos tales

como elementos linglisticos, propiedades y sus diversos significados en el contexto de la tarea.
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A pesar de que el uso que hacen de la herramienta de analisis epistémico es limitado, esta
facilita tanto el reconocimiento de elementos implicados en el proceso de significacién y de

solucion de las tareas como la creacion de conciencia en los maestros acerca del complejo
entramado de significados que se pone en juego durante la solucién de tareas aritméticas. Se
considera que la herramienta ha favorecido que los estudiantes concedan caracter algebraico a

tareas que involucran, en apariencia, solo a la aritmética.

7.3.2Caso Dos

El segundo caso es el de grupo de David, estudiante de 20 afos, quien tiene muy poca

experiencia en la ensefianza, aun en clases particulares.

David ha se destacado en sus estudios y podria ser catalogado como estudiante brillante. Siente
gusto por las matematicas y por resolver tareas. Participd en la experiencia porque fue invitado

por el formador y porque el tema de la ensefianza del algebra en la escuela primaria le parecio
un tema interesante y un poco extrafio. Durante las reuniones de trabajo mostré un pensamiento

critico e independiente.

Se sostuvieron siete reuniones, de entre 30 y 40 minutos de duracion, aproximadamente, que
fueron grabadas en audio. Una octava sesion se realizé después de la presentacién de la unidad
didactica y en ella se entrevisté al estudiante sobre algunas de sus afirmaciones durante las
sesiones anteriores. Durante la tercera sesidén se discutido la aproximaciéon al razonamiento
algebraico elemental propuesta a partir del EOS (AnexePracticas Iniciales con los
Maestros en Formacion-No se informa sobre la segunda sesién -dedicada a la discusién
sobre errores en el contexto del razonamiento algebraico elemental- en tanto que las
identificaciones de errores no se diferencian mucho de las identificaciones hechas por el grupo
de Julia. Sin embargo se informa sobre las otras sesiones de trabajo ya que se puede evidenciar
tanto cierta apropiacion en el uso de la GROS como perseverancia en la identificacion y

propuesta de tareas que los estudiantes consideran como de razonamiento algebraico elemental.

7.3.2.1 Las Sesiones de Trabajo

En la tercera sesion se discutio sobre la solucion de una tarea propuesta por los estudiantes y se
sugirio el uso de la guia GROS para analizar objetos y significados que surgen en la solucién de

la misma.

En las sesiones cuarta y quinta se discutieron tareas que los estudiantes propusieron y se
comentaron los analisis epistémicos de ambas tareas. Durante la sexta sesién se discutié sobre la

seccion de evaluacién de la unidad didactica y sobre el concepto de Idoneidad Didactica.
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Entre la segunda y la tercera transcurrié una semana, entre la tercera y la cuarta, transcurrieron
dos semanas. Entre la cuarta y la quinta transcurrieron tres semanas. Entre la quinta y la sexta,
dos semanas. Se considera una séptima sesion, que corresponde a la presentacion, ante la clase,

de la unidad didactica.

7.3.2.1.1 Tercera Sesion
Los estudiantes proponen discutir una tarea, que se muestra en la Figura 7.5, con su

correspondiente solucion.

Figura 7.5. Enunciado y Solucion de la Tarea sobre Relacién Numérica.

David propone “representar con un dibujo” (un cuadrado) al numero de nifios. Luego, “como
hay tres niflas mas que nifios entonces el nUmero de nifias es el circulo més tres y esto da el total

de 27 amigos”.

El investigador cuestiona la propuesta de solucion:

I: Pero parece un recurso discutible, pues si es valido usar un cuadrado, uno podria usar una

letra.
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D: El namero de nifios es un cuadrado, usamos circulos y cuadrados... asi lo resolvemos sin
usar letras.

I: Pero el nifio tiene que interpretar el cuadrado como numero de nifios, valor que no
conocemos. ¢ No crees que sea lo mismo que usar una letra, di@amos x

D: hmmm, creo que si, pero es un recurso diferente, no usamos letras, sino objetos, conocidos

para los estudiantes, las letras los podrian confundir...

En el segmento anterior el estudiante considera que el uso de “objetos conocidos” en lugar de
letras para denotar incégnitas podria evitar dificultades a los nifios. El estudiante reconoce que
el uso de letras es una dificultad para los nifios, sin embargo parece desconocer que no es solo el
recurso usado (letras o dibujos) sino los significados conferidos a tales recursos lo que genera

dificultades a los nifios.

La estructura aritmética de las relaciones entre nimero de nifios y nimero de nifias y la eventual
generalizacion de esa relacion podrian ser aspectos que los maestros en formacion escogieran
para discutir con los nifios en primera instancia. La estrategia de solucién planteada por el
estudiante desconoce estos aspectos y se centra en una solucién que basicamente hace uso de la
representacion simbdlica de la “incégnita” y de procedimientos algebraicos de despeje de
incognitas. Este énfasis podria tener su origen en las concepciones, adquiridas por los
estudiantes en sus estudios previos, que son una fuente de inspiracion cuando estan basadas en
experiencias de vida (Kagan, 1992; Stofflett y Stoddart, 1994).

Al finalizar la tercera sesion se pidio a los estudiantes que escogieran otra tarea de razonamiento
algebraico elemental para ser discutida en el transcurso de la siguiente sesion de trabajo,
sostenida dos semanas mas tarde. Se les sugirié resolver la tarea e identificar los
conocimientos matematicos tales como elementos linglisticos, conceptos, propiedades,

procedimientos y argumentos requeridos para resolverlo.

7.3.2.1.2 Cuarta Sesion
El enunciado de la tarea que los estudiantes propusieron para discutir en esta sesién con su

correspondiente solucion, se muestra en la Figura 7.6.
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Figura 7.6. Enunciado y Solucion de la Tarea sobre el Valor de cada Dibujo.

Los estudiantes son interrogados sobre la solucién de la tarea, y especificamente sobre el valor

del signo “almohadilla” - # - David afirma:

D: Porque si... si tu desarrollas la tabla de multiplicar del tres te das cuenta, porque este tres
puede ser en principio de trece, de veintitrés, de treinta y tres, pero el Unico numero que al
multiplicarlo por tres, la Ultima cifra es un tres es uno. Porque dos por tres seis, por tres

nueve, asi que este ni puede ser trece ni treinta y tres... [Inaudible].

El estudiante argumenta numéricamente para justificar la asignacion del valor a la incégnita
discutida. Al parecer acepta que los argumentos basados en las propiedades aritméticas son
validos para efectuar la justificacion. Tal aceptacion representa tanto un cambio frente al uso de
argumentos procedimentales de caracter algebraico para resolver la tarea discutida en la sesion
anterior como un avance en el uso de las propiedades del sistema numérico para apoyar lo

algebraico.

Para Fujii (2003) una via hacia el razonamiento algebraico elementatreducir el algebra
mediante el uso y generalizacion de expresiones numér{pas9); la autora agrega!‘'uso de
expresiones numeéricas generalizables puede proveer un puente importante entre el pensamiento
aritmético y el algebraico, que los nifios deben cruzar permanentemente durante sus afios de

escuela primaria y secundaria”, (p. 59).
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La solucion dada por los estudiantes mediante el uso de ecuaciones, que se ilustra en la Figura
7.6, muestra la estrategia que han usado. La semejanza entre los dos tipos de tareas propuestas
por los estudiantes: El que corresponde a la tercera sesion, sobre la relacion entre nimero de
nifos y nifias, y el que corresponde a esta sesion, podria sugerir la dependencia de un modelo de

“algebra elemental” asociado al 4lgebra de la escuela secundaria.

En relacion con la identificacion de conocimientos matematicos (elementos linglisticos,
conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos), la respuesta del grupo de estudiantes se

exhibe en la Figura 7.7.

Transcripcion:

Contenidos Matemaéticos

e Algoritmo de la suma

» Algoritmo de la multiplicacion

» Sistema posicional

e Algoritmo de la resta

» Uso de representaciones (inicio de representacion algebraica)

Figura 7.7. Conocimientos Matematicos Considerados para Resolver la Tarea sobre el Valor de

cada Dibujo.

Tres aspectos resaltan en el listado de contenidos mateméaticos exhibidos en la Figura 7.7: La
identificacion mayoritaria de procedimientos, las representaciones algebraicas y la ausencia de

significados asociados a los conocimientos identificados.

Los estudiantes contintan identificando “conocimientos matematicos” con un listado de
procedimientos 0 conceptos matematicos, a pesar que tanto en las clases tedricas y practicas el
formador insisti6 en asociar conocimientos matematicos con objetos mateméaticos y
significados, segun son definidos por el marco teérico EOS. Se evidencia cierto apego a su

concepcion sobre que son “conocimientos matematicos”.
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Para la siguiente sesién de trabajo los estudiantes proponen la agenda de trabajo. Se les pidid
gue usaran la GROS para analizar objetos y significados matematicos emergentes en el proceso
de solucién de las tareas, esto para cumplimentar la exigencia de incluir este tipo de andlisis en

la unidad didactica final.

7.3.2.1.3 Quinta Sesién

Para esta sesion, los estudiantes propusieron dos temas: El primero sobre la seccién
correspondiente a la evaluacién que debia ser incluida en la unidad did4ctica, y el segundo sobre
la discusion de una tarea que querian incluir en tal seccion, para evaluar a los nifios. En lo que
sigue se mostrara la solucion dada por los maestros a la tarea, posteriormente se discutira el
analisis epistémico propuesto por los futuros maestros, mediante el uso de la GROS e incluida

en su unidad didactica final.

Adicionalmente se mostrar4 evidencia de la identificacion de conflictos de significado,

asociados a la tarea en discusién. Inicialmente mostraremos algunas dificultades que los
estudiantes asociaron a la tarea, y posteriormente mostraremos la version final de tales
conflictos de significado, tal como aparecen en su unidad didactica. Posteriormente se
comentara sobre tal identificacion de conflictos en el contexto de la formacion de maestros en el

marco del andlisis didactico y tareas de razonamiento algebraico elemental.

El enunciado de la tarea con su correspondiente solucién, que los estudiantes propusieron para
discutir en esta sesion, se muestra en la Figura 7.8. Durante esta sesién de trabajo sélo se

discutio la solucion a la tarea de la suma.

Cuando se interrogd a los estudiantes acerca de la posibilidad de usar el método de solucion
para proponer variaciones de la tarea, ellos respoiiam, es valido, el método es el mismo.
Sdlo cambia el ejercicioSin embargo David anothmmm...habria que resolverlo, a lo mejor

hay casos en donde no funciona, pero uno se entera cuando lo hace

La solucién dada por los maestros ciertamente resuelve la tarea; consideran que durante el
proceso de solucion de este tipo de tareas se pueden enterar si hay casos que no admiten el

procedimiento de solucién usado.

Algunos aspectos de la solucién llaman la atencién. El primero es la recurrencia del uso de
elementos caracteristicos del algebra de la secundaria en la solucion; permanece el caracter
algebraico de la estrategia de solucion de las tres tareas correspondientes a las sesiones tercera,
cuarta y quinta. El segundo es la apropiacion de la herramienta GROS para el andlisis
epistémico de las tareas matematicas. Vale notar el incremento entre sesion y sesion del nimero

de objetos y significados identificados por los estudiantes.
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Figura 7.8. Enunciado y Solucién de la Tarea “Calcula el Valor de cada Dibujo”.

7.3.2.2 Anadlisis Epistémicos de una Tarea

En la Tabla 7.1, se muestran los objetos linguisticos nombrados como “representaciones” por el

grupo de maestros, que corresponden a esta tarea.

Tabla 7.1. Objetos Linguisticos para la Tarea de Calcular el Valor de cada Dibuijo.

Tipos de objetos | Significados(relacion de referencia o de uso)
REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones
gréficas, ...)

Calcula y averigua el valor deCada uno de los dibujos empleados para designar las
cada dibujo. cifras cuyo valor desconocemos, son incognitas |que
deberemos hallar tratando de resolver la suma y la[resta
que nos propone el enunciado.
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Los estudiantes reconocen un unico objeto linglistico “calcula y averigua el valor de cada
dibujo”. A cada dibujo asignan el significado de “incognita” cuyo valor debe ser hallado
mediante el uso de la “suma y la resta”, es decir a partir de la identificacion de estos dos
conceptos, de los procedimientos asociados y de las propiedades pertinentes. Posteriormente, en
la seccion 7.3.2.3 -ldentificacion de Posibles Conflictos de Significado- de este capitulo, se
discute sobre los conflictos que los maestros en formacion asignan a la consigna “calcula y

averigua el valor de cada dibujo”.

La Tabla 7.2 muestra los conceptos, que corresponden a esta tarea, identificados por los

maestros en formacion.

Tabla 7.2. Objetos Conceptuales para la Tarea de Calcular el Valor de cada Dibujo.

Tipos de objetos \ Significados(relacién de referencia o de uso)
CONCEPTOS (Entidades mateméticas para las cuales se puede formular una definicion)

Introduccibn a la notaciépLos valores numéricos con los que debemos completar
algebraica mediante el uso d& sumay la resta vienen designados por incognitas, que
incognitas. son dibujos en este caso.
Suma Operacion que nos permite encontrar el total, o suma, a
partir de la uniébn de dos o mas numeros a los|que
llamamos sumandos.

Resta —— | Operacion utilizada para encontrar la diferencia, o
proceso de quitar un nimero de otro para encontrar la
cantidad restante.

Multiplicacion | La multiplicacidbn es una operacion aritméticke
composicién que consiste en sumar reiteradamente la
primera cantidad tantas veces como indica la seguyinda.
Asi,4x3=4+4+4.

Division | Proceso que nos permite calcular cuantas veces se
encuentra contenida una cantidad en otra.

Ecuaciones de primer grado cpBExpresion matematica que establece una relacioh de
una incognita igualdad entre dos términos, cada uno de los exponentes
que acompafian a las cifras que componen cada uno de
los dos términos son 0 o 1.

e

El concepto de incdgnita, inmerso en la solucion de la tarea, es mencionado, y reconocido como
un “dibujo” que representa “valores numéricos”. Los otros conceptos identificados,

corresponden a operaciones matematicas.

En relacién con la identificacion de conflictos potenciales, el grupo no refiere que los nifios

podrian tener dificultades para resolver las ecuaciones con una sola incognita. Al parecer
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consideran que el procedimiento de “operar en reversa” o de “transponer” términos (Filloy,
Rojano y Puig, 2008) sera espontaneamente desarrollado por los nifios. Los maestros no

consideran posibles conflictos derivados de una solucion aritmética.

La Tabla 7.3 muestra los procedimientos identificados por los maestros en formacion, que

corresponden a esta tarea.

Tabla 7.3. Elementos Procedimentales para la Tarea de Calcular el Valor de cada Dibujo.

Tipos de objetos \ Significados(relacién de referencia o de uso)
PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaciones, algoritmos)

Traduccion de lenguaje ordinaridAl leer en el enunciado: “Calcula y averigua el valorn de
a lenguaje algebraico. cada simbolo...”, el alumno lo traduce al lenguaje
algebraico, buscando ecuaciones en las que pueda
relacionar datos desconocidos (el valor da cada uno de
los simbolos) con datos conocidos.

Algoritmo de sumar — | Nos permite establecer las relaciones entre | los
sumandos y el total, y calcular el valor & e

Algoritmo de restar Nos permite calcular el valor (%, &y * .

Algoritmo de multiplicar » | Nos permite establecer la relacion ei+rey su valor.

Algoritmo de dividir Permite calcular el valor ¢+ .

Resolucion de ecuaciones (dtilizadas para establecer las relaciones entre| los

primer grado » | Simbolos, asi como para calcular su valores numerigos.
Técnica de ensayo - error En la resta permite calcular el valor de los simbolos| que

actuan como incognitas, para cada uno de ellos tenemos
6 posibles valores, que descartamos o no en funcion de
si se ajustan a la condicion extraida del problema.

Asignaciéon de un valor numéri¢aAl calcular el valor de cada simbolo se sustituye en la
a una incognita que efaoperacion de suma o resta el simbolo por el valor
desconocida en un principio. hallado.

Los procedimientos identificados se corresponden con los usados por el grupo en la solucién
mateméatica de la tarea, y los significados conferidos se adecuan a la resolucion mostrada en la
Figura 7.8. Notese que los significados para “algoritmo de sumar” se expresan en términos de lo
gue el procedimiento “permite” hacer. Mientras que el procedimiento de “resolucién” se indica
en términos de “propédsito”. El significado conferido a “asignacion de un valor numérico...” se
da en términos de sustitucion de letras por nimeros. Llama la atencion el uso de la “técnica de

ensayo y error” pero orientada por la “condicion extraida del problema”. Los estudiantes
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consideran valida esta técnica pero toman distancia de considerarla un proceso de ensayo sin
sentido ni orientacion. Se ensayan valores pero con una regla que oriente la escogencia de los

valores considerados.

La Tabla 7.4 muestra las propiedades identificadas por los maestros, que corresponden a esta

tarea.

Tabla 7.4. Propiedades para la Tarea de Calcular el Valor de cada Dibujo.

Tipos de objetos \ Significados(relacién de referencia o de uso)
PROPIEDADES(Enunciados para las cuales se requiere una justificacion o prueba)

P1: Cada una de las incognita8 cada una de las letras del cuadro le corresponde un
tiene un Unico valor numérico. | Unico valor numérico, que debe estar comprendido éntre
Oyo9.

P2: Solo podemos calcular |ePor trabajar con ecuaciones de primer grado con una sola
valor de aquellas incégnitas coimcégnita, para tratar de hallar el valor numérico de de los

las que podemos crear ecuacionsimbolos que componen la suma y la resta, debémos
de primer grado con una sgl@stablecer relaciones en forma de ecuaciones, en las que
incognita. solo sea uno el dato desconocido.

Resalta el reconocimiento que los maestros en formacion hacen de la unicidad de las soluciones
a las ecuaciones planteadas, asi como de la propiedad que establece que sélo se puede encontrar

los valores numéricos de las incégnitas de las cuales se tenga suficiente informacion.

La Tabla 7.5 exhibe el argumento propuesto por el grupo. Se aprecia que el significado
conferido al argumento “Cada una de las incognitas tiene un Gnico valor numeérico” es extenso y

podria ser asociado a una “explicacién en detalle”.

Tabla 7.5. Argumentos para la Tarea de Calcular el Valor de cada Dibujo.

Tipos de objetos | Significados(relacion de referencia o de uso)
ARGUMENTOS (Justificaciones, demostraciones, o pruebas de las proposiciones usadas)

P1l: Cada una de las incognitaBs debido a que las operaciones que nos llevan a hallar

tiene un Unico valor numérico. | el valor de cada una de ellas tan solo tienen un resultado
posible, ademas este resultado es un niamero natural, por
tratarse de operaciones cerradas dentro del conjurito de
los naturales (como es el caso de la suma y la [resta
cuando el sustraendo es menor que el minuendo) .
Ademas tan solo hay un valor que al sustituir al simbolo
gue actia como incégnita, hace que se cumpla la
operacion de suma y resta, que nos propone el
enunciado, de manera correcta.
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A primera vista resalta el mayor nimero de objetos matematicos y significados identificados y
discutidos en los andlisis exhibidos desde la Tabla 7.1 hasta la Tabla 7.5 comparados con los
objetos y significados exhibidos en la Figura 7.7. Se podria conjeturar cierto desarrollo en las

competencias de andlisis didactico correspondiente a este grupo de maestros.

La identificacion de objetos y significados matematicos asociados, en el marco de la solucion de
una tarea, es un paso importante en el proceso de planeacion de una clase. Krainer (2003)
considera quelé confrontacién de los individuos con tareas mateméaticas desafiantes deberia
ser considerada como una componente esencial de la ensefianza”, (p. 93); se podria agregar que
la confrontacibn de los maestros con actividades exigentes de planeacién deberia ser,

igualmente, una componente esencial del proceso de formacién de maestros.

Si bien los maestros de nuestro estudio sélo realizaron la planeacion, se considera importante
proveerlos con experiencias en las que se pongan en practica algunas competencias que deberan

desarrollar en su @mbito profesional.

Se considera que una manera de adelantarse a los cuestionamientos matematicos de los nifios es
efectuar una planeacion que considere la diversidad de objetos y significados presentes y
emergentes durante la solucién de una tarea matematica. Para Carraher y Schliemann (2007) los
maestros de primaria deben tener la capacidad de reconocer y estimular el razonamiento

algebraico manifestado espontaneamente por sus alumnos.

No se valora aqui la identificacion de objetos y significados realizada por los maestros, sin
embargo se puede decir que los estudiantes han hecho una buena identificacion de objetos y
significados, cuya pertinencia se podria valorar una vez que la tarea fuese discutida con los

nifios.

7.3.2.3 ldentificacion de Posibles Conflictos de Significado

A partir de la identificacion de los objetos y de sus significados intervinientes y emergentes
durante la resolucién particular dada a la tarea, se pueden sefialar posibles conflictos de
significado que podrian surgir durante la interaccibn entre maestro y alumnos. Desde la
perspectiva del desarrollo del conocimiento didactico-matematico se considera que la
preparacion de una actividad matematica con fines instruccionales no solamente debe considerar
la “solucibn mateméatica” sino la identificacién de posibles conflictos y modos de abordarlos.
Esto es aun mds pertinente cuando se trabaja con maestros en formacion inicial, quienes
posiblemente carecen del conocimiento de los nifios y de los conflictos mateméticos que estos

suelen manifestar.
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Durante la discusién de la tarea “calcular y averiguar el valor de cada dibujo”, los estudiantes

identificaron algunas “dificultades” con las cuales los nifios se encontrarian

La primera propuesta de conflictos de significado que los estudiantes elaboraron se muestra en

la Figura 7.9.
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Transcripcion:

Posibles dificultades

* Cuando vean un problema similar, el nifio pondra el mismo valor que en el problema
anterior. Diciendo si en el problema®=2, en el problema 2, * tiene que valer 2|

» Falta de redaccion, no esta bien redactado.

Figura 7.9. Primera Propuesta de Conflictos de Significado.

Durante esta sesion de trabajo, se les pidi6 a los estudiantes ampliar la identificacion de
“dificultades”, e incluirlas en la Unidad Didéactica final. Se les pidi6 ampliar la actividad de
identificacion a otras tareas por ellos trabajadas e incluidas en su Unidad Didactica final. Se
discutié sobre la importancia de identificar conflictos de significado, a partir del andlisis

epistémico, y vincularlos con sus propuestas de discusidn en clase con los supuestos nifios.

La Figura 7.10 exhibe la propuesta final de identificacién de conflictos de significado para esta

tarea, tal como fue reelaborada por los estudiantes y presentada en la unidad didactica final.

El grupo no refiere que los nifilos podrian tener dificultades para resolver las ecuaciones con una
sbla incognita. Al parecer consideran que el procedimiento de “operar en reversa” o de
“transponer” términos (Filloy, Rojano y Puig, 2008) sera naturalmente desarrollado por los
nifios. Los maestros no consideran posibles conflictos derivados de una solucién aritmética, lo
cual parece apenas natural, dado que los estudiantes resolvieron la tarea mediante un

procedimiento que combina tanto elementos algebraicos como aritméticos. Su actitud es por lo
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menos natural, en tanto que la identificacion de conflictos surge de la solucibn matematica

planteada y del andlisis epistémico realizado.

Figura 7.10. Propuesta Final de Conflictos de Significado.

El grupo realiza un analisis epistémico mediante el uso de la “Guia para el Reconocimiento de
Objetos y Significados” (GROS) (Godino et al.,, 2008) que previamente se les habia
proporcionado en el médulo de “clases de teoria” de la asignatura. A partir de la identificacion
de los objetos y de sus significado intervinientes y emergentes durante la resolucién particular
dada a la tarea, se pueden sefalar posibles conflictos de significado que podrian surgir durante
la interaccion entre maestro y alumnos. Desde la perspectiva del desarrollo del conocimiento
didactico-matematico (Hill, Ball y Schilling, 2008) se considera que la preparacion de una
actividad matemética con fines instruccionales no solamente debe considerar la “solucion
matematica” sino la identificacion de posibles conflictos y modos de abordarlos. Esto es aun
mas pertinente cuando se trabaja con maestros en formacion inicial, quienes posiblemente
carecen del conocimiento de los nifios y de los conflictos matematicos que estos suelen

manifestar.

7.3.2.3.1 Sexta Sesion
Esta sesidn se dedicé a la discusién de aspectos relacionados con la presentacion de la unidad
didactica y sobre la evaluacion de la idoneidad didactica de la misma; sin embargo se aprovecho

para formular algunas preguntas relacionadas con el razonamiento algebraico elemental.

I: Ahora, después que ya casi tienen la unidad hecha, ¢Crees que los ejercicios que incluyan

razonamiento algebraico elemental puede ensefiarse en la escuela elemental?, ¢ Es factible?
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E: Dentro de la programacion de &algebra deberia ser el dltimo...porque siempre lo ponen para
resolver una multiplicacién, una suma, para nombrar algo... y directamente habria que haber

dado lo anterior y después el algebra.

El estudiante exhibe la creencia que primero debe ensefiarse la aritmética y después el algebra,
que ese es el orden natural de aparicién en el curriculo matematico de la escuela elemental. Es
de resaltar como la creencia del estudiante, en relacion con la inclusion del razonamiento

algebraico elemental en la escuela primaria, persiste. No parece claro que considere que el
algebra tenga cabida en la escuela elemental ain si se amplia la concepcién de algebra como

método para resolver tareas mediante el uso ecuaciones e incognitas.

Para Wubbels, Korthagen y Broekman (1993)dlquier intento de cambiar las creencias de
los estudiantes acerca de algin tema en particular en relaciéon con la ensefianza es una tarea
dificil”, (p. 19).

7.3.2.3.2 Séptima Sesioén
En esta sesidn, los maestros presentaron su unidad did4ctica al grupo de sus compafieros de
clase. Incluimos esta sesién en tanto que los estudiantes efectuaron afirmaciones que ratifican

sus creencias en relacion con el razonamiento algebraico elemental.

La presentacién de la unidad didactica se grabo en video y durante la misma el formador efectio
algunos comentarios complementarios a la presentacion y formulé algunas preguntas a la clase
en relacion con la inclusion del razonamiento algebraico elemental. El investigador no tuvo

oportunidad de formular preguntas a los estudiantes.

Durante la presentacion los maestros en formacion escogieron presentar una “secuencia de
actividades”. Para la primera sesion de clase (con los hipotéticos nifios), los maestros escogieron
trabajar con un crucigrama, en el que segun los estudiantes, los nifios “deben cambiar las letras

por numeros”

Finalmente, consideran una tarea donde “se da la vuelta a la tortilla, en donde se presenta una
informacién algebraica y como esa informacién puede representar a cualquier situacion
ordinaria...”, en la que se da una ecuacion lineal y se pide “inventar una historia que se ajuste a

las siguientes ecuaciones”.

La Figura 7.11 exhibe una captura del fotograma del video en donde los maestros en formacion

presentan esta tarea.

® Segmento tomado del video de la presentacion de la unidad didactica.
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Figura 7.11. Fotograma de la Presentacion de la Unidad Didactica.

La primera tarea (la que corresponde a la ecua@gr5=41) aparece en la unidad didactica

final; sin embargo los otros dos ejemplos, que se aprecian en la Figura 7.11, y de los cuales los
estudiantes dan una solucién, no se incluyen en la misma pero aparece en la presentacion final.

Aungue no se hara un analisis de las dos nuevas tareas propuestas, se quiere llamar la atencién
13 H ” X A H
sobre el hecho que la “correspondencia” entre la ecua%&r8(=13) y el enunciado propuesto

por los maestros en formacion dista de ser diafana o facilmente comprensible para un nifio de

escuela elemental. La segunda tarea (la que corresponde a la ec2aei@+9) sigue el

mismo patron.

Si bien es cierto que se podrian cuestionar las soluciones dadas por los estudiantes, al parecer
dirigidas a sus comparfieros de clase mas que a nifios hipotéticos de sexto grado de escuela
elemental, también es cierto que las tareas pretenden “dar vuelta a la tortilla” y proponen dar
“contenido” a expresiones algebraicas. Al parecer la intencion de los maestros es mostrar que es
posible dar “significado” o sentido real a ecuaciones que en principio no tienen un referente en
el mundo cotidiano. Se podria afirmar que la inclusién de las nuevas tareas en la presentacion

oral final, mismas que no habian sido discutidas durante la Ultima sesién de discusion previa a la
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presentacion oral, podria ser evidencia que el proceso de reflexion de los maestros en formacion

estaba aun activo al momento mismo de elaborar la presentacion de su trabajo.

Vale decir que la presentacion de la unidad did4ctica hecha por el grupo presentado como el
caso uno, no fue comentada en este trabajo, en tanto que las estudiantes, aduciendo ansiedad, no
permitieron la grabacién ni en video ni en audio, tampoco permitieron la presencia del
investigador. Las estudiantes no atendieron la invitacion del investigador para sostener una

reunidn posterior.

7.3.2.4 Interpretacion de los Resultados para el Grupo Dos

El andlisis epistémico realizado por los maestros en la quinta sesion muestran cierta elaboracion
en comparacion con el andlisis realizado en la cuarta sesion; el nimero y pertinencia de objetos
y significados asociados a ellos y relacionados con la tarea discutida muestra un incremento.
Esta competencia aun debe ser articulada con la identificacion de conflictos de significado y con
la propuesta de tareas de refuerzo y ampliacion. Para esta tarea los estudiantes no identificaron
conflictos ni propusieron modificaciones del mismo. Sin embargo lo hicieron en la tarea que se
mostrd en la seccién 6.7.1 -Conflictos Identificados por G1-, del sexto capitulo. Es posible que
los estudiantes no hayan hecho la tarea de identificar conflictos y proponer tareas de refuerzo y
ampliacion por la dificultad inherente que entrafia la identificacion, adicionalmente ya
mostraron tal competencia en una tarea de su unidad didactica y no tienen tiempo para hacerlo

con todos. Sin embargo, han exhibido evidencia sobre la puesta en juego de la competencia.

También resalta que las creencias del grupo en relacién con el razonamiento algebraico
elemental parece que se mantienen a lo largo del proceso. Consideran que el razonamiento
algebraico en la escuela elemental estd relacionado con conceptos tales como: Incognitas,
variables, ecuaciones, despeje de valores desconocidos. Sin embargo, las tareas que proponen
para introducir el razonamiento algebraico elemental ponen en juego elementos matematicos
identificados por diversos investigadores como propios del RAE (relaciones entre numeros,
incognitas, problemas de palabras), e identifican objetos y significados de caracter algebraico
propuestos en la aproximacién que se discutié con ellos. Al parecer los maestros estan en el
proceso de modificar y ampliar su concepcion del &lgebra para adaptarla a la propuesta
curricular de su inclusion en la primaria. Las oportunidades de planear y cuestionar actividades
matematicas que estén orientadas a los futuros alumnos de los maestros en foafnacear

medio para que los maestros en formacion desplieguen sus inquietudes, sus teorias personales y

para que las integren en sus decisiones docé(femlou, 2007, p. 92).
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7.4 Conclusiones e Implicaciones para la Formacion de

Maestros en Formacion

La experiencia de orientacién a los futuros estudiantes ha promovido que éstos valoren de

manera diversa las tareas de razonamiento algebraico en la escuela elemental.

Para el primer caso, entre la segunda sesioén y la quinta se evidencié cambio en los analisis
epistémicos realizados, ademas que se manifestd sensibilidad frente a la complejidad de algunas
tareas mateméticas. Sin embargo, es posible que la actitud mostrada por los estudiantes no sea

estable en el tiempo y que se requiera de trabajo posterior para lograr su consolidacion.

De acuerdo con la investigacion, la falta de conocimiento del contenido algebraico no es un
obstaculo en si mismo para la introduccion del razonamiento algebraico en la escuela elemental
desde la perspectiva de los estudiantes en formacion. Sin embargo parece deseable un
conocimiento relativamente estructurado del algebra para reconocer y promover el

razonamiento algebraico manifestado por los escolares durante su actividad matemética.

Gattegno (1967) identificad actividad matematica con aquella actividad del espiritu, que, en

las situaciones que vive, permite tomar conciénuaaticularmente de las relaciones entre si”,

(p. 8). Se considera que el maestro requiere “tomar conciencia” que le faculte no sélo para
apreciar la complejidad del conocimiento matematico presente y emergente durante la actividad
matematica sino para reconocer el entramado de relaciones entre objetos y significados, ademas

de los procesos de significacién que se ponen en juego.

A pesar que el trabajo aqui reportado para el primer caso sélo se condujo con dos grupos de
maestros, los resultados son alentadores y anima a sugerir que se ofrezcan oportunidades a los
estudiantes en formacién para discutir la naturaleza algebraica de tareas matematicas en el
contexto de las matematicas de la escuela elemental. Para el segundo caso, el grupo mantiene
sus creencias en relacidén con el razonamiento algebraico elemental desde las primeras sesiones

hasta la presentacion de su unidad didactica.

Si bien el interés no estd focalizado en los cambios que la experiencia produjo en las
concepciones de los estudiantes acerca del razonamiento algebraico elemental, también es cierto
gue el segundo caso llama la atencion, ya que las actitudes de David y de su grupo fueron
contrarias a las conjeturas planteadas por el investigador referente a este grupo. Se consideré
gue, desde la concepcion del &lgebra como ecuaciones, incognitas y procedimientos se
avanzaria hacia una concepcion del algebra escolar, que considerara su inclusion en el curriculo

matematico de la escuela primaria, pero desde una vision ampliada de la misma.

" El subrayado es nuestro.
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Se consideran varias razones que podrian estar en la base de la casi inmutabilidad de las
creencias manifestadas por el segundo grupo de estudiantes sobre el razonamiento algebraico

elemental.

La primera es el eventual efecto que sobre las creencias del estudiante puede tener la escasa
atencion que la propia institucion escolar, representada en la propuesta curricular qué el MEC
(2006) y la Junta de Andalucia (2007), concede al razonamiento algebraico elemental en la

educacion primaria.

La relacién de dependencia que los maestros establecen con los materiales curriculares y con los
libros de texto ha sido indagada por Nathan y Koedinger (2000), quienes manifiestan:; “

razonable conjeturar que el uso de los textos en la estructuracidon de las lecciones diarias, en la
asignacion de tareas, y en la secuencia anual del curriculum conduce a los maestros a

internalizar las imagenes que implicitamente expreqan 228).

Las referencias al razonamiento algebraico son nulas en el documento del MEC (2006) y
exiguas, en el documento de la Junta de Andalucia, que tan solo afiindesarrolio del
sentido numérico y de la simbolizacion algebraica, el estudio de las formas y sus

propiedades,.”, (p. 2), afirmacion que luego no se amplia.

La segunda razon se relaciona con la confianza que el maestro lider del segundo grupo tiene en
sus competencias matematicas, y que el grupo podria asociar con competencias didacticas. Tal
vez los maestros consideren que obtener una solucion matemética correcta a una tarea equivale
a tener una solucién didacticamente adecuada a un nifio 0 a un grupo de nifios; de tal suerte que
el grupo de maestros no se esfuerza en buscar otros métodos de solucién que hagan un uso
extenso de propiedades, conceptos, estructuras y argumentos de caracter numérico en lugar de

preferenciar los métodos procedimentales propios del &lgebra de la secundaria.

La tercera razon es la escasa experiencia docente de este grupo de estudiantes y por tanto, el
exiguo conocimiento que podrian tener acerca de los nifios y las dificultades que manifiestan
cuando aprenden matematicas. Shulman (1987, p. 6) identific6 una taxonomia de siete tipos de
conocimiento del maestro, entre los cuales se destacan “el conocimiento de los aprendices y sus
caracteristicas” que es el conocimiento que el maestro debe tener de los nifios, de sus
dificultades y de sus inquietudes de tal suerte que le permita crear condiciones para que los

nifios experimenten las matematicas adecuadas al nivel escolar en el cual se encuentran.

Los grupos de maestros en formacion, cuyo trabajo fue motivo de este capitulo, muestran
semejanzas y diferencias en sus actitudes. Ambos grupos exhiben cierta limitacion en su

concepcion acerca de la inclusién del razonamiento algebraico elemental, influenciada, tal vez,

8 Ministerio de Educacién y Ciencia de Espafia.
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por sus experiencias escolares con el algebra de la escuela secundaria y por los materiales

curriculares por ellos consultados (Decretos oficiales y textos escolares).

En el caso del primer grupo, se podria afirmar que su actitud abierta y su interés por aprender
favorecié el reconocimiento de algunos objetos y significados que si bien no son exclusivos del
razonamiento algebraico elemental si se reconocen como importantes en el proceso de
resolucion de tareas matematicas. Se conjetura que el reconocimiento efectuado también estuvo
motivado por el instrumento provisto (la guia GROS) y no tanto por la aproximaciéon del

razonamiento algebraico elemental que le fue dado y discutido con el grupo.

Se puede colegir que si bien el grupo no asumié completamente la aproximacion al
razonamiento algebraico, dada al inicio de la experiencia, a la que se hizo referencia repetidas
veces durante las sesiones de trabajo, si amplié su concepcion sobre el razonamiento algebraico

elemental que al parecer estaba limitada a incégnitas y a la solucién de ecuaciones.

En el segundo grupo se evidencié la perseverancia de sus concepciones relacionadas con el
razonamiento algebraico elemental, manifestadas desde el inicio de la experiencia y expresadas
por la escogencia y solucion de tareas que se pueden reconocer como propias del algebra de la
secundaria. Adicionalmente, David (el lider del grupo) considera que el algebra debe incluirse al
final de un proceso de formacién en donde el conocimiento aritmético precede al conocimiento
algebraico. Sin embargo la identificacion de objetos, significados y conflictos hecha por este

grupo es mucho mas rica que la realizada por el primero.

Los dos casos exhibidos sugieren que estos maestros en formacién no estan del todo preparados
para asumir la inclusion curricular del algebra en la escuela elemental. Parece que tienen
conocimientos algebraicos que los facultan para resolver tareas que incluyen incognitas y
resolucion de ecuaciones, sin embargo parece que su conocimiento matematico para la
ensefianza no esta a la par con sus conocimientos matematicos. Adicionalmente la apropiacion
de la guia de andlisis de objetos y significados es débil y se requiere de un trabajo més intenso
para que faculte a los maestros en formacion para la planeacién de tareas matematicas, para la
identificacion de conflictos de significado, y para el reconocimiento y promocion del

razonamiento algebraico elemental manifestado por los nifios.

Se considera que haria falta que en un curso de formacion de maestros se hiciera énfasis en la
inclusion del razonamiento algebraico elemental y en donde la guia de analisis de objetos y
significados-GROS-tuviera mas peso en actividades de discusion y planeacion de tareas
matematicas enmarcadas en el RAE. Un maestro deberia ser consciente del conocimiento
matematico que el nifio debe poner en juego para resolver una tarea, ademas de reconocer los

diversos objetos y significados que el nifio propone en acto cuando discute las tareas

241 Walter Fernando Castro Gordillo



CAPITULO 7. Estudios de Casos

matematicas. La organizacion y orientacion del proceso de aprendizaje requiere no sélo del
conocimiento del contenido matematico, sino del conocimiento especializado del contenido asi
como del conocimiento del nifio, ademas de una actitud abierta hacia el aprendizaje y hacia la

construccion social del conocimiento.

Se considera que las tareas algebraicas en el contexto curricular de la escuela elemental deberian
ser disefiadas teniendo en cuenta el conocimiento aritmético, predominante en la primaria, pero
resaltando el caracter algebraico que puedan tener. Adicionalmente, parece conveniente que los
maestros acepten que se puede hablar de un tema, plantear discusiones matematicas e intentar
resolver tareas de tematicas cuyos conceptos y procedimientos no hayan sido explicitamente

presentados a los nifios.

Adicionalmente seria interesante explorar si la modificacion de las condiciones sobre el trabajo
de disefio de la guia, por ejemplo, sobre la entrega periddica de avances de la unidad didactica
tiene algun efecto en la ampliacion en la calidad de las reflexiones de los maestros en

formacion.
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CAPITULO 8
CONCLUSIONES E IMPLICACIONES

8.1 Introduccidén

En este capitulo se responderan las preguntas de investigacion, se indicara en qué medida se han
logrado los objetivos de la investigacion, se reflexionara sobre el trabajo que ha ocupado al
autor durante los Ultimos cuatro afios. Igualmente se sefialaran algunas limitaciones del trabajo y

nuevas lineas de indagacién abiertas.

En la seccion 8.2 -Preguntas de Investigacion- se responderd a las preguntas de investigacion y

se referira a la validez y confiabilidad de los hallazgos.

En la seccién 8.3 -Logro de los Objetivos de Investigacion- se reflexionara sobre la confluencia
particular de las competencias de analisis didactico, el razonamiento algebraico elemental,
analisis didactico.

En la seccion 8.4 -Implicaciones para el Analisis Didactico- se discutiran las limitaciones de la

investigacion y algunas dificultades que se encontraron durante el proceso de investigacion.

8.2 Preguntas de Investigacion

En este trabajo de investigacién se abordo el estudio de las competencias de andlisis didactico
de un grupo de maestros en formacién, cuando realizan el disefio de una unidad didactica sobre
el tema de razonamiento algebraico en la escuela elemental, especificamente, para el sexto

grado de escuela elemental (11-13 afios).

Abordar las competencias de andlisis didactico plantea una tarea dificil, que se torna compleja
cuando se trabaja con maestros en formacion, y se agrega aun mas complejidad cuando se
incluye el razonamiento algebraico elemental. Asi una respuesta al problema debe considerarse

en términos de respuestas dadas a las diversas componentes en las que el problema se divide.

Se abordardn ahora respuestas a las preguntas de investigacién que se originan a partir del
problema y de su implantacion. Las preguntas de investigacion fueron enumeradas en la seccién

1.6 -Preguntas de Investigacidn- del primer capitulo.
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8.2.1Respuestas a las Preguntas para el Analisis Didactico

Se recuerda que las preguntas para el andlisis didactico se dividieron en dos grupos, las
correspondientes a nuestro enfoque de andlisis didactico y las correspondientes a la Guia para el

disefo de la unidad didactica.

8.2.1.1 Respuestas a las Preguntas Correspondientes a la
Aproximacion del Andlisis Didactico

Las preguntas para el Analisis Didactico se dividen en dos grupos: Aquellas para nuestra
aproximacion al Analisis Did4ctico y las relacionadas con su uso por parte de los estudiantes. Se
responderan inicialmente las preguntas que se formularon para nuestra aproximacién al Analisis

Didéctico en el orden en que fueron enunciadas.

8.2.1.1.1 Primera Pregunta: ¢ Qué Interpretacién dan los Estudiantes a cada
uno de los Niveles del Analisis Didactico?

Se recuerda que el Andlisis Didactico considera cuatro niveles: Identificacion de practicas,
identificacion de objetos y significados, descripcion de interacciones y valoracion de la
idoneidad. Los maestros cumplimentaron el primer nolexhtificacion de practicasin mostrar
dificultad aparente. La diversidad de ejercicios escogidos da evidencia de la solvencia en la

identificacion de practicas matematicas.

En relacion con el segundo nivekentificacion de objetos y significados mateméatiatgginos

grupos (cinco)no consignaron este nivel del analisis didacticoses unidades didacticas

finales, si bien se dispone de evidencia sobre su uso durante algunas sesiones de asesoria. Sus
unidades didacticas dan evidencia de identificacion algunos conceptos y procedimientos
matematicos que podrian constituirse en conflictivos para los nifios, pero no justificaron sus

identificaciones.

Del conjunto de siete grupos, el rotulado como G1 efectu6 una identificacién que hizo un uso
extensivo del la GROS. Este andlisis fue motivo de discusion en la seccion 6.7.1 -Conflictos
Identificados por G1- del sexto capitulo y en las secciones 7.3.2.2 -Analisis Epistémicos de una

Tarea- y 7.3.2.3 -Identificacion de Posibles Conflictos de Significado- del séptimo capitulo.

En relacion con el tercer nivElescripcion de interacciones en torno a conflictos, los grupos
interpretan la “identificacién de conflictos de significados” en términos de “dificultades”. En

ese sentido identifican dificultades en torno a conceptos y a procedimientos. De manera
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genérica consideran que los nifios “no manejan” o “no saben” el concepto. La interpretacion del

cuarto nivel valoracion de la idoneidad se discute a continuacion.

8.2.1.1.2 Segunda Pregunta: ¢Qué Interpretacion dan los Estudiantes al

Concepto de Idoneidad?

En relacion con la Valoracion de la Idoneidad, se puede afirmar que tres grupos efectuaron la
valoracion de la idoneidad de su unidad didactica en los términos propuestos por la guia e

ilustrado por el formador durante las clases correspondientes a la discusion de tal concepto.

El anexo J -Interpretacién al Concepto de Idoneidad Dada por tres Grupos- muestra las
interpretaciones que algunos grupos dieron al concepto de Idoneidad. Los estudiantes no usan
este concepto conforme a la propuesta del formador. La valoracién que le dan al mismo, en

acto, es baja.

8.2.1.1.3 Tercera y Cuarta Pregunta: ¢Cuéles Niveles son Mayoritariamente
Usados por los Estudiantes?, y ¢ Cuales Niveles son Ignorados por los

Estudiantes?

Todos los niveles son usados por el conjunto de grupos de maestros en formacion, sin embargo,
diferencialmente usan el primero: Identificacion de préacticas, posteriormente el segundo:
Identificacién de objetos y procesos; en tercer lugar dan cuenta de la valoracién de la idoneidad

y por ultimo, la descripcion de interacciones en términos de conflictos.

Vale decir que s6lo dagrupos hacen un uso amplio e integrado de los cuatetes. El resto

de los grupos (cinco) so6lo usan uno o dos, e ignoran el resto. En tanto que los estudiantes no

aceptaron las invitaciones para sostener una reunion posterior a la presentacion de sus unidades
didacticas, no se pudo indagar sobre las razones que esgrimieron para desestimar algunos

niveles del analisis.

8.2.1.1.4 Quinta Pregunta: ¢ Son los Niveles de Analisis Didactico Apropiados

para Disefiar una Unidad Didactica?

Se considera que los cuatro niveles propuestos son apropiados para disefiar la unidad didactica
sobre el tema del razonamiento algebraico elemental. Sin embargo cuando se valoran los niveles
en términos del uso dado por los maestros, la respuesta puede ser un poco diferente. El uso
conferido a los niveles por los maestros es diverso. Algunos grupos usaron todos los niveles y se

aprecia esfuerzo para ponerlos en acto, sin embargo otros grupos sélo usaron dos niveles del
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analisis. Al parecer estos grupos consideran que la propuesta de andlisis didactico es muy
compleja y s6lo usan aquellos niveles que les representa menos esfuerzo o con los que se
sienten mas familiarizados. Es pertinente mencionar que los niveles dos y tres del analisis
didactico estan vinculados con el andlisis epistémico, que se realiza con ayuda de la GROS. Es
el andlisis epistémico el que favorece no soélo la identificacion de objetos y significados sino

también la descripcion de conflictos de significado.

El analisis epistémico favorece la identificacion de objetos y significados, que a su vez
conforman configuraciones obtenidas a partir de las interacciones entre ellos. La identificacion
de objetos y significados, y por tanto de configuraciones, es consecuencia del analisis
epistémico; si no se realiza el andlisis epistémico la identificacién no tiene lugar. De tal suerte
que la no cumplimentacién del andlisis epistémico por algunos grupos se refleja en la escasa

presencia que los niveles dos y tres del analisis didactico tiene en sus unidades didacticas.

8.2.1.2 Respuestas a las Preguntas Correspondientes a la Guia de

Elaboracion de la Unidad Didactica

A continuacién se enumeran las preguntas para la Guia y se efectian algunos comentarios.

8.2.1.2.1 Primera Pregunta: ¢En qué Medida la Guia para el Disefio de la
Unidad Didactica Orienta al Estudiante para la Elaboracion de la
Unidad?

La Guia ciertamente orienta a los maestros en formacion para la elaboracion de la unidad
didactica, en tanto que especifica cada uno de los incisos que deben ser cumplimentados. Sin
embargo, se considera que se deberia enfatizar la condicion de realizar el andlisis epistémico de
las tareas propuestas mediante el uso de la GROS. La guia solicita, en el inciso tres, (Anexo D
Guia para la Elaboracion de la Unidad Didacjiogie se identifiquen Contenidos
matematicos a desarrollar (tipos de problemas a estudiar, modos de representacion, conceptos,

propiedades, procedimientos y sus respectivas justificaciones)

La peticion de dar “sus respectivas justificaciones” no hace mencidén explicita al andlisis
epistémico realizado con la ayuda de la GROS; es asi como algunos grupos de maestros, con
base en su conocimiento previo, identifican conceptos y procedimientos genéricos, sin hacer uso
de la GROS, y por tanto sin identificar objetos matematicos linglisticos, conceptos,

procedimientos, propiedades y argumentos, ni sus significados ni las relaciones entre ellos.
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Los cuatro niveles del Analisis Didactico, no estdn explicitamente encajados en las
instrucciones dadas en la Guia. Por ejemplo, no se explicita que el maestro deba establecer
relaciones entre objetos y significados, ni que los ejercicios de refuerzo y ampliacion deban

justificarse desde el analisis epistémico realizado con la GROS.

Tal vez debido a esta falta de énfasis, algunos grupos de maestros ignoraron las sugerencias
dadas por el investigador de usar asiduamente la GROS para identificar objetos matematicos y
sus significados. Es menester indicar que la Guia fue escrita para todos los estudiantes del

curso, y no Unicamente para los grupos que fueron los participantes en este estudio.

8.2.1.2.2 Segunda Pregunta: ¢ Qué Interpretacion Confieren a cada uno de los

Incisos en los que se ha Dividido la Guia?

Para responder a esta pregunta, se enumera cada uno de los seis incisos en los que se dividio la
guia y acto seguido se responderan con base en la informacion recavada de las unidades
didacticas. El primer inciso corresponde a la “motivacién”. No comentaremos sobre este inciso.

El segundo inciso corresponde a “la organizacién y el contenido™:

e Contexto Curricular: Los estudiantes citan los dos documentos sugeridos por el formador,
el decreto del MEC 2006 y el decreto de ensefianzas minimas, emitido por la Junta de
Andalucia BOE 2007. Los estudiantes coinciden en afirmar que los documentos no hacen

mencion explicita al &lgebra en la escuela primaria.

* Objetivos: Los objetivos que los estudiantes proponen tienen dos fuentes documentales, la
primera es el listado de objetivos propuestos en el documento del MEC 2006. Algunos
transcriben literalmente todos los objetivos o parte de ellos. Evidencia de esto se dio en la
seccion 6.5.2 -Objetivos- del sexto capitulo. La segunda fuente documental son algunos
objetivos de los libros de texto, esto se comprobd sélo con los grupos G2 y G7 y con sélo
dos libros de texto. Es posible que los otros grupos hayan hecho lo mismo, sin embargo no

se indago este aspecto.

* Contenidos El conjunto de tareas que los estudiantes propusieron fue variado e ilustran las
diversas concepciones que tienen en relacion con la inclusion del algebra en el curriculo
matematico de la escuela primaria. Este conjunto de tareas fue comentado en el sexto

capitulo, seccién 6.5.3 -Contenidos-.

Se logré identificar diez categorias de tareas, algunas de las cuales fueron vinculadas con
reportes de investigacion, con segmentos de las sesiones de trabajo y con segmentos de las

entrevistas que se sostuvieron con los maestros.
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» Secuencia de actividades y metodologida secuencia que los maestros proponen, en
términos generales, intenta ir desde ejercicios “sencillos” (operaciones elementales sobre
naturales) hasta ejercicios mas complicados, que requieren modelacién u operaciones sobre

ndmeros decimales.

En cuanto a la metodologia que usardn con sus alumnos en situacion de clase, los maestros en
formacion mencionan dos: Trabajo en grupo y presentacion de las tematicas por parte del
maestro. Parece que hay dos posturas metodoldgicas que conviven en el imaginario de los
futuros maestros: La primera refiere al papel protagonico del maestro quien explica el tema y
los nifios desarrollan ejercicios para practicar y, la segunda, concede importancia al trabajo en
grupo. Vale mencionar sin embargo, que durante la presentacion de las unidades didacticas, la

referencia a la primera postura es muy frecuente.

Sin embargo ningun grupo cumplimenta la instruccion que pide “comparar los objetivos con los
contenidos previstos”. A partir de la nula respuesta que esta instruccién tuvo, seria conveniente

revisar su pertinencia, su redaccion o su ubicacion en el conjunto de instrucciones de la guia.

8.2.1.2.3 Tercera Pregunta: ¢ Cudles son los Incisos Propuestos en la Guia que

los Estudiantes Cumplimentan Menos?

En orden creciente, el inciso que no fue cumplimentado por los estudiantes fue el
correspondiente a “Contenidos trabajados en las actividades y comparacion con los previstos”,
el siguiente fue el correspondiente a instrumentos de evaluacion, seguido por dificultades

previstas.

8.2.1.3 Respuestas a las Preguntas para la Unidad Didactica

A continuacién se enumeran cada una de las preguntas planteadas y se indicaré la respuesta que

se obtuvo a partir de los datos recabados durante la investigacion.

8.2.1.3.1 Primera Pregunta: ¢Cuales son Algunas Dificultades que los
Estudiantes Enfrentan para Escribir la Unidad Didactica?

La principal dificultad manifestada por los maestros se localiza en el uso de la GROS para
efectuar el andlisis epistémico de las tareas y en la subsecuente identificacion de conflictos que

podrian surgir cuando las tareas sean discutidas con nifios de escuela elemental.
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La puesta en préactica de la GROS es un reto para los futuros maestros. La identificacion y
discriminacién de los tipos de objetos y significados resulta conflictiva, ya que supone un cierto

nivel de actividad meta-cognitiva a la que no estan habituados.

Una dificultad derivada de esta es la resolucion del ejercicio matemético en funcién de su
presentacion a los alumnos. Parece que los estudiantes se limitan a dar solucién al ejercicio pero
sin considerar estrategias alternativas, consideran que “sus” soluciones son las correctas y las
gue deberian ser trabajadas por los alumnos. La estrategia que el maestro utiliza es la elegida
para ser explicada a los alumnos. Hines y McMahon (2005, pp. 99) reportan que los maestros en
formacion se muestran poco inclinados a considerar los métodos menos avanzados de los nifios
y consideran que las estrategias de los nifios deben ser reemplazadas por las estrategias

“correctas” que los maestros proponen y con las cuales estdn mas familiarizados.

Del conjunto de siete grupos; cinco no utilizaron la GROS para identificar conocimientos
matematicos vy dificultades. De acuerdo con nuestros datos, los grupos que no la utilizaron lo
hicieron basados en la dificultad que se deriva de su uso, y tal vez, ante la ausencia de una
instruccién explicita que demande la importancia de su uso. Vale decir los maestros localizan
las dificultades de los ejercicios en la dualidad conceptos-procesos. De esto se informé en la

seccion 6.7 -ldentificacion de Conflictos de Significado- del sexto capitulo.

8.2.1.3.2 Segunda Pregunta: ¢Qué Tipo de Objetivos Proponen y Como los

Cumplimentan con las Actividades Matematicas Propuestas?

Se encontrd que los objetivos propuestos por los maestros corresponden mayoritariamente a los
planteados por el decreto del R.D. 1513 de 2006. Los objetivos son agrupados de acuerdo con la
propuesta consignada en los decretos oficiales. De esto se inform6é en la seccion 6.5.2
-Objetivos- del sexto capitulo. No se investigo la procedencia de los objetivos enunciados que
no correspondian a los enunciados en los decretos oficiales. Por tanto no se puede informar si

algunos de tales objetivos fueron redactados por los estudiantes.

8.2.1.3.3 Tercera Pregunta: ¢Qué Tipo de Conocimientos Matematicos
Reconocen Espontaneamente?
El reconocimiento espontaneo al que se hace referencia es el “conocimiento” que los maestros

identifican cuando usan la GROS, y que cumplimentaron en el trascurso de las sesiones de

trabajo.
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El tipo de conocimientos que identifican espontaneamente se ubica en las entradas: Elementos
linglisticos, conceptos, procedimientos mayoritariamente; en menor grado identifican

“propiedades” y en ultimo lugar, “los argumentos”.

El uso de la GROS ha permitido que los estudiantes extiendan el reconocimiento de
conocimientos matematicos, usualmente limitada a la dualidad conceptos-procedimientos. Sin
embargo los estudiantes conceden poca importancia a la entidad “argumentos”. Al parecer no
comprenden bien a que se refiere y en consecuencia consideran que “los argumentos” o las
“justificaciones” se asemejan a las explicaciones que se dan en entornos de clase, con nifios

reales. Tal vez esta creencia es la que justifica que no se cumplimente la entrada de argumentos.

8.2.1.34 Cuarta Pregunta: ¢Qué Tipo de Recursos y Fuentes Documentales

Utilizan para Apoyar la Elaboracion de la Unidad Didéactica?

Las fuentes documentales que los diversos grupos usaron se indican en la Tabla 8.1.

Tabla 8.1. Fuentes Documentales Usadas por los Diversos Grupos.

FUENTES DOCUMENTALES Gl | G2 | G3 | G4 | G5 | Gb6 | G7
Libros texto X X X X X
Libros propuestos por los estudiantes X X X
Documentos curriculares oficiales:

X X X X X X
Decretos
Otros
Internet X X

Se pidid a los maestros que escogieran libros texto que fueran usados en algun centro educativo.
Si bien es cierto que los estudiantes dan cuenta de las fuentes documentales usadas, no suelen
dar las referencias de las mismas; lo cual no parece extrafio, en tanto que los grupos mostraron
cierta independencia de algunas sugerencias planteadas tanto por su formador como por el
asesor; esta actitud ha sido reportada por algunos autores; Remillard (2005, p. 212) afirma:
“Algunos estudios dan ejemplos de maestros que rechazan o alteran las recomendaciones

consignadas en sus guias.

8.2.1.4 Respuestas a las Preguntas para el Razonamiento Algebraico

Elemental

A continuacién se enumeran cada una de las preguntas planteadas y se comentan a partir de los

datos recabados durante la investigacion.
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8.2.1.4.1 Primera Pregunta: ¢Cuales son las Creencias Sostenidas por los
Maestros en Formacidbn en Relacion con la Inclusién del

Razonamiento Algebraico en la Escuela Primaria?

Se debe indicar que la pregunta se dirige hacia las creencias que los estudiantes manifiestan
sobre la inclusion del razonamiento algebraico elemental, que es diferente de las creencias sobre
el tipo de actividades que promueven el razonamiento algebraico elemental. Esta pregunta fue
respondida en la seccién 5.7 -Algunas Creencias sobre la Inclusion del RAE- del quinto

capitulo.

8.2.1.4.2 Segunda Pregunta: ¢Qué Tipo de Tareas Matematicas Proponen los
Maestros en Formacion para Promover el Razonamiento Algebraico

Elemental?

Esta pregunta fue respondida en la seccién 6.5.4.1 -Los Hallazgos- del sexto capitulo.

8.2.1.4.3 Tercera Pregunta: ¢ Qué Tipo de Elementos Algebraicos ldentifican

en los Ejercicios Propuestos?

Esta pregunta fue respondida en el sexto capitulo, secciéon 6.5.4.1 -Los Hallazgos-. Los
elementos algebraicos identificados se usaron para dar nombre y agrupar los ejercicios que
propusieron. Los enumeramos a continuacion: Evaluar una letra, letras como objetos, letra como
namero generalizado, valor faltante, incégnita, problemas de palabras, encontrar regla o patrén,
célculo de expresiones, representacion de relaciones, y finalmente, valor o caracteristica

desconocida.

8.2.1.4.4 Cuarta Pregunta: ¢Cuales Conocimientos Matematicos Identifican

cuando Valoran Tareas Resueltas por Nifios de Escuela Primaria?

Esta pregunta se respondié con la seccion 5.6 -Analisis Realizados por los Maestros en
Formacion- del quinto capitulo. En dicha seccion los maestros hicieron los analisis de

soluciones a ejercicios dadas por nifios de escuela elemental.

Es menester reconocer que durante la programacién de la investigacion, se supuso que los
maestros en formacién acogerian el uso de la GROS, y que durante las sesiones de trabajo, y por
fuera de ellas, usarian el andlisis epistémico. Era por intermedio de este instrumento que
planeamos identificar los conocimientos matematicos (elementos linglisticos, conceptos,

procedimientos, propiedades, argumentos). Sin embargo no se tuvo en consideracién que los
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estudiantes podrian no usar la GROS, y tampoco se considerd el tiempo que los estudiantes
podian dedicar a esta actividad extra. Sobre las limitaciones se comentara en la seccién 8.8

-Limitaciones del Estudio- de este capitulo.

8.2.1.5 Respuestas a las Preguntas para el Instrumento de Analisis de
Conocimientos Matematicos (GROS)

A continuacién se enumeran cada una de las preguntas planteadas y se comentan a partir de los

datos recabados durante la investigacion.

8.2.1.5.1 Primera Pregunta: ¢ Cudl es el Nivel de Uso que los Estudiantes Dan,
Espontaneamente, a la GROS?

Los maestros en formacion tuvieron oportunidad de experimentar el uso de la GROS en tres
contextos diferentes: En situacion de trabajo en grupo; durante las sesiones de asesoria para la

elaboracion de la unidad didactica, y finalmente, en situacion de examen.

El cuarto capitulo se dedic6 a informar sobre la experiencia en situacion de trabajo en grupo y
en situacion de examen. Se podria afirmar que los estudiantes muestran cierto progreso en la
identificacion de objetos y significados, en especial en las entradas correspondientes a entidades

linguisticas, propiedades y argumentos.

En relacion con el segundo contexto: Asesoria, se puede afirmar que los maestros en formacion
identifican elementos linglisticos, conceptos y procedimientos sin mucha dificultad, pero

encuentran dificil cumplimentar las entradas correspondientes a propiedades y a argumentos. Se
puede afirmar que el nivel de uso que los estudiantes dan, espontdneamente a la GROS, es bajo.
Sin embargo, de acuerdo con los datos disponibles, y con la comparacion entre los andlisis que
los maestros hicieron durante la experiencia en situacion de trabajo en grupo, se puede decir que

el nivel de uso de la misma, incremento durante el transcurso del cuatrimestre.

8.2.1.5.2 Segunda Pregunta: ¢ Cuales son las Dificultades que los Estudiantes
Manifiestan cuando Usan la GROS?

La principal dificultad es la identificacion de objetos y sus significados matematicos. Esta
dificultad se pueden considerar dividida en dos niveles: El primero se refiere a la identificacion
de objetos y significados. El proceso de identificacion puede ser secuenciado; inicialmente los
estudiantes suelen identificar conceptos y procedimientos sin aparente dificultad, posteriormente

identifican elementos linglisticos, finalmente propiedades y en altimo lugar, argumentos.

Walter Fernando Castro Gordillo o5;



CAPITULO 8. Conclusiones e Implicaciones

El segundo se refiere a identificacién de conflictos de significado vinculados con los objetos y
significados propuestos. Se podria afirmar que los maestros en formacidon carecen de la
experiencia que les permita proponer conflictos de significado plausibles, sin embargo la
oportunidad para que identifiquen conflictos basados en un andlisis did4ctico de las tareas es

conveniente.

8.2.1.5.3 Tercera y Cuarta Pregunta: ¢Cuales Aspectos de la GROS son
Mayoritariamente Usados por los Estudiantes?, ¢ Cuales Aspectos de

la GROS son poco Trabajados por los Estudiantes?

Como se indicé anteriormente, los aspectos mas trabajados por los estudiantes son en orden de
uso: Conceptos, procedimientos y elementos linglisticos; posteriormente propiedades y por

altimo argumentos.

8.2.1.54 Quinta y Sexta Pregunta: ¢Usan los Estudiantes la GROS para
Identificar Conflictos de Significado? ¢Usan los Estudiantes la

GROS para Proponer Ejercicios de Refuerzo y Ampliaciéon?

Al inicio de la experiencia los estudiantes no usaban la GROS para identificar conflictos, pero el
uso de la GROS para identificarlos se hizo méas frecuente durante el transcurso de la
experiencia. Algunos grupos de maestros utilizan la GROS para proponer ejercicios de refuerzo
y ampliacién, que proponen en términos del cambio de énfasis en un determinado concepto o
proceso, que de acuerdo con los maestros podria constituirse en un conflicto para los nifios. Sin
embargo, no todos los grupos usaron la GROS para identificar los conflictos de significado. De
siete grupos, dagsaron la GROS para identificar conflictos, mientyas los restantes cinco la

usaron durante algunas sesiones de trabajo, pero no la incluyeron en la unidad didactica final.

8.3 Logro de los Objetivos de Investigacion

A continuacién se recuerdan los objetivos de investigacion y se indican sobre el logro de los

mismos.

8.3.10bjetivo General

Se recuerda que el objetivo general es “El estudio tanto de las competencias de analisis

didactico como de las concepciones sobre el razonamiento algebraico elemental manifestadas
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por maestros en formacion en la especialidad de maestro de primaria, en tanto que disefian una

unidad didactica”.

Este objetivo se logré en tanto que se investigd sobre las competencias de andlisis didactico que
los estudiantes pusieron en acto durante la realizacion de una unidad didactica. Las
competencias de los maestros fueron estudiadas en el contexto de realizacién de una unidad
didactica, con la ayuda de una guia de identificacion de objetos y significados, y el marco de la

aproximacion al analisis didactico ofrecido por el marco tedrico EOS.

Las competencias de analisis didactico se estudiaron en el contexto de disefio de una unidad
didactica. Se recuerda que la competencia de analisis didactico se define en términos del
conocimiento y de la comprension gue supone que el maestro sea capaz de resolver una tarea de
ensefanza. Las competencias de analisis didactico exhibidas por los maestros fueron motivo del
sexto capitulo. En la seccidn 6.8 -Algunas Implicaciones para la Formacion de Maestros- se

efectdan algunos comentarios.

Igualmente se identificaron las concepciones tanto sobre la inclusion del razonamiento
algebraico elemental como con los tipos de ejercicios que promueven el razonamiento
algebraico elemental. Esto fue consignado en la seccién 5.6 -Analisis Realizados por los

Maestros en Formacion- del quinto capitulo.

8.3.20Dbjetivos Especificos

Los objetivos especificos se han discriminado en tres grupos: Para el andlisis didactico, para el
razonamiento algebraico elemental y para el marco teérico de referencia (Enfoque onto-

semiotico). Se abordaran en ese orden.

8.3.2.1 Para el Analisis Didactico

A continuacién se enumeran cada uno de los objetivos propuestos y se comentan a partir de los

datos recabados durante la investigacion.

8.3.2.1.1. O-ADL1. Valorar la Pertinencia de los Cuatro Niveles para el Andlisis
Didéctico
Los niveles de analisis didactico fueron discutidos en la seccion 1.1 -Introduccion- del primer

capitulo, y se enumeran a continuacion:

Nivel 1. Identificacion de practicas matematicas.

Nivel 2. Identificacion de objetos y significados matematicos.
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Nivel 3. Descripcion de interacciones en torno a conflictos.

Nivel 4.Valoracién de la posible idoneidad didactica del proceso de instruccion.

En términos generales, y apoyados en la evidencia disponible, se puede afirmar que los cuatro
niveles son apropiados para encauzar un proceso de andlisis didactico. Los tres primeros
niveles estan fuertemente vinculados, en este trabajo, al uso de la Guia de reconocimiento de

objetos matematicos y significados- GROS-.

El primer nivel es comun a cualquier actividad de disefio instruccional y de planeacion de
actividades para los nifilos y no amerita comentario alguno. Es interesante notar que los
estudiantes, mediante el uso de la GROS identificaron los “conocimientos matematicos” en
términos de las entidades primarias: Elementos linglisticos, conceptos, procedimientos,
propiedades; sin embargo se ha de decir que mayoritariamente en términos de conceptos y
procedimientos. Parece ser que la dualidad concepto-procedimiento tiene un peso importante en

las consideraciones de los estudiantes.

Sin embargo el nivel tres “descripcion de interacciones en torno a conflictos” esta débilmente
representado en el conjunto de unidades didacticas elaboradas por los maestros en formacion.
Del conjunto de siete unidades didacticas estudiadasiadeson identificaciones de conflictos

de significado en algunos de los ejercicios. Resalta un grupo de estudiantes que, basados en el
andlisis hecho con la ayuda de la GROS, propuso tanto conflictos de significado como ejercicios
de refuerzo y ampliacién. Sin embargo el trabajo del grupo no es representativo del conjunto de

grupos con los cuales se trabajo.

En relacion con el cuarto nivel, la valoracién de la idoneidad didactica hay dos aspectos que
merecen ser comentados. Uno es el uso de la Idoneidad Didactica por parte de los estudiantes
como criterio para evaluar la adecuacion de su unidad did4ctica al contexto y a los nifios para

los cuales fue planeada; otro es el valor que confieren a la idoneidad.

Se puede afirmar con base en los datos disponibles, que todos los grupos que respondieron a la
consigna de valoracion de la Idoneidad Didactica, en tanto que consideran que sus unidades son
idéneas, que es equivalente a decir que estan bien elaboradas y cumplen con los requisitos

planteados en la guia para la elaboracion de la misma (Ane@aia para la Elaboracion de
la Unidad Didacticg-

Sin embargo, no usan el concepto de Idoneidad para valorar sus unidades, parece que lo
mencionan en tanto que deben cumplir con este requisito. Una de las estudiantes afirmé que: “es
claro que la unidad cumple todos los requisitos, pues de lo contrario no la presentariamos” y

otra agrego: “¢idoneidad?... pues como no tenemos estudiantes...”
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Este uso responde al segundo aspecto mencionado anteriormente (el valor conferido a la

herramienta), del que se puede decir que es poco.

Se debe indicar sin embargo, que dado que los estudiantes tienen poca experiencia docente, y
por tanto carecen del conocimiento de los nifios, es apenas natural que consideren que sus
unidades didacticas se adecuan al grupo poblacional para el cual lo planearon. Los estudiantes

consideran que su propuesta sera bien acogida por los nifios.

Se considera que se requiere que el uso de la GROS sea enfatizado tanto en las clases teoricas
como en las practicas por parte del formador para cada una de las unidades teméaticas en las que
esta estructurado el curso de “Curriculo de Mateméticas en Educacion Primaria”. El reto que
representa su uso para los maestros en formacioén asi como las potencialidades que el mismo
tiene, y que se mostraron en el sexto capitulo, seccién 6.7 -ldentificacion de Conflictos de

Significado-; amerita concederle mas relevancia.

8.3.2.1.2. O-AD2. Identificar Fortalezas y Debilidades de la Aproximacién al
Andlisis Didactico
Este objetivo de investigacion se logré, en tanto que se identificaron fortalezas y las debilidades

de la propuesta de Andlisis Didactico. Algunas de las fortalezas identificadas son:

» Favorece ampliar la dualidad conceptos-procedimientos a un espectro mas amplio de
objetos matematicos tales como: Elementos lingliisticos, propiedades, y argumentos.

» Favorece que los conocimientos identificados se expresen en términos de interacciones,
en torno a conflictos de significado.

« Favorece establecer relaciones entre los diversos objetos matematicos y sus

significados, lo que a su vez permite identificar configuraciones.

Algunas de las debilidades identificadas son:

e El andlisis didactico, con sus cuatro niveles, resulta ser muy complejo para los maestros
en formacion.

e El cuarto nivel de analisis didactico “Valoracion de la posible idoneidad didactica del
proceso de instruccion” resulta ser poco usado y escasamente valorado por los maestros,
quienes no identifican su pertinencia.

» La complejidad de la integracidon entre la herramienta de analisis epistémico y el nivel
de identificacion de interacciones alrededor de conflictos.

e La identificacion de las interacciones entre los diversos objetos matematicos

identificados y los significados conferidos.
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8.3.2.2 Objetivos para el Razonamiento Algebraico Elemental
(O-RAE)

A continuacion se presentan y discuten los objetivos para el Razonamiento Algebraico

Elemental (RAE).

8.3.2.2.1 O-RAEL. Identificar Tipos de Tareas que los Maestros en Formacion
Propone para Promover el Razonamiento Algebraico Elemental

Este objetivo se cumplié satisfactoriamente, en tanto que se lograron identificar diez categorias

que corresponden a criterios de caracter algebigieose pueden identificar en las tareas

propuestas por los maestros. Esta categorizacion y la subsecuente justificacion se discutié en el

sexto capitulo, seccién 6.5.4.1 -Los Hallazgos-.

Adicionalmente se identificaron las tematicas de los ejercicios, de acuerdo con los blogues
tematicos propuestos por el R. D. 1513 (2006) sobre las ensefianzas minimas. Los datos
muestran concentracion de ejercicios en el bloque de Numeros y Operaciones, seguido
lejanamente, por el bloque de geometria. Los maestros en formacion no incluyeron ningan

ejercicio para el bloque de Tratamiento de la informacién, azar y probabilidad.

Asimismo se encontré que los estudiantes proponen un gran nimero de ejercicios denominados
“de valor faltante” (ejercicios donde se debe encontrar uno o varios nimeros de tal suerte que
una operacion sea valida) que involucran: Las cuatro operaciones, los algoritmos de division y
multiplicacién y el célculo de potencias. Este Ultimo tipo de ejercicios no aparece reportado en

la literatura revisada sobre el RAE.

8.3.2.2.2 O-RAEZ2. Identificar Creencias de los Maestros en Formacién acerca del
Razonamiento Algebraico Elemental

Este objetivo se cumplié satisfactoriamente, en tanto que a partir de las sesiones de trabajo, las

unidades didacticas y algunas entrevistas, se identificaron algunas creencias explicita o

implicitamente manifestadas por los maestros en formacion. De esto se informo en la seccién

5.6 -Analisis Realizados por los Maestros en Formacién- y se comenta en la seccién 5.7

-Algunas Creencias sobre la Inclusion del RAE- del quinto capitulo.

Los hallazgos indican que existe una marcada tendencia a identificar el razonamiento algebraico
elemental con: Encontrar valores desconocidos cualitativos o cuantitativos, mismos que asocian
con el concepto de “incégnita”; simbolizar relaciones numeéricas y resolver problemas verbales,

reemplazar letras por nimeros y encontrar “valores faltantes”, los procedimientos efectuados
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sobre letras, la precedencia de la aritmética sobre el &lgebra, la cerradura de las operaciones en

aritmética contra la no cerradura en algebra.

La Tabla 6.10 en la seccion 6.5.4.1 -Los Hallazgos-, del sexto capitulo, muestra tanto la
concentracion de los ejercicios segun los bloques teméticos, como los tipos de operaciones en

los que se enmarca la busqueda de los numeros faltantes.

En relacién con el signo igual los maestros exhiben la creencia que este significa resultado.
Algunos estudios han reportado que para muchos nifios el signo igual indica accion de resultado
(MacGregor y Stacey 1997) o es un simbolo sintactico, que muestra el lugar donde se debe
escribir la respuesta de una operacién aritmética (Filloy y Rojano, 1989). Estos resultados de

estudios realizados con nifios de escuela secundaria coinciden con las creencias de los maestros.

Estos hallazgos coincide con los resultados de Stump y Bishop (2002), quienes encontraron que
las concepciones algebraicas sostenidas por los maestros en formacion son bastante limitadas y
describen al algebra en términos de solucion de ecuaciones, del hallazgo de valores

desconocidos o como una herramienta para la resolucién de problemas.

Este énfasis podria tener su origen tanto en las concepciones adquiridas por los estudiantes en
sus estudios previos que son una fuente de inspiracién cuando estan basadas en experiencias de
vida (Kagan, 1992; Stofflett y Stoddart, 1994), como en la falta de atencion que el simbolo igual
recibe en los materiales curriculares disponibles para los estudiantes (McNeil, Grandau, Knuth,
Alibali, Stephens, Hattikudur ; 2006).

8.3.2.2.3 O-RAE3. Determinar si existe Evolucion en las Creencias de los
Estudiantes sobre el RAE como Consecuencia de las Actividades de
Asesoria y Elaboracién de la Unidad Didé4ctica
No se puede afirmar que se dio una evolucién en las creencias de los maestros sobre la inclusion
del razonamiento algebraico elemental en el curriculo de la escuela primaria y sobre sus rasgos
distintivos. Los datos disponibles permiten indicar las concepciones que los maestros
manifestaron durante las sesiones de trabajo, durante las entrevistas y en la unidad didactica
final. Sin embargo, con base en el tipo de tareas que propusieron en sus unidades didacticas, en
las soluciones de las mismas y en el uso de la GROS, se puede afirmar que los estudiantes
ampliaron sus concepciones acerca del tipo de ejercicios que pueden ser considerados como

“algebraicos”.
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8.3.3Marco Teodrico de Referencia

En relacion con el marco tedrico de referencia, el enfoque onto-semidtico, se propusieron dos
objetivos (O-MT).

8.3.3.1 O-MTL1. Valorar la Pertinencia de Algunos Conceptos del
EOS Usados tanto en la Definicion del Analisis Didactico
como en la Guia de Reflexion de Objetos y Significados
(GROS)

En este objetivo se ha propuesto evaluar la pertinencia de conceptos teoricos del EOS que
fueron usados en el Analisis Did4ctico y en la Guia de Reflexion de objetos y significados.

Para el Analisis Didactico la pertinencia del uso se ha de valorar con base en su potencialidad
tedrica y con base en los resultados favorables obtenidos, y no tanto por el nimero de grupos

que la hayan usado. La pertinencia teérica fue argumentada en el tercer capitulo.

Los grupos que la usaron, a pesar de los retos que significa su uso, lograron efectuar un analisis
epistémico con ayuda de la Guia de Reflexion de Objetos y Significados (GROS) que se adecua
a la complejidad de la identificacion de conocimientos matematicos y de conflictos de

significado que se derivan del estudio de un ejercicio matematico.

Para la Guia de Reflexidn de objetos y significados se pusieron en juego las entidades primarias:
Elementos linglisticos, conceptos, procedimientos, propiedades y argumentos. Se did evidencia
en el sexto capitulo que estos elementos agrupados y articulados en la GROS favorecieron las

siguientes acciones:
* Reconocimiento de objetos matematicos.

» Reconocimiento y asignacién de significados a objetos matematicos.

« Reflexidon sobre el papel que objetos y significados juegan en la solucion de tareas
matematicas.

* Reconocimiento de objetos y significados que pueden constituirse en conflictos para los
nifios; es decir, el reconocimiento del reto que una configuracion particular de objetos y
significados puede presentar a los nifios; y actuando en concordancia, los maestros

modifican la configuracidn conflictiva para que pueda ser resueltas por los nifios.

La tabla que se muestra en la Figura 8.1, con la que se identifica la GROS, luce estéatica y un
poco rigida, sin embargo ella favorece descomponer la solucion mateméatica en entidades

primarias, lo que a su vez permite localizar los conflictos de significado entre un conjunto mas
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amplio de objetos y significados mateméticos que usualmente no se reconocen como
intervinientes en la solucion de tareas matematicas. La GROS es instrumental para lograr

cumplimentar los niveles dos y tres de la propuesta de Analisis Did4ctico.

Figura 8.1 Guia para el Reconocimiento de Objetos y Significados

Se ofrece a los maestros en formacién una herramienta que favorece trascender la dualidad
conceptos-procedimientos, en tanto que al identificar un conjunto amplio de objetos y sus
significados -de uso o referencia- los maestros pueden a su vez identificar posibles

configuraciones epistémicas que sean conflictivas para los nifios.

Aungue uno de los intereses de los estudiantes es elaborar la unidad didactica, lo cual algunas
veces parece dejar de lado la conveniencia de involucrarse en tareas de reflexion didactica, y en
la re-contextualizacion de las entidades primarias, los maestros en formacion mostraron cierto

grado de comprensién de la correspondencia entre el analisis did4ctico, el uso de la GROS y la

preparacion previa de tareas matematicas para ser discutidas con nifios de escuela elemental.

Por ejemplo, fueron capaces de efectuar andlisis epistémicos de las tareas, identificar
configuraciones “conflictivas” que podrian constituirse en conflictos para los estudiantes, en
proponer tareas que dieran cuenta de tales conflictos potenciales. Se puede evidenciar cierto
progreso en la competencia de analisis a medida que avanzaron las sesiones durante el semestre.
De esto se dio evidencia en la seccion 6.5.4.2 -Conocimientos que el Maestro Presentara al Final
de cada Sesion- del sexto capitulo; en donde se efectu6é una comparacion entre los conflictos de

significado propuestos por los grupos que usaron la GROS y aquellos que no.
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Dicha comparacion sugiere que los estudiantes, al menos parcialmente, se apropiaron
autonomamente de la herramienta de andlisis epistémico, en el contexto del Andlisis Didactico,

lo cual podria mejorarse con mas practica.

8.3.3.2 O-MT2. Valorar la Aproximacion EOS al Razonamiento
Algebraico Elemental, en tanto que es Usado por Maestros

en Formacion

La aproximacion que se di6 a los maestros en formacion fue:

Denominamos Razonamiento Algebraico Elemental (RAE) al sistema de practicas operativas y
discursivas puestas en juego en la resolucién de tareas abordables en la educacion primaria en las
cuales intervienen objetos y procesos algebraicos (simbolizacién, relacion, variables, incognitas,
ecuaciones, patrones, generalizacion, modelacion, etc.).
Una discusion sobre la aproximacion se efectud en la seccion 3.2.1.6 -La Aproximacion al RAE
desde el EOS-. Si bien los maestros no hacen mencion explicita de la aproximacion en las
discusiones 0 en sus unidades didacticas, se puede colegir que la misma no sélo fue usada por
los maestros en formacién tanto para escoger ejercicios como para reconocer en ellos elementos
algebraicos que dieran lugar a configuraciones de cardcter algebraico, sino que también
extendieron la aproximacion dada, al proponer ejercicios que no estan explicitamente descritos

en dicha aproximacion al razonamiento algebraico elemental.

Las afirmaciones consignadas en el péarrafo anterior se basan en dos fuentes de datos: El
conjunto de tareas propuestas por los maestros en formacion y los analisis epistémicos
disponibles. Dos de estos andlisis epistémicos se mostraron tanto en la seccion 6.5.4.2
-Conocimientos que el Maestro Presentara al Final de cada Sesién- como en la seccion 6.7
-ldentificacién de Conflictos de Significado- del sexto capitulo. En el Anexddbeas de
Esfuerzo y Ampliacion Propuestas por los Maestros en Formasermexhiben los
ejercicios de refuerzo y adaptacion que los maestros en formacion proponen y justifican con

base en la identificacion de conflictos de significado que logran con el uso de la GROS.

En la seccion 6.5.4.2 -Conocimientos que el Maestro Presentara al Final de cada Sesion- del
sexto capitulo se mostraron dos instancias de trabajos de un grupo de estudiantes y el analisis
epistémico que hacen de tareas mateméaticas mediante el uso de la GROS, y la identificacion de
entidades primarias que usan para justificar la valoracion del ejercicio como de razonamiento

algebraico elemental.

Durante las sesiones de trabajo, los estudiantes reflexionaron sobre la inclusion de diversas

tareas en su unidad didactica. Durante las mismas se discutieron tanto las resoluciones de las
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mismas como la presencia de “objetos” algebraicos en sus enunciados y soluciones. Tal tipo de

actividades pretende transmitir un mensaje a los maestros: No es el sefialamiento de objetos o
elementos algebraicos en el enunciado de un problema o en su solucion, sino la puesta en acto
de esos elementos en las practicas discursivas y operativas, su manifestacion en configuraciones

epistémicas, lo que concede caréacter algebraico a las tareas.

Sin embargo, no se logré que todo el conjunto de los siete grupos asumiera el uso de la GROS y
del analisis didactico, esto se debid parcialmente a dos circunstancias: La primera fue el poco
interés mostrado por algunos grupos en involucrarse en las discusiones y en las reflexiones que
se proponian durante las sesiones de trabajo. Parece que su principal interés estaba en
cumplimentar el trabajo, en presentar un documento escrito y no tanto en asumir la experiencia
como una componente formativa importante de su proceso educativo; la segunda, el poco
tiempo que, en términos generales, disponen los maestros para dedicar a actividades extras,
diferentes a sus clases, al estudio, a la preparacibn de examenes y a la discusiéon de otros

trabajos. Parece que las sesiones extras de trabajo exigen mucho tiempo a los maestros.

8.4 Implicaciones para el Andlisis Didactico

El analisis didactico como se ha propuesto en esta memoria de tesis doctoral se puede concebir
constituido por cuatro componentes articuladas, que se muestran en la Figura 8.2, enumeradas
del uno hasta el cuatro. Con base en los datos recopilados y en la experiencia de trabajo con los
siete grupos, se puede afirmar que la propuesta de Analisis Didactico es un instrumento
pertinente para desarrollar competencias de analisis didactico en los maestros en formacion. El
primer nivel del proceso de Analisis Didé4ctico, identificacion de practicas, es comun a cualquier

actividad de ensefianza por parte de un maestro.

En esta investigacion se les dio a los maestros una aproximacion al razonamiento algebraico
elemental que puede ser interpretada como una orientacion para “identificacion de practicas”.
En razdn a los objetivos O-RAE1 (ldentificar tipos de tareas que los maestros en formacion
proponen para promover el razonamiento algebraico elemental, y O-RAE2 (ldentificar creencias
de los maestros en formacién acerca del razonamiento algebraico elemental) no se les dio una

instruccién mas explicita sobre la “identificacién de practicas”.

Se consideré que al hacerlo se podria predisponer a los maestros en formacion y limitar sus
exploraciones sobre tipologias de ejercicios. El segundo nivel del proceso de analisis didactico,
se inicia con la resolucién de las tareas identificadas para determinar la adecuacion de las
mismas a los objetivos de ensefianza, al programa curricular, al nivel de conocimientos

matematicos de los nifios, entre otros aspectos.
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Como se ha discutido en esta memoria de tesis doctoral, la solucién matematica de las tareas no
es suficiente para discutirla con los niflos; se requiere que los maestros identifiquen

configuraciones de objetos matematicos, sus significados de uso o referencia, las relaciones
entre ellos, su organizacion y ecologia que se establecen entre los mismos. Es asi como se

concede relevancia a los recuadros numerados dos y tres en la Figura 8.2.

En respuesta a la naturaleza compleja de la tarea que se pide a los estudiantes en los recuadros
numerados dos y tres en la Figura 8.2, es que se propone la herramienta GROS. Una vez que los
niveles dos y tres del analisis didactico se completan, el maestro debe considerar la idoneidad
del proceso que ha planteado. Para determinar la idoneidad didactica del proceso se requiere
considerar, a su vez, varias componentes del mismo: Cognitiva, mediacional, afectiva,

interaccional y ecoldgica.

Si bien es cierto que la actividad matematica, su adecuacion a los conocimientos de los nifios, a
su desarrollo cognitivo, a los recursos que se utilizardn y las relaciones entre estos elementos
deberian ser considerados por el maestro, la investigacion realizada sefiala que la inclusion de
todos los niveles de idoneidad plantea un problema tremendamente complejo al maestro en

formacion.

Su respuesta ante tal nivel de complejidad es ignorar aquellos aspectos que considera mas
problematicos. Solo tres grupos incluyeron comentarios sobre la idoneidad en sus unidades. El
Anexo J -Interpretacion al Concepto de Idoneidad Dada por tres Grupestra las

diversas interpretaciones que los maestros dieron a la idoneidad.

Se sugiere que se limite el nUmero de las componentes de idoneidad que los estudiantes deben
considerar en su unidad didactica. Por ejemplo, que solo se considere la idoneidad cognitiva y la
mediacional. Es decir, se debe pedir que los estudiantes consideren la pertinencia y adecuacion
de los objetos matematicos, sus significados y sus relaciones a la edad de los nifios; y que

determinen los “medios” para lograr sus objetivos instruccionales.

Se debe mencionar que los maestros consideran la idoneidad didactica separada de los niveles
dos y tres del andlisis didactico. En una réplica del curso de formacion “Curriculo de
Mateméticas en Educacion Primaria”, se podria vincular simultaneamente la implementacion de
los tres primeros niveles del andlisis didactico, con las consideraciones sobre la idoneidad que
se derivan de los niveles dos y tres. Esto se podria hacer en una practica integradora, que tuviese
lugar en una seccion de la programacion de las sesiones practicas que se consideran en la

programacion del curso.
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8.5 Implicaciones para la Guia de Elaboracion de la
Unidad Didactica

En la Figura 8.3 se muestra la relacién entre las fases del proceso de disefio de la unidad
didactica, y su relacion con los cuatro niveles de Analisis Epistémico; ademas de los aspectos
diversos que deben considerar los estudiantes, las relaciones entre los diversos componentes de

la unidad did4ctica, la guia y el analisis didactico.

Retrospectivamente, el trabajo propuesto a los estudiantes es muy complejo, y la propuesta de
formacion es muy ambiciosa. Se ofrece a los maestros la oportunidad de experimentar los
diversos aspectos incluidos en el disefio de una unidad didactica, bajo el enfoque del Analisis
Didéctico; adicionalmente se les ofrece dos herramientas poderosas: El andlisis epistémico y la

GROS,; el uso de esta ultima ha probado representar un reto para los maestros en formacion.

El uso de la GROS se relaciona intimamente con dos de los cuatro niveles de analisis didactico.
Dado que a partir del analisis epistémico realizado con la GROS se responden algunos
requisitos pedidos para la unidad didactica- identificacion de conocimientos matematicos,
identificacion de conflictos de significado - seria conveniente concederle mas importancia a la

GROS en el proceso formativo de los maestros.

Las sugerencias para el disefio de una unidad didactica sobre la inclusién del razonamiento

algebraico elemental se enumeran a continuacion:

» Establecer un limite razonable para el nimero de ejercicios que los estudiantes deben
analizar.

« Los objetivos instruccionales que los estudiantes proponen deberian surgir del analisis
epistémico y no tanto de los documentos curriculares oficiales.

» Se debe pedir explicitamente- deberia aparecer como un inciso primario del trabajo y no
como uno secundario- que los conocimientos matematicos, los conflictos, los ejercicios de
refuerzo y ampliacién y la evaluacién se vinculen y justifiguen con el analisis epistémico
que se genera con la aplicacion de la GROS.

e La secuenciacion de las actividades y la valoracién de la idoneidad cognitiva y mediacional

deberian surgir del analisis epistémico.

La Figura 8.4 muestra la nueva propuesta y cOmo se integran los requisitos para la elaboracion

de la unidad didactica, el analisis didactico y el andlisis epistémico.
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8.6 Implicaciones para la Inclusion del Razonamiento
Algebraico Elemental

Nos referimos ahora al razonamiento algebraico elemental como un tema de estudio para ser
incluido en el contexto de la formacion de maestros. Se ha discutido en esta memoria de tesis
doctoral que existe diferencia entre el algebra que se ensefia en la escuela secundaria y la que se

pretende ensefiar en la escuela primaria.

Se puede afirmar que la diferencia entre el dlgebra de los mateméticos y el algebra de la escuela
secundaria estd en que la primera se centra en estructuras y en el formalismo para demostrar la
validez general de tales estructuras, mientras que la segunda se centra en procesos de resolucién

de ecuaciones y modelaciones.

Establecer una diferenciacion entre el algebra de la secundaria y el &lgebra de la primaria, pasa
por indicar cuales objetos y significados mateméticos consideramos algebraicos en naturaleza y
en qué medida deberian ser manifestados por los nifios para afirmar que estdn operando en los
dominios del &lgebra. Sin embargo, es muy dificil delinear la actividad algebraica de la
actividad matematica en general. La delimitacion tendria elementos subjetivos dependientes de

la postura epistémica de quien la efectia.

Seria pertinente considerar que en el proceso de transicion desde la aritmética hasta al algebra se
transita por una “zona transicional”, en donde las tareas matematicas exhiben caracteristicas
precursoras del algebra. Es decir se puede considerar que un ejercicio exhibe caracteristicas
preliminares del algebra, pero con el paso del tiempo y en el trascurso de los cursos de la
primaria, mas caracteristicas algebraicas se pueden identificar y agregar, hasta llegar a
considerar que un ejercicio exhibe caracteristicas avanzadas del algebra. Esto esta alineado con
el desarrollo cognitivo de los nifios, y con el hecho que el razonamiento simbdlico se ve como

resultado de un proceso mas general de maduracion (Santrock, 2001).

Se puede lograr consenso en la comunidad de investigadores en relacion con el hecho que la
presencia de incognitas, variables, solucion de ecuaciones, simbolizacién, generalizacion, entre
otros, podrian ser caracteristicos de actividad algebraica, sin embargo responder a la pregunta
¢ Qué nivel de uso o de manifestacién de uso es suficiente para valorar como algebraica la
actividad matematica realizada por un nifio? no es facil, y la respuesta divide a la comunidad de

investigadores en el tema del razonamiento algebraico elemental.

Se considera que la condicién de ser o no algebraica para una actividad mateméatica es una

cuestion de grado; una actividad puede ser “mas algebraica o0 menos algebraica” en funcién que

Walter Fernando Castro Gordillo 26€



CAPITULO 8. Conclusiones e Implicaciones

incluya algunas caracteristicas y en funcion del nivel educativo en el cual se discuta. Una
actividad en la cual se debe encontrar un namero faltante (__+ 5=7) podria ser considera
algebraica cuando se discute en segundo o tercer grado de educacién primaria (Carpenter,

Frankle, Loef y Levi, 2003), pero no si se discute en sexto grado.

Adicionalmente se debe distinguir entre el caracter algebraico “potencial” que un ejercicio
pueda conteney el uso por parte de los nifios de los objetos pifstgdos algebraicos que se

hayan reconocido, como instrumentos en la resolucion del ejercicio. Carraher, Schliemann,
Brizuela y Earnets (2006) quienes consideran quda“idea no es simplemente atribuir
significado algebraico a las actividades matematicas de la escuela primaria. Los contenidos
matematicos deben ser transformados sutilmente para resaltar su caracter algebraico” (p. 88),
pero para resaltar el caracter algebraico se debe ampliar la concepcion del algebra para

reconocerla presentes en actividades preliminares que conducen hacia actividades avanzadas.

8.7 Implicaciones para la Formacion de Maestros

Las implicaciones que se derivan de este estudio se hacen en consideracién a las condiciones en
las cuales se realizd esta investigacidn. En esta memoria de tesis doctoral se exploré una
aproximacién al analisis didactico de tareas sobre razonamiento algebraico elemental,

igualmente se puso a prueba una herramienta de andlisis epistémico.

La aproximacion al analisis didactico y la herramienta de andlisis epistémico, se exploraron en
el contexto de una investigacion sobre la evaluacion y desarrollo de competencias de andlisis
didactico de tareas sobre razonamiento algebraico elemental. En relacion con la aproximacion al
andlisis didactico, aun en el caso en que no se considere pertinente asumir los cuatro niveles del
andlisis didactico que se proponen en el trabajo, se estima que el segundo y el tercer nivel:
Identificacién de objetos y significados y, descripcion de interacciones e identificacion de

conflictos de significado, son convenientes en procesos de disefio instruccional.

En relacion con el andlisis epistémico se ha encontrado que ha permitido efectuar un
reconocimiento mas especifico de algunos elementos propios del razonamiento algebraico
elemental. En ese sentido las actividades de andlisis epistémico de tareas matematicas parece ser
una buena actividad para los maestros. Parece que esta actividad, enmarcada en la formacion
inicial de maestros, podria ayudar a promover el desarrollo del conocimiento matematico para la
ensefanza (Ball, Thames y Phelps, 2008) en tanto que se ofrece una herramienta que promueve
el reconocimiento de los diversos tipos de objetos y los significados que intervienen en la

instruccion matematica.
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Este tipo de actividades de reflexion y analisis podria ayudar a profundizar la comprension de
los objetos y procesos matematicos, que a su vez contribuyen al reconocimiento y promocién
del razonamiento algebraico elemental por parte de los maestros. Similar al trabajo de Gémez
(2007) se propone evaluar el desarrollo del conocimiento didactico en la formacion inicial de
profesores, sin embargo, avanzamos hacia la elaboracion y puesta en practica de herramientas
dirigidas al desarrollo de esa forma de conocimiento. A pesar que nuestra experiencia se
focalizé en tareas valoradas como de razonamiento algebraico elemental, los instrumentos

usados podrian ser usados con otros temas matematicos.

En la seccion 6.7 -Identificacion de Conflictos de Significado- del sexto capitulo, se compararon
los trabajos de dos grupos, uno de los cuales utilizé el andlisis epistémico para identificar
objetos, significados y conflictos de significado y uno que no usé el andlisis epistémico. Si bien
el trabajo de los estudiantes de G1 no es representativo, también es cierto que la experiencia
demuestra las bondades del analisis epistémico y la eventual conveniencia que dicha experiencia
sea replicada con otros grupos de estudiantes. Se hizo evidente la alineacién entre la solucion
matematica de la tarea, la identificacion de objetos y significados y el reconocimiento de
posibles conflictos de significado. Los resultados obtenidos apoyan el vinculo entre el desarrollo
positivo de la competencia de andlisis didactico y el uso del andlisis epistémico. Se puede
apreciar la diferencia entre los analisis a favor del grupo que utilizé la herramienta. Sin embargo
se reconoce que mas evidencia podria ser requerida para concluir sin reservas a favor del uso del

andlisis didactico y del analisis epistémico en planes de formacion de maestros de mateméticas.

8.8 Limitaciones del Estudio

Varias limitaciones han surgido durante la investigacion. Una fue la poca libertad que se tuvo
para disefiar la prueba que se les aplicé a los nifios de escuela elemental, de sexto grado, en la
ciudad de Granada. Hubiera sido interesante disefiar una prueba que incluyera tareas
matematicas con un caracter algebraico més acentuado. Igualmente hubiera sido interesante
entrevistar a algunos de los nifios. Los resultados de tal prueba, junto con los resultados de las
entrevistas hubieran aportado mas datos para indagar sobre las competencias de los nifios de
escuela elemental para abordar tareas del razonamiento algebraico y confrontarlas con las

creencias de los maestros en formacion y con sus valoraciones de las soluciones de los nifios.

Otra limitacion fue la falta de tiempo durante las sesiones de trabajo con los maestros, que no
permitié que se discutiera y reflexionara mas sobre las soluciones de las tareas. Adicionalmente
se enumera tanto la negativa de algunos grupos de atender la invitacién a una entrevista, justo

después gue presentaron su unidad didactica como la inasistencia de algunos maestros a todas
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las sesiones de asesoria, 1o que no permitié efectuar un seguimiento més detallado del proceso
de evolucion de las competencias de analisis epistémico y didactico ni de las creencias en

relacion con la inclusion del razonamiento algebraico elemental.

Adicionalmente uno de los grupos no permitid que el investigador estuviera presente en la
presentacion de la unidad didactica. Adujo ansiedad. Vale decir que después de la terminacién
del periodo académico, ninglin maestro en formacién respondio a las solicitudes de reuniones

para indagar sobre algunos aspectos.

Otra eventual limitacibn es la negativa de algunos estudiantes a responder a los
cuestionamientos planteados por el investigador durante las sesiones de trabajo. A pesar que se
hizo todo lo posible para que las sesiones trascurrieran en un ambiente relajado de cooperacién
y aprendizaje, los estudiantes tuvieron dificultades para articular sus pensamientos y para
manifestarlos. Estas limitaciones fueron inevitables bajo las condiciones en las que se realizé la

investigacion.

8.9 Contribuciones del Estudio

La investigacién ha indagado sobre el desarrollo de competencias de analisis didactico en un
tema matematico especifico. En el proceso de andlisis didactico se ha considerado el uso de una

herramienta -el andlisis epistémico-.

Los resultados indican que el andlisis did4ctico y, especificamente, el andlisis epistémico es un
reto para los maestros. Sin embargo basados en dos casos, uno de ellos motivo del séptimo
capitulo y el otro, discutido en la seccién 6.5.4.2.2 -Grupos que Usaron la GROS- y la seccion
6.5.4.2.3 -Grupos que no Usaron la GROS- del sexto capitulo, se evidencia que los estudiantes
que asumieron el uso de la GROS, han exhibido un nivel de andlisis didactico que los faculta
para proponer conflictos de significado, y proponer nuevas tareas matematicas a partir del

andlisis epistémicos de las tareas, realizados con la ayuda de la GROS.

Igualmente, los datos respaldan el uso tanto de tres niveles de analisis didactico como del
analisis epistémico. La propuesta de analisis didactico comprende cuatro niveles, dos de los
cuales se ponen en juego con el analisis epistémico, ha resultado interesante pero muy compleja,
por eso se propone reducir los cuatro niveles a los niveles segundo y tercero, que son:
Identificacién de objetos y significados matematicos, y descripcion de interacciones en torno a

conflictos

Se considera que el primer nivel “Identificacién de practicas matematicas”, se retroalimenta de

los niveles segundo y tercero, en tanto que con la practica en la identificacibn de objetos,
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significados e interacciones en torno a conflictos, el maestro escoja ejercicios adecuados a los

objetivos instruccionales.

El cuarto nivel “valoracion de la idoneidad did4ctica del proceso” se sugiere vincularlo con la
identificacion de conflictos. En tanto que al identificar conflictos el maestro podria definir
acciones y escoger recursos para dar cuenta de ellas. Es decir, se deberia pedir a los maestros en
formacion que no solo identifiguen los conflictos que resultan de las configuraciones
propuestas, sino que también propongan acciones en dos frentes: Nuevos ejercicios-refuerzo y

ampliacion- y materiales o recursos que se requieren.

La identificacidbn de diez categorias de actividades de caracter algebraico, algunas de ellas
respaldadas por investigaciones diversas, ofrece un conjunto de actividades cuyos elementos
algebraicos son reconocidos por los maestros. Si bien no se poseen datos para apoyar el
reconocimiento de estas categorias por parte de otras poblaciones de maestros en formacion,

parecen prometedoras.

Adicionalmente, el andlisis epistémico que hemos propuesto en este trabajo ha permitido que los
maestros adecuen sus conocimientos matematicos a las condiciones de sus futuros alumnos. En
ese sentido el Andlisis Didactico parece ser instrumental en la adecuacion del conocimiento
matematico para la ensefianza y se encauza en la propuesta de Ball, Thames y Phelps (2008);
Godino (2009).

Consideramos que el analisis didactico articulado con el epistémico ha favorecido no soélo el
reconocimiento del complejo entramado de objetos y significados inmersos en la solucién de
una tarea algebraica, sino que ha permitido avanzar hacia una respuesta a la pregunta: ¢ Qué tipo
de formacion debe ser ofrecida a los maestros en formacion para que puedan reconocer tanto el
caracter algebraico de las tareas mateméaticas como promover el razonamiento algebraico en los

nifos?

Para Steele (2005, p. 293 ‘reto que enfrentan los formadores de maestros es asegurar que
los maestros en formacion y los maestros en activo tengan niveles apropiados de conocimiento
para la ensefianza de las matematic&onsideramos que nuestro trabajo hace un aporte en el
contexto de proveer dos herramientas, el analisis didactico y el analisis epistémico, para apoyar
el desarrollo de competencias vinculadas orientadas a cualificar el conocimiento matematico

para la ensefianza.

En este sentido, la presente memoria de tesis doctoral aporta alguna informacion para apoyar la
urgente necesidad de revisar los planes de formacién de maestros en el area de matematicas y de
contemplar el razonamiento algebraico y su didactica en el desarrollo de los distintos bloques de

contenido.
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8.10Publicaciones Derivadas

Del presente trabajo de investigacion se han derivado las siguientes publicaciones en revistas

internacionales (en revision), congresos internacionales, nacionales y regionales:

8.10.1Revistas Internacionales

e Castro, W. F., Godino, Juan D. (2011). Prospective elementary teacher’s thinking about

algebraic reasoning. Journal of Mathematics Teacher Education, 1-23. En revision.

e Castro, W. F., Godino, Juan D., & Rivas, M. (2011). Razonamiento algebraico en educacion
primaria: un reto para la formacion inicial de profesores. Revista Uhigantina, 1-18. En

revision.

8.10.2Congresos Internacionales

e Castro, W. F., Godino, Juan D. (2009). Cognitive configurations of pre-service teachers
when solving an arithmetic-algebraic probleRroceedings of the Sixth Conference of
European Research in Mathematics Education. Université Claude Bernard, Lyon, France.

Disponible en Internethttp://www.inrp.fr/publications/edition-electroniglaerme6/wg4-

04-castro-godino.pdf

e Castro, W. F., Godino, Juan D. (2009). Identifying epistemic and cognitive configurations
in the elementary algebraic reasoniin Proceedings of the 3Conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education. Tzekaki, M;
Kaldrimidou, M; Sakonidis, H (Eds.), Vol. 1: p. 351. Tesalbnica, Grecia.

* Rivas, M., Castro, W. F., & Konic, P. (2009). Epistemic and cognitive configurations of
preservice teachers when solving a missing value prodemProceedings of the 33
Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Education.
Tzekaki,M; Kaldrimidou, M; Sakonidis, H (Eds.) Vol.1: p. 457. Tesal6nica, Grecia.

* Rivas, M., Godino, Juan D., & Castro, W. F. (2010). Developing prospective teachers’
mathematical knowledge to teach proportionality. Proceedings of the 34Conference of
the International Group for the Psychology of Mathematics Education. Pinto M.M.F &
Kawasaki, T.F (Eds.) Vol.1: p. 96. Belo Horizonte, Brazil.
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8.10.3Congresos Nacionales

e Castro, W.F y Godino, J.D (2008). Evaluacion del razonamiento algebraico elemental en
futuros maestros: un estudio exploratoAetas del XII Simposio Espafiol de Investigacion
en Educacion Matemética, pp. 273-282.

e Castro, W. F., y Godino, J.D., Rivas, M (2010). Competencias de maestros en formacién
para el analisis epistémico de tareas de razonamiento algebraico eleAwtatatdel XIV

Simposio Espafiol de Investigacion en Educacion Matemdic®259-270.

8.10.4Congresos Regionales

» Castro, W. F., Godino, Juan D., Rivas, M., & Roa, R. (2008). La reflexion epistémicas y
cognitiva como recurso para el desarrollo del sentido numérico en futuros profsibres.

Jornadas de Investigacion en el Aula de MateméatiEasmacion de profesores. Granada.

¢ Rivas, M., Castro, W. F., Godino, Juan D., & Konic, P. (2008). El sentido numérico en
problemas de linealidad y no-linealidad en la formacion inicial de maeXttbgornadas

de Investigacion en el Aula de Matematidagrmacion de profesores. Granada.

» Castro, W. F., Godino, Juan D. (2009). Razonamiento algebraico en educacion primaria: el
desafio de la formacion de profesoré®d/ Jornadas de Investigacion en el Aula de

MateméaticasDimensidn Historica, Social y Cultural de las Matematicas. Granada.

e Castro, W. F., Godino, Juan D., Rivas, M. (2009). Relatividad socio-cultural de los
significados del algebra y los procesos de transposicion didactica en el marco del algebra
escolar.XV Jornadas de Investigacion en el Aula de MateméatiDamension Historica,

Social y Cultural de las Mateméticas. Granada.

8.11ldeas para Futuras Investigaciones

En relacién con la aproximacion al Razonamiento Algebraico Elemental, en tanto que no se
tiene evidencia sobre su uso instrumental por parte de los maestros en formacion, se considera

gue podria incluir en una investigacion posterior.

En relacion con las tareas matematicas de caracter algebraico presentes en los libros de texto, se

sugiere que se investigue si las diez categorias de actividades matematicas discutidas en el sexto
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capitulo son apropiadas para catalogar las actividades matematicas de caracter algebraico que se
proponen en los libros de texto. Un analisis de textos podria ser adelantado usando este criterio
en el cual se definieran niveles y grados de algebrizacion en funcioén de la presencia de objetos,

significados y procesos de caracter algebraico.

La propuesta sobre una zona transicional entre aritmética y algebra, en la que los ejercicios
exhiban objetos, significados y procesos algebraicos es concomitante con la inclusién del
razonamiento algebraico elemental. Esta propuesta estiq alineada con reportes de estudios
longitudinales acerca de la inclusion del razonamiento algebraico desde la escuela elemental
(Derry, Wilsman y Hackbarth, 2007), sobre las competencias algebdgigzsifios de escuela
elemental (Carpenter,Levi and Farnsworth, 2000; Warren y Cooper, 2005; kaput,q2@00)
conceden que el desarrollo del razonamiento algebraico se logra a lo largo del tiempo, con las
propuestas cognitivas (Santrock, 2001) que concede que el razonamiento simbdlico se logra
como resultado de un proceso de maduracion, y también con los reportes acerca del desempefio
de los maestros en formacion cuando resuelvan y valoran ejercicios sobre algebra (Verchaffel y
Onghema, 2003; Espinosa, 2004).

Diversos trabajos de investigacion y reportes (Fong, 2004; Watanabe, 2008, Moyer, Huinker y
Cai, 2004; Wong 2005; Lew, 2004) dan cuenta de la inclusion del razonamiento algebraico
elemental en los curriculos de varios paises y del enfoque curricular particular que le han dado

al mismo.

Se podria considerar que “tipos y niveles” de algebra aparecen en la experiencia mateméatica de
la escuela primaria. Tales tipos y niveles de algebrizacion pueden definirse en términos de

objetos, significados y configuraciones algebraicas que se requieren y surgen en su solucién.

También se proponen que estudios posteriores indaguen sobre el vinculo entre el andlisis
epistémico, con énfasis en el segundo y tercer nivel (identificacion de objetos y significados v,
descripcion de interacciones en torno a conflictos) y el reconocimiento de elementos algebraicos

en tareas matematicas.

Otro aspecto que merece indagacion posterior es la alineacién entre el analisis epistémico-
especificamente el reconocimiento de configuraciones epistémicas- y el sefialamiento de

conflictos de significado.

Estudios posteriores sobre el reconocimiento y promocion del razonamiento algebraico en los
nifos, se puede beneficiar de una recoleccién de datos mas amplia sobre mas lecciones y que
considere mas criterios. Un estudio longitudinal de caracter experimental con maestros en activo
podria arrojar mas evidencia tanto sobre el desarrollo de competencias de analisis didactico

como sobre la promocion del reconocimiento de objetos y significados asociados al uso del
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andlisis epistémico y especificamente a la Guia para el Reconocimiento de Objetos y

Significados.

Como se ilustré en el marco tedrico, muchos componentes del conocimiento matematico y

factores institucionales estan involucrados en el desarrollo de competencias para la ensefianza
del razonamiento algebraico elemental. Ahora que se ha ganado mas conocimiento tanto sobre
el papel que desempefia el analisis didactico como en el uso del enfoque onto-semidtico como

marco tedrico, seria interesante investigar:

» ¢Cbomo se desarrolla esta competencia a lo largo del tiempo y en el contexto del salon de
clase?

* ¢Como influyda interaccion entre nifios y maestros en el recameaito del razonamiento
algebraico elemental por parte de los maestros?

¢ Qué tan efectiva y util es la GROS en el contexto del salén de clase?

Investigaciones futuras podria continuar el estudio de profesores mientras ensefian algebra
elemental en un ambiente regular de clase. Dicha investigacion podria por ejemplo, aclarar el
papel del uso de la Guia de Reconocimiento de Objetos y Significados -GROS- como

instrumento que ayude a comprender el entramado de objetos y significados que surgen durante

la interaccidn entre maestro y alumnos.

Podria extenderse la indagacion, desde los objetos y significados hasta los procesos algebraicos

que se ponen en juego mientras se resuelven tareas de razonamiento algebraico elemental.

La relacién entre el conocimiento matematico para la ensefianza y el analisis didactico podria
ser investigada. Nuestra hipétesis es que la propuesta de analisis didactico y su vinculo con el
analisis epistémico es una herramienta potencial para desarrollar el conocimiento mateméatico

para la ensefianza en los términos que propone Ball, Thames y Phelps (2008) y Godino (2009).
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