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RESUMEN

El desarrollo de la visualizacion espacial de los alumnos de escuela primaria juega un papel
central en el aprendizaje de la geometria del espacio; sin embargo se han descrito y analizado
diversas dificultades relacionadas con el tema por diferentes investigadores en el campo de la
didactica de las matematicas. También se ha revelado que los profesores de escuela primaria
con frecuencia consideran la visualizacion espacial simplemente como actividad recreativa y
carecen de los conocimientos necesarios para fomentar su desarrollo en los alumnos, tanto sobre
el propio contenido matematico que involucra, como sobre su ensefianza.

En esta investigacion abordamos el problema de la evaluacion de los conocimientos didactico-
matematicos de futuros profesores de educacion primaria sobre la ensefianza de la visualizacion
de objetos tridimensionales representados en el plano, mediante la construccion de un
cuestionario que permite evaluar aspectos relevantes de dichos conocimientos.

La aplicacion del marco tedrico del enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccion
matemadtica ha permitido sintetizar los resultados de investigaciones sobre los significados
epistémicos, cognitivos e instruccionales atribuidos a la visualizacion espacial en educacion
matemadtica, analizar la complejidad de los objetos y procesos intervinientes, y argumentar la
pertinencia del estudio de determinados conocimientos para la ensefianza del tema. Dicho
analisis ha llevado al planteamiento de una visién ontosemidtica de la visualizacion espacial,
que fundamenta el disefio del cuestionario y el analisis de los resultados.

El cuestionario final elaborado, tras el analisis de libros de textos escolares, la realizacion de
pruebas piloto, y el uso de juicio de expertos, ha sido aplicado a una muestra de 241 estudiantes
de magisterio de la especialidad de educacion primaria. Dicha aplicacion ha permitido desvelar
dificultades procedimentales y errores conceptuales de los futuros profesores de la muestra,
relativos a determinados procesos visuales relacionados con aspectos de interpretacion y
produccion de representaciones planas de objetos tridimensionales; estos resultados en gran
medida concuerdan con investigaciones previas. Las dificultades se manifiestan en particular en
las justificaciones dadas a las soluciones de las tareas y en la deficiente identificacion por los
estudiantes de los conocimientos involucrados en la resolucion de las mismas, dos facetas del
conocimiento especializado del contenido que consideramos necesarias para una ensefianza
idonea del tema en la escuela primaria.

El instrumento construido y los conocimientos aportados pueden servir para orientar el disefio y
evaluacion de acciones formativas de futuros profesores de educacion primaria sobre el

contenido especifico investigado.



ASSESSMENT OF PROSPECTIVE PRIMARY EDUCATION TEACHERS’
KNOWLEDGE FOR TEACHING SPATIAL VISUALIZATION

ABSTRACT

The development of children special visualization capabilities is essential for their
learning of space geometry; however, various difficulties related to this subject have
been described and analyzed by mathematics education researchers. It has also been
suggested that primary school teachers often consider spatial visualization simply as a
recreational activity and lack enough knowledge -either of mathematical content itself
or teaching knowledge- to promote the students’ learning

In this research we address the problem of evaluating the didactic-mathematic
knowledge of prospective elementary school teachers for teaching the visualization of
three-dimensional objects represented in the plane. With this aim we build a
questionnaire directed to evaluate relevant aspects of such knowledge.

The application of the onto-semiotic approach to mathematical knowledge and
instruction served to synthesize previous research on the epistemic, cognitive and
instructional aspects of spatial visualization. It also allowed as to analyze the
complexity of the objects and processes involved in spatial visualization, and to show
the relevance of specific knowledge for teaching the subject. This analysis led us to
elaborate an onto-semiotic conceptualization of spatial visualization, which underpins
the questionnaire built and the analysis of results.

The building of the questionnaire was based on the analysis of school textbooks, pilot
testing and expert judgment. The application of the questionnaire to a sample of 241
primary education student teachers revealed the student teachers’ procedural difficulties
and misconceptions relative to visual processes involved in interpreting and producing
plane representations of three dimensional objects; these results are largely consistent
with previous research. These difficulties mainly arose in the justifications given to the
solutions of tasks and in the identification of the knowledge involved in the resolution,
two facets of specialized content knowledge needed for a suitable teaching of the
subject at primary school.

The questionnaire constructed and the description of teachers’ difficulties can guide the
design and evaluation of training activities for educating the prospective primary

teachers in spatial visualization.
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INTRODUCCION GENERAL

En la actualidad diferentes situaciones de la vida cuotidiana y contextos de trabajo
requieren habilidades relacionadas con la visualizacion espacial para trasmitir, codificar
o manipular determinada informacion, en particular informaciéon grafica (Gonzato y
Godino, 2010). Esto justifica que los procesos de ensehanza y aprendizaje de la
visualizacion espacial sean objeto de atencion por parte de la investigacion en didactica
de la matematica (Battista, 2007; Bishop, 1980; Gutiérrez, 1996; Hershkowitz, Parzysz
y Van Dormolen, 1996; Rivera, 2011) y que algunos aspectos del tema aparecen en las
directrices curriculares de educacion primaria (NCTM, 2000; MEC, 20006).

Sin embargo, en la ensefianza de la geometria espacial, la visualizacion no recibe mucha
atencion, especialmente en los libros de texto de educacion primaria, donde se presentan
solo aspectos limitados y parciales del tema, frecuentemente relacionados con
actividades recreativas al final de la seccion.

Para una posible incorporacion real en la ensefianza de aspectos relacionados con la
visualizacién espacial, especialmente en el contexto de la geometria espacial, es
necesario primero introducir y resaltar su importancia en los programas de formacion de
maestros. Diferentes autores (Gutiérrez, 1998; Parzysz, 2006; Guillén, 2010) sefalan la
importancia de trabajar diferentes aspectos de la geometria espacial con profesores en
formacion, especialmente tareas de interpretacion y produccion de diferentes tipos de
representaciones planas de los solidos, y sus diferentes justificaciones. Ello har4 posible
que tengan el conocimiento necesario para animar a sus estudiantes a explorar por
medio de la visualizacion espacial las ideas geométricas. Un profesor de escuela
primaria, ademas de tener buena visualizacion espacial, deberia tener el conocimiento
para desarrollarla en sus alumnos, animandoles a explorar las ideas geométricas por
medio de la visualizacion. Este conocimiento incluye la capacidad de dibujar e
interpretar de forma clara y correcta diferentes tipos de representaciones planas de
objetos tridimensionales.

El tema de la evaluacién de los conocimientos de los profesores es largamente tratado
en el campo de la didactica de la matematica (Shulman 1986; 1987; Ball, 2000; Ball,
Lubenski y Mewborn, 2001; Hill, Ball y Shilling, 2008). Sin embargo, las pocas



investigaciones que se han interesado en evaluar los conocimientos de los profesores

sobre la visualizacion de objetos tridimensionales representados en el plano (Battista,

Wheatley y Talsma, 1982; Malara, 1998; Fernandez, 2011) se han interesado

unicamente en desarrollar y evaluar conocimientos relativos a la resolucion de

determinadas tareas de visualizacion de objetos tridimensionales (conocimiento comun
del contenido matematico).

No obstante, la implementacion de programas formativos de los profesores requiere

conocer con detalle el punto de partida sobre los conocimientos de los estudiantes sobre

el tema. De aqui nuestro interés sobre la evaluacion de los conocimientos que los
futuros maestros tienen sobre algunos aspectos de la visualizaciéon espacial y su
ensefianza, lo que constituye la problematica central de esta tesis doctoral.

Estamos interesados en ampliar las investigaciones previas sobre evaluacion,

incluyendo el estudio de otros componentes del conocimiento, en particular algunos

aspectos relevantes del conocimiento especializado del contenido: conocimientos
relativos a la argumentacion de tareas visuales, al reconocimiento de conocimientos
puestos en juego en dichas tareas, y a la elaboracion de posibles variaciones para su uso
en la escuela. Con dicho proposito hemos procedido a elaborar un cuestionario para
evaluar determinados conocimientos de los profesores en formacion inicial sobre el
tema, y aplicado a una muestra de 241 futuros maestros de Educacion Primaria de la

Universidad de Granada.

La construccion del instrumento de evaluacion ha sido fundamentada por una serie de

estudios preliminares, que se desarrollan en los tres primeros capitulos de la Tesis. En el

Capitulo 1 se describen las investigaciones previas que han sido realizadas sobre los

diferentes aspectos relacionados con la visualizacion espacial, con el objetivo de

fundamentar adecuadamente la investigacion. Este estudio documental tiene una triple
finalidad:

- Identificar y organizar los elementos de significado relacionados con Ila
visualizacion espacial en geometria (teniendo en cuenta tres facetas implicadas en
los procesos de ensefianza y aprendizaje: la faceta epistémica, la faceta cognitiva, y
la faceta instruccional)

- Sintetizar las investigaciones realizadas sobre formacion de profesores en el campo
de la visualizacion espacial.

- Recopilar y clasificar, en relacion con los diferentes aspectos del tema, los items

usados en investigaciones anteriores que sean potencialmente tUtiles para nuestro



trabajo.
Se observa que en el andlisis de las investigaciones previas relacionadas con el tema, no
hemos encontrado un cuestionario comprensivo que evaluase adecuadamente los
conocimientos de los profesores de educacion primaria sobre visualizacion de objetos
tridimensionales.
En el Capitulo 2 se resume el marco teoérico del “enfoque ontosemidtico” (EOS) que
Godino y colaboradores vienen desarrollando para la Didactica de las Matematicas
(Godino y Batanero, 1994; 1998; Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007;
Godino, 2012), describiendo las herramientas principales que nos permiten interpretar y
organizar la informacion recogida en el primer capitulo y elaborar una caracterizacion
de la visualizacion espacial. Esta vision ontosemio6tica del tema nos permitira plantear el
problema de investigacion y servird de base para describir los conocimientos que tienen
los estudiantes al resolver las tareas propuestas. También describimos en este capitulo
los objetivos y la metodologia empleada en las diferentes fases que componen nuestro
estudio.
El Capitulo 3 se centra en el estudio curricular y de libros de textos, realizado para
enmarcar la investigacion en el contexto educativo en el que los futuros maestros
desarrollaran potencialmente su labor docente, asi como para mostrar la pertinencia y
relevancia practica del problema de investigacion. Se describen las orientaciones
curriculares nacionales, de la Comunidad Autoénoma de Andalucia y otras orientaciones
curriculares, destacando la presencia de elementos relacionados con la visualizacion
espacial en geometria, tanto en los objetivos como en las orientaciones metodologicas.
También se describen las tareas sobre visualizacion de objetos tridimensionales
presentes en los libros de texto de educacion primaria analizados y se propone una
clasificacion de las mismas.
Los estudios preliminares descritos en éstos primeros capitulos nos permiten
fundamentar la necesitad de la construccion de un nuevo cuestionario de evaluacion de
los conocimientos didéctico-matematicos de los futuros profesores sobre la
visualizacion espacial de objetos tridimensionales.
En el Capitulo 4 se describe el proceso de elaboracion del cuestionario, mediante su
aplicacion a un grupo piloto de maestros en formacion inicial, asi como las
modificaciones realizadas sobre el mismo, para obtener el cuestionario final.
Apoyéandonos en el modelo del conocimiento didactico-matematico del profesor

descrito en Godino (2009), que tiene en cuenta las diferentes facetas implicadas en la



ensefanza y aprendizaje de contenidos especificos, hemos decidido evaluar aspectos
especificos del conocimiento comun y ampliado del contenido y del conocimiento
especializado.
El cuestionario final consta de 5 items de respuesta abierta (de papel y lapiz), que
cubren los siguientes aspectos procedimentales del tema (conocimientos comun y
ampliado):
1. Coordinar e integrar vistas de objetos:
— Identificar o dibujar algunas vistas de un objeto a partir del dibujo del objeto
en perspectiva (item 1)
— Dibujar un objeto en perspectiva a partir de sus proyecciones ortogonales
(item 2)
2. Plegar y desplegar desarrollos planos de objetos tridimensionales (item 3)
3. Componer y descomponer en partes un objeto tridimensional (item 4)
4. Generar cuerpos de revolucion por medio de la rotacion de una figura plana

(item 5)

Por lo que se refiere a la evaluacion del conocimiento especializado, hemos decidido
evaluar tres diferentes aspectos: las justificaciones dadas a las respuestas de los items, la
identificacion de los conocimientos puestos en juego en las diferentes tareas, y los tipos
de variaciones propuestas a las tareas para su uso en la escuela.

En el Capitulo 5 presentamos los resultados de un estudio detallado de las respuestas del
cuestionario de 241 alumnos del segundo curso de la especialidad Educacion Primaria
de la Universidad de Granada del afio académico 2010-2011. Tales resultados reflejan
los conocimientos de los estudiantes después de que en el primer curso han estudiado el
tema de geometria plana y espacial.

El andlisis cuantitativo de los conocimientos de los tipos comun y ampliado nos permite
comparar la dificultad relativa de los items y el efecto del género sobre los resultados.
El estudio cualitativo detallado de las respuestas nos permite describir las tendencias en
los diferentes conocimientos y en particular nos permite describir las dificultades
principales que manifestaron los estudiantes en los diferentes items, describir las
diferentes tipologias de justificaciones dadas a sus respuestas, los elementos de
conocimientos identificados en cada item y los cambios sugeridos en las variaciones de

las tareas propuestas.



Finalmente, en el Capitulo 6 presentamos las conclusiones sobre los objetivos e
hipotesis formuladas, una sintesis de las aportaciones realizadas en nuestra
investigacion, asi como las limitaciones del estudio y cuestiones abiertas.

Somos conscientes de que nuestro trabajo aporta una informacion limitada a las
preguntas planteadas y en este sentido abre nuevas lineas de investigacion (en particular
las que contemplan la integracion del uso de software informatico) para otros
educadores que se interesen por la ensefianza de la geometria espacial. Pensamos, sin
embargo, que el estado de la cuestion y bibliografia, el cuestionario elaborado, asi como
los resultados expuestos, proporcionan una informacion util tanto para otros

investigadores, como para los formadores de profesores de educacion primaria.






CAPITULO 1:
INVESTIGACIONES PREVIAS Y TAREAS EMPLEADAS

1. INTRODUCCION
En este capitulo describimos las investigaciones que se han realizado sobre los

diferentes aspectos relacionados con la visualizacion espacial, con el objetivo de

fundamentar adecuadamente nuestro trabajo. Este estudio documental tiene las
siguientes finalidades:

- Identificar y organizar los elementos de significado relacionados con la
visualizacion espacial en geometria.

- Sintetizar las investigaciones realizadas sobre formacion de profesores en el campo
de la visualizacion espacial,

- Recopilar y clasificar, en relacion con los diferentes aspectos del tema, los items
usados en investigaciones anteriores que sean potencialmente utiles para nuestro
trabajo.

Por lo que se refiere al primer aspecto, analizamos el tema de la visualizacion de
objetos tridimensionales (VOT) en las investigaciones, teniendo en cuenta tres facetas
implicadas en los procesos de ensefianza y aprendizaje: la faceta epistémica, la faceta
cognitiva, y la faceta instruccional (capitulo 2).

En la faceta epistémica describimos los estudios centrados en la explicitacion y el
analisis de conocimientos institucionales sobre el tema. En primer lugar se consideran
las investigaciones que estudian el significado de “espacio” y de “objetos geométricos
tridimensionales” y que analizan sus diferentes materializaciones posibles. En seguida
se aborda la problemadtica del lenguaje utilizado en la descripcion de determinadas
situaciones espaciales y la posible ambigiiedad de los términos implicados. A
continuacion se describen las investigaciones que analizan los procedimientos
involucrados en la interpretacion y produccion de representaciones planas de objetos
tridimensionales. Por ultimo se detallan diferentes tipos de justificaciones plausibles

para argumentar proposiciones que involucran la VOT.
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Por lo que se refiere a la faceta cognitiva, analizamos las investigaciones enfocadas
al estudio de los significados personales atribuidos a la VOT por los estudiantes.
Primeramente resumimos la vasta bibliografia sobre las definiciones de procesos y
descripcion de habilidades espaciales. A continuacioén describimos las diferentes etapas
y niveles en la compresion de aspectos relacionados con la visualizacion de objetos
tridimensionales (representados en el plano) y que han sido destacados por diferentes
autores, distinguiendo entre trabajos centrados en la descripcion de las etapas en la
elaboracion de dibujos y representaciones planas de los trabajos centrados en las
descripcion de etapas en la interpretacion de una representacion plana. Por ultimo
describimos las dificultades y errores encontradas por algunos investigadores en
alumnos enfrentados a determinadas tareas de visualizacion espacial.

En la faceta instruccional describimos algunas investigaciones sobre experiencias o
propuestas instruccionales, que pretenden promover el desarrollo de habilidades
relacionadas con la visualizacion espacial.

Seguidamente describiremos algunas investigaciones con profesores que tratan
aspectos centrales de nuestra problematica, identificando los aspectos principales en los
cuales manifestaron dificultades.

Observamos que la mayoria de las investigaciones realizadas sobre el tema se
centran en el estudio de las dificultades y la descripcion de procesos de instruccion en
la escuela primaria y secundaria relacionados con aspectos especificos de la
visualizacion espacial.

Aunque hemos encontrado muy pocas investigaciones relacionadas con nuestro
tema especifico de investigacion, esto es, la evaluacion de conocimiento didécticos
matematicos de los profesores sobre visualizacion de objetos tridimensionales,
mostraremos que todavia es un estudio necesario.

Por lo que se refiere a la tercera finalidad de nuestro estudio, nos centramos en la
clasificacion de las tareas empleadas en las investigaciones, prestando particular
atencion a los estimulos iniciales dados, al procedimiento principal involucrado y al tipo
de respuesta exigida. Esto nos ha permitido posteriormente construir un primer banco de
items relativos a las tareas empleadas en las investigaciones.

En consecuencia, este primer estudio bibliografico sera basico para la construccion
de un significado de referencia sobre el tema (ver seccion 2 del capitulo 2), que nos
permita tener una vision amplia de los aspectos que han sido investigados

anteriormente, argumentar la importancia de este tema en la formacion de los futuros
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profesores de educacion primaria y seleccionar aspectos relevantes para evaluar sus
conocimientos sobre el tema. Ademas, este primer estudio, nos permite concluir sobre la
falta de estudios globales relativos a los conocimientos de los (futuros) profesores sobre
visualizaciéon de objetos tridimensionales y al mismo tiempo, fundamenta la
construccion de nuestro cuestionario (capitulo 4), que incluye items tomados de

diversas investigaciones previas.

2. INVESTIGACIONES PREVIAS

2.1. INVESTIGACIONES SOBRE ASPECTOS EPISTEMICOS

En esta seccion estudiamos las referencias bibliograficas mas relevantes sobre la
visualizaciéon de objetos tridimensionales fijando la atencion en los significados
institucionales atribuidos a dicho contenido. Tales significados son interpretados en el
marco del EOS (ver seccion 2 del capitulo 2) en términos de los elementos lingliisticos
y representacionales usados, asi como los elementos conceptuales y procedimentales
puestos en juego en la solucion de los problemas.

La representacion bidimensional de la realidad tridimensional es un tema largamente
tratado y debatido en la historia del arte y en la historia de la ciencia (Bagni y D’ Amore,
1994).

El primer acercamiento, informal e intuitivo, del hombre a la geometria comenzo
probablemente con la abstraccion de las formas de los objetos que le rodeaban, como lo
muestra la presencia de los primeros pictogramas trazados por el hombre primitivo.
Aunque ya los filosofos griegos empezaron a considerar los objetos geométricos como
entes ideales, que pueden ser manipulados mentalmente, a lo largo de la época
medieval, se adoptd una concepcion empirica de la geometria. En esta época las
representaciones de lo real eran hechas por los artistas, que elaboraban representaciones
intuitivas del espacio. So6lo a partir del Renacimiento, tanto los artistas como los
matematicos, empezaron a alejarse del empirismo. Las técnicas elaboradas para la
representacion de la realidad fueron formalizadas, y luego aplicadas para representar
conceptos geométricos. Estos conceptos fueron naturalmente asociados a sus
representaciones.

Diferentes investigaciones didacticas en el campo de la geometria ponen de
manifiesto la importancia de considerar este doble estatus de los objetos geométricos:

de un lado el objeto geométrico abstracto (el concepto geométrico) y del otro su
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representacion externa.

El objeto geométrico puede ser representado en el espacio, con modelos y artefactos
o en el plano, con diferentes técnicas de dibujo. Dichas técnicas de dibujo tienen
determinadas reglas y permiten representar algunas propiedades del objeto. Conocer las
diferentes representaciones planas con las cuales se pueden representar un objeto puede
ser util en el momento de resolver una determinada tarea, para interpretar y comunicar
correctamente informacion grafica. Otros elementos importantes al trabajar con objetos
tridimensionales son las diferentes transformaciones que pueden ocurrir al objeto y que
se definen por medio de determinados procedimientos como rotar, simetrizar, desplazar,
cortar, plegar, desplegar,...

En los siguientes apartados analizamos la naturaleza de los objetos geométricos
(seccion 2.1.1), describimos brevemente los diferentes tipos de proyecciones y otras
representaciones planas de objetos tridimensionales, sus reglas y las propiedades que
preservan (seccion 2.1.2), el lenguaje utilizado en la descripcion de determinadas
situaciones espaciales (2.1.3), los principales procedimientos requeridos en la
resolucion de algunas tareas de visualizacion espacial (2.1.4), asi como los tipos de

justificaciones necesarios para argumentar las soluciones (2.1.5).

2.1.1. Naturaleza de los conceptos geométricos: el espacio y los objetos geométricos
tridimensionales

Atendiendo a la evolucidn del concepto de espacio, vemos aparecer a lo largo de
toda la historia, hasta llegar al siglo pasado, una fundamentacién ligada a una vision
fisica de la ciencia. El espacio se entiende como espacio fisico y el espacio matematico
no es otra cosa que la imagen abstracta de ese espacio fisico, simplemente la
idealizacion de ¢€l; sus entes (puntos, rectas, etc.), son abstracciones provocadas por la
consideracion de figuras materiales. Este es el espacio euclideo: los axiomas de
Euclides (salvo el de las paralelas) son propiedades obtenidas de la experimentacion con
las figuras. Asi que en los Elementos de Euclides (escrito hacia el afio 300 a.c., y
también conocido como Elementos de la geometria) se presenta como un estudio sobre
las propiedades del espacio fisico real y sus relaciones, antes que ser una obra abstracta
y formal. Por tanto, la geometria griega no es del todo abstracta, el gedmetra no so6lo
trata con conceptos o definiciones, también se ocupa de la existencia y construccion de

los objetos de los que tratan estos conceptos o definiciones.
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A nivel de educacion primaria el estudio de la geometria se basa en dicha
concepcion del espacio, o sea el estudio del espacio real relacionado con su
modelizacion como espacio euclideo. La geometria aparece entonces como estudio del
espacio fisico y en consecuencia los objetos que involucra (lineas, planos puntos) estan
tomados directamente de la experiencia sensorial. Parzysz (1991) observa que esta
caracteristica, “que implica un proceso de naturaleza dialéctica entre la realidad fisica y
el modelo tedrico”, también se encuentra en las relaciones entre geometria e imagen
grafica, siendo ésta ultima un instrumento de mostracion y de demonstracion. De
manera particular, el estudio de los sélidos, se coloca en esta dialéctica. El término
“solido” tiene en su misma definiciéon dicha “naturaleza dialéctica”. Euclides (en
“Elementos”, libro XI) da la siguiente definicion de sélido: “Un sdlido es aquello que
tiene longitud, anchura y profundidad’.

Destacamos que en los textos de geometria espacial elementales generalmente no se
define el concepto general de solido. Por ejemplo, en los libros de textos de educacion
primaria (generalmente en el primer ciclo), para introducir el concepto de “cuerpo
geométrico” se dan representaciones graficas de determinados sélidos (piramides,
prismas, conos, cilindro y esfera) acompanadas de la afirmacion “estas figuras son
cuerpos geométricos”. De otra parte, en los libros de segundo y tercer ciclo, se
presentan definiciones de “poliedros” como ‘“‘cuerpos geométricos que tienen todas sus
caras planas” (para mas detalles ver capitulo 3). También en textos de geometria
avanzada raramente se define el concepto de solido (“Un sélido es una region
cualquiera acotada del espacio bordeada por superficies” en Kern y Bland, 1948, p. 18).
Sin embargo, se presentan definiciones del concepto de poliedro.

En el diccionario de la Real Academia Espafiola (2001) la palabra “sélido” en el
contexto geométrico es asociada a la palabra “cuerpo” (siempre en el contexto
geométrico), definido como “Objeto material en que pueden apreciarse las tres
dimensiones principales, longitud, anchura y altura”. Mientras que el término “cuerpo”
referido al contexto cuotidiano, es definido como “Aquello que tiene extension limitada,
perceptible por los sentidos”. En dichas definiciones aparecen dos diferentes aspectos de
los términos “sélido/cuerpos geométricos”. Una relacionada con el sélido como objeto
real que ocupa un espacio en el espacio fisico; la otra relacionada con el s6lido como
objeto abstracto, compuesto por entidades (planos, segmentos, puntos,...) no existentes

en el espacio fisico.
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Para aclarar y operativizar estos diferentes aspectos de los sélidos y sus relaciones,
Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen (1996) diferencian tres diferentes perspectivas
con las cuales estudiar las “formas™: en la primera perspectiva consideran las formas
como objetos que se situan en el mundo real; en la segunda las consideran en su doble
naturaleza, sea con el papel de realidad con respecto a una teoria, sea como modelos
para una teoria geométrica; en la tercera perspectiva consideran las formas como
representaciones visuales de entidades matematicas. Los autores observan que las
diferentes perspectivas con las cuales se pueden estudiar el espacio y las formas y las
interacciones entre lo concreto y lo abstracto hacen que el pensamiento visual sea muy
interesante pero también muy complicado. “En la escuela primaria”, afirma Gorgorid
(1998), “el hecho que los conceptos geométricos estan asociados, hasta un cierto punto,
con objetos fisicos o dibujos hace que la relacion entre geometria y visualizacion sea
mas complicada de lo que parece” (p. 209).

Diferentes autores que estudian la naturaleza de los objetos geométricos (Duval,
1999; Fischbein, 1993, 1998; Laborde, 1996; Mesquita, 1992; Parzysz, 1988, 1991)
afirman la importancia de distinguir entre el concepto, la forma y su representacion.

En relacion al objeto geométrico, Fischbein (1993, p. 148) define el “concepto
figural”, como “un constructo mental caracterizado por las propiedades de los conceptos
(generalidad, esencialidad, abstraccion, idealidad), y que al mismo tiempo preserva las
propiedades figurales (forma, distancia, posicion)”. La componente figural del objeto
permite realizar mentalmente transformaciones que tienen un significado practico (por
ejemplo trasladar, cortar, superponer), mientras que la componente conceptual controla
dichas operaciones a nivel del rigor y de la logica. En los modelos y dibujos de los
objetos geométricos, son las propiedades figurales lo que se pretenden representar.
Fischbein (1993) afirma que el dibujo no es la figura geométrica, sino una
personificacion material grafica o concreta; mientras que la imagen mental de una figura
geométrica es, generalmente, la representacion (mental) de la materializacion de su
modelo. Intentamos resumir las ideas expuestas en el siguiente esquema (Figura 1.1).

La flecha entrecortada (Figura 1.1) significa que, aunque en la representacion
material no se puedan representar las propiedades conceptuales del objeto, estas tienen
que ser respetadas al momento de manipular o interpretar la representacion a nivel
abstracto. Fischbein describe, como ejemplo de actividad en la cual se requiere una
particular cooperacion entre lo figural y lo conceptual, la reconstruccion mental de

determinados desarrollos de un cubo.
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Concepto figural

Propiedades con\ceptuales — Propieda(lies figurales

A)
\
\
\

\
Control ™, aterializacion

\
\
\

Py
Transformacion Q[ Representacion (grifica o concreta) ]

Figura 1.1: Esquema que representa la definicion de concepto-figural y su representacion.

Este autor observa que en el desarrollo de la Figura 1.2 las componentes figural y
conceptual estan bien integradas y en consecuencia se puede manipular el desarrollo
como concepto figural con sus elementos, reconociendo ficilmente que el dibujo
representa un desarrollo de un cubo. Este mismo desarrollo es considerado como
“prototipico” por Mesquita (1992), que corresponde a una imagen estereotipada del

cubo: cuatros caras laterales y dos bases, cuya seleccion se impone perceptivamente.

Figura 1.2: Desarrollo de un cubo, considerado por Mesquita (1992) como desarrollo “prototipico”.

De otra parte Fischbein (1993) observa que en el caso del dibujo de la Figura 1.3 es
mas dificil reconocer que es un desarrollo de un cubo, puesto que para reconstruir el
solido, no se requiere unicamente “ver” las figuras, sino también modificar sus
posiciones, imaginar sus posiciones resultantes, imaginar el efecto de las

transformaciones en las figuras adyacentes.
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Figura 1.3: Desarrollo de un cubo, considerado por Fischbein (1993) de dificil reconocimiento.

El autor observa que estas transformaciones mentales de objetos tridimensionales no
son unicamente de naturaleza figural: es por el hecho que trabajamos con caras de un
cubo que las aristas son de igual tamafio, que las caras son cuadrados, que los angulos
son rectos, etc. “Esto”, afirma el autor, “es un conocimiento fdcito que es implicado en
las operaciones mentales. Sin este tacito control conceptual, toda la operacion no tendria
significado” (p. 159).

Andlogamente Laborde (1996) define dos dominios relativos a las propiedades
espaciales de la representacion:

- el dominio de funcionamiento: conjunto de las propiedades geométricas

representadas por ciertas propiedades espaciales del dibujo;

- el dominio de interpretacion: todas las propiedades espaciales del dibujo que no

pueden ser interpretadas como propiedades del objeto.
La autora considera la figura geométrica como la relacion entre un objeto geométrico y
sus posibles representaciones (el analogo del concepto figural de Fischbein).

Presmeg (2008), estudiando la clasificacion e interpretacion de los signos, interpreta
la sinécdoque como estructura que usa parte de un signo para representar un caso
general y el caso general para representar una parte. Ilustra dicha estructura con el caso
del triangulo, en el cual se diferencia entre el tridngulo general, la figura del tridngulo y

el dibujo de un triangulo (Figura 1.4).

[ Dibujo de un triangulo ]

representa
v representa

[ Figura de un triangulo Triangulo general ]

Figura 1.4: Ejemplo de la estructura de la sinécdoque aplicada al caso del tridngulo (Presmeg, 2008)
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Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen (1996) destacan que el término figura es
ambiguo, pues puede referirse bien a un objeto geométrico (conceptual, ideal) bien a
una de sus representaciones graficas (material). Los autores representan dos procesos,
en el primero las figuras son herramientas para resolver problemas o para construir una
teoria geométrica, en el segundo las figuras son consideradas como representaciones de

entidades matematicas:

Diagrama o Dibujo — Figura — Teoria geométrica

Teoria geométrica — Figura (modelo)— Diagrama o Dibujo

Los autores observan que el aprendizaje de la geometria en la escuela primaria sigue
la estructura del primer modelo.

Mesquita (1992) hace observar que la representacion externa de cualquier concepto
geométrico hace aparecer una ambigiiedad fundamental, traducida por lo que llama el
“doble estatuto de los objetos geométricos”. La representacion externa “aunque se
apoya en objetos generales y abstractos, tiene que ser expresada por una especifica
configuracidon, que pone en juego objetos concretos y peculiares. Esta concretizacion
exige que se pase a un registro figurativo, donde cada concepto es traducido por objetos
peculiares” (pp. 19-20).

De forma analoga Duval (1999) discierne el objeto geométrico de su representacion
semidtica y describe los diferentes registros semidticos con los cuales se puede
representar un objeto o un procedimiento.

Duval (1999, pp. 4-5), en lugar de diferenciar las representaciones por su aspecto
mental o externo, distingue los siguientes dos tipos de representaciones cognitivas:

- representaciones semidticas: representaciones cognitivas que son producidas de
forma intencional por un sistema semiotico (mental o externo):
o analdgicas: representaciones que proporcionan visualizacion (graficos,
diagramas, dibujos,...)
o no analdgicas: representaciones discursivas (sentencias verbales, formulas,

)

31



Capitulo 1 Investigaciones previas y tareas empleadas

- representaciones fisicas/organicas: representaciones cognitivas que son producidas
de forma casual o automatica por un dispositivo fisico (fotografias, reflexiones) o
por un sistema orgénico (suefios, memoria visual de imagenes).

Mientras que el contenido de las representaciones semiotica denota el objeto
representado, el contenido de las representaciones fisicas/organicas es el resultado de
una accioén fisica del objeto representado en algin sistema organico o en algin
dispositivo fisico (Duval et al., 1999, pp 32-46).

Para el caso particular de la actividad geométrica, Duval (2006, pp 147-148)
distingue dos tipos de registros semidticos principales:

- Registro de la visualizaciéon: representaciones graficas bidimensionales
(perspectivas,...) o tridimensionales, graficas, diagramas;

- Registro del discurso: uso de la formulacion para enunciar propiedades o el
problema.

Duval (1999, p. 8) distingue dos tipos de transformaciones de representaciones
dentro de cada proceso matematico. Por un lado estan aquellas transformaciones que se
realizan dentro del mismo registro de representacion y, por otro lado, estan aquellas que
tienden a cambiar de registro de manera que la representacion de un objeto se traslada a
una representacion diferente del mismo objeto.

Al primer tipo de transformacion le llama “procesamiento” y un ejemplo de ella
podria ser la realizacion de acciones de plegar-desplegar un dado, desarrollo plano de
una figura, o el reconocimiento de la equivalencia de dos desarrollos planos diferentes
(manteniéndose en el registro de la visualizacion se opera con juegos de
reorganizaciones visuales). El segundo, denominado “conversion” ocurre por ejemplo,
cuando a partir de la definicion formal de “desarrollo plano del cubo” (registro del
discurso) se da una de sus representaciones graficas bidimensionales (registro de la

visualizacién).

En lo que sigue llamaremos “objetos tridimensionales/solidos” tanto a los objetos
tridimensionales fisicos como a las entidades geométricas ideales correspondientes.
Cuando sea necesario se explicitard su naturaleza, llamando “objetos geométricos” a las
entidades geométricas ideales y “objetos materiales” a los objetos tridimensionales
fisicos, aunque frecuentemente el contexto en las cuales se situan ya permitird reconocer

su naturaleza.

32



Capitulo 1 Investigaciones previas y tareas empleadas

Siguiendo la notacion de Parzysz (1988), llamaremos “representaciones
(materiales)” a los “modelos” tridimensionales o “dibujos” bidimensionales de los
“objetos tridimensionales”.

Se observa que en el caso que el objeto sea real, presente en el mundo fisico, su
representacion material serd una modelizacion, que pretende representar inicamente el
objeto en cuestion. Si el objeto es una entidad geométrica, un concepto figural, se
utilizara un determinado sistema semidtico para dar una peculiar representacion de un
objeto peculiar perteneciente a una variedad de figuras. En otras palabras, si se
representan objetos materiales, la representacion se refiere Uinicamente al objeto en
cuestion, mientras que si se trabaja con objetos geométricos ideales, la representacion se
refiere a una variedad de figuras. Reconocer el estatuto del objeto que se representa es
importante en el momento de operar sobre el objeto y hacer deducciones.

En la seccion 2 del capitulo 2 se interpretaran estos objetos en términos de objetos
ostensivos y no-ostensivos y sus posibles representaciones en términos de procesos de

idealizacion y materializacion, lo que permitira aclarar sus estatutos y funciones.

En tareas de visualizacion espacial de objetos tridimensionales frecuentemente se
trabaja (mentalmente o fisicamente) con sus representaciones (materiales o mentales).
Para manipular correctamente dichas representaciones del objeto es necesario controlar
las propiedades del objeto que se preservan en la representacion y las que no se
mantienen. También se tiene que acordar que se trabaja con objetos que tienen
determinadas propiedades conceptuales que permiten determinados procedimientos y
transformaciones de la representacion y prohiben a otras.

Diferentes autores (Bartolini Bussi, 1996; Cuisinier y cols, 2007; Parzysz, 1988,
1991) evidencian que en la ensefianza es necesario hacer explicitas las reglas para
dibujar las figuras tridimensionales, como por ejemplo las propiedades de la geometria
proyectiva. Gutiérrez (1998, p. 217) subraya que los profesores de primaria deben ser
conscientes de cuando sus alumnos tienen dificultad para dibujar representaciones
planas y reaccionar de forma de que estas dificultades no causen un bloqueo hacia la
geometria espacial.

Parzysz (1991) se pregunta si es todavia importante perder tiempo con los dibujos,
pues los ordenadores pueden hacerlos mas rapidamente y con precision. Observa que
también los dibujos hechos con los ordenadores pertenecen a una perspectiva, sea

central o paralela. Y tampoco se puede utilizar un ordenador aleatoriamente: los dibujos
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en la pantalla tienen que ser decodificados en una manera correcta y precisa, lo que
requiere un conocimiento de las reglas y de las ambigiiedades basicas de las
representaciones. El autor observa que dichas reglas y ambigiiedades pueden ser
ensefladas mas eficientemente con la practica de dibujo a mano, en lugar de
simplemente mirando a una pantalla.

En el siguiente apartado definimos los principales sistemas de representacion que

permiten representar un objeto tridimensional en el plano.

2.1.2. Representaciones planas de objetos tridimensionales

Un objeto geométrico abstracto (de dimension tres) tiene una multitud de posibles
representaciones materiales (planas o tridimensionales), que ilustran algunas
propiedades del objeto. Parzysz (1991) observa que la relacion entre geometria e
imagen grafica implica un proceso de naturaleza dialéctica entre realidad fisica y
modelo tedrico: “El dibujo de un objeto 3D puede solo evocar el objeto” (p. 576).

Estas representaciones pueden ser aproximativas (croquis) o bien ser el producto de
precisas técnicas de construccion o de dibujo. La representacion espacial (fisica) de un
objeto geométrico abstracto implica necesariamente una pérdida de informacion
(Parzysz, 1988).

En el caso de representacion tridimensional del objeto (modelo), se pierde la
informacion relativa a la dimension de los elementos que componen el objeto, asi como
su caracter abstracto-ideal. Por ejemplo, si se utiliza un modelo en carton de un cubo
(vacio), se representa unicamente la superficie externa del objeto, las caras construidas
son de dimension 3, asi como las aristas y los vértices,... De hecho, una representacion
tridimensional de un cuerpo, confiere “espesor” a todos los elementos que componen el
cuerpo (caras, aristas, vértices), para que puedan ser visibles. Se pierde entonces el
caracter ideal del objeto geométrico. En el caso de representacion plana del objeto
(dibujo), ademds de perder informacion sobre las dimensiones (en este caso perdemos
también el cardcter 3D del objeto), se pierden algunas de las propiedades del objeto.

Por lo que se refiere a los objetos tridimensionales, Parzysz (1988) identifica dos
diferentes niveles de representacion:

- Representaciones cercanas: modelos tridimensionales. Las representaciones se

“parecen” al objeto geométrico abstracto, tienen la misma dimension, excepto por el

pasaje de lo abstracto a lo concreto.

- Representaciones lejanas: dibujos. La “dimension de la representacion” es
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estrictamente inferior a la del objeto geométrico abstracto.

El autor observa que para sustituir a la perdida de informacion que se tiene al pasar
desde el objeto abstracto a una de sus representaciones (sobre todo por el caso de
representaciones lejanas) es necesario tener una leyenda que acompafie a la
representacion: “el dibujo, el modelo no puede sustituirse a la figura” (figura
interpretada como objeto geométrico ideal).

Diferentes autores afirman la importancia de desarrollar tanto la formalizacion de
las técnicas de representacion de objetos tridimensionales como la descripcion de
situaciones reales a través de dibujos y la interpretacion de los dibujos que ilustran
situaciones reales, para “ir de la realidad a los dibujos y volver atras” (Hershkowitz,
Parzysz y Van Dormolen, 1996).

En términos de Treffers (1987) podemos distinguir dos procedimientos en el uso del
dibujo técnico, uno que se refiere a la matematizacion vertical (relacionado con la
formalizacion de las técnicas de representacion de objetos tridimensionales) y el otro a
la matematizacion horizontal (relacionado con la interpretacion y representacion del
mundo fisico por medio de dibujos). La matematizacion vertical se refiere al
procesamiento matematico, dentro del sistema matematico, en nuestro caso referido al
estudio de las propiedades de un determinado sistema de representacion. La
matematizacion horizontal es la fase en la cual interviene la matematizacion empirica, la
observacion, la experimentacion, y que conlleva una “traduccién directa de los
problemas del mundo real al lenguaje del “mundo de los simbolos™ (Kindt, 1993, p. 76),
una sistematizacidon, una simbolizacion y una esquematizacion/modelizacion. Se trata
del reconocimiento de esencias matemadticas, de la esquematizacion o visualizacion, del
descubrimiento de relaciones, etc. Anidlogamente Verillon y Rabardel (1993) afirman
que “El dibujo técnico es, para su utilizador, un instrumento semidtico, es decir un
instrumento que le permite producir representaciones graficas relacionadas con una
realidad técnica, y al mismo tiempo le permite utilizar las representaciones producidas
por otros para resolver sus propias tareas técnicas, le permite pensar y aprender la

realidad técnica” (p.150).

En el campo de la visualizacion parece importante distinguir diferentes tipos de
representaciones de objetos tridimensionales. Sack y Vazquez (2008), trabajando con
software informaticos, distinguen cinco tipos de representaciones de objetos

tridimensionales: modelos tridimensionales, modelos graficos bidimensionales
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convencionales que se asemejan al objeto tridimensional, representaciones semioticas o
abstractas que se parecen poco al objeto tridimensional, representaciones verbales y
simulaciones dindmicas de objetos tridimensionales por ordenador.

De forma similar y restringiéndonos a las representaciones planas de objetos
tridimensionales, distinguimos dos grupos de representaciones planas: las perspectivas
axonométrica, caballera y con puntos de fuga, de una parte, y el sistema diédrico (las
vistas), las vistas codificadas, el desarrollo plano y las secciones de otra parte.

Si las primeras nos dan una percepcion global del objeto (aun distorsionando
algunas de sus propiedades fisicas), las segundas necesitan una reorganizacion de la
informacion para poder visualizar el objeto en su totalidad. Esta reorganizacion de la
informacion depende de la representacion del objeto que tenemos. Por ejemplo, en el
caso de la representaciéon de un objeto en el sistema diédrico (las vistas), para
reconstruir el objeto global se necesita coordinar e integrar las vistas del objeto.

Para organizar y limitar nuestro estudio distinguimos y describimos Unicamente los
siguientes tipos de representaciones:

- Representaciones planas que nos dan una percepcion global del objeto (aunque
deformando algunas de sus caracteristicas fisicas): proyeccion ortogonal
axonométrica, proyeccion oblicua y perspectiva a uno o mas puntos de fuga.

- Representaciones planas que necesitan una reorganizacion de la informacion para
poder visualizar el objeto (o los objetos) en su globalidad: el sistema diédrico, los
desarrollos, las secciones (unicamente de los cuerpos de revolucion y en relacion al

relativo eje de rotacion).

2.1.2.1. Representaciones planas que nos dan una percepcion global del objeto

Todos los sistemas de representacion, tienen como objetivo representar sobre una
superficie bidimensional los objetos tridimensionales. Con este objetivo, se han ideado a
lo largo de la historia diferentes sistemas de representacion. Estos sistemas permiten
también, dada la representacion bidimensional del objeto, obtener la posicion en el
espacio de cada uno de sus elementos.

En todos los sistemas de representacion, la proyeccion de los objetos sobre el plano
de proyeccion, se realiza mediante los rayos proyectantes, estos son lineas imaginarias,
que pasando por los vértices o puntos del objeto, proporcionan en su interseccion con el

plano de proyeccion, la proyeccion de dicho vértice o punto. La figura resultante en el
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plano de proyeccién es una peculiar perspectiva' del objeto. Observamos que en estos
sistemas de proyeccion, cada punto del plano es la imagen de mas puntos del espacio,
pero a cada punto del espacio corresponde un unico punto en el plano. El nimero de
planos de proyeccion utilizados, la situacion relativa de estos respecto al objeto, asi
como la direccién de los rayos proyectantes, son las caracteristicas que diferencian a los
distintos sistemas de representacion.

Las dos proyecciones graficas principales son la proyeccion cilindrica o paralela y
la proyeccion conica o central. En la proyeccion cilindrica el origen de los rayos
proyectantes es un punto en el infinito, lo que se denomina punto impropio, y todos los
rayos son paralelos entre si, mientras que en la proyeccion conica el origen de los rayos
es un punto propio, lo que da lugar a diferentes tipos de perspectivas con puntos de
fuga.

Remitimos a Riiegg y Burmeister (2010) para los conocimientos basicos de
geometria descriptiva, los métodos y las técnicas de representaciones de las diferentes
proyecciones.

En este apartado resumimos uUnicamente algunas de sus propiedades principales
(también destacadas, en experiencias de ensefianza, por Cuisinier y cols, 2007).

Por lo que se refiere a la proyeccion paralela, se pueden justificar las siguientes
propiedades de la geometria euclidea del espacio:

- Conservacion de la incidencia y del alineamiento

- Conservacion del paralelismo

- Conservacion de las razones de longitud sobre una recta o dos rectas paralelas (se
mantiene la proporcionalidad)

- Laimagen de un rectangulo es un paralelogramo

- La imagen de una figura puesta en un plano paralelo al plano de proyeccion es
isométrica a la figura

- La imagen de una figura situada en un plano paralelo a los rayos proyectantes se
reduce a un segmento.

Parzysz (1991) observa que muchos dibujos técnicos pertenecen a la proyeccion

paralela, por ejemplo todos los tipos de axonometrias (construcciones de edificios),

planos o vistas (ingenieros mecanicos). Distingue dos funciones de estos dibujos:

""En el caso particular de proyeccion paralela la imagen resultante en el plano de proyeccion se llama
también axonometria.
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- La transmision de la informacion: decodificar representaciones para construir un
objeto representado en el plano o representar el objeto (con dibujos o plano) para
estudiar las caracteristicas del objeto.

- Laasistencia en la conceptualizacion: permitir crear y modificar la forma del objeto
en el dibujo, lo que permite resolver las preguntas sobre el objeto, trabajando con su
representacion.

Ademas Parzysz (1991) afirma que la proyeccion paralela es la mas adecuada para

representar figuras geométricas, con respecto a las concepciones de los estudiantes de

secundaria (para muchos alumnos es importante que las representaciones conserven el
paralelismo o la igualdad de las longitudes), y que es una herramienta eficiente para
resolver problemas ya que permite hacer un dibujo realmente técnico. De otra parte el
autor destaca un problema: esta proyeccion no esta relacionada con un determinado

punto de vista real puesto que los ojos tendrian que ser puestos en el infinito.

En la proyeccion conica el origen de los rayos es un punto propio, y da lugar a
diferentes tipos de perspectivas con puntos de fuga. Segun el numero de los puntos de
fuga se obtienen diferentes perspectivas.

Enunciamos las siguientes propiedades principales de la proyeccion conica:

- Conservacion del alineamiento.

- La imagen de una figura situada en un plano (que no pasa por C) paralelo al plano
de proyeccion es homotética a la figura.

- Laimagen de dos rectas paralelas entre ellas (que no pasan por C) y no paralelas al
plano de proyeccion son dos rectas que convergen en un punto llamado punto de
fuga.

Observamos que en las definiciones formales de las diferentes proyecciones se
ponen en juego un conjunto de entidades geométricas interelacionadas: figuras, planos,
rectas, puntos,...

Verillon y Rabardel (1993) hacen observar que el tratamiento de las relaciones entre

dichas entidades constituye una de las caracteristicas esenciales del espacio proyectivo.
Resumimos las principales proyecciones con las respectivas perspectivas (omitiendo

el sistema diédrico) en la Tabla 1.1, dando como ejemplo el dibujo de un cubo en las

diferentes perspectivas.
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Tabla 1.1: Representaciones planas de objetos tridimensionales (que dan una
percepcion global del objeto) por proyecciones del objeto en el plano.

Proyeccion | Tipo Perspectiva/Axonometria | Ejemplo
Cilindrica o | Ortogonal: los | Isométrica: :
paralela: rayos tres angulos iguales
origen de proyectantes (120°), coef. de

los rayos son reduccion iguales.

proyectantes | perpendiculares

al infinito, al plano de

rayos proyeccion.

paralelos.

Dimétrica: dos angulos
iguales, dos coeficientes
distintos.

Trimétrica: tres angulos
diferentes y coeficientes
distintos.

Oblicua: los Militar: -
rayos ejes x e y forman angulo i
proyectantes recto i

son oblicuos
con respecto al
plano de
proyeccion.
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Caballera: ejesx e z
forman un angulo recto

PSR T T ——

Cénica o Perspectiva con 1/2/...
central: puntos de fuga

origen de
los rayos
proyectante
en un punto.

En el apartado 3 del capitulo 3 sintetizaremos los tipos de representaciones planas
mas utilizadas para representar los solidos en los libros de textos de educacidon primaria,
y discutiremos su pertinencia.

Ademads, el conocimiento de las propiedades fundamentales de dichas
representaciones nos permitira describir tipos de errores relacionados con la
interpretacion y elaboracion de las diferentes representaciones planas de objetos
tridimensionales de los estudiantes (capitulo 5). Errores que pueden comprometer la

correcta visualizacion de la figura representada por parte de un lector externo.

2.1.2.2. Representaciones planas que necesitan una reorganizacion de la informacion
para poder visualizar el objeto (o los objetos) en su globalidad

En este apartado presentamos algunos tipos de representaciones planas que necesitan
una reorganizacion de la informacién espacial para la reconstruccion del objeto
tridimensional. Esta reorganizacion estd establecida por la definicion misma de la
representacion y necesita de algunos procedimientos como la rotacion de parte del
objeto alrededor de determinados ejes (en el caso de desarrollos o de determinadas
secciones de cuerpos de revoluciones) o la coordinacidn e integracioén de las vistas del
objeto (en el caso de representacion en el sistema diédrico). Dichos procedimientos se
describen con mayor detalle en la seccion 2.1.4.

El sistema diédrico, denominado también de doble proyeccion o sistema de Monge,
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(nombre del cientifico francés que lo desarrolld en el siglo XVIII), utiliza el tipo de
proyeccion ortogonal sobre dos planos de proyeccion perpendiculares entre si: un plano
horizontal (PH) y un plano vertical (PV). Su interseccion se denomina linea de tierra.
Posteriormente se introdujo un tercer plano de proyeccion, perpendicular a los dos
planos PH y PV, denominado plano de perfil (PP). Los tres planos de proyeccion
forman por lo tanto un triedro trirectangulo. La proyeccion de un objeto en el espacio
sobre el PH se denomina proyeccion horizontal o planta, la proyeccion sobre el PV es la
proyeccion vertical o alzado, y la proyeccion sobre el PP es el perfil (ver Figura 1.5).
Los planos PH y PP se hacen girar respectivamente sobre los ejes x, z, respectivamente,
hasta hacerlos coincidir con el PV (ver Figura 1.6). En el sistema europeo las
proyecciones se organizan como se muestran en la Figura 1.6.

[lustramos con un ejemplo la representacion de un objeto con el sistema diédrico.

Figura 1.5: Proyecciones ortogonales de un Figura 1.6: Representacion del objeto de la
objeto sobre tres planos de proyeccion Figura 1.5 en el sistema diédrico: el alzado
perpendiculares entre si: un plano horizontal (PH), corresponde a su proyeccion en el PV, el perfil a
un plano vertical (PV) y un plano de perfil (PP). la proyeccion en el PP y la planta a la proyeccion
en el PH.

Observamos que lo que llamamos “vista desde frente” en lenguaje comin, como
herramienta mas o menos informal, puede ser formalizada como proyeccion ortogonal
paralela vertical, la vista desde arriba como proyeccion vertical ortogonal horizontal o
planta, mientras que la vista de lado puede ser formalizada como el perfil. Dichas
asunciones ocultan la hipotesis (fisicamente imposible) de que el hipotético observador

se sitiia en el infinito (de esta forma los rayos son paralelos).
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Otro modo de representar determinados objetos tridimensionales en el plano es
dibujando su desarrollo plano.

Intuitivamente una superficie es desarrollable si puede fabricarse a partir de un plano
euclideo mediante "doblado", lo cual se manifiesta en que se pueden construir modelos
apropiados a partir de una hoja de papel o cartulina plana. El desarrollo de la superficie
seria la figura plana (conexa) que se obtiene al desdoblarla totalmente en el plano.

Formalmente, dada una superficie desarrollable existe una isometria entre la
superficie y el plano euclideo. Una condicidon necesaria y suficiente para que una
superficie sea desarrollable es que la curvatura gaussiana’ de dicha superficie sea
idénticamente nula (Stoker, 1961). Por ejemplo, los objetos que tienen superficies
planas (por ejemplo los poliedros) o curvas simples (por ejemplo el cilindro y el cono)
son desarrollables, mientras que los objetos con superficies alabeadas (por ejemplo el
conoide) y con doble curvatura (por ejemplo la esfera y el toro) pueden desarrollarse
solo aproximadamente, dividiendo la superficie en secciones y poniendo en lugar de
cada seccion una superficie plana o una superficie de una sola curva.

Mariotti y Fischbein (1997, p.236) proponen la siguiente definicion de desarrollo,
por el caso particular de los poliedros:

“En geometria un desarrollo plano de un poliedro es un conjunto de poligonos
representados en el plano y unidos por uno y un solo lado, de tal manera que:

- Cada cara del poliedro corresponde con un unico poligono del desarrollo;
- Es posible emparejar los lados de los poligonos del desarrollo de tal manera que
cada par de lados corresponde a una y s6lo una arista del poliedro.”

En el desarrollo plano de un sélido se preserva la forma y el tamafio de las caras y de
las aristas asi como las relaciones métricas dos a dos (o sea dichas propiedades son
invariantes por la transformacion “desarrollar”). Pero, a diferencia de las perspectivas
axonometricas, caballera y con puntos de fuga, no se mantienen el aspecto global del
objeto, y algunas relaciones topologicas y métricas tridimensionales no son respetadas.
Una importante caracteristica de dicha representacion es que varios puntos en el plano
pueden ser imdgenes de un Unico punto del espacio. Entonces, cuando se realiza un
desarrollo plano de un poliedro, hay algunos elementos (aristas, vértices) que aparecen

desdoblados: a un elemento del poliedro pueden corresponder mas de un elemento en el

? La curvatura gaussiana de una superficie es un nimero real K(Pg) que mide la curvatura intrinseca en
cada punto regular P, de una superficie. Esta curvatura puede calcularse a partir de los determinantes de
la primera y segunda formas fundamentales de la superficie.
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desarrollo plano. En otras palabras, a una misma arista del poliedro puede corresponder
dos segmentos en el desarrollo plano.

En lenguaje matematico podemos considerar dichos pares de segmentos
pertenecientes a distintas clases de equivalencia. La relacion de equivalencia seria: dos
segmentos del desarrollo son equivalentes si son la imagen de una misma arista del
solido. En esta definicion se consideran los segmentos abiertos (sin los extremos) para
no tener problemas en los vértices. En la practica, una forma de ilustrar que un
determinado desarrollo puede formar un cubo, es la identificacion de los pares de
segmentos que se unen al plegar el desarrollo. Se observa que dado el desarrollo de un
solido, hay una sola manera de hacer coincidir los segmentos equivalentes para cerrar el
desarrollo y construir el sélido.

Las operaciones fisicas relacionadas con dicha representacion son las acciones de
cortar, plegar, desplegar y unir. Algunas operaciones se pueden definir a nivel
topologico, como veremos en la seccion 2.1.4. Observamos que para obtener un
cualquier desarrollo plano de un poliedro P de v(P) vértices se tiene que efectuar v(P) -
1 cortes sobre su modelo en carton. Los cortes corresponden a las clases de equivalencia
antes descritas. Ilustramos con un ejemplo dichas caracteristicas en un desarrollo plano

del cubo (Figura 1.7).

Figura 1.7: Ejemplo de desarrollo plano de un cubo, cada letra representa uno de los lados externos

de los poligonos que componen el hexamino.

Las letras representan los respectivos segmentos (abiertos) del solido. Entonces
tenemos una relacion de equivalencia (simbolizada con ~) entre los siguientes
elementos: a~f; b~e; c~d; g~n; h~m; i~l; j~k. Para formar el sélido se tienen que unir
dichos elementos equivalentes. Estos pares de elementos corresponden a una
determinada arista del cubo, la que ha sido cortada para formar el desarrollo. Como los
pares son siete, siete seran los cortes necesarios para “abrir” el solido y desarrollar el

cubo. Lo que corresponde exactamente al nimero de los vértices del cubo -1.
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En su estudio Mesquita (1992) analiza el desarrollo plano de un cubo, identificando
once configuraciones posibles de desarrollo plano (que matemdaticamente corresponden
a las 11 clases de RTM- equivalencia’), cada una perteneciente a una de cuatros
categorias, segun la disposicion de las caras. Ademas la autora identifica desarrollos
prototipicos, que considera correspondientes a una vision “estereotipada” del cubo, por
su regularidad y su simetria, que son asociados con mas facilidad al cubo que los demas,
puesto que requieren menos ‘“‘operaciones mentales” para asociarlas con el cubo.
[lustramos brevemente las cuatro categorias de posibles configuraciones de desarrollos
planos del cubo.

Configuracion tipo 1-4-1 (Figura 1.8):

En esta configuracion Mesquita identifica los desarrollos en cruz o en T como
configuraciones prototipicas (que se encuentran a menudo en los libros de textos de
primaria). Esta categoria incluye a seis configuraciones posibles, que pueden ser
obtenidas a partir de las configuraciones prototipicas, por deslizamiento de las caras

aisladas.

Figura 1.8: Desarrollos de un cubo en T y en cruz, pertenecientes a la configuracion 1-4-1: los
segmentos entrecortados significan que las caras que aparecen aisladas pueden ocupar cualquiera de las

posiciones en horizontal, lo que genera configuraciones diferentes del mismo tipo.

Configuracion tipo 2-3-1:
Esta categoria incluye a tres configuraciones posibles, que pueden ser obtenidas a

partir de la ilustrada (Figura 1.9), por deslizamiento de la cara aislada.

Figura 1.9: Desarrollo de un cubo perteneciente a la configuracion 2-3-1.

Configuracion tipo 2-2-2:

3 Un desarrollo es RTM equivalente a otro desarrollo si se puede pasar de uno al otro con rotaciones,
translaciones y reflexiones en el plano
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Esta categoria solo incluye la siguiente configuracion (Figura 1.10)

Figura 1.10: Unico desarrollo de cubo perteneciente a la configuracion 2-2-2.
Configuracion tipo 3-3:

Esta categoria solo incluye la siguiente configuracion (Figura 1.11)

Figura 1.11: Unico desarrollo de cubo perteneciente a la configuracion 3-3.

Estos codigos, relacionados con los diferentes tipos de desarrollos del cubo, seran
utilizados a lo largo del trabajo. Describimos con mas detalle los procedimientos
“plegar/desplegar” asociados a los desarrollos planos en la seccion 2.1.4.

Para el caso de los so6lidos de revolucion, consideramos otro tipo de representacion
plana directamente asociado a la definicion del objeto como so6lido de revolucion.

“Un solido de revolucion es un objeto obtenido al rotar una region del plano
alrededor de una recta ubicada en el mismo, la cual puede o no intersecar la region.
Dicha recta se denomina eje de revolucion™.

Entonces, una forma para representar graficamente un determinado cuerpo de
revolucion es dar la superficie plana (que es una determinada seccidon del solido) y el
respectivo eje (situado en el mismo plano), alrededor del cual la superficie, girando,
engendra el objeto. Este tipo de representacion (ejemplo en la Figura 1.12) permite
definir de forma precisa cualquier sélido de revoluciébn aunque un prerrequisito
importante para interpretarla correctamente es conocer la definicion misma de so6lido de

revolucidn.

O

Figura 1.12: Representacion de un toro como so6lido de revolucion: el circulo, girando alrededor del eje
genera un toro
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Aunque esta representacion pueda parecer de dificil lectura con respecto a las
anteriores, observamos que para interpretar correctamente cualquier representacion
plana y reconstruir el objeto tridimensional correspondiente es necesario conocer los
convenios, las reglas y las propiedades propias de cada sistema de representacion.

- Tlustramos algunas importantes propiedades de los soélidos de revolucion, que
permiten caracterizarlos:Las figuras planas que rotando generan los sdlidos de
revolucion son secciones longitudinales, o mitad de las secciones longitudinales, del
respectivo solido

- Cada punto P de la superficie plana describe, durante la rotacion, una circunferencia
en el plano que pasa por P y perpendicular al eje de rotacion; entonces:

o Las secciones transversales (obtenidas por la interseccion de planos
perpendiculares al eje de revolucion) del sélido de revolucion son discos de
radio variables.

o La superficie del s6lido de revolucion estd formada por la rotacion del borde de
la figura plana excepto los puntos que pertenecen al eje de revolucion.

En lenguaje matematico formal se puede definir el sélido en la siguiente manera.
Sean a y b>a dos parametros reales, y f : [a, b] — IR una funciéon continua no
negativa, cuyo grafo determina la curva de la superficie de revolucion. Salvo rotaciones
en el espacio tridimensional, el eje se puede considerar coincidente con el eje cartesiano
z para poder expresar el solido de rotacion S como sigue:

S={(y2) | @relR a<z<b y 0V +)) < f(2))

En esta definicion, fijando z=z, se observa que los puntos (x, y, zyg) en S pertenecen al
disco cerrado de centro (x, y, zg) y de rayo f (z9 ). Siendo {(z, #) € € IR? | t=f(z)}el
grafo que determina la curva de la superficie de revolucion, observamos que dichos

disco cerrados forman las secciones transversales del solido de revolucion.

Concluimos el apartado mostrando diferentes representaciones planas con las cuales

podemos representar un cono circular recto en el plano (Figuras 1.13, 1.14, 1.15, 1.16).
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Figura 1.13: Representacion de un cono en Figura 1.14: Representacion de un cono en

perspectiva con dos puntos de fuga. sistema diédrico.

Figura 1.15: Representacion de un desarrollo de un Figura 1.16: Representacion de la seccion
cono. longitudinal de un cono y el eje alrededor del

cual, girando, forma el cono.

Observamos que existen otras representaciones planas de cuerpos geométricos, por
ejemplo otros diferentes tipos de proyecciones, las secciones de un cuerpo, las vistas
codificadas, la representacion por plantas. Una buena capacidad de visualizacion del
objeto geométrico (como figura ideal) a partir de dichas representaciones y una buena
capacidad de representar un cuerpo con diferentes técnicas permiten reconocer y
estudiar determinadas propiedades del objeto. Parzysz (1991, p. 590) afirma que “la
eleccion, por parte del estudiante de una buena proyeccion, relacionada con las
consignas y el tipo de problema, puede ser un importante elemento en la resolucion”.

Ademéds, reconocer que existen una multitud de representaciones posibles de un
objeto tridimensional puede ayudar a aceptar su caracter abstracto. El objeto
geométrico, como concepto figural, estd relacionado con cada representacion pero al
mismo tiempo las trasciende a todas. En este contexto, Bishop (1983, p. 180) afirma que

en la ensefianza de la geometria es imposible dibujar un diagrama general y que
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entonces ‘“‘es necesario presentar diferentes ejemplos diagramdticos de un concepto

geomeétricos si el profesor no quiere limitarse a un diagrama especifico”.

2.1.3. La orientacion de un objeto tridimensional y la terminologia

En el campo de la representacion plana de objetos tridimensionales se utilizan términos
que pueden tener un significado técnico o cotidiano, dependiendo del contexto y del uso
que se hace de ellos.

Aclaramos los diferentes significados que se pueden atribuir a los términos “vista” y
“perspectiva”, que seran utilizados con frecuencia en nuestro trabajo.

En el Diccionario de la Real Academia Espafiola (2001) se presentan 22 definiciones
diferentes del término “vista”, en el Diccionario de la RAE Esencial (Real Academia
Espafiola, 2006) se encuentran 11 y en el Diccionario del Estudiante de la RAE (Real
Academia Espafiola, 2005) 10 definiciones. Describimos las mas pertinentes para
nuestro trabajo:

1. Sentido corporal con que se perciben los objetos mediante la accion de la luz
Vision, accion y efecto de ver

Apariencia o disposicion de las cosas en orden al sentido del ver

> »w b

Campo de considerable extension que se descubre desde un punto, y en especial
cuando presenta variedad y agrado

Vision o aparicion

Cuadro, estampa que representa un lugar o un monumento, etc., tomado del natural
Persp. V. altura, punto de vista

Panorama que se ofrece al espectador desde un punto

A S A

Representacion visual de lo que se ve desde un punto
10. Parte de una cosa que no se oculta a la vista

(3

Observamos que el término “vista” puede entonces asumir el significado de un
sentido corporal, de una accion (el ver), del efecto del ver (la vision), que puede ser una
representacion visual o un panorama (o un campo de considerable extension) de lo que
se ve desde un punto.

Observamos que en estas definiciones no se contempla el significado de vista como
término grafico (vista ortogonal, vista longitudinal, vista en corte,..).

Sin embargo, en el contexto de educacion primaria el término técnico de

“proyeccion ortogonal” es frecuentemente sustituido por el término “vista”, o, dicho de

otro modo, las representaciones materiales de las vistas de un hipotético observador se
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presentan con proyecciones ortogonales. Tales representaciones funcionan como iconos

de las vistas reales del objeto por parte de un hipotético observador, cuya direccion de

mirada es perpendicular al plano visual de la observacion (condicion no real).

De otra parte, si consideramos las definiciones 4, 8 y 9, observamos que el término
“vista” puede involucrar la idea de un campo visual bastante grande. Esta caracteristica
estd también presente en algunas definiciones propuestas por los diccionarios para el
término “perspectiva”, de las cuales describimos las mas pertinentes con respecto a
nuestro trabajo.

1. Sistema de representacion que intenta reproducir en una superficie plana la
profundidad del espacio y la imagen tridimensional con que aparecen las formas a la
vista

2. Obra o representacion ejecutada con este sistema (descrito en la definicion 1)

3. Panorama que desde un punto determinado se presenta a la vista del espectador,
especialmente cuando esta lejano

4. Distancia espacial o temporal necesaria para apreciar algo en su justa medida

5. Distancia que permite observar o analizar algo

6. Apariencia o representacion engafiosa y falaz de las cosas.

El término puede entonces significar una representacion plana segun un determinado
sistema de representacion grafica (o el mismo sistema de representacion), un panorama
que se representa a la vista de un espectador o la distancia que permite observar algo.
Observamos que la definicion 6 describe una caracteristica del sistema de proyeccion
utilizado para representar un objeto en perspectiva, que, cualquiera que sea, no permite
ilustrar exactamente lo que percibe el ojo humano.

Podemos constatar que algunas de las definiciones propuestas por el término
“perspectiva” tienen fuertes analogias con determinadas definiciones propuestas por el
término “vista”, mientras otras se diferencian fuertemente. Segun el contexto en el cual
se utilizan, estos términos asumen diferentes definiciones. A continuacidon damos
algunos ejemplos:

- Contexto “técnico-grafico”:

o “Las vistas de un objeto”, se asocian a las proyecciones ortogonales del objeto

sobre determinados planos (por ejemplo con el sistema diédrico).

o “El objeto es representado en perspectiva”, perspectiva entendida como sistema

de representacion (ver definiciones 1 y 2 y eventualmente 6 de perspectiva).

- Contexto cuotidiano:
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o “Ver un objeto desde una determinada perspectiva (o eventualmente vista)”:
perspectiva entendida como lugar espacial que permite tener una determinada
visual sobre el objeto, punto de vista, y que se situa a una cierta distancia del
objeto (definicion 3 y 4 de perspectiva y definicion 7 de vista).

o “La vista que se tiene desde un cierto lugar”: panorama que desde un punto
determinado se presenta a la vista del espectador, especialmente cuando esta
lejano (definicion 8 de vista)

- Contexto artistico:

o “Vista de un lugar o un monumento: vista entendida como cuadro o estampa del
lugar tomado del natural (definicion de vista)

En este trabajo nos apoyaremos en dichos contextos para caracterizar determinados

usos y significados atributos a los términos por los estudiantes y en los textos escolares.

Al trabajar con objetos tridimensionales frecuentemente se necesita describir su
orientacién con respecto a otros objetos o al espacio, su orientacion con relacion a su
estructura o su orientaciéon con relacion al movimiento. Describimos en términos
matematicos y lingiiisticos como se puede especificar la orientacién de un objeto.

Besuden (1990) muestra que algunos objetos, por su forma y estructura pueden tener
dos posibles orientaciones. Da ejemplos de objetos cuotidianos, como los tornillos o los
dados, que pueden tener distintas orientaciones, y generalizan al espacio tridimensional.
En la Figura 1.17 mostramos dos dados que tienen dos diferentes orientaciones y que

entonces, sea como se giren, nunca se pondran en la misma posicion.

Figura 1.17: Dos dados con dos diferentes orientaciones.

Lo mismo se puede decir de otros objetos, como dos tornillos con diferentes

orientaciones o las construcciones que se muestran en la Figura 1.18.
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Figura 1.18: Pares de objetos con diferentes orientaciones (segun Besuden, 1990, p 473).

En matematicas, una orientacion de un espacio vectorial real es la eleccion de cuales

. . . 4 . ,
son bases orientadas positivamente y cuales negativamente”. En el espacio euclideo
tridimensional, las dos posibles orientaciones de las bases se llaman respectivamente

orientacion derecha y orientacion izquierda (ver Figura 1.19).

z
. D
(4
Ly & R
. A
D
x B
4
Figura 1.19: Las dos posibles diferentes orientaciones del espacio vectorial real y de un tetraedro

(segun Besuden, 1990, p. 473).

Observamos que para planear interesantes actividades de visualizacion de objetos
tridimensionales, por ejemplo el reconocimiento de un objeto tras una rotacion, es
importante conocer la posibilidad de cambiar la orientacion del objeto, generando
objeto diferente, aunque muy similar.

Para describir verbalmente la orientacion, la estructura (la posicion relativa de sus

partes) de un objeto tridimensional, su posicion en el espacio con relacion a otros

* Formalmente, consideramos IR® el espacio vectorial real tridimensional, y dos bases ordenadas b, y
b,. Por un resultado estandar de algebra lineal existe una tnica transformacion lineal 4: IR*— IR® que
transforma b; en b,. Se dice que las bases b; y b, tienen la misma orientacion si 4 tiene el determinante
positivo, mientras que si A tiene el determinante negativo se dice que las dos bases tienen orientaciones
opuestas. La propiedad de tener la misma orientacion define una relacion de equivalencia en el conjunto
de todas las bases ordenada de IR’ (precisamente esta relacion define dos clases de equivalencia). Una
orientacion de IR es la asignacién de +1 a una clase de equivalencia y -1 a la otra.
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objetos o personas se necesita conocer un lenguaje verbal, que comprende
esencialmente los siguientes términos principales: arriba/abajo, adelante/atras,
derecha/izquierda, cerca/lejos, dentro/fuera, encima/debajo, alli, aqui, alla, aca, ahi,
entre, centro (en el), cerca-lejos, proximo-lejano. Observamos que cotidianamente se
usa este lenguaje para indicar la posicién relativa de una persona o un objeto con
respecto a otra persona u objeto, o para especificar las direcciones en el espacio con
respecto al propio cuerpo o al cuerpo de un observador externo.

Verjat (1994) identifica cuatros elementos que intervienen en la orientacion de un
objeto: el sujeto, el objeto que se tiene que orientar (el blanco), el objeto con respecto al
cual se puede orientar directamente el blanco (la referencia), y el entorno (contexto). El
autor hace constatar que el sujeto puede ser ¢l mismo el blanco o la referencia, y que
entonces la orientacion de un objeto implica el uso de un determinado sistema de
referencia. Observamos que, si se quiere utilizar como blanco un objeto, se tiene que
verificar que pueda realmente definir un determinado sistema de referencia que permita
orientar el blanco.

Un estudio muy interesante que trata dichas problemadticas es presentado por Lurcat
(1979, 1980). En particular, en estos trabajos se establece una distincion entre objetos
que, por su estructura o su funcidén, poseen una parte anterior y una posterior (y por
tanto derecha/izquierda) y los que no las poseen. Bartolini Bussi (2007) describe estos
objetos como objetos que, por algunas de sus caracteristicas - direccion del movimiento
(por ejemplo el coche) o presencia de organos perceptivos (por ejemplo animales,
personas, mufiecos) o caras particularmente visibles (armario, casa, espejo, cuadro) o
adaptacion al cuerpo humano (por ejemplo la silla) - tienen partes que, en el lenguaje
comun, son intrinsecamente descritas como adelante-detras.

Por ejemplo, la distincion entre delante/detras de una persona se define por el hecho
de que el cuerpo est4 orientado, es decir, tiene una parte considerada como delante por
su forma y funciones y otra como detras. La orientacion del objeto es, por tanto, una
condicion necesaria para poder usar un objeto como referencia para identificar la
combinacion delante/detrés. La distincion de izquierda/derecha, asume que el objeto de
referencia tenga un plano de simetria, como el cuerpo humano que se caracteriza por su
lateralidad. La distincién cerca/lejos es una relacion que involucra al menos a tres
cuerpos, uno de los cuales sirve de referencia para establecerse y comparar las
distancias de los otros. Es, por tanto, una nocion de tipo métrico que se necesita para

evaluar las distancias entre objetos y ponerle un orden, aunque no estén alineados en el
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plano o en el espacio. Implica entonces la capacidad de reconocer la conservacion de las
longitudes al variar la orientacion de la referencia o de los objetos.

En ausencia de un determinado blanco, las relaciones con las cuales se estructura
generalmente el espacio estan relacionadas con las propiedades de nuestro cuerpo, que
le dan un significado preciso.

En la seccion 3 del capitulo 3 aportaremos algunos ejemplos de tareas de libros de
textos de primaria en las cuales se pide describir posiciones relativas de objetos que no
tienen, por su estructura o su uso, una determinada y clara orientacion. Un conocimiento
mas profundo del uso de términos de vocabulario espacial relacionados con la
orientacién de un objeto podria evitar los conflictos de referencias que pueden aparecer
segin que el objeto sea visto como tal en el espacio, o bien considerado a partir de su

estructura posiblemente ambigua.

2.14. Procedimientos involucrados en la interpretacion/produccion de

representaciones planas
La visualizacion de objetos tridimensionales a partir de la interpretacion de sus

representaciones planas estd relacionada con diferentes procedimientos, algunos se
pueden definir formalmente, otros se pueden s6lo describir aproximadamente.
Decidimos no incluir en nuestro trabajo el estudio de los procedimientos relativos al
reconocimiento de determinadas propiedades de solidos (representados en el plano) con
el objetivo de clasificarlos (aunque requiere visualizacion espacial), puesto que dicha

tematica ha sido largamente explorada por Guillén (Guillén 1991, 1997, 2001, 2004,

2005) de manera particular con profesores (Guillén, 2000).

Duval (1998, pp. 38-39) afirma que la geometria involucra tres tipos de
procedimientos cognitivos que tienen especificas funciones epistemologicas:

1. El proceso de visualizacion que se refiere a la representacion del espacio para
ilustrar una afirmacion, para la exploracion heuristica de una situacion compleja o
para una verificacion subjetiva.

2. El proceso de construccion con herramientas: la construccion de configuraciones
puede representar un modelo en el cual las acciones sobre la representacion y los
resultados observados estan relacionados con los objetos matematicos
representados.

3. El razonamiento en relaciéon con procesos discursivos para la ampliacion del

conocimiento, para demostrar, para explicar.
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Centrandose en el primer procedimiento, observa que la identificacion visual de los
elementos que componen una figura (puntos, segmentos, ...) depende de las leyes de
organizacion perceptiva, y todos estos elementos pueden ser usados para representar
objetos reales u objetos matemadticos. Por otra parte indica que si se quiere representar
un objeto matematico, la figura tiene que respetar las siguientes dos condiciones
especificas:

- Condicioén visual: la figura tiene que ser una configuracion, o sea un conjunto de
diferentes elementos constituyentes de la figura que tienen relaciones entre ellos

- Condicién discursiva: la figura tiene que ser anclada en una sentencia que fije
algunas propiedades representadas por los elementos (hipotesis). Esta “ancla
discursiva” introduce la matematica en la configuracion.

A partir de estas condiciones define dos diferentes procedimientos de interpretacion
de una figura:

1. Lainterpretacion perceptiva (la figura puede representar diferentes objetos)

2. La interpretacion discursiva: la asociacion de los elementos representados con la
sentencia determina el objeto representado (se requiere un movimiento interno entre
una configuracion bidimensional y sus elementos constituyentes que emergen como
un todo, lo que implica un cambio de dimension en la organizacion perceptiva de lo
que se ve).

En nuestro trabajo nos interesa desglosar de forma mas operativa dichos procesos de
interpretacion. En particular queremos estudiar los procedimientos que permiten la
asociacion de determinadas representaciones planas de un objeto con las sentencias que
describen sus propiedades especificas (analiticas) a fin de lograr la visualizacion del

objeto tridimensional que la representacion y la sentencia pretenden describir.

Primeramente aclaramos qué significa interpretar una representacion grafica de un
objeto tridimensional de forma muy general, y qué significa dibujar una representacion
del objeto. En segundo lugar describimos con mas detalle los procedimientos de
interpretacion de determinadas representaciones planas y los procedimientos que
permiten la construccion (mental) del objeto a partir de dicha interpretacion que el
sujeto tiene que realizar.

Para Baldy, Chatillon y Cadopi (1993) leer un dibujo plano incluye la identificacion
de los elementos que lo componen y la organizacion de esta informacion. Cuando el

sujeto lee un dibujo se representa algunas de las propiedades y el significado que
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atribuye al dibujo puede ayudar o dificultar la lectura. En la lectura de un dibujo en
perspectiva se utiliza la relacion de significacion que une el dibujo y el objeto y que
atribuye al dibujo el estado de substituto simbolico. Entonces, el dibujo del objeto es al
mismo tiempo un objeto grafico autdbnomo y un substituto simbolico del objeto. Los
autores observan que esta dualidad autoriza mas niveles de lectura: “el sujeto puede leer
el dibujo como un dibujo en si mismo sin ponerlo en relacion con el objeto que
representa, el sujeto puede hacer la inferencia de manera mas o menos completa y llegar
a una representacion del objeto cuyas propiedades pueden variar y autorizan solo
determinadas operaciones mentales, o el sujeto puede reconocer globalmente el objeto
dibujado pero no conseguir utilizar esta representacion para ejecutar una tarea de dibujo
o de fabricacion”.

De forma analoga Berthelot y Salin (1994) afirman que la resolucién de un problema
por modelizacion implica el establecimiento de una cierta relacion entre dos mundos: el
mundo sensible y un modelo, sistema simbolico dotado de reglas internas que permiten
construir, a partir de objetos iniciales y de relaciones iniciales, nuevos objetos y nuevas
relaciones validas. Un cierto nimero de relaciones (iniciales) en el modelo son
significantes de relaciones del espacio sensible y le permiten representar el problema en
el espacio por un problema en el modelo. A partir de estas relaciones, y del sistema de
reglas internas al modelo, la solucion es construida en el modelo. En seguida, la
interpretacion en el espacio sensible de la solucion construida en el modelo, permite la
validacion pragmatica. Estos autores llaman analdgica la modelizacion de un espacio
por medio de esquemas, croquis, dibujos, planos, mapas,...

A cada sistema de representacion descrito en la seccion 2.1.2 esta asociado un
determinado procedimiento de proyeccion, que el sujeto tiene que conocer en e
momento de representar un determinado objeto. Mesquita (1992) llama a estos
procedimientos de “construccion algoritmica”, definiéndolos como procedimientos de
construccion basados en una serie de determinadas reglas. Hace observar que estos
procedimientos, andlogamente a los conceptos figurales definidos por Fishbein, tienen
un doble estatuto: la construccion aparece, por una parte, como la conceptualizacion de
un procedimiento, y de otra parte como la concretizacion de esta misma construccion,
utilizando en este caso objetos geométricos peculiares y bien definidos. “Los aspectos
conceptuales, relacionados con la generalidad del procedimiento, parecen perturbados
por el “ruido” relacionado con los aspectos producidos por la concretizacién”

(Mesquita, 1992, p. 20).
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Por lo se refiere a los aspectos técnicos de construccion relacionados con dichos
procedimientos de construccion algoritmicos remitimos a los textos cldsicos de
geometria descriptiva (Monge, 1999; Rodriguez, 1992) por lo que se refiere al estudio
de las diferentes proyecciones y, a los textos clasicos de geometria elemental y articulos
de matematica avanzada (Harris y Stocker, 1998; Malkevitch, 2001; Shephard, 1975)
para el caso de los desarrollos y los cuerpos de revolucion.

Analizamos ahora algunos procedimientos peculiares relacionados con la
“construccion” (mental) de objetos tridimensionales a partir de la interpretacion de
determinadas representaciones planas (que necesitan una reorganizacion de la
informacion para poder visualizar el objeto en su globalidad). De manera particular
aclaramos qué significa coordinar e integrar las vistas de un objeto tridimensional para
construir el objeto a partir de sus vistas representadas en el sistema diédrico,
describimos qué significa plegar/desplegar un desarrollo y describimos el procedimiento
de generar un solido de rotacion a partir de la rotacion de una figura plana alrededor de

un eje.

2.1.4.1. Coordinar e integrar las vistas de un objeto

En diferentes actividades de interpretacion y elaboracion de una representacion
plana de un sélido se necesita coordinar e integrar vistas parciales del objeto. Battista y
Clements (1996, p. 284-286) estudian dichos procedimientos. De forma general la
coordinacién de las vistas ortogonales requiere que dos o mas vistas se consideren
conjuntamente de forma que se observen las interrelaciones entre ellas, que se
especifique exactamente como encajan entre si.

Por lo que se refiere a la integracion de las vistas de un objeto tridimensional se
puede definir como el procedimiento de construccién de un tnico modelo coherente del
objeto que posee determinadas vistas. Se observa que la integracion de las vistas
requiere que las vistas sean anteriormente coordinadas.

Una actividad que requiere principalmente y esencialmente estos dos procedimientos
es la construccion (o el dibujo en perspectiva) de un objeto que tenga determinadas
vistas ortogonales. Describimos estos procedimientos con un ejemplo.

Dadas las siguientes vistas ortogonales de un objeto (ver Figura 1.20), se pregunta

por reconstruirlo (o eventualmente dibujarlo):
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Figura 1.20: Tres vistas ortogonales de un objeto.

Para reconstruir el sélido se tiene que establecer una relacion de ortogonalidad entre
las vistas que se colocan en planos ortogonales adyacentes. Por ejemplo, se pueden

establecer las siguientes relaciones (ver Figura 1.21):

Figura 1.21. La coordinacién de las vistas ortogonales de un objeto: establecimiento de posibles

relaciones de adyacencia en las vistas ortogonales de un objeto.

Una vez coordinadas las vistas es necesario integrarlas en un Unico objeto,

procedimiento que se puede ilustrar con el siguiente esquema (Figura 1.22):
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Figura 1.22: Coordinacion de las tres vistas ortogonales de un objeto en tres planos ortogonales, para

le reconstruccion de un posible objeto.

Observamos que el objeto representado por dichas vistas no es unico, puesto que es
posible quitar determinados cubos del objeto manteniendo las mismas vistas.

El procedimiento de coordinacion de las vistas descrito para este ejemplo puede ser
analizado diferentemente en el caso de actividades inversas, o sea el pasaje desde un
modelo tridimensional del objeto (o con dibujos que dan una percepcion global del
objeto) a la representacion o el reconocimiento de una o més vistas ortogonales (ver
ejemplo 1, seccion 3.2.1)

En este caso el sujeto tiene que identificar, reconocer y/o representar las imagenes
parciales (“perspectivas”) del objeto que tendria un hipotético observador desde
determinados puntos (“puntos de vistas”). Este procedimiento puede ser formalizado
proyectando ortogonalmente el objeto sobre determinados planos, suponiendo que:

- la direccion de mirada del hipotético observador es perpendicular al plano visual de
la observacion

- los rayos visuales del observador (la direccion de mirada) son paralelos

- los rayos visuales corresponden a los rayos de proyeccion.

Una lectura de dichos procedimientos en términos de conceptos figurales permite
diferenciar entre una coordinacidn e integracion de las vistas de tipo perceptivo o desde
una coordinacion e integracion de las vistas de tipo formal. En el primer caso, las
propiedades enunciadas anteriormente no son explicitadas, y el procedimiento se apoya
en una validacion perceptiva (relacionada con la accion de ver el objeto desde diferentes
posiciones). En el segundo caso se supone la explicitacion de la relacion del
procedimiento de “construccion del objeto” con las definiciones y propiedades de las
distintas proyecciones en los planos correspondientes. En la seccion 3 del capitulo 2

dicha dualidad serd interpretada en términos de sinergia entre lo visual y lo analitico.
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2.1.4.2. Plegar y desplegar el desarrollo plano de un solido

Mesquita (1992, p. 27) identifica tres interesantes procedimientos que se pueden
requerir al trabajar con desarrollos de un solido: la produccion y el reconocimiento de
un desarrollo plano, la identificacion de los criterios de reconocimiento de un desarrollo
plano y el reconocimiento de las relaciones entre los elementos del desarrollo plano y
del poliedro.

Fisicamente, para representar o reconocer el desarrollo de un so6lido es necesario
ejecutar (fisicamente o simuldndolos mentalmente) los siguientes procedimientos:
construir o representar la superficie del s6lido en tres dimensiones, cortar el solido a lo
largo de determinadas aristas y desplegar la superficie sobre un plano. De otra parte
para componer un so6lido a partir de su desarrollo plano es necesario plegar el desarrollo
y pegar los segmentos que corresponden a la misma arista del solido.

A nivel topoldgico cortar y pegar espacios topoldgicos es una operacion comun y
util para crear nuevos espacios. Esta operacion tiene una fuerte analogia con la accion
de cortar realmente un modelo del poliedro en carton. Una vez cortado el cubo se tiene
que desplegar para obtener el desarrollo plano.

Las acciones de plegar (y desplegar) el desarrollo se pueden también definir como
rotaciones de 90 grados (representada por los cuadrados en el desarrollo plano)
alrededor de los segmentos, que coinciden con ejes imaginarios X e y. El sentido de las
rotaciones varia segin los desarrollos considerados.

Por ejemplo, Mesquita (1992) observa que para el caso del desarrollo prototipico en
T de tipo 1-4-1, las acciones de plegar y desplegar son particularmente sencillas:
rotaciones de 90° alrededor de un eje imaginario vertical, siempre en el mismo sentido,
para las cuatros caras horizontales, y dos rotaciones, de sentidos diferentes, alrededor de
un eje X.

Por lo que se refiere al reconocimiento de criterios de reconocimiento de un
desarrollo plano Mesquita (1992) observa que las diferentes configuraciones de un
desarrollo plano estdn asociadas a algunas condiciones necesarias que permiten
establecer si una configuracion de seis caras iguales puede recomponerse en un cubo.

La autora observa que los criterios que permiten reconocer la imposibilidad de
formar un cubo a partir de determinadas configuraciones de cuadrados pueden ser
diferentes, por ejemplo:

- imposibilidad de construir un angulo triedro a partir de cuatros caras coplanares que
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concurren en un vértice (Figura 1.23): el aspecto perceptivo es inmediato y
suficiente para reconocer esta imposibilidad, aunque su justificacion formal exige

otros tratamientos;

Figura 1.23: Configuracion de cuatro cuadrados coplanares que no permite formar un cubo.

- superposicion de una cara al plegar el desarrollo; aunque a veces dicha
identificacion no es inmediata y necesita una reorganizacion de las informaciones
perceptivas. Por ejemplo, al intentar plegar la Figura 1.24 las caras a y b se

superponen.

Figura 1.24: Configuracion de cuadrados que no permite construir un cubo.

Por lo que se refiere al reconocimiento de las relaciones entre los elementos del
desarrollo plano y del poliedro, Mesquita (1992) identifica los siguientes tipos de
relaciones:

- la relacion de correspondencia, entre un elemento del cubo y el elemento (o los

elementos) correspondiente(s) en su desarrollo plano,

- la relacion de duplicacion, que refiere a la identificacion de los elementos que
aparecen duplicados en el desarrollo plano (este problema se pone por los
vértices y por las aristas, conjuntos de medida nula en R* y R?).

- el paso de las relaciones del cubo al desarrollo plano, o sea la identificacion de
las relaciones del cubo por medio de la representacion externa del desarrollo
plano: paralelismo de las caras, la contigiiidad de las caras,... (por ejemplo, en el
caso del cubo, se pueden reconocer los cuadrados del desarrollo que
corresponden a caras paralelas en el cubo)

Observamos que tanto la explicitacion de la relacion de correspondencia como la de

la relacion de duplicacion de los elementos del desarrollo permiten justificar
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formalmente el hecho que un determinado desarrollo puede formar un cubo.

Damos dos ejemplos de la explicitacion de la relacion de correspondencia de los
elementos de un cubo y del respectivo desarrollo: el primero (Figura 1.25) se refiere a la
correspondencia de los segmentos y el segundo (Figura 1.26) corresponde a la

correspondencia de los vértices del cubo.

Figura 1.25: Cubo y respectivo desarrollo, relacion de correspondencia de los segmentos.

Figura 1.26: Cubo y respectivo desarrollo, relacion de correspondencia de los vértices.

Ahora, si consideramos Unicamente los desarrollos con las relativas asignaciones de
letras (sin la correspondencia con los elementos del cubo) obtenemos la explicitacion de
la relacion de duplicacion, que refiere a la identificacion de las aristas y de los vértices
que aparecen duplicados en el desarrollo plano (identificados con la misma letra en las

Figuras 1.27 y 1.28):

Figura 1.27: Desarrollo de un cubo, relacion Figura 1.28: Desarrollo de un cubo, relacion

de duplicacién de las aristas de duplicacion de los vértices.

Esta identificacion es suficiente para justificar la construccion del solido a partir de
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un desarrollo plano.

Mariotti (1997) y Mariotti y Fischbein (1997) observan que en la idea de desarrollo
interactiian dos componentes, la componente figural que es relacionada con la operacion
concreta de plegar y desplegar, y la componentes conceptual, que define las propiedades
que tienen que mantener con respecto al objeto y que caracterizan la nocién geométrica
del desarrollo (invariantes). Dicha dualidad sera interpretada en la seccion 3 del capitulo

2 en términos de la sinergia entre “visual y analitico”.

Es interesante observar que en topologia la accion de pegar es definida con una
relacion de equivalencia que define un determinado espacio cociente. Como ya fue
observado en el apartado anterior, en el caso del desarrollo de un poliedro, para definir
una relacion de equivalencia entre los segmentos que forman las aristas del so6lido, se
tienen que omitir los extremos, para no crear problemas en los vértices (que
pertenecerian a dos clases de equivalencia distintas). Observamos que para ser mas
precisos seria necesario también definir un sentido de los segmentos que coinciden,
pues por cada par de segmentos habria dos opciones distintas para pegarlos. Este detalle
puede ser omitido si consideramos que un determinado desarrollo tiene un inico modo

de cerrarse formando el solido determinado.

2.1.4.3. Rotar una figura plana alrededor de un eje (engendrar cuerpos de revolucion)
Este procedimiento involucra la rotacién en el espacio de un objeto bidimensional
alrededor de un eje (eje de rotacion). Por definicion de rotacion cada punto del objeto
bidimensional que gira permanece a una distancia constante del eje de rotacion (cuyos
puntos permanecen fijos). Siendo la rotacién una isometria, las propiedades métricas del
objeto bidimensional que gira se conservan.

El procedimiento de “engendrar” el cuerpo a partir de una superficie plana y un eje
requiere que el sujeto interprete que el sélido tiene que ser formado por todos los puntos
que pertenecen a la figura plana a lo largo de su rotaciéon completa alrededor del eje. La
rotacion de la figura plana no es vista como transformacién geométrica que permite
cambiar la posicion de una figura plana desde una posicion fija X hasta otra posicion
fija Y, sino tiene que ser interpretada como un movimiento continuo en el tiempo en el
cual el espacio que ocupa la figura a lo largo del tiempo permite la generacion de un

solido.
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Por ejemplo, el toro es generado por la rotacion de un circulo alrededor de un eje

externo al circulo, como muestra la Figura 1.29.

Figura 1.29: Toro generado por la rotacion de un circulo alrededor de un eje externo al circulo.

Asi cada punto de la figura plana describe una circunferencia alrededor del eje y sobre
un plano perpendicular al mismo. Emergen las siguientes propiedades del solido de
rotacion:

- Las figuras planas que rotando generan los solidos de revolucion son mitad de las
secciones longitudinales del respectivo solido que contienen el eje de rotacion

- Las secciones transversales (obtenidas por la interseccion de planos perpendiculares al
eje de revolucion) del solido de revolucion son discos o coronas circulares de rayo
variable.

También por este procedimiento podemos diferenciar aspectos visuales de aspectos
analiticos. Por ejemplo, si se aproxima la figura bidimensional con un objeto de
cartulina y se considera el efecto ptico que obtenemos de la rotacion rapida del objeto
alrededor de un eje, se puede percibir visualmente la estructura del cuerpo de revolucion
generado. De otra parte, atendiendo a la definicidén analitica de “solido de revolucion”,
aunque la rotacion no es explicitamente representada, se puede observar que el conjunto
de los puntos en S (x, y, zp) (con z, fijo), pertenecen al disco cerrado de centro (x, y, zy)
y de rayo f (zp ) generado por la rotacion del punto (x, y) del grafo de la funcion

generatriz dada.

2.1.5. Tipos de justificaciones en geometria espacial

De Guzman (1996) observa que en la comunidad de matematicos se emplea la
visualizacion constantemente, pero su uso es frecuentemente mal visto: “Se suele hablar
con sorna y desprecio de demostraciones "waving hands", haciendo gestos con las
manos, por mas que, son muchas las ocasiones en que un gesto con las manos puede

abrir la mente a la comprension” (p.19).
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Observando la gran diversidad de términos y significados asociados a la accion de
demostrar (en matematicas), Harel y Sowder (1998, 2007) proponen la nocidon general
de “esquema de prueba”, definido como el proceso empleado por una persona para
suprimir dudas (a si misma o a otra persona) sobre la verdad de una conjetura. Asi
concebidos, los “esquemas de pruebas” estan presentes a lo largo de todo el curriculo,
frecuentemente asociados a términos como: explicar, justificar, demostrar,...

Varios investigadores han intentado diferenciar las formas de justificar una
proposicion, atendiendo a los tipos de practica argumentativa utilizados, al rigor
exigido, a los criterios externos de autoridad en los cuales se basan,...

Una caracteristica comun de las categorizaciones propuestas por los autores es la
diferenciacion entre las pruebas de tipo formal, principalmente analiticas, y otros tipos
de précticas argumentativas no analiticas (argumentaciones deductivas informales,
argumentaciones no deductivas,...). Dicha distincion induce a plantear el problema de
la progresion de las practicas argumentativas a lo largo de la ensefianza, para que los
alumnos adquieran un correcto significado de lo que significa justificar, se convenzan
de su importancia y lleguen a dominar las diferentes practicas. De otra parte, se
distinguen dos diferentes motivaciones principales que pueden llevar a justificar una
determinada proposicion:

- la necesidad de convencer (a si mismos u a otros) sobre la verdad o falsedad de la
proposicion

- la necesidad de establecer si la proposicion es valida en un sistemas de reglas y
principios aceptados por una comunidad de personas

Mientras que una proposicion que no aparece como evidente genera un sentido de
incertidumbre y lleva de forma natural a la necesidad de una argumentacion, en el caso
de que la verdad de una proposicion aparezca intuitivamente evidente, ya no necesita ser
argumentada con el proposito de convencer, pero puede necesitar ser demostrada en un
determinado sistema tedrico establecido (Mariotti, 1998).

Battista y Clements (1995) observan que tanto la teoria de Piaget (Piaget, 1928)
como la de van Hiele (ver seccion 2.2.2) sugieren que los estudiantes deben pasar a
través de los niveles inferiores de pensamiento geométrico antes de poder alcanzar los
niveles mas altos. En particular, en la teoria de Van Hiele (Van Hiele, 2002), se
distinguen dos principales niveles de aprendizaje de las formas geométricas: un nivel
inferior relativo a la identificacion de las formas por medio de la vista (“Es un cuadrado

porque veo que lo es”), y un nivel superior relativo a la identificacion de las formas por
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sus propiedades (“Es un triangulo isésceles porque dos de sus tres lados son iguales™).
Segun esta teoria, la “prueba” adquiere el significado de verificacion, deduccion
informal o deduccién formal, dependiendo del nivel en la cual se sitia. Debido a que los
estudiantes no pueden saltar los niveles, enfrentarse antes de tiempo con la prueba
formal puede conducir a los estudiantes a una mera memorizaciéon de la prueba y a la
confusién sobre su proposito. Por ello, segun Battista y Clements (1995, p.53) se
deberia evitar la demostracion formal durante gran parte del trabajo con los estudiantes,
centrandose en ayudarlos a construir “unos cimientos empiricos y visuales para los
niveles mas altos del pensamiento geométrico”. De esta forma se puede conseguir que
aprecien la necesidad de una prueba formal y s6lo entonces, seran capaces de utilizarla
significativamente como un mecanismo para justificar ideas.

En Parzysz (2006) se encuentra una interesante distincion de tipos de validaciones en
geometria segun el tipo de geometria al cual se refieren. La propuesta surge del analisis
e integracion de tres enfoques principales:

- Van Hiele (2002)

- Houdement y Kuzniak (2003), que distinguen tres paradigmas geométricos: una
geometria natural, en la cual la geometria se confunde con la realidad; una
geometria axiomatica natural, que es un esquema de la realidad y una geometria
axiomatica formalista, donde el “cordon umbilical” con la realidad es cortado.

- Henry (1999), que distingue tres tipos de relacion con el espacio en la
ensefanza-aprendizaje de la geometria: la situacion concreta, una primera
modelizacion, que consiste en la observacion de una situacion real y su
descripcion en términos cotidianos, y una matematizacion, que es elaborada a
partir del modelo precedente.

La propuesta de Parzysz (2006) se articula en la Tabla 2.1.

Tabla 1.2: Tipos de geometria, objetos y validaciones, segun Parzysz (2006, p.130).

Geometrias no axiomaticas Geometrias axiomaticas
Tipo de Concreta’ (GO) Espacio- Proto- Axiomatica
geometria Grafica (G1) | Axiomatica (G2) (G3)
Objetos Fisicos Tedricos
Validaciones Perceptivo-deductivas Hipotético- deductivas

Correctamente dicho, GO no es una geometria: los objetos materiales tienen caracteristicas fisicas

(materia, colores,..) y se situan en un contexto “real”, “concreto”,..
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Los paradigmas GO, G1, G2 y G3 se diferencian segun la naturaleza de los objetos
puestos en juego (fisicos o teodricos) y segun las formas de validacion (perceptivo-
deductiva o hipotético-deductiva).

El autor distingue G1 y G2 como principales paradigmas presentes en la ensefianza
de la geometria en la escuela obligatoria. El primero (Gl) se refiere a un tipo de
geometria grafico-espacial, que trabaja con objetos fisicos (representaciones materiales
de entidades tedricas: dibujos, maquetas,...) y que se apoya en validaciones perceptivo-
deductivas para justificar sus afirmaciones. Dichas argumentaciones tienen rasgos del
esquema/justificacion empirico-perceptivo (Harel y Sowder, 2007; Marrades y
Gutiérrez, 2000), por la naturaleza de los conceptos que intervienen y por la importante
componente empirica de la tarea misma y la carencia de generalidad. Siguiendo a
Recio y Godino (2001) consideramos estas argumentaciones como esquemas de pruebas
informales “que no deben ser considerados como simplemente incorrectos, equivocados
o deficientes, sino mas bien como facetas del razonamiento matematico necesario para
alcanzar y dominar las practicas matematicas argumentativas” (p.97). Creemos ademas
que la atencion por parte de los maestros sobre las caracteristicas de las
argumentaciones deductivo-informales es un primer paso para guiar a los alumnos
desde una “geometria de la observacion” hasta una “geometria de la demostracion”
(Parzysz, 2006, p. 129).

El segundo paradigma (G2) es un tipo de geometria proto-axiomadtica que involucra
objetos teoricos y utiliza un razonamiento hipotético deductivo (basados en los axiomas
de geometria euclidea y propiedades previamente aceptadas) aunque haciendo
referencia al espacio “fisico”.

El autor subraya la importancia que tiene la articulacion de los dos paradigmas en la
formacion de maestros. De hecho, aunque las actividades propuestas a los alumnos de
escuela primaria se refieren a G1, su planificacion y control por parte del maestro debe
tener en cuenta G2.

Finalmente G3 se refiere a una geometria axiomatica, en la cual la referencia con lo
“real” es facultativa y la axiomatizacion es explicita: las argumentaciones hipotético-
deductivas se apoyan en conceptos y propiedades emergentes del sistema de axiomas.

El autor describe las diferentes articulaciones entre los paradigmas, evidenciando los
posibles “rompimientos de contrato” que se pueden producir entre uno y el otro. Por

ejemplo en el paso de G1 a G2, una justificacion perceptiva constituye un rompimiento
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de contrato. “La resolucion de un problema de geometria elemental” afirma el autor,
“consiste en una sucesion de ida y vuelta entre G1 y G2, centradas en la “figura”. Esta
juega un papel central en el proceso; de hecho, aunque constituye una ayuda preciosa
en las conjeturas, puede constituir un obstaculo en la demonstracion, puesto que “la
evidencia de la figura” puede ser fuente de confusiones en la utilizacion de los datos”
(Parzysz, 2006, p.128).

Mariotti (1997, p. 20) aunque concuerda que hay diferentes situaciones en las cuales
“la evidencia de la figura” constituye un obstaculo en la explicacion de propiedades
geométricas, de otra parte, observa que el uso de “falacias figurales”, causadas por
ejemplos que implican una incorrecta interpretacion de un dibujo, es recomendado para
introducir a los estudiantes en la idea de “prueba”.

Duval (1999) reflexiona sobre la introduccion de los graficos en el aprendizaje de las
pruebas, y observa que las “proof graphs” (demonstraciones sin palabras) ayudan la
visualizacién Gnicamente cuando han sido construida por los mismos estudiantes de
acuerdo a las reglas que permiten pasar de las proposiciones a los datos visuales. La
“proof graphs” de una proposicion dada no quiere expresar una determinada
demonstracion, sino permite visualizar como funciona una prueba cualquiera de la
proposicion (Duval, 1998, 1991).

Siguiendo a Duval (1998, 1999) creemos que para demostrar una proposicion la
interpretacion perceptiva tiene entonces que ser acompainada de una interpretacion

discursiva que permita la asociacion de los elementos representados con la sentencia.

2.2. INVESTIGACIONES SOBRE ASPECTOS COGNITIVOS

Definir qué es la visualizacion espacial, la habilidad espacial o el sentido espacial,
de manera general en el contexto de la matematica es un trabajo que toca una multitud
de aspectos. En efecto la visualizacion esta presente en diferentes campos, puede ocurrir
en aritmética y algebra tanto como en geometria.

Guzman (1996) afirma que “atn en aquellas actividades matematicas en las que la
abstraccion parece llevarnos mucho mas lejos de lo perceptible por la vista, los
matematicos muy a menudo se valen de procesos simbolicos, diagramas visuales y otras
formas de procesos imaginativos que les acompaiian en su trabajo haciéndole adquirir lo
que se podria llamar una intuicion de lo abstracto (...)” (p.17). El autor diferencia
distintas formas de visualizar, segtn el grado de correspondencia, mas o menos cercana,

natural, simbodlica, comunicable.
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Con respecto a esta pluralidad de significados, Bishop (1983) afirma que “nunca se

3

podra tener una “verdadera” definiciéon de habilidad espacial; tenemos que buscar
definiciones y descripciones de habilidades y procesos que nos ayuden a resolver
nuestro problema peculiar” (p. 181).

En nuestro caso el problema que abordamos nos limita el campo al contexto de la

geometria, y mas precisamente a la visualizacion de objetos tridimensionales.

Por lo que se refiere a la geometria Usiskin (1987) describe cuatros dimensiones:
- la visualizacion, el dibujo y la construccion de figuras
- el estudio de los aspectos espaciales del mundo fisico
- el uso de la geometria como vehiculo para representar conceptos y relaciones
matematicas no visuales
- larepresentacion como un sistema matematico formal
Clements y Battista (1992) observan que las primeras tres dimensiones requieren el
uso del razonamiento espacial, definido como “el conjunto de los procesos cognitivos
por medio de los cuales se construyen y manipulan representaciones mentales de
objetos espaciales, relaciones y transformaciones.” (p.420).
En el siguiente apartado resumimos el desarrollo de las definiciones de procesos y
habilidades relacionadas con la visualizacion en la geometria del espacio propuestas por
investigadores en el campo de la psicologia y de didactica de la matematica a lo largo

del ultimo siglo.

2.2.1. Definiciones de procesos y descripcion de habilidades

En el campo de la psicologia, McGee (1979) hace una sintesis de las investigaciones
en el ambito psicologico sobre el estudio del “factor espacio”, presente desde los afos
treinta. Este factor espacio fue estudiado a partir del examen de los resultados de
diferentes test, que permitieron llegar a dar algunas primeras definiciones de este factor,
como “manipulacion mental de formas” o “habilidad de obtener y utilizar la
imaginacion espacial”. Este primer estudio se concluyd con la distincion de dos
factores: el factor de Visualizacion Espacial y el factor de Orientacion Espacial. El autor
resume en una tabla (Tabla 1.3) las caracteristicas que diferentes autores propusieron

entre los afios 1947 y 1957 de estos dos factores.
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Tabla 1.3: Factores de Visualizacion y Orientacion Espacial segun McGee (1979), tabla
adaptada de Michael, Guilford, Fruchter y Zimmerman (1957, Tabla 1, p. 188).

Investigadores
(para mas
detalles y
bibliografia ver
McGee, 1979)

Factor de Visualizaciéon Espacial

Factor de Orientacion Espacial

Guilford y La habilidad de imaginar la rotacion de La habilidad de determinar la relacién

Lacey objetos representados, el plegar y desplegar | entre diferentes estimulos espaciales
de desarrollos planos, el cambio de posicion | dados y sus respuestas, y la
de objetos en el espacio, el movimiento de comprension de la disposicion de los
una maquinaria. Este factor de visualizacion | elementos de un patrén visual.
es mas fuerte en los test que presentan un
estimulo pictdrico, y que involucren la
manipulacién o la transformacién en otra
representacion visual.

Thurston La habilidad de visualizar una La habilidad de reconocer la identidad
configuracion en la cual hay movimiento o | de un objeto cuando es visto desde un
desplazamiento de sus partes internas. angulo diferente, o la habilidad de

visualizar una configuracion rigida
cuando es desplazada en otra posicion.
La habilidad de pensar sobre aquellas
relaciones espaciales que involucran la
orientacion del cuerpo del observador
como parte esencial del problema.

French La habilidad de comprender movimientos La habilidad de percibir los patrones
mentales en el espacio tridimensional o la espaciales con exactitud y compararlos
habilidad de manipular objetos uno con otro.
mentalmente. La habilidad de no confundirse cuando

un patrén espacial cambia de
orientacion.

Ekstrom, La habilidad de manipular o transformar la | La habilidad de percibir patrones

French, y imagen de un patron espacial en otra espaciales o de mantener una

Harman configuracion; requiere o bien la determinada orientacion con respecto a

restructuracion mental de una figura en
componentes por su manipulacion, o bien la
rotacion mental de una configuracion
espacial y la realizacion de una serie de
operaciones, quizas con una estrategia
analitica.

los objetos en el espacio; requiere que
una figura sea percibida como un todo.

McGee (1979) y posteriormente Tartre (1990) discriminan tareas de Visualizacién

Espacial de tareas de Orientacion Espacial, segun los conocimientos y capacidades que
tienen que ser puestas en juego mentalmente para resolver la tarea. Para estos autores
una tarea es considerada de visualizacion espacial si requiere que toda la representacion
o una de sus partes sea movida o alterada mentalmente. La visualizacion espacial
involucra “la habilidad de manipular, rotar, girar o invertir mentalmente un objeto
presentado como estimulo visual, de dos o tres dimensiones” (McGee, 1979, p.893).

Como habilidades relacionadas con la visualizacion espacial, McGee propone:
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- la habilidad de imaginar la rotaciéon de un objeto, el desarrollo de un sélido, los

cambios relativos de posicidén de un objeto en el espacio

- la habilidad de visualizar una configuracion en la que hay movimiento entre sus

partes

- la habilidad de comprender movimientos imaginarios en tres dimensiones, y

manipular objetos en la imaginacion

- la habilidad de manipular o transformar la imagen de un modelo mental a otra

disposicion.

Por contra, para estos autores una tarea de orientacion espacial no requiere el
movimiento mental de un objeto, sino el cambio o el desplazamiento de la perspectiva
percibida por el observador. En su articulo Tartre (1990) usa el término “orientacioén
espacial” para describir aquellas tareas que requieren que el sujeto reajuste mentalmente
su perspectiva para que sea consistente con una representacion de un objeto dado. “Una
tarea de orientacion espacial requiere que la persona comprenda una representacion o un
cambio entre dos representaciones”, requiere “organizar, reconocer, dar sentido a una
representacion espacial, verla desde un angulo diferente” (Tartre, 1990, p. 217). McGee
afirma que la orientacion espacial “involucra la compresion de la disposicion de
elementos con un patron de estimulo visual, la aptitud de no confundirse cuando se
cambia la orientacion de una configuracion espacial, y la habilidad de determinar la
orientacion espacial con respecto al propio cuerpo” (p. 897). Como habilidades
relacionadas con la orientacion espacial, McGee propone:

- determinar las relaciones entre diferentes objetos en el espacio

- reconocer la identidad de un objeto cuando es observado desde diferentes dngulos, o
cuando el objeto es movido

- considerar relaciones espaciales donde la orientacion del cuerpo del observador es
esencial

- percibir modelos espaciales y compararlos entre si

- no confundirse cuando se varian las orientaciones con las cuales un objeto espacial
es representado

- percibir modelos espaciales o mantener la orientacion con respecto a objetos en el
espacio.

Observamos que en estas definiciones el concepto de representacion es ambiguo.
Con representacion podemos entender representacion plana de un objeto tridimensional,

pero también un modelo tridimensional del objeto, o el mismo objeto. De hecho, cuando
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tenemos un objeto real tridimensional, se puede considerar que la perspectiva que nos
ofrece es ella misma una peculiar representaciéon del objeto (seria la imagen que
reconstruye el cerebro tras el estimulo visual). Ahora, para cambiar mentalmente de
perspectiva, se trabaja con una representacion mental (representacion interna) asociada
al estimulo visual (representacion externa). Siguiendo las ideas de Piaget e Inhelder
(1971) estos dos modos de representaciones estan fuertemente relacionados, puesto que
a una representacion externa (como un dibujo o una composicion de objetos en el
espacio) siempre se va a asociar una representacion interna (visual imagery). Por
ejemplo, en su trabajo Presmeg (2008) decide no distinguirlas.

Diezmann y Lowrie (2009), apoyandose en las definiciones de McGee y Tartre,
ilustran un ejemplo de tarea de Visualizacion Espacial y un ejemplo de tarea de

Orientacion Espacial (Figura 1.30).

Figura 1.30. Tareas de visualizacion y orientacion espacial segun Diezmann y Lowrie (2009), p. 418.

Observamos que esta distincidon es puramente tedrica, y se centra en la formulacion
de las tareas, y no en la resolucion especifica del sujeto: podrian existir tareas definidas
de orientacion espacial que algunos alumnos resuelvan utilizando habilidades

relacionadas con la visualizacion espacial (y viceversa).
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La caracterizacion de estos dos factores (orientacion y visualizacion espacial) dada
por McGee fue discutida por otros autores y se abrio el debate sobre la naturaleza de la
capacidad espacial y su medicion.

Bishop (1983), recogiendo los estudios realizados por diversos investigadores y
apoyandose en resultados de aplicacion de tests - los cuales estdn basados en las
definiciones de habilidades espaciales propuestas por McGee - afirma que dichas
definiciones no son adecuadas. Observa que falta un estudio sobre los tests que puedan
medir mejor las habilidades espaciales. Reflexiona también sobre la posibilidad o no de
entrenar y ensefar estas habilidades y sobre el problema del vocabulario y las
convenciones que involucran. Como definiciones alternativas Bishop (1983, p.184)
propone las siguientes:

- la habilidad del tratamiento visual (VP): involucra la visualizacion y la traduccion
de las relaciones abstractas y de la informacion no figural en representaciones
visuales; incluye la manipulacion y la transformacion de las representaciones y de
las imagenes visuales; es una habilidad del proceso y no estd necesariamente
relacionada con la forma del estimulo material presentado;

- la habilidad de interpretar la informacion figural (IFT): involucra la comprension de
las representaciones visuales y del vocabulario espacial usado en el trabajo
geomeétrico, en los graficos y en los diagramas de todo tipo; requiere la lectura, la
comprension y la interpretacion de la informacion visual; es una habilidad del
contenido y del contexto y esta relacionada con la forma del estimulo material.
Bishop (1983) observa que la definicion de “habilidad de tratamiento visual tiene

mucho en comln con la definicion de visualizacion espacial de McGee, con la
diferencia que Bishop considera no sélo la forma del estimulo visual sino todo el
proceso en su complejidad. En la definicion de “habilidad de interpretar la informacion
figural”, Bishop extiende la definicion de orientacion espacial dada por McGee al
incluir las convenciones graficas y geométricas y sus interpretaciones.

De otra parte podemos observar que en las definiciones de Bishop estan presentes
los procedimientos identificados por Kosslyn (1980) y aplicables a la visualizacion y a
las imagenes mentales:

- generar una imagen mental a partir de algunas informaciones dadas (que puede ser
relacionado con la IFI);

- examinar una imagen mental para observar su posicion o la presencia de partes o

elementos; transformar una imagen mental a través de rotaciones, translaciones,
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escalas, o descomponiéndola; utilizar una imagen mental para responder a preguntas

(relacionado con la VP).

Diferentes autores en el campo de la didactica de la matematica han utilizado y
ampliado en sus estudios las definiciones de Bishop. Por ejemplo Gorgorio (1998)
distingue dos diferentes aspectos de la habilidad del tratamiento visual (VP): la primera
se sitiia en el contexto mas amplio de las matematicas, donde las relaciones abstractas
no tienen necesariamente un origen visual, y la VP puede ser considerada como la
visualizacion y la transformacion de la informacion non figural en términos figurales; la
segunda se refiere a la geometria y limita la habilidad VP a la habilidad de manipular y
transformar mentalmente una representacion o imagen visual. Ademas Gorgorio (1996,
1998) propone definir la “habilidad de tratamiento espacial” (en vez de habilidad de
tratamiento visual) de forma general, como la habilidad necesaria para llevar a cabo las
operaciones mentales requeridas para resolver una tarea espacial. Incluye la habilidad de
imaginar objetos espaciales, relaciones y transformaciones, de descodificarlos
visualmente, y de codificarlos en términos verbales o mixtos. Subraya el hecho que
aunque el término “habilidad de tratamiento espacial” es singular, tiene una pluralidad
de significados: incluye por lo menos tantas habilidades diferentes cuantas son las
transformaciones espaciales que se pueden imaginar (rotacion, seccion, desarrollos, ...),
incluye la habilidad de interpretar la informacion espacial (descripciones graficas y
modelos de hechos y relaciones espaciales, términos verbales, especifico vocabulario
utilizado en geometria) y la habilidad de comunicar informacidon espacial (de manera
figura, verbal o mixta).

El proceso de generacion de imagenes visuales a partir de informacion no-figural
también esta presente en Eisenberg y Dreyfus (1989), cuando afirman que “muchos de
los conceptos y procesos en las matematicas escolares pueden estar vinculados a
representaciones visuales, es decir, los modelos visuales pueden ser construidos de
forma que reflejan (una gran parte de) la estructura matematica subyacente” (p.1).

Otro autor que se centr6 en el estudio de las habilidades visual es Del Grande (1990)
que describe las siete “habilidades de percepcion visual” identificadas por Hoffer (1977)
y da interesantes ejemplos de tareas que las ponen en juego. Estas habilidades son:
coordinaciéon motriz de los ojos, identificacion visual, conservacion de la percepcion,
reconocimiento de posiciones en el espacio, reconocimiento de las relaciones espaciales,

discriminacion visual, memoria visual.
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Del Grande sugiere, por cada una de las habilidades propuesta, actividades especificas
que la describen. También Gutiérrez (1992), trabajando actividades de geometria

espacial con alumnos de 6° de Primaria, identifica, entre las habilidades descritas por

Del Grande, aquellas que se revelaron necesarias para resolver las tareas propuestas.

Describimos en la Tabla 1.4 las habilidades que tienen una relacion mas estrecha

con el contexto de la geometria espacial (Gutiérrez, 1991), y algunos interesantes

ejemplos de tareas (Gutiérrez, 1992) relacionadas con nuestros topico.

Tabla 1.4: Habilidades visuales de Del Grande que tienen relacion estrecha con la
geometria espacial, descripciones y ejemplos de actividades (Gutiérrez 1991, 1992).

Habilidad

Descripcion

Tarea

Habilidades de
identificacion visual

Habilidad para reconocer una figura
aislandola de su contexto.

Colocar cubos con figuras en las
caras en un posicion determinada,
completar la figura de alguna cara
del cubo, etc.

Habilidad
reconocimiento de
posiciones en el

Habilidad para relacionar la posicion de
un objeto con uno mismo (el observador)
o con otro objeto, que actiia como punto

Dada una figura, colocar el propio
cuerpo para verla en la misma
posicion, comparar dos

espacio de referencia. representaciones de solidos para ver
Si son congruentes o si estan en la
misma posicion.

Habilidad de Habilidad que permite identificar | Dibujar representaciones planas de

reconocimiento de correctamente las caracteristicas de | mddulos construidos con cubos o

relaciones espaciales

relaciones entre diversos objetos situados
en el espacio; por ejemplo que estan
girados, son perpendiculares, simétricos,
etc.

construir modulos a partir de sus
representaciones planas.

Habilidad de

discriminacion visual

Habilidad que permite comparar varios
objetos identificando su semejanza y
diferencias visuales.

Dado un cuerpo y varias
representaciones planas suyas y
otras parecidas, reconocer cudles
pertenecen al cuerpo dado.

Las siete habilidades de Del Grande fueron utilizadas por muchos investigadores

que trabajaron con tareas de visualizacion y orientacion espacial (Arredondo, 2007,

Flores, 2006; Gutiérrez, 1991, 1992, 1996¢, 2006, Ramirez, 2012).

Ramirez (2012), apoyandose en New Jersey Mathematics Coalition (1996), supone

que el sentido espacial implica una habilidad para reconocer, visualizar, representar y
transformar formas geométricas, y considera el razonamiento espacial o pensamiento
espacial como partes del sentido espacial. “Términos como razonamiento espacial o
pensamiento espacial podrian ser considerados como partes del sentido espacial cuando

se focaliza en argumentaciones” (Ramirez, 2012, p. 64).
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Gutiérrez (1996a) resume en el esquema de la Figura 1.31 los pasos que se siguen en
la resolucion de una tarea usando la visualizacion: “El enunciado de la tarea es
interpretado por los estudiantes como una representacion externa que se supone genera
una imagen mental. Esta primera imagen es el punto de partida de un proceso de
razonamiento visual en el cual, dependiendo de la tarea y de las habilidades de los
estudiantes, ellos usan partes de sus habilidades visuales para realizar diferentes
procesos, y otras imagen mentales y/o representaciones externas pueden ser generadas

antes que los estudiantes lleguen a dar una respuesta.” (p.10)

Interpretacion de
B — imégenes mentales
+ Habilidades

Represet.
externa

Represet.
externa

Interpretacion visual
de la informacién [
+ Habilidades

Figura 1.31. Esquema de los pasos que se siguen en la resolucion de una tarea usando la

visualizacion, segun Gutiérrez (1996a, p.11).

Un elemento basico que emerge en todas las concepciones de visualizacion espacial
son las imagenes mentales, es decir las representaciones mentales que hacemos de los
objetos fisicos, relaciones, conceptos.

En el contexto de las matematicas, Presmeg (1986) describe diferentes tipos de
imagenes mentales, de las cuales destacamos los siguientes tres tipos (centrales para
nuestro tema):

- Imégenes concretas pictdricas: imagenes figurativas de objetos fisicos.

- Imaéagenes cinéticas: imagenes en parte fisica y en parte mentales, donde tiene un

papel importante el movimiento del cuerpo (pensamos a la descripcion verbal de
un trayecto,..)

- Imégenes dindmicas: imagenes mentales en las que los objetos o algunos de sus
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elementos se desplazan (pensamos en el desarrollo de un cubo,..).

Presmeg considera que la visualizacién incluye procesos de construccidon y
transformacion de imagenes visuales, tanto imagenes mentales como todas las
inscripciones de caracter espacial las cuales pueden estar implicadas en las operaciones
matematicas (Presmeg, 2006, p. 206).

La identificacion del tipo de imagen con la cual se trabaja permite identificar sus
propiedades y los procesos y transformaciones que pueden ocurrir.

Siguiendo a Rivera (2011) podemos distinguir diferentes interpretaciones de la
visualizacion: de un lado la visualizaciéon como un proceso de ida y vuelta entre la
comprension de los estudiantes y los medios de comunicacion externos (Bishop, 1983;
Gutiérrez, 1996a), de otro lado Presmeg (1986) y Eisenberg y Dreyfus (1989) que
consideran una sola direccion de dicho proceso: Presmeg considera que el proceso de
formacion de imagenes tiene su punto de partida en entornos externos, mientras que
para Eisenberg y Dreyfus, las representaciones externas se generan a partir de la

comprension matematica.

Finalmente, en nuestro trabajo, consideramos la visualizacion de objetos
tridimensionales como un conjunto de habilidades relacionadas con el razonamiento
espacial.

“El razonamiento espacial”, afirma Battista (2007) “es la habilidad de “ver”,
examinar y reflexionar sobre objetos espaciales, imagenes, relaciones y
transformaciones. El razonamiento espacial incluye generar y examinar imagenes para
responder a preguntas sobre ellas, transformar y operar sobre imagenes, y mantener las
imagenes al servicio de otras operaciones mentales” (p. 843).

Consideramos que visualizar un objeto tridimensional no incluye unicamente la
habilidad de “ver” los objetos espaciales, sino también la habilidad de reflexionar sobre
dichos objetos y sus posibles representaciones, sobre las relaciones entre sus partes, su
estructura, y la habilidad de examinar las posibles transformaciones del objeto.

Observamos que la interpretacion y la comunicacion de la informacion espacial de
manera figural, verbal o mixta, son importantes habilidades relacionadas con la
visualizacion de objetos tridimensionales (Gorgorio, 1998).

Aunque la visualizacion de objetos tridimensionales puede ocurrir en ausencia de
una estimulo visual (Bishop, 1983; p. 184) centraremos su estudio en presencia de una

representacion plana del objeto. Con respecto a este tema Guillén (2010) sugiere, como
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posible direccion en la investigacion, el estudio de los diferentes tipos de
representaciones planas de los so6lidos y el uso que se hace de ellas en la ensefianza.

Siguiendo a Ben-Chaim, Lappan, y Houang (1985) consideramos que “la habilidad
de “leer” una representacion bidimensional de un objeto s6lido forma parte de la
visualizacion espacial” (p. 390). De hecho interpretar y producir de forma correcta una
representacion plana de un objeto tridimensional requiere, ademas de conocimientos
basicos de dibujo técnico, una buena capacidad de visualizacion, que permita asociar la
representacion bidimensional al concepto geométrico correspondiente, y viceversa.

Es sobre este ultimo aspecto que centraremos nuestro estudio de evaluacion.

En el apartado 3 del capitulo 2 interpretaremos la nocion cognitiva de habilidad en
términos de las nociones tedricas del EOS, como el sistema de practicas operativas y
discursivas que una persona realiza para resolver un determinado tipo de situaciones-

problemas y de la configuracion de objetos y procesos ligados a tales practicas.

2.2.2. Etapas y niveles

En este apartado resumimos los principales modelos propuestos por diferentes
autores sobre el desarrollo de la representacion y la interpretacion de representaciones
de objetos tridimensionales y a los procedimientos involucrados en la
interpretacion/produccion de representaciones planas.

Bishop (1983) observa que los modelos propuestos por los diferentes autores son
dificiles de interpretar y coordinar, pues para sus formulaciones fueron utilizados
estimulos y condiciones experimentales diferentes.

Describimos primeramente algunos trabajos generales centrados en describir niveles
en el desarrollo de conocimientos espaciales (Piaget, Inhelder, y Szeminska, 1960) y
categorias de razonamientos para la geometria de los sélidos (Guillén, 2004). En
seguida nos centramos en resumir trabajos sobre la descripcion de etapas y niveles en la
interpretacion/produccion de representaciones planas de objetos tridimensionales y en
algunos procedimientos especificos asociados (coordinacion de las vistas y

plegar/desplegar desarrollos), aspectos centrales de nuestro trabajo.

2.2.2.1. Trabajos generales
Segun la teoria de Piaget (1928) el pensamiento (en general) progresa desde un estado
no-reflexivo y no-sistematico, hasta un estado empirico y finalmente 16gico-deductivo.

El autor organiza la progresion en tres estadios en los cuales el estudiante, gracias al
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contacto con los demds, se vuelve gradualmente mdas consciente de su propio
pensamiento, siendo ‘“consciente de las definiciones de los conceptos que usa” y
“adquiriendo una aptitud para la introspeccion de sus propios experimentos mentales”
(p.243).

En particular, Piaget y sus colaboradores (Piaget y Inhelder, 1967; Piaget, Inhelder, y
Szeminska, 1960) presentan un modelo de desarrollo del conocimiento espacial, segin
el cual, el nifio pasa de un estadio de total egocentrismo de la percepcion del espacio,
hasta un estadio en el cual puede considerar més puntos de vistas, en una posicion
donde puede conceptualizar y operar mentalmente sobre un espacio hipotético. Afirman
que las representaciones del espacio reflejan propiedades del pensamiento ldgico-
operacional y se construyen a través de la organizacion y coordinacion progresiva de las
acciones motoras e interiorizadas del nifio.

En el primer estadio de dicho modelo, el estadio sensoriomotor (hasta los dos afios
de vida), el nifio construye el espacio perceptual, coordina a un nivel puramente practico
y no representativo ni simbolico los tres tipos de relaciones espaciales basicas:
empezando con las topoldgicas (relaciones de proximidad, separacidon, orden,
cerramiento y continuidad), y terminando con las proyectiva y euclidianas. En el
segundo estadio (etapa preescolar), el subperiodo preoperatorio, el nifio comienza a
representarse las conexiones espaciales entre los objetos de acuerdo con relaciones
topologicas simples (proximidad y separacion y posteriormente cerramiento Yy
continuidad). En el tercer estadio (entre los siete y los once afios), el subperiodo de las
operaciones concretas, el nifio empieza a tener en cuenta el espacio proyectivo, lo que
supone que las relaciones izquierda-derecha y delante-detras varian de acuerdo con la
posicion del observador; comprende que existen diferentes puntos de vista en relacion
con un objeto o grupo de objetos. En el cuarto estadio (a partir de los once afios), el
estadio de las operaciones formales, el nifio comprende las relaciones espaciales de
forma total, haciendo uso de sistemas de coordenadas convencionales; comprende
también las distancias y las proporciones.

Observamos que segliin Piaget solo en el subperiodo de las operaciones concretas el
niflo comienza a entender que objetos tridimensionales pueden ser representados en dos
dimensiones y segun diferentes puntos de vistas. Es entonces solo a partir de los siete
afios que un niflo podrd, por ejemplo, coordinar las vistas de un hipotético observador y
hacer una primera lectura aproximativa de la representacion de las vistas de un objeto.

Sostienen que esa coordinacion global de puntos de vista es el requisito previo basico
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para la construccion de las simples relaciones proyectivas. Fischbein (1987), de acuerdo
con el constructivismo de Piaget, observa que la intuicion del espacio es un sistema
complejo de expectativas y previsiones de acciones, relacionadas al movimiento de
nuestro cuerpo y sus partes.

En Clements y Battista (1992) se presentan diferentes estudios que critican el trabajo
de Piaget e Inhelder, y observan que el uso de términos como topolodgico, euclideo,
separacion, proximidad, y la aplicacion de los relativos conceptos en sus estudios, no
son exactos en términos matematicos. De manera particular, la prioridad de las
relaciones topoldgicas sobre las demads, no es suportada; al contrario parece que los
nifios desarrollan con el tiempo relaciones topologicas, proyectiva y euclideas,
integrandolas y sintetizandolas progresivamente. Estas ideas son originariamente

intuiciones basadas en la accion: la construccion, el dibujo y la percepcion.

La teoria de van Hiele (véase Battista y Clements, 1995, y Jaime y Gutiérrez, 1990
para una descripcion completa) se enfrenta mas concretamente al pensamiento
geométrico, y desarrolla el pensamiento en diferentes niveles de sofisticacion bajo la
influencia del curriculo escolar. Dicha teoria propone un modelo para describir el
desarrollo del pensamiento geométrico de los alumnos, que se organiza en los
siguientes 5 niveles.

Nivel 1 - Visual. Los estudiantes perciben las figuras geométricas en su totalidad, como
unidades, limitandose en describir su aspecto fisico sin reconocer explicitamente las
partes de que se componen ni sus propiedades matematicas. Razonan sobre las figuras
geométricas basandose en sus apariencias y en las transformaciones visuales que pueden
realizan sobre las imdagenes que tienen estas formas, por ejemplo reconociendo
semejanzas o diferencias fisicas globales entre ellas. Por ejemplo, se podrian decir que
una figura dada es un rectangulo porque "se ve como una puerta".

Nivel 2 - Descriptivo /analitico. Los estudiantes razonan experimentalmente, establecen
las propiedades de las formas mediante la observacion, la medicion, el dibujo y
haciendo modelos. Identifican formas no como unidades visuales sino por sus
propiedades. Por ejemplo, un estudiante podria pensar en un rombo como una figura
con cuatro lados iguales.

Nivel 3 — Abstracto /relacional. Los estudiantes razonan ldgicamente. Pueden formar
definiciones abstractas, distinguir entre las condiciones necesarias y suficientes para

definir un concepto, y entender, a veces incluso presentar, argumentos logicos. Pueden
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clasificar las figuras jerarquicamente mediante el analisis de sus propiedades y dar
argumentos informales para justificar su clasificacion (por ejemplo, la identificacion de
un cuadrado como un rombo porque "es un rombo con algunas propiedades
adicionales").

Nivel 4 - Deductivo formal. Los estudiantes razonan formalmente interpretando de
forma légica los enunciados geométricos, como los axiomas, las definiciones y los
teoremas. Pueden proponer pruebas originales mediante una secuencia de afirmaciones
que justifica de forma ldégica una conclusién, como consecuencia de las hipotesis.
Nivel 5 - Rigor /matematico. Los estudiantes razonan formalmente sobre sistemas
matematicos y no sélo adentro de ellos. Pueden analizar las consecuencias de la
manipulacion de axiomas y definiciones.

En este modelo también se incluye la descripcion de “fases de ensefianza” en las cuales
se dan consejos sobre como organizar la enseflanza de la geometria para promover el
pasaje de un nivel al siguiente. Observamos que aunque este modelo ha sido aplicado
sobre todo en el estudio del aprendizaje de la geometria plana, describimos ahora
algunos estudios que estudian sus relaciones con la geometria espacial.

Gutiérrez (1992) y Gutiérrez, Jaime y Fortuny (1991), presentan un método para evaluar
el nivel de Van Hiele del razonamiento geométrico de los estudiantes y proponen una
interesante ampliacion de dichos niveles a la visualizacion en el espacio tridimensional.
De manera particular destacamos algunos detalles relacionados a la visualizacion de
objetos y procedimientos, descritos en Gutiérrez (1992, p.36-37): en el Nivel 1 los
alumnos son incapaces de visualizar solidos, sus posiciones, o los movimientos que en
realidad no pueden ver; en el Nivel 2 los alumnos pueden visualizar movimientos
simples desde una posicién visible a otra; en el Nivel 3, los alumnos visualizan
movimientos que implican posiciones que no son visibles y razonan sobre dichos
movimientos; en el Nivel 4, donde la visualizacion es elevada, los alumnos pueden
analizar matematicamente diversas situaciones y deducir formalmente propiedades de
los solidos.

Guillén (2004) se centra en el estudio de las etapas relativas al modelo de Van Hiele
(Van Hiele, 1986) aplicado a la geometria de los solidos y estudia las componentes de la
actividad matematica (describir, clasificar, definir ¢ demonstrar) en los diferentes
niveles. De manera particular caracteriza los primeros tres niveles proponiendo algunas
matizaciones que surgen al considerar el modelo aplicado a la geometria de los solidos.

Observamos que la mayoria de las caracteristicas de dichos niveles son relacionadas con
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la clasificacion de los sdlidos y a la demonstracion de propiedades. Describimos
brevemente algunas caracteristicas de los niveles que pueden ser de interés para nuestro
estudio, omitiendo las informaciones estrictamente relacionadas con la clasificacion de
los solidos.

En el primer nivel (“Reconocimiento”) el reconocimiento de las propiedades de los
solidos se hace por medio de la percepcion directa de los objetos fisicos, que se
consideran como unitarios sin reconocer sus elementos caracteristicos. En el segundo
nivel (“Analisis”) se reconoce la importancia que tiene el analisis de los objetos en la
construccion o dibujo de ellos y se consideran los modelos de los sélidos como
agregados de componentes que guardan unas relaciones entre ellos; se perciben los
objetos formados por partes y dotados de propiedades (deducidas a partir de la
experimentacion) aunque no se identifican las relaciones entre ellas. Finalmente, en el
tercer nivel (“Clasificacion”) se pueden realizar clasificaciones logicas de los objetos
considerandos propiedades o relaciones ya conocidas.

Battista (2007) observa que la dificultad de ampliar los niveles a la visualizacion se
debe a que la visualizacion es una capacidad que no tiene por qué estar ligada al
conocimiento de propiedades. Puede ocurrir que “algunos alumnos que no poseen
grandes dotes visualizadoras compensen esa falta de habilidades desarrollando
estrategias analiticas basadas en propiedades” (p. 847). Otros, sin embargo, pueden
poseer una capacidad de visualizacion bastante elevada antes de desarrollar
razonamientos sobre los solidos basados en sus propiedades.

En cuanto a la naturaleza de los niveles, conceptualizados como periodos de
desarrollo del razonamiento geométrico, el problema estd en determinar si el
pensamiento de los alumnos es discreto o bien continuo. Battista, (2007, p. 848) se
cuestiona sobre la pertinencia de situar el pensamiento de un alumno en un Unico nivel,
como describe la teoria inicial de van Hiele. Por ejemplo, sefiala las dificultades en
clasificar el nivel de van Hiele en aquellos alumnos que oscilan entre distintos niveles,
o bien se sitian en diferentes niveles para conceptos diferentes. El enfoque vectorial
propuesto por Gutiérrez et al. (1991), junto con las investigaciones de Lehrer, Henkins y
Osana (1998) y las que han intentado reformular la teoria de van Hiele a través de la
taxonomia SOLO, sostienen que los alumnos desarrollan mas de un nivel a la vez y que,

por tanto, los niveles son continuos por naturaleza.
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2.2.2.2. Trabajos sobre la interpretacion/produccion de representaciones planas de
objetos tridimensionales
Por lo que se refiere al desarrollo de los dibujos espontaneos de objetos
tridimensionales por parte de nifios, sefialamos que varios educadores de arte (por
ejemplo Barnhart, 1942 y Lowenfeld, 1972) han investigado sobre dicho desarrollo
mediante diferentes tipos de técnicas de representacion. Describen cuatros niveles, de
los cuales resaltamos las siguientes caracteristicas relacionada con nuestro estudio:
- Pre-esquematico: representacion primitivas de caracteristicas aisladas.
- Esquematico: representaciones detalladas utilizando vistas directas o laterales sin
la coordinacién de los puntos de vistas.
- Pre-realista: intento de representacion de la profundidad desde un punto de vista
comun.

- Realista: representacion en perspectiva.

Mitchelmore (1978), utilizando un test individual para permitir el control de la
posiciéon del punto de vista, obtiene dibujos de prismas rectangulares, cilindros,
piramides cuadradas y cubos de nifios de grados 1 y 3. Organiza los resultados en una
secuencia relacionada con los estadios de desarrollo del concepto del espacio en el nifio
descrita por Piaget y Inhelder, desde el espacio topologico hasta el proyectivo y el
euclideo (ver Figura 1.32)

- Estadio 1: esquematico plano. La figura es representada con una unica cara dibujada
como vista ortogonalmente o con un contorno general. El concepto del espacio es
dominado por su naturaleza simple y cerrada (propiedad topolodgica). Parece que el
nifio no sea consciente que una figura parece diferente si es vista desde diferentes
posiciones en el espacio, o como si no fuese importante representar dicha propiedad
en el dibujo.

- Estadio 2: esquematico espacial. Se muestran varias caras, pero o las caras son
dibujadas como vistas ortogonalmente o se incluyen caras ocultadas. El nifio es
dominado por la percepcion de las relaciones locales (especialmente la
perpendicularidad) y no consigue coordinarlas desde un unico punto de vista. El
niflo empieza a representar propiedades proyectivas del espacio pero aun no ha
empezado a formar un sistema de referencia.

- Estadio 3: Pre- realista. Los dibujos intentan representar la vista desde un Unico

punto de vista y de representar la profundidad. Solo se muestran las caras visibles, y
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las aristas comunes a las caras adyacentes son siempre representadas con una Unica
linea. Se empieza a desarrollar un sistema de referencia euclideo: las caras son
deformadas desde la vista ortogonal para mostrar la profundidad, pero todavia esto
es hecho de un modo no coordinado.

- Estadio 4: Realista. Las aristas paralelas en el espacio son representadas con lineas
aproximativamente paralelas en el papel. Ademas se presentan vistas ortogonales
solo de las caras que estan en el plano frontal. Indica que el sujeto ha establecido un

sistema de referencia euclideo con el cual representar relaciones espaciales.

Figura 1.32: Dibujos tipicos en cada estadio de desarrollo en la representacion de solidos regulares,

segun Mitchelmore (1978).

En el estudio de Mitchelmore (1978) se observan diferencias en la dificultad de
dibujar diferentes figuras espaciales. Parece que el cilindro es mas facil de dibujar que
el cubo, y el cubo es mas facil que el prisma rectangular.

Otro estudio que caracteriza niveles en la representacion de objetos tridimensionales
en el plano es propuesto por Colmez y Parzysz (1993). Lo autores estudian como

alumnos de 8-17 afios representan un objeto geométrico (una pirdmide regular con base
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cuadrada, de la cual solo las aristas estdn materializadas) por medio de un dibujo.

Identifican dos polos, generalmente antagonistas, que influyen sobre la produccion de

los alumnos y cuya gestion puede ser conflictiva:

- el polo de lo sabido: intentar representar sin adaptacion las propiedades del objeto
que el sujeto considera importantes;

- el polo de lo visto: intentar representar el objeto tal como el sujeto imagina que
puede presentarse a la vista, de manera compatible con la imagen mental que tiene
del objeto.

Los autores estudian como los alumnos gestionan el conflicto visto/sabido.
Identifican tres categorias de actitudes en las representaciones que en general
evolucionan con el nivel escolar, donde lo sabido predomina:

- representaciones en las que el conflicto no esta presente (tercero de primaria)

- representaciones que traducen de manera inmediata las propiedades (lo sabido) de
modo mas compatible con la imagen mental global (visto) (cuarto de primaria-
cuarto de secundaria)

- representaciones que resultan de una estructura alrededor de la altura de la piramide
(lo sabido razonado) (a partir de cuarto de secundaria).

Observamos que dichas categorias, ademas de estar relacionadas con determinadas
caracteristicas graficas del dibujo, describen también una posible interpretacion de la

actitud del sujeto en la representacion de determinadas propiedades del objeto.

2.2.2.3. Trabajos sobre procedimientos asociados a “plegar/desplegar desarrollos” y

“coordinar e integrar vistas ortogonales”

Potari y Spiliotopoulou (2001) se interesan por describir y clasificar los dibujos que
nifios de 9 y 11 afios hacen de desarrollos de diferentes objetos materiales (una caja de
fosforos, una lata de sprite, un rollo de papel higiénico vacio) en la siguientes cinco
categorias (ver Figura 1.33, para el caso del rollo de papel):

- Modelos heuristicos: Los nifios tienen dificultades para representar el desarrollo del
solido de forma convencional. Por ejemplo, representan el desarrollo de una caja
con un rectangulo o un cuadrilatero de dimensiones arbitrarias.

- Modelos con elementos de proyecciones: los nifios representan el desarrollo del
solido abriendo una de sus caras y dibujdndolo en perspectiva. También representan

una o dos bases del solido. En este caso el solido es visto ortogonalmente, por
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ejemplo el rollo de papel higiénico es obtenido proyectando ortogonalmente la
parte anterior y posterior de la superficie cilindrica, obteniendo dos rectdngulos.

- Modelos geométricos incompletos: estos modelos involucran una primera vision
del desarrollo por parte de los nifios, aunque consideran solo algunos de sus
elementos o caracteristicas, por ejemplo para el caso de la caja de fosforos algunas
caras son omitidas, mientras que el desarrollo del rollo de papel es dado por un
paralelogramo o un cuadrado con al menos una dimension incorrecta.

- Modelos geométricos completos: los nifios consiguen dibujar un desarrollo del
solido aceptable. Saben como desarrollar todos sus elementos.

- Modelos fisicos: los nifios dibujan el desarrollo considerando las caracteristicas
fisicas para su construccion, por ejemplo dibujan las pestafias en el desarrollo de un

solido, o una superficie curva para el desarrollo del papel higiénico.

Figura 1.33: Dibujos de los nifios del desarrollo de un rollo de papel,

segun Potari y Spiliotopoulou (2001, p. 41).

Siempre en el contexto de desarrollos de so6lidos, Mariotti (1997) considera que los
diferentes desarrollos corresponden a un proceso de “plegar” mas o menos complejo
dependiendo del numero de fases (de operaciones) necesarias para conseguir reconstruir
el solido. Por ejemplo los desarrollos del cubo en T y en X son los menos complejos
puesto que necesitan de solo dos fases de operaciones: en la Figura 1.34, para el
desarrollo en X, eligiendo por ejemplo la cara 1 como base, se giran la caras 2-3-4-5 y
luego la cara 6. Los deméas desarrollos de tipo 1-4-1 son mds complejos, ya que
necesitan de tres operaciones: por ejemplo en la Figura 1.34, para el segundo desarrollo,
eligiendo por ejemplo la cara 1 como base, se giran las caras 2-3-4, luego la cara 5, y en

fin la cara 6.
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Para el desarrollo 2-2-2 (ver Figura 1.34), independientemente de la base fijada, se
necesitan 5 operaciones elementares. Estas constataciones sobre la complejidad para
tratar los desarrollos del cubo concuerdan con otras investigaciones (Fischbein, 1993 y

Mesquita, 1992).

Figura 1.34: Desarrollos del cubo.

Siguiendo el mismo argumento, podemos observar que también el desarrollo 3-3

necesita de cinco operaciones.

Ademés, la autora, a partir del analisis de las respuestas (escritas y verbales) dadas por

alumnos de escuela primaria, secundaria y bachillerado, define diferentes niveles

operacionales relativos a dos tareas relacionadas al “plegar/desplegar desarrollos de
solidos™:

1. Niveles operacionales relativos a una tarea sobre “desplegar desarrollos” (unfolding),

en la cual los sujetos tenian que dibujar los desarrollos de un poliedro y clasificarlos

atendiendo a determinados criterios (p. 111)

2. Niveles operacionales relativos a una tarea sobre “plegar desarrollos” (folding), en la

cual los sujetos tenian que contestar si determinadas representaciones planas

correspondian o no al desarrollo de un soélido y clasificarlas segin determinados

criterios (p. 132)

En ambas tareas el nivel operacional incrementa en correspondencia con:

- Un progreso en la comprension de la reversibilidad de la operacion
plegar/desplegar: en el primer nivel, s6lo se concibe una tnica transformacion para
simular mentalmente la reconstruccion del sélido; en el segundo nivel se admiten
mas transformaciones, asi por ejemplo se observa que cada poligono del desarrollo
puede ser interpretado como base, simplemente cambiando las operaciones
necesarias para reconstruir el solido (consecuencia de la correlacion de diferentes
operaciones reversibles que relacionan el mismo desarrollo con diferentes
transformaciones y con diferentes posiciones del objeto); en el tercer nivel se
coordinan las diferentes transformaciones y se concibe la posible reconstruccion del
objeto como combinaciones de reconstrucciones locales, de acuerdo con la
conservaciones de los invariantes.

- Un grado méas alto de flexibilidad (armonia entre figural-conceptual, entre las

propiedades del desarrollo y las reglas de las transformacion): la flexibilidad
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aumenta con la capacitad de pensar sobre el objeto, el desarrollo y la operacion de
plegar/desplegar considerando las diferentes relaciones que tienen entre si. En un
primer nivel solo se concibe un posible desarrollo de un so6lido; en el segundo nivel
se consideran diferentes posibles soluciones, aunque la presencia de determinados
invariantes no permite aceptar todas las transformaciones (por ejemplo solo se
aceptan rotaciones de 90 grados); en el tercer nivel se relaciona el conjunto de los
desarrollos y de las transformaciones con la conservacion de los invariantes.

El uso de una estructura mas compleja: estructurar significa relacionar una
especifica organizacion del objeto con una especifica organizacion del desarrollo de
acuerdo con las reglas de la transformacion plegar/desplegar. En el primer nivel solo
se reconocen los desarrollos mas sencillos (por ejemplo, por el caso del cubo, el
desarrollo en T y en X), sin reconocer explicitamente una determinada organizacion;
en un segundo nivel se utiliza una explicita organizacion del desarrollo, que
corresponde a la organizacion del objeto resultante, por ejemplo aceptando sélo los
desarrollos del cubo de tipo 1-4-1 puesto que constan de una “superficie lateral” y
“dos bases”; al tercer nivel se concibe la clase general de todas las posibles
transformaciones, es posible determinar la variedad de todos los desarrollos, y en
particular es posible determinar si una representacion es la correcta respuesta para

una determinada tarea de desarrollo.

En Pittalis, Mousoulides y Christou (2009) se presentan cuatro niveles de

sofisticacion que caracterizan la interpretacion de una representacion de un objeto por

vistas ortogonales que se concretiza en la construccion del objeto:

Primer nivel: construccion de tres diferentes objetos en lugar de uno, basada en las
tres vistas ortogonales; dibujo aislado de cuadrados para representar a un cubo;
incapacidad de comprender la naturaleza tridimensional de objetos representados en
dos dimensiones.

Segundo nivel: coordinacién de dos de los tres lados de la vista ortogonal en la
construccion de un objeto tridimensional; ausencia de la manipulaciéon mental de las
representaciones bidimensionales de objetos tridimensionales.

Tercer nivel: descripcion y construccion de un objeto tridimensional a partir de sus
vistas ortogonales, incapacidad de manipular mentalmente objetos tridimensionales.

Cuarto nivel: descripcidon y construccion de un objeto tridimensional a partir de sus

vistas ortogonales y manipulacion mental del objeto.
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Estos niveles caracterizan posibles niveles en los procedimientos de coordinaciéon e

integracion de las vistas descritos en la seccion 2.1.3.

2.2.3. Errores y dificultades

Diferentes autores (Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996; Laborde, 1993;
Mesquita, 1992; Parzysz, 1988, 1991) afirman que las dificultades que tienen los
estudiantes en geometria, enfrentados a representaciones planas de objetos
tridimensionales , estan frecuentemente relacionadas con el hecho de que razonan sobre
los dibujos materiales cuando se espera que razonen sobre objetos geométricos tedricos.
“Un peligro en la decodificacion de una representacion plana de un objeto
tridimensional”, afirma Parzysz (1988, p.82) “es que el lector puede confundir el dibujo
del objeto abstracto tridimensional con un objeto bidimensional que tiene la misma
representacion”. El autor indica que frecuentemente los estudiantes que atribuyen
caracteristicas a los dibujos de un objeto geométrico representado, no entienden que el
dibujo no representa necesariamente toda la informacion del objeto representado.
Anélogamente Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen (1996) afirman que la
ambigiiedad del término “figura” (ver seccion 2.1.1) puede ser causa de dificultades de
los estudiantes, puesto que no entienden que el objeto al cual se refieren sus profesores
no son los dibujos (diagramas) que pueden ver en la pizarra o que realizan ellos
mismos.

Para explicitar estas dificultades de los estudiantes, Parzysz (1991), en la segunda
parte de su trabajo, analiza la relacion entre las concepciones de los estudiantes y las
representaciones de objetos geométricos tridimensionales, en particular estudia:

- Las propiedades que para los estudiantes debe tener un dibujo de un objeto 3D para
constituir una representacion adecuada del objeto
- Lainfluencia de las representaciones graficas en las concepciones geométricas.

Observa que para muchos alumnos es importante que las representaciones conserven
el paralelismo o la igualdad de las longitudes. Por ejemplo, los estudiantes rechazan
representaciones que pertenecen a la perspectiva central, sistema de representacion que
no preserva dichas propiedades.

El autor afirma que, “En el dibujo la conservacion del “conocimiento” relativo al
objeto representado es un elemento importante en el modo con el cual los estudiantes

relacionan los solidos geométricos con sus representaciones” (p. 582).
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Fischbein (1993) observa que un gran obstaculo en el razonamiento geométrico, es
la dificultad en la manipulacion de los objetos geométricos (conceptos figurales): hay

una tendencia a descuidar la definicion bajo la presion de las restricciones figurales.

Resumimos algunos trabajos que estudian los errores, las posibles dificultades y
conflictos de los alumnos enfrentados en determinadas tareas de visualizacion, que
involucran los siguientes procedimientos principales: la coordinacion e integracion de
las vistas, la rotacién de un objeto tridimensional en el espacio, el plegar y desplegar
desarrollos, la generacién de cuerpos de revolucion. Observamos que dichos errores
estan frecuentemente asociados a la interpretacion y uso de representaciones planas de
objetos tridimensionales y del lenguaje geométrico.

Diezmann y Lowrie (2009), analizan la resolucion de la tarea “Model taks”, por
alumnos de 11-12 afios. La tarea requiere que el sujeto identifique (entre cuatro
posibilidades) la vista desde arriba de un so6lido representado en perspectiva. Los
autores identifican los siguientes errores y dificultades:

- Incorrecta asociacion entre una parte de la figura representada en perspectiva y su
parte correspondiente en la representacion desde arriba.

- Dificultad de imaginar una vista escondida: dada por el hecho que en la
representacion en perspectiva solo se puede ver una parte de la composicion.

- Dificultad de imaginar una vista desde arriba.

Pittalis, Mousoulides y Christou (2009) destacan las siguientes dificultades que
tuvieron alumnos para resolver una tarea que requiere la coordinacidén de tres vistas
ortogonales de un objeto para poder reconstruirlo (ver ejemplo 1b seccion 3.2.1):

- Dificultad de comprender la naturaleza de los objetos tridimensionales
representados en dos dimensiones

- Dificultad de conceptualizar los convenios necesarios al disefio e interpretacion de
las representaciones bidimensionales de objetos tridimensionales.

Gorgorio (1998), estudiando las estrategias de estudiantes de 12 y 16 afos puestas
en juego al resolver una tarea de rotacion de cuerpos tridimensionales, destaca los
siguientes errores:

- Mala interpretacion del enunciado de la tarea.
- Errores en la comunicacion de la respuesta o en la explicacion del proceso de

resolucion:
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o Con el uso de cédigos verbales: llaman partes de objetos tridimensionales
utilizando palabras cuotidianas o que corresponden a la geometria
bidimensional (por ejemplo lado en lugar que cara), utilizan expresiones
ambiguas o incorrectas cuando se refieren a la posicion o al movimiento del
objeto (errores también destacados por Pallascio, Allaire y Mongeau, 1993)

o Con el uso de coédigos graficos (similar a Ben Chaim et al.,, 1989 y
Hershkowitz 1990): no saben como dibujar una parte de un objeto que esta
atras, en frente, arriba o debajo de otro que ha estado precedentemente
dibujado.

- Errores geométricos, el mas frecuente relacionado con el uso de representaciones
bidimensionales de objetos tridimensionales, errores similares encontrados en Baldy
(1988).

- Confunden la rotacién de 180 grados con la simetria.

La autora también observa algunas diferencias entre chicos y chicas. Las chicas
resultan tener mas dificultades y hacer mas errores cuando interpretan el enunciado de
la tarea, tanto por el lenguaje verbal que se refiere a los hechos y objetos espaciales,
cuanto por el codigo utilizado en la representacion. Las chicas hacen mas errores
geométricos que los chicos. Las chicas tienden a confundir la rotacion de 180 del objeto
con una simetria.

Otros estudios (Ben-Chaim, Lappan y Houang ,1988; Guay y McDaniel, 1977)

destacan diferencias con respecto al género en las habilidades de visualizacion espacial,

observando que los chicos tienen mejores capacidades. También Fernandez (2011),

trabajando con maestros en formacion, destaca que los chicos parecen tener mas

capacidad de visualizacion y razonamiento geométrico que las chicas.

Coémo ya hemos anticipado, Mesquita (1992), Fischbein (1993) y Mariotti (1997)
observan que los desarrollos prototipitos del cubo (los clasicos desarrollos en cruz o en
T) son asociados con mas facilidad al cubo que los demads, por su regularidad y su
simetria.

Malara (1998) trabajando con profesores de escuela secundaria sefiala las siguientes
dificultades que tuvieron para resolver determinadas actividades que involucran la
visualizacion espacial (para mas detalle ver seccion 2.4):

- Dificultad en coordinar las visiones parciales de un objeto que tiene que ser

representado en una posicion diferente respecto a la dada, que proviene del hecho
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que, en las representaciones dadas, las imagenes muestran Uinicamente las partes

visibles de un objeto.

- Dificultad para visualizar los objetos globalmente y fijarlos en la propia mente en la
posicion correcta o desde el punto de vista requerido para la representacion.

- Dificultad para evocar la vision de un objeto desde uno de los cuatros puntos de
vista fundamentales (norte, sur, oeste, este) a partir de las representaciones de sus
vistas desde los restantes tres puntos de vistas.

- Dificultades para comprobar la exactitud de sus producciones y para conceptualizar
los principios de representacion.

Fernandez (2011), trabajando tareas de visualizacidén y razonamiento espacial con
maestros en formacion destaca que los principales conflictos detectados estan asociados
con la interpretacion de la representacion plana de los objetos tridimensionales.
También detecta dificultades en el proceso de argumentar (verbalmente o graficamente)
las respuestas dadas. De manera particular sefala las siguientes dificultades:

- Tarea sobre desarrollos de cubo:

o Dificultad al imaginar la recomposicion del cubo a partir de sus desarrollos

- Tarea sobre cuerpos de revolucion:

o Considerar el eje de rotaciéon como eje de simetria
o Girar las figuras 180° en el espacio (simetria)
o No considerar la distancia al eje

La autora destaca que casi la mitad de los errores son errores conceptuales: los
estudiantes tienen ideas muy vagas y limitadas sobre conceptos basicos como simetria,
giro, cubo, ortoedro, paralelepipedo, etc. y frecuentemente el significado que atribuyen
a los mismos estd basado en ejemplos prototipicos. Ademas sefiala numerosos
conflictos a la hora de realizar una representacion plana de objetos tridimensionales, o
bien de interpretarla.

Resumimos y clasificamos en la Tabla 1.5 los principales errores encontrados en las
investigaciones relacionandolos con determinados procedimientos.

Tabla 1.5: Errores de los alumnos enfrentados a determinadas tareas de visualizacion,
detectados en investigaciones precedentes.

Procedimiento Tipo de errores

Interpretacion - Confusion del dibujo del objeto abstracto tridimensional con un objeto
/representacion de la bidimensional que tiene la misma representacion (Hershkowitz, Parzysz y
representacion plana Van Dormolen, 1996; Laborde,1993; Mesquita, 1992; Parzysz, 1988, 1991)
(perspectiva) - Dificultad de comprender la naturaleza de los objetos tridimensionales
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representados en dos dimensiones (Pittalis, Mousoulides y Christou, 2009)
Errores en el uso de representaciones bidimensionales de objetos
tridimensionales (Ferndndez, 2011; Gorgorio,1998)

Dificultad de conceptualizar los convenios necesarios al disefio e
interpretacion de las representaciones bidimensionales de objetos
tridimensionales (Pittalis, Mousoulides y Christou , 2009)

Dificultad para reconocer un objeto representado en perspectiva central
(Parzysz, 1991)

Dificultad para dibujar una parte de un objeto que esta atras, en frente, arriba
o debajo de otro que ha estado precedentemente dibujado (Ben Chaim et al.,
1989; Gorgori6,1998; Hershkowitz 1990)

Errores en la
interpretacion/comun
icacion de términos
lingiiisticos

Mala interpretacion del enunciado de la tarea (Gorgorio,1998)

Uso de palabras cuotidianas o que corresponden a la geometria
bidimensional (por ejemplo lado en lugar que cara) para referir a partes de
objetos tridimensionales (por Clements, 2004; Fernandez, 2011; Gorgorio,
1998; Pallascio, Allaire y Mongeau, 1993)

Uso de expresiones ambiguas o incorrectas cuando se refieren a la posicion
o al movimiento del objeto (Clements, 2004 y Gorgori6,1998)

Coordinar e integrar
vistas: relacion entre
objeto dibujado en
perspectiva y sus
vistas

Incorrecta asociacion entre una parte de la figura representada en
perspectiva y su parte correspondiente en la representacion desde arriba
(Diezmann y Lowrie, 2009)

Dificultad de imaginar una vista escondida (Diezmann y Lowrie, 2009)
Dificultad de imaginar una vista desde arriba (Diezmann y Lowrie, 2009)
Dificultad para dibujar una parte de un objeto que esta atras, en frente, arriba
o debajo de otro que ha estado precedentemente dibujado (Ben Chaim et al.,
1989 Gorgori6,1998; Hershkowitz 1990).

Desarrollos Dificultades en la identificacion de los segmentos equivalentes en los
desarrollos del cubo diferentes de los de forma en T y en cruz
(Mesquita,1992)
Dificultad al imaginar la recomposicion del cubo a partir de sus desarrollos
(Fernandez, 2011)

Cuerpos de Se considera el eje de rotacion como eje de simetria (Fernandez, 2011)

revolucion No se considerar la distancia de la figura plana al eje (Fernandez, 2011)

2.3. INVESTIGACIONES SOBRE PROPUESTAS INSTRUCCIONALES

Aunque diferentes estudios indican que las habilidades espaciales pueden ser

mejoradas por medio de una formacion adecuada (Ben-Chaim, Lappan y Houang, 1988;

Bishop, 1980) el problema continuia siendo un tema de interés para la investigacion.

Los trabajos que presentan propuestas instruccionales para el desarrollo de

habilidades espaciales relacionadas con la visualizacion de objetos tridimensionales son

numerosos (Antonini, Presmeg, Mariotti y Zaslavsky, 2011; Bartolini Bussi, 1996,

2007; Berthelot y Salin, 1992, 1993; Clements, 2004; Cuisinier y al., 2007; Falcade y
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Strozzi, 2008; Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996; Mariotti y Fischbein,
1997; Pallascio, Allaire, Mongeau, 1993, entre otros). En el siguiente apartado

describiremos los mas relevantes para nuestra tematica.

2.3.1. Experiencias o propuestas de ensefianza para el desarrollo de las habilidades

espaciales

Algunos autores (Bartolini Bussi, 1996; Cuisinier y al., 2007; Maschietto e
Bartolini, 2005) proponen secuencias de actividades que pretenden atribuir una base
cientifica a las reglas de elaboracién de dibujos técnicos (que en general son dadas
como simples convenciones, sin una justificacion), lo que contribuye, segiin Parzysz
(1991), a que la educacion matematica sea mas cercana a los tipos de problemas que se
encuentran en la vida cotidiana profesional. De estos trabajos describiremos la
propuesta de Cuisiner y cols (2007), por su interesante contextualizacion en la vida
cuotidiana. Otros autores proponen secuencias de diferentes tipos de actividades que
involucran la visualizacion de objetos tridimensionales. Entre estos trabajos
describiremos la propuesta de Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen (1996) por su
original punto de vista y la variedad de tareas involucradas. Por ultimo describimos
brevemente una propuesta instruccional relativa a un contenido especifico, o sea el
desarrollo de un poliedro, dada por Arpinati y Pellegrino, (1991), tematica también
tratada por Mariotti y Fischbein (1997), y Mariotti (1997), entre otros. Estos ejemplos
sugieren interesantes trayectorias instruccionales que se pueden presentar y proponer en
la formacion de maestros.

La propuesta de Cuisiner y cols (2007) es una secuencia de actividades sobre las
representaciones planas, perspectiva caballera y perspectiva con punto de fuga, de
objetos tridimensionales que cubre diferentes niveles escolares. La propuesta es
motivada por los siguientes aspectos (p. 54):

1. Los dibujos en perspectiva son un modo de expresion y de comunicacion de las
situaciones espaciales en los casos en los que no se tienen a disposicion modelos
tridimensionales.

2. Con el estudio de la teoria de las proyecciones se pueden analizar las diferentes
nociones de geometria que intervienen en las representaciones.

3. Las representaciones planas son involucradas en la vida cuotidiana y en la
historia del arte.

Los autores describen el aprendizaje propuesto en las siguientes etapas:
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1. La realizacion de dibujos por parte de los niflos, que le permiten ejecutar la
observacion y las percepciones. En esta experiencia no se pretende introducir una
teoria geométrica aunque al término de la educacion primaria se prevé una
familiarizacion con un primer codigo de representacion, el de la perspectiva
caballera.

2. El estudio de las representaciones planas a través de la coordinacion de tres
puntos de vista (relacionados con las tres proyecciones ortogonales).

3. Introduccion de los primeros elementos de las proyecciones paralelas y centrales
por medio de las situaciones de las sombras. Se describe un aprendizaje
simultaneo de los dos tipos de proyecciones para permitir la observacion de
analogias y diferencias entre los dos. Por medio de la confrontacién los
estudiantes aprenden a familiarizarse con las respectivas propiedades.

4. Realizacion de perspectivas caballeras y centrales de determinados objetos
tridimensionales.

Observamos que algunas de las actividades descritas se apoyan en experiencias
fisicas, a partir de las cuales los alumnos derivan algunas propiedades de determinadas
proyecciones, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Los alumnos reciben una escalera en miniatura que tiene los palos
portantes paralelos y la siguiente consigna:

“Imaginais y dibujais una posible sombra, sobre una superficie plana, de esta
escalera:

a) Puesta al sol

b) Puesta adelante de un foco de luz

Si es necesario, realizais concretamente la experiencia.

Mirad los siguientes dibujos (Figura 1.35). ;Cuéles son los que pueden ser una
sombra de una escalera puesta al sol? ;Cudles son los que pueden ser una sombra de una

escalera puesta delante de un foco de luz?” (Cuisinier y cols, 2007, p.27)
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Figura 1.35: Posibles sombras de escaleras, Cuisiner y cols (2007).

Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen (1996) describen tres proyectos que
promueven el desarrollo de la educacion visual. Los autores afirman que la educacion
visual es necesaria para la interaccion eficaz y correcta con las formas, la relacion entre
ellas, sus transformaciones, las relaciones entre las formas y otras entidades, etc.
Presentan tres perspectivas desde las cuales se puede examinar la educacion visual:

- Lainteraccion con las formas reales en el espacio.

- Formas y espacio como componentes fundamentales para construir una teoria.

- Formas o representacion visual como medio para comprender conceptos,

procesos y fenomenos en diferentes areas de las matematicas y de la ciencia.

En sus estudios se centran en la primera perspectiva puesto que la consideran como
la perspectiva base y prerrequisito para las otras dos, pero la mas descuidada en la
educacion visual. En esta perspectiva incluyen la comprension, la descripcion y la
interpretacion del mundo visual que nos rodea, a través de la codificacion y
decodificacion de la informacion visual que subyace. Los autores enfatizan el aspecto
dindmico de las formas, como la posicion relativa que tienen diferentes formas entre
ellas, la posicion de un observador relativa a las posiciones de los objetos que observa y
el proceso del cambio de las formas.

Para aclarar el propdsito ilustran tres ejemplos relacionados con formas y espacio.
Estos ejemplos fueron elegidos por sus importantes contribuciones en la educacion
visual, y en particular por estos aspectos:

a) Las formas y el espacio son puntos de partida de la actividad de aprendizaje y

enseflanza.

b) Los estudiantes son dirigidos hacia la matematizacion del entorno visual con el

que interactiian.
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c) Las herramientas y acciones matematicas incluyen la identificacion o el analisis
de los componentes y las propiedades de las entidades visuales.

Los autores elaboran y explican algunos elementos del curriculo que son
relacionados con el espacio y las formas. Las actividades que proponen pueden ocurrir
en diferentes niveles escolares y pueden ser separadas en dos categorias diferentes
dependiendo del tipo de relacion entre los objetos que son observados y el observador:

- La relacion es directa, subjetiva e implica la reflexion sobre lo que el observador
ve: el estudiante describe lo que ve como observador o lo que ve identificindose
con un observador.

- La relacién es indirecta, aunque objetiva e implica la reflexion sobre como el
observador ve: el estudiante tiene que reflexionar sobre la situacion del
observador, tiene que identificarse con dos personas, una que observa y la otra
que observa al observador.

Los autores llaman a la primera categoria “Qué observar” y la segunda “Coémo
observar”. En las actividades de “Qué observar” diferencian tareas donde el estudiante
es el observador de la situacion (el estudiante puede dar la vuelta a la mesa y observar la
situacion desde todas las partes) de tareas donde el estudiante tiene que identificarse con
el observador (el estudiante tiene que imaginar la situacién, puede necesitar hacer
algunas transformaciones e interpretar lo que ve el observador antes de volver a la
realidad para predecir resultados). Afirman que estas tareas son apropiadas para
empezar el aprendizaje del espacio y las figuras en geometria.

En las actividades de “Como observar” los estudiantes tienen que explicar como ven
algo, tienen que moverse desde lo que ven con sus ojos hasta lo que ven con sus “ojos
mentales”. Como herramientas para resolver estas tareas los autores introducen los
conceptos de linea visual y de angulo visual. La linea visual es un segmento imaginario
que parte de los ojos del observador y define su “mirada” y el d&ngulo visual es el &ngulo
formado por toda posible linea visual de un observador en una situacion dada. Otro
método importante para resolver estas tareas es el cambio de perspectiva, donde el
estudiante elije otro observador con el que identificarse. La siguiente actividad es un
ejemplo de tarea de la categoria “Como observar”.

Ejemplo: Mira la siguiente escena desde arriba de un gato y un ratén que intenta

esconderse (Figura 1.36).
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Figura 1.36: Tarea relacionada con el espacio y las formas (categoria “Como observar”) segiin

Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen (1996, p. 180).

a) (El gato puede ver el raton?
b) (Donde es mejor que no se ponga el raton?
¢) Si el gato no puede ver el raton, ;desde donde lo podria ver sin pasar a la otra

parte de la puerta (y sin que el ratdbn se mueva)?

Los diferentes ejemplos de tareas que sugieren en este estudio muestran la

complejidad y la riqueza de situaciones que se pueden introducir en la educacion visual.

Arpinati y Pellegrino (1991) describen una interesante secuencia de actividades de
grupo sobre construccion y clasificacion de los desarrollos del cubo y del paralelepipedo
rectangulo, experimentada con alumnos de segundo y tercero afio de escuela secundaria.
La metodologia seguida para identificar todos los posibles desarrollos de un cubo y del
paralelepipedo rectangulo es de tipo logico-combinatorio e involucra el uso espontaneo
de nociones relacionadas con transformaciones topologicas.

Describimos brevemente los tipos de actividades propuestas a la clase (trabajo en
grupos):

Fase 1: “;Cuales y cuantos son los desarrollos planos de un cubo™?

1. Verificar si existen otros desarrollos planos del cubo ademas del clasico

desarrollo en “cruz” presentado en los libros de texto.

2. Dibujar todos los posibles desarrollos encontrados. Identificacion de desarrollos

equivalentes por isometria plana directa o inversa.

3. A partir de un procedimiento de tipo constructivo sugerido por el profesor,

contestar si los desarrollos encontrados son los Unicos posibles. Determinar

configuraciones inamisibles.
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Fase 2: “;Cuadles y cuantos son los desarrollos planos de un paralelepipedo recto con
tres “dimensiones” distintas entre ellas?”

1. Dibujar los posibles desarrollos del paralelepipedo.

2. Encontrar una forma de reagrupar dichos desarrollos. Reflexiones sobre posibles
compresiones o dilataciones de los lados del paralelepipedo (o de su desarrollo)
para transformarlo en cubo (o en su desarrollo), relaciones topologicas.

3. Clasificacion de los desarrollos del paralelepipedo en once clases, una por cada
“plantilla” (patron) de desarrollo del cubo (uso de nociones de topologia que
permiten asociar determinados desarrollos del paralelepipedo a un determinado
desarrollo del cubo).

4. Definiciones de criterios para ordenar los desarrollos en cada clase.
Identificacion de desarrollos equivalentes y su motivacion.

5. Clasificacion completa de los desarrollos y su conteo: 54.

Fase 3: “;Cudles y cuantos son los desarrollos planos de un paralelepipedo recto con
solo dos “dimensiones” distintas entre si?” Trabajo andlogo al precedente y
reconocimiento de los 29 desarrollos posibles.

Esta propuesta permite involucrar activamente a los alumnos en un trabajo colaborativo

y promoviendo la confrontacion y la argumentacion de sus distintas opiniones.

2.4. INVESTIGACIONES SOBRE CONOCIMIENTOS DIDACTICO DEL
PROFESOR

Diferentes autores (Bishop, 1980, 1983; Gaulin, 1985; Parzysz, 1991; Presmeg,
1986) subrayan la importancia de promover en la ensefianza de la geometria el
desarrollo de la habilidad de visualizar y transformar las representaciones. Sin embargo,
son pocos los trabajos que se centran en la evaluacion y desarrollo de dichas habilidades
en los profesores en activo y profesores en formacion.

Presentamos algunos estudios (Battista, Wheatley y Talsma, 1982; Fernandez, 2011
y Malara, 1998) que se interesan ena evaluar, analizar o desarrollar el conocimiento del
profesor sobre dicha tematica.

Malara (1998) presenta una experiencia llevada a cabo con profesores de escuela
secundaria que consistia en resolver actividades que involucran la habilidad de
visualizar el efecto de determinadas transformaciones sobre so6lidos, o de imaginar la
perspectiva de un sélido desde un determinado punto de vista. Esta propuesta cubre los

siguientes aspectos:
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1. La observacion y descripcion de los sélidos.

2. La descomposicion y recomposicion de los soélidos, la representacion y la

clasificacion de sus desarrollos

3. La visualizacion de los solidos desde diferentes puntos de vista y sus

representaciones.

4. La seccion de soélidos, también de solidos de forma redonda, en acuerdo con

determinados planos (no necesariamente verticales u horizontales)

En su trabajo la autora describe los resultados obtenidos por ocho profesores
(mujeres) al resolver algunos problemas planificados para estudiantes de 11 afios y que
involucran la representacion de objetos en papel isométrico y bajo determinadas
condiciones. Los ejercicios implican la habilidad de visualizar la configuracion del
solido en una nueva posicion o desde otro punto de vista, asi como dibujar
correctamente dicha representacion.

Describimos brevemente los cuatros items propuestos y los resultados obtenidos.

El primer item (a, Figura 1.37) presenta dos problemas en los cuales se pide
representar el sélido en una posicion diferente de la dada, de acuerdo con su “caida”

hacia una determinada direccion.

Figura 1.37: Ttem (a): representacion de objetos en posiciones diferentes de la dada (segin Malara, 1998,

p.241)
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En el segundo item (b, Figura 1.38) se proponen dos problemas que involucran la

representacion de objetos reflejados en un espejo.

Figura 1.38: item b) Representacién de la imagen de objetos en un espejo vertical,

(segiin Malara, 1998, p. 241)

El tercer item (c, Figura 1.39) trata problemas en los cuales se requiere completar la
representacion de algunos objetos en los cuales algunas partes de la superficie externa

han sido omitidas.

Figura 1.39: item c): Identificacion de objetos y completamiento de su representacion
(segin Malara, 1998, p. 242)

En el cuarto item (d, Figura 1.40) se presenta un problema que requiere la
representacion de la vista de un objeto complejo desde determinados puntos de vistas.
(Se observe que en este caso el término vista se refiere a una representacion en

perspectiva y no a una proyeccion ortogonal).

100



Capitulo 1 Investigaciones previas y tareas empleadas

Figura 1.40: item d) Reconstruccion mental de la vista de un objeto y su relativa representacion, por

(segun Malara, 1998, p. 242)

Los coordinadores del proyecto observan que los profesores son reacios a admitir su

bloqueo inicial y sus progresivos intentos.

Describimos brevemente las dificultades que tuvieron los profesores en cada item.

Dificultades en el item a).

- Dificultades con respecto a la representaciones de los objetos D y E y el objeto en
forma de perro, justificadas por no estar acostumbrados al uso de papel isométrico y
por las peculiares estructuras de los objetos (por ejemplo el objeto D, después la
“caida”, tiene puntos que representan dos diferentes puntos pertenecientes a
diferentes planos y algunos segmentos paralelos aparecen en la representacion en la
misma linea).

Dificultades en el item b).

- Se observan muchas dificultades para representar el objeto en el espejo, debidas a la
posicién del objeto con respecto al espejo (y no por la forma del objeto). Por
ejemplo se representa la figura respecto a un plano de simetria axial, cuyo eje es
representado por la interseccion del espejo con el plano de la base.

Dificultades en el item c).

- Dificultades para imaginar uno o mas objetos, también en posiciones no estandares,
respetando la Unica condiciéon de que sus representaciones encajan en el esquema
representado.

Dificultades en el item d).

- Se observa que ha sido el problema mas dificil, por la grande dificultad para

coordinar tres diferentes representaciones y resolver el problema.
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De esta investigacion podemos observar que también profesores de escuela
secundaria tienen dificultades para resolver tareas de visualizacion de objetos
tridimensionales representados en el plano, entre las cuales resaltamos la dificultad de
interpretar y elaborar correctamente una representacion plana del objeto y la dificultad
de coordinar las visiones parciales de un objeto.

Refiriéndose a la formacion que tienen los profesores en relacion con la ensefanza
de la geometria de los solidos, Guillén (2010) afirma que “la mayoria de los profesores
no se sienten preparados para dirigir experiencias de descubrimiento, para animar y
explorar las ideas geométricas utilizando construcciones, el laboratorio e materiales,
para trabajar ideas practicas” (p.57).

Presmeg (1991), estudiando el papel de la visualizacion en la ensefianza diaria de
profesores de secundaria, concluy6 que:

(1) los profesores con fuertes habilidades matematicas visuales no ensefiaban
unicamente habilidades visuales a sus estudiantes,

(2) los profesores con habilidades matematicas visuales medias, ensefiaban a sus
estudiantes a valorar las habilidades y estrategias visuales, pero s6lo como un medio
para lograr el fin,

(3) los profesores con débiles habilidades visuales ensefiaban a sus estudiantes a
ocultar sus capacidades visuales en favor de la memorizaciéon y otras habilidades
procedimentales y simbdlicas.

Battista, Wheatley y Talsma (1982) estudiaron si se puede mejorar las habilidades
espaciales en los maestros de escuela primaria en formacion inicial con un curso de
geometria. Evaluaron, al inicio y al final del semestre, la habilidad de los maestros con
un test cuyos items Uinicamente se centraban en la rotacion de objetos tridimensionales.

El curso de geometria que fue impartido a lo largo del semestre tenia diferentes
clases con actividades espaciales. Por ejemplo, los estudiantes investigaban la simetria
de los poligonos manipulando modelos, utilizaban el tangram y otras tareas de
teselacion del plano. Los resultados muestran que estos tipos de actividades mejoran la
habilidad espacial de maestros en formacion. Sin embargo, observamos que, en el test,
solo fue evaluada la capacidad de visualizar un objeto que gira en el espacio.

Fernandez (2011) centra su trabajo en la evaluacion de las habilidades de
visualizacion y razonamiento espacial de futuros profesores de Educacion Primaria, por
medio de un cuestionario que incluye tareas de geometria plana y tridimensional. La

autora determina interesantes tipos de configuraciones de objetos y procesos que
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ponen en juego los sujetos cuando realizan las practicas requeridas en la solucion de las
tareas propuestas e identifica los principales conflictos manifestados por los sujetos.

Observamos que dichas investigaciones se interesan en desarrollar y evaluar
conocimientos relativos a la resolucion de determinadas tareas de visualizacion de
objetos tridimensionales representados en el plano. Sin embargo, de acuerdo con la
literatura de investigacion en el campo de formacion de profesores, consideramos que
dicho aspecto del conocimiento es inicamente un “rasgo” del conocimiento del profesor
para la ensefianza del tema. Diferentes autores (Hill, Ball, y Schilling, 2008; Shulman,
1986) destacan el caracter especifico del conocimiento que un profesor tiene que tener
para la ensefianza de la matematica, que no se puede limitar al conocimiento para
resolver determinadas tareas (tanto de nivel elemental como de nivel avanzado), sino
tiene que incluir también aspectos especializados y relacionados con la ensefianza del
tema.

Un ejemplo interesante de investigacion que tiene en consideracion diferentes
aspectos del conocimiento del profesor es el trabajo de Parzysz (2006). El autor propone
un analisis de distintos aspectos de los conocimientos geométricos de los futuros
profesores de escuela primaria, de manera particuar estudia las diferentes
argumentaciones dadas a las tareas propuestas. Apoyandose en los paradigmas descritos
en la seccion 2.1.5 observa que, aunque los futuros profesores tienen buenos
conocimientos de G2 (definiciones, teoremas, vocabulario, simbolismo) para ensefiar en
la escuela primaria, no tienen el conocimiento necesario para reconocer que una
argumentacion de tipo perceptivo y una demonstracion rigurosa no se sitian en el
mismo plano, y que las figuras que dibujan no son sino representaciones materiales de
objetos tedricos de geometria mas avanzada (bachillerato).

En el capitulo 2 describiremos con mas detalles el modelo de conocimiento
didactico-matematico del profesor sobre el cual nos apoyamos para la delimitacion de

las facetas implicadas en la ensefianza y aprendizaje del tema que queremos estudiar.

2.5. CONCLUSIONES DE LAS INVESTIGACIONES PREVIAS

Este primer estudio bibliografico nos ha permitido identificar y organizar los
elementos de significado relacionados con la visualizacién espacial en geometria, a
nivel epistémico, cognitivo e instruccional. El estudio de la naturaleza de los objetos
geométricos y sus diferentes representaciones planas nos ha llevado al andlisis de los

procedimientos involucrados en la interpretacion de las diferentes representaciones
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planas. Estos, junto a las habilidades definidas de “visualizacion espacial” por los
autores, nos ha permitido considerar la habilidad de “leer” una representacion
bidimensional de un objeto so6lido como parte de la visualizacion espacial, puesto que
para interpretar y producir de forma correcta una representacion plana de un objeto
tridimensional se requiere, una buena capacidad de visualizacion, que permita asociar la
representacion bidimensional al concepto geométrico correspondiente, y viceversa.

La identificacion de las diferentes etapas y niveles en la compresion de aspectos
relacionados con la visualizacion de objetos tridimensionales y las dificultades y errores
encontradas por algunos investigadores en alumnos enfrentados a determinadas tareas
de visualizacidn espacial nos permiten tener una referencia al momento del analisis de
las respuestas del estudio de evaluacion (capitulo 5).

Este primer andlisis resalta la importancia que tiene la VOT en la
ensefianza/aprendizaje de la geometria espacial, de manera especial en relacion con la
interpretacion y produccion de diferentes representaciones planas. Creemos que un
profesor de escuela primaria ademas de tener buena visualizacidon espacial, tenga el
conocimiento para desarrollarla en sus alumnos, lo que incluye la capacidad de dibujar e
interpretar de forma clara y correcta diferentes tipos de representaciones planas de
objetos tridimensionales. Para una posible incorporacion real en la ensefianza de dichos
aspectos es primero necesario introducir y dar valor al tema en la formacion de
maestros. De aqui nuestro proposito de evaluar los conocimientos que los futuros
maestros tienen sobre algunos aspectos relevantes de la visualizacion espacial y su
enseflanza.

En el andlisis de las investigaciones previas relacionadas con el tema, no hemos
encontrado un cuestionario comprensivo que evaluase adecuadamente los
conocimientos de los profesores de educacion primaria sobre visualizacion de objetos
tridimensionales. Los cuestionarios utilizados por la mayoria de los investigadores estan
elaborados con el objetivo de analizar los procedimientos y las estrategias puestas en
juego en la resolucion de tareas por parte de nifios y adolescentes. Las pocas
investigaciones con profesores se centran en aspectos aislados del tema y en evaluar
principalmente las capacidades de resolucion de determinadas tareas.

Sin embargo, las tareas descritas en las investigaciones nos sirven como punto de
partida para elaborar un primer banco de items y clasificar las situaciones-problemas

principales relacionadas al tema, lo que se presenta en la siguiente seccion.
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3. TAREAS EMPLEADAS EN LAS INVESTIGACIONES

3.1. INTRODUCCION

En este apartado abordamos de una manera “mas operativa” el tema de la
visualizacién en el contexto de la geometria espacial, identificando y clasificando los
principales tipos de tareas sobre la visualizacion de objetos tridimensionales. Para lograr
este objetivo analizamos las tareas presentadas en las diferentes investigaciones sobre el
tema en el campo de la educacion matematica y de la psicologia. Como ya hemos
observado anteriormente, para limitar nuestro estudio, prescindimos de las tareas que

utilizan software de geometria dinamica.

3.2. CLASIFICACION Y EJEMPLOS DE TAREAS

En los capitulos precedentes hemos descritos las investigaciones que estudian las
estrategias, los conocimientos, las habilidades, las dificultades, puestas en juego al
resolver diferentes actividades de visualizacion de cuerpos tridimensionales. En este
apartado describimos y clasificamos las tareas presentadas en los trabajos centrados en
este topico, pertenecientes a cuestionarios evaluativos o a propuestas instruccionales.
Esta seccion sintetiza el trabajo Gonzato, Fernandez y Godino (2011).

En la revision de la literatura, observamos que frecuentemente los trabajos que
utilizan cuestionarios s6lo describen los items de forma general sin presentarlos en la
forma original. Nos centramos en el analisis de las tareas incluidas en aquellas
investigaciones relacionadas con este tema que incluyen una parte experimental o
evaluativa, en las que se describen los cuestionarios o las tareas empleadas.

En el estudio de los trabajos no se encontr6 una clasificacion general de tareas de
visualizacion y orientacion de objetos tridimensionales.

Fernandez (2011, pp. 39-42) presenta un exhaustivo elenco de tipos de tareas en las
que intervienen contenidos de la geometria espacial y diferentes investigaciones que
abordaron dichos contenidos en el contexto de la visualizacion y razonamiento espacial.
En particular , por lo que se refiere a la geometria del espacio, identifica 34 tipos de
tareas, que se centran en los siguientes aspectos: representaciones planas de objetos
tridimensionales, desarrollos planos de cuerpos espaciales, clasificacion de figuras,
comprension de conceptos y propiedades, transformaciones geométricas y validez de la
demostraciéon o argumentacion visual. Guillén (2010) motiva y sugiere diferentes

contextos de uso de los solidos en la ensefianza/aprendizaje de la geometria,
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proponiendo interesantes actividades: generar representaciones tridimensionales de los
solidos, cortar, seccionar solidos, reflexionar sobre analogias y diferencias entre sélidos,
descubrir propiedades, proponer nuevas definiciones de familias de so6lidos, contar de
manera estructurada el nimero de caras, vértices, aristas y otros elementos de los
poliedros, descubrir relaciones numéricas entre dichas cantidades, generalizarlas y
expresarla simbolicamente; manipular sélidos, juntar, descomponer y recomponer;
trabajar con diferentes representaciones planas de los solidos (fotografias, desarrollos
planos, vistas ortogonales, dibujos en perspectiva,...), explorar- reflexionar sobre
fenomenos naturales presentes en la realidad, como las sombras de los sdlidos,
descubrir propiedades y relacionarlas con propiedades geométricas, pasar del mundo
real a las matematica (proponer modelos, matematizar) y viceversa (aplicar modelos).

Siguiendo a Senechal (1990) observamos que las tareas propuestas por los
investigadores tienen tres objetivos principales: “El descubrimiento de las similitudes y
las diferencias entre objetos, el analisis de la forma de los componentes y el
reconocimiento de las formas en diferentes representaciones”. Estos objetivos definen
tres topicos: la identificacion y clasificacion de las figuras, el andlisis de las formas y la
representacion y visualizacion de las figuras. Nuestro trabajo pretende desglosar
ulteriormente este tercer aspecto.

Analizando las investigaciones anteriores observamos que las tareas sobre
visualizacion de objetos tridimensionales presentadas tienen en cuenta tres parametros:
la accion principal requerida para resolver la tarea, el estimulo inicial presentado y el
tipo de repuesta solicitada. Describimos brevemente estos tres parametros. Destacamos
cuatros grandes categorias de acciones principales involucradas en las tareas que se
presentan en las investigaciones:

- Coordinar e integrar vistas de objetos (Ben-Chaim, Lappan y Houang, 1988;
Diezmann y Lowrie, 2009; Guay y McDaniel, 1977; Gutiérrez, 1996b ;
Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996; Malara, 1998; Pittalis, Mousoulides
y Christou, 2009;)

- Rotar un objeto en el espacio (Battista, Wheatley y Talsma, 1982; Gorgorio, 1996 y
1998)

- Plegar y desplegar desarrollos (Arpinati y Pellegrino, 1991; Cohen, 2003;
Diezmann y Lowrie, 2009; Fischbein, 1993; Mariotti, 1997; Mesquita, 1992),

- Componer y descomponer en partes un objeto tridimensional (Battista y

Clements,1996; Bishop, 1983; Lappan, Phillips y Winter, 1984; Pallascio, Allaire y
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Mongeau, 1993)

Observamos que las acciones pueden aparecer de forma explicita o implicita en el
enunciado de la tarea

Otro parametro que consideramos en la clasificacion propuesta de las tareas es el
estimulo inicial de la tarea. El estimulo inicial se refiere a la presencia o no, en la
descripcion de la tarea, de un modelo tridimensional del objeto (el objeto fisico), o de
una de sus representaciones. Observamos que el modelo, asi como el observador, puede
ser fijo o movil. La posibilidad de movimiento del objeto (o de desplazamiento del
sujeto) permite al sujeto observar el objeto desde cualquier punto de vista. En el caso
que el sujeto no tenga a disposicion un modelo tridimensional del objeto ni una de sus
representaciones planas (sino solo un estimulo verbal), el sujeto tendrd que referirse a
un modelo observado precedentemente, imaginar un posible modelo o representacion
del objeto a partir de los datos del problema, o bien trabajar sin una representacion del
objeto. La presencia de una representacion plana del objeto involucra la interpretacion,
por parte del sujeto, de los diferentes tipos de representaciones planas y los codigos
respectivos. Aunque en el estimulo inicial siempre se presenta una componente verbal,
en la clasificacion propuesta nos centramos en el tipo de representacion del objeto.

En cuanto al parametro “tipo de repuesta solicitada” diferenciamos entre:

- Construccion: si se requiere la construccion del objeto tridimensional, con diferentes
tipos de material (papel, bloques multicubos,...)

- Dibujo: si se requiere una representacion plana del objeto tridimensional.

- Identificacion: si se requiere identificar la respuesta correcta entre mas opciones.

- Verbal: si se requiere una respuesta verbal /numérico-simbolica (que no exija
ninguna de los anteriores tipos de repuestas).

Con respecto a la clasificacion propuesta por Gorgori6 (1996), en la cual distingue
las tareas de “construccion” y de “interpretacion”, observamos que, con nuestro
parametro del tipo de respuesta, queremos distinguir dos tipos distintos de tareas de
“construccion”: la construccion del objeto fisico y el dibujo de una representacion plana
del objeto; mientras que Illamamos de identificacion las tareas definidas “de

interpretacion” por la autora®.

6 Gorgorio (1996), centrandose en actividades de rotacion (tipo de accion), clasifico las tareas en dos
categorias: tareas de “construccion”, si la respuesta requiere la construccion del objeto o su dibujo, y
tareas “de interpretacion”, que requieren que el estudiante reaccione ante una accidn geométrica ya
cumplida.
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Presentamos en la Tabla 1.6 una sintesis de la clasificacion de las tareas propuesta.

Tabla 1.6: Propuesta de clasificacion de las tareas de visualizacion de objetos
tridimensionales.

Accion principal Estimulo inicial Tipo de respuesta

1. Coordinar e integrar vistas de | 1. Modelo (y/o sujeto) movil,

objetos manipulable 1. Construccion
2. Rotar un objeto 2. Modelo (y sujeto) fijo, no 2. Dibujo
tridimensional manipulable

3. Identificacion
3. Plegar o desplegar desarrollos | 3. Objeto representado en el
plano 4. Verbal/numérica
4. Componer y descomponer en
partes un objeto tridimensional | 4. Ausencia de modelo y de 5. Otras
representacion plana

Podriamos también considerar el tipo de objeto: geométricos, multicubos,
cotidiano,.., el tipo de representacién plana utilizado (perspectiva, por proyecciones
ortogonales codificadas,...) y el tamafio del espacio: micro (objeto solo), meso
(situacion espacial que incluye la disposicion de mas objetos).

Observamos que cuando se trabaja con un modelo 3D fijo (sin posibilidad de
manipularlo), con una representacion plana del objeto, o en ausencia de una
representacion cualquiera las acciones requeridas serian “mentales”, como imaginar
rotar un objeto, cambiar el punto de vista,...

Ademas hacemos constar que una tarea puede involucrar mas acciones y si la
respuesta es de dibujo puede necesitar de diferentes técnicas (dibujo en perspectiva
caballera, en proyeccion, etc.).

Describimos ahora algunos ejemplos prototipicos de actividades encontrados en la
literatura, clasificandolos segin los parametros establecidos en la Tabla 1.6, y

organizados en sub-apartados dependiendo de la accion principal.

3.2.1. Coordinar e integrar vistas de objetos

En la seccion 2.1.4 hemos descrito los procedimientos de coordinacion e
integracion de las vistas descritas por Battista y Clements (1996).

Como hemos descrito en la seccion 2.1.2 si nos centramos en tareas que se apoyan

en representaciones planas del objeto, es importante distinguir dos grupos de
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proyecciones de objetos tridimensionales: las perspectivas axonométrica, caballera y
con puntos de fuga (que llamaremos representaciones de tipo A), de una parte, y las
vistas, las vistas codificadas y el sistema diédrico (que llamaremos representaciones de
tipo B), de otra parte. Si las primeras nos dan una percepcion global del objeto (aun
deformando algunas de sus caracteristicas fisicas), las segundas necesitan una
reorganizacion de la informacion para poder visualizar el objeto en su totalidad. Esta
reorganizacion de la informacion depende de la representacion del objeto que tenemos.

Por ejemplo, en el caso de la representacion de un objeto en el sistema diédrico, para
reconstruir el objeto global, ademés de conocer el lenguaje grafico y las propiedades del
sistema de representacion, se necesita coordinar las vistas de un determinado modo.

En seguida presentamos diferentes tipos de actividades que tienen como accidon
principal la coordinacion e integracion de las vistas (mientras los otros parametros
varian), los codificamos segun nuestra clasificacion y los clarificamos con algunos

ejemplos prototipicos de tareas presentadas en las investigaciones.

1. Desde un objeto tridimensional hasta una representaciéon de tipo B

Ejemplo 1 (Ben-Chaim, Lappan y Houang, 1988, p. 56):
En la Figura 1.41 se muestra un edificio dibujado desde el angulo frente-arriba-derecha.

(Cual de las figuras, A, B, C, D, E, corresponderia a su vista desde atras?

Figura 1.41: Composicion de cubos en perspectiva isométrica (segiin Ben-Chaim, Lappan y Houang,
1988, p. 56).

Observamos que el estimulo inicial de esta tarea son las representaciones planas
(proyecciones isométricas y proyecciones ortogonales) y el tipo de respuesta es de
identificacion.

Accidn principal: coordinar e integrar vistas.

Estimulo inicial: objeto representado en el plano.

Tipo de respuesta: identificacion.

Cadigo: (1, 3, 3)
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Ejemplo 2 (Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996, p.178):

Se entrega el siguiente dibujo de un estudio televisivo en el cual aparece una cantante y
cuatro camaras. La camara A estas enfrente a la cantante, la camara B mira al cantante
desde la derecha, la cdmara C desde atras y la camara D desde la izquierda. Se entrega
también un dibujo de los cuatros monitores (relativos a las camaras) en el estudio del
director (Figura 1.42). Los estudiantes tienen que jugar el papel del director y reconocer

cual monitor corresponde a cudl camara.

Figura 1.42: Tarea relacionada con el espacio y las formas, categoria “Cémo observar” (segun
Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996, p. 180).

Observamos que el estimulo inicial de esta tarea son las representaciones planas
(proyecciones isométrica y proyecciones ortogonales en el 3a y dibujo aproximado en
perspectiva con punto de fuga y proyecciones ortogonales en el 3b) y el tipo de

respuesta es de identificacion.

2. Desde una o mas representaciones de tipo B hasta un posible objeto tridimensional

Ejemplo 3 (Pittalis, Mousoulides y Christou, 2009, p. 387):

Construye una composicion de cubos que tenga las vistas ilustradas en la Figura 1.43.

Vista de frente  Vista de perfil Vista desde arriba

Figura 1.43: Vistas ortogonales de una composicion de cubos (segun Pittalis, Mousoulides y Christou,
2009, p. 387).

Accidn principal: coordinar e integrar vistas.
Estimulo inicial: objeto representado en el plano.

Tipo de respuesta: construccion.
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Cadigo: (1, 3, 1)

Variando el estimulo inicial (poniendo un objeto fisico u otro tipo de representacion
plana), o bien el tipo de respuesta que se pide se pueden obtener interesantes variaciones

de la tarea.

Ejemplo 4 (Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996, p.178):
“Algunos objetos son puestos sobre una mesa y se entregan a los estudiantes tres fotos
de dichos objetos. Cada fotografia estd tomada desde una direccion diferente y el
objetivo de la camara esta siempre al nivel de la mesa. Los estudiantes tienen que
identificar los puntos en los cuales estaba el fotografo cuando tomé cada una de las
fotografias.”

Accidn principal: coordinar e integrar vistas.

Estimulo inicial: modelo (y/o sujeto) moévil manipulable y objeto representado en el

plano.

Tipo de respuesta: identificacion.

Cédigo: (1, 1/3, 3).

3. Relacién entre dos representaciones de tipo B

Ejemplo 5 (Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996, p. 187):
“En seguida se ilustra la vista desde arriba (Figura 1.44). Es un edificio formado por
cubos apilados. El numero presente en cada cuadrado define la cantidad de cubos

presentes. Dibuja las vistas desde dos lados.”

1 0 1
3 2 ]
2 3 2

Figura 1.44: Vista codificada superior de un edificio formado por cubos (segin Hershkowitz, Parzysz y
Van Dormolen, 1996, p. 187).

Accidn principal: coordinar e integrar vistas.

Estimulo inicial: objeto representado en el plano.
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Tipo de respuesta: dibujo.
Cadigo: (1, 3, 2)

Observamos que en estas actividades se aplican técnicas para representar un objeto o
un espacio, y al mismo tiempo se aprende a leer diferentes tipos de representaciones

planas y los codigos respectivos.

3.2.2. Rotar un objeto en el espacio

Esta accion esta relacionada con la habilidad de rotar un objeto tridimensional dado,
alrededor de un eje imaginario.

Observamos que rotar un objeto es equivalente a cambiar mentalmente de
perspectiva (imaginarse en otra posiciéon con respecto al objeto). Para diferenciar las
tareas descritas en el apartado anterior con tareas de rotacion del objeto, definimos estas
ultimas como tareas donde el enunciado pide explicitamente rotar el objeto (si el objeto
esta presente fisicamente) o tareas donde las representaciones planas del objeto antes de
la rotacion y después de la rotacion son del mismo tipo (generalmente en perspectiva).

Gorgorio (1996, 1998), estudia las estrategias puestas en juego al resolver tareas de
rotacion de cuerpos tridimensionales por alumnos de escuela secundaria y presenta
algunas interesantes tareas (Ejemplos 6 y 7) en las cuales la accidon principal es la
rotacion del objeto tridimensional, el objeto es representado en el plano y el tipo de

respuesta es de identificacion.

1. Identificar la posicion de un sdélido, representado en el plano, después de una

determinada rotacion

Ejemplo 6 (Gorgorid, 1998, p.215):
Entre las siguientes figuras (Figura 1.45), hay tres que representan el mismo objeto
en diferentes posiciones; mientras una representa un objeto que, incluso cambiando su

posicion, es diferente de los otros tres. ;Cudl es, A, B, C 0 D?
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éj?
A) ; %
C) Q D)
Figura 1.45: Tarea de rotacion del objeto (segin Gorgorio, 1998, p.215).
Accidn principal: rotar un objeto tridimensional.
Estimulo inicial: objeto representado en el plano.

Tipo de respuesta: identificacion.

Cadigo: (2, 3, 3)

Ejemplo 7 (Gorgorid, 1994, p.123):

Los dados dibujados en la figura adjunta (Figura 1.46) tienen las caras colocadas de
diferentes maneras. Entre las siguientes parejas de dados hay una en la que si se hace
girar uno de los dos dados (éste) se coloca en la misma posicion que el otro. ;Cual de

las parejas, A, B, C o D, cumple esa condicion?

1) 2) 1) 2)

Figura 1.46: Parejas de dados (segun Gorgorio, 1994, p.123).

Observamos que una forma de simplificar la tarea propuesta en el ejemplo 6 es
mediante el uso de objetos materiales en lugar de sus representaciones planas, lo que

supone un cambio en el estimulo inicial de la tarea.
3.2.3. Plegar y desplegar desarrollos

La accién de plegar y desplegar desarrollos puede ser realizada en diferentes tipos de

tareas y el tipo de respuesta requerida puede variar el procedimiento.
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Observamos que en el caso de desarrollos complicados, para reconstruir el sélido, no
se requiere Unicamente ver las figuras sino también modificar su posicion, imaginar la
transformacion de las posiciones, imaginar el efecto de determinadas transformaciones
sobre las figuras adyacentes.

Fischbein (1993, en los comentarios a su trabajo), Mariotti y Fischbein (1997),
Mariotti (1997) y Mezquita (1992) describen interesantes tipos de actividades relativas
a la accion de plegar y desplegar desarrollos.

Resumiendo las propuestas de dichos autores, presentamos algunos ejemplos
prototipicos de las respectivas actividades, y los codificamos segun nuestra

clasificacion.

1. “Dibujar la imagen obtenida desarrollando un cuerpo geométrico” (Fischbein,
1993)

Ejemplo 8 (Bishop, 1983, p. 187-188):

Dibuja la figura que puedes cortar en el papel, y plegar, para formar el siguiente

objeto (de seis caras, Figura 1.47).

Figura 1.47: Objeto con seis caras (segin Bishop, 1983, p. 187-188).

Accion principal: plegar o desplegar desarrollos
Estimulo inicial: objeto representado en el plano.
Tipo de respuesta: dibujo.

Cadigo: (3, 3, 2).

2. “Ildentificar el cuerpo geométrico obtenido a partir de un desarrollo plano”
(Fishbein, 1993).
Accidn principal: plegar o desplegar desarrollos

Estimulo inicial: objeto representado en el plano.
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Tipo de respuesta: identificacion o verbal

Codigo: (3, 3, 3/4).

La respuesta a este tipo de tarea puede ser justificada con la siguiente instruccion:

3. “Indicar en el desarrollo las aristas que se hacen corresponder cuando el objeto
tridimensional sea reconstruido” (Fichbein, 1993), o andlogamente:

“Identificacion de las relaciones entre los elementos de un desarrollo plano del cubo
y del cubo” (Mesquita, 1992).

Un ejemplo que requiere implicitamente dicha accion es el siguiente:

Ejemplo 9 (Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996, p.188-189):

“La mitad inferior de un cubo ha sido pintada de negro. En cada uno de los
siguientes cuatros desarrollos (Figura 1.48) la cara inferior del cubo ya esta pintada de
negro. Los estudiantes tienen que terminar de pintar los desarrollos con la correcta

coloracion negra”.

Figura 1.48. Cubo y cuatro desarrollo de un cubo (segiin Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996,
p.188-189).

Accion principal: plegar o desplegar desarrollos
Estimulo inicial: objeto representado en el plano.
Tipo de respuesta: simbolica, identificacion de relaciones (otras)

Cadigo: (3, 3, 5).

4. “ldentificar  los criterios de reconocimiento de un desarrollo plano: el
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reconocimiento de las condiciones necesarias para establecer si una configuracion de

seis caras iguales puede conducir a un cubo”

Accion principal: plegar o desplegar desarrollos
Estimulo inicial: objeto representado en el plano.
Tipo de respuesta: verbal

Caodigo: (3, 3, 4).

La siguiente tarea muestra una forma de operativizar la consigna.
Ejemplo 10 (Mariotti y Fischbein, 1997):
“Dada una coleccion de dibujos (Figura 1.49) reconocer cuéles son desarrollos

correctos y corregir los desarrollos incorrectos” (tipo de respuesta: identificacion).

B — — ™
2

1' B

5.

Lk

14,
42, 13, \ )

i N
.

Figura 1.49: Coleccion de dibujos, posibles desarrollos y no desarrollos (segin Mariotti y Fischbein,
1997).

3.2.4. Componer y descomponer en partes
La accion “Componer y descomponer en partes” incluye los siguientes sub-

procedimientos principales:

- Dadas dos o mas piezas componerlas para formar un solido, o viceversa
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- Dado el so6lido (o una de sus representaciones) descomponerlo en dos o mas

partes (Lappan, Phillips y Winter, 1984)

- Identificar las secciones de un solido relacionadas con determinados cortes

(Veloso, 1993)

- Dado un soélido contar las unidades de volumen que lo componen (Battista y

Clements, 1996; Bishop, 1983 )

La accion “Componer y descomponer en partes” esta presente en diferentes tipos de
tareas encontradas en las investigaciones.
En Lappan, Phillips y Winter (1984) se presentan diferentes tareas que tienen como

estimulo inicial una representacion plana perspectiva isométrica del objeto.

1. Dadas dos o mas piezas tridimensionales componerlas para formar un
determinado salido.

Accidn principal: componer y descomponer en partes.

Estimulo inicial: modelo (y/o sujeto) movil, manipulable.

Tipo de respuesta: construccion.

Codigo: (4, 1, 1).

Ejemplol11:
Componer las siguiente siete piezas de madera para formar un cubo (puzle
tridimensional SOMA, inventado por Piet Hein y compuesto por siete policubos que,

colocado correctamente forman un cubo 3x3x3, Figura 1.50).

Figura 1.50: Puzle tridimensional SOMA.

2. Dado un solido compuesto por dos o mas partes representar su estructura.
Ejemplo 12 (Gaulin, 1985, p.55-56):
“Después de una actividad exploratoria sobre el puzle SOMA, se muestran a los

estudiantes cubos SOMA ya reconstruidos y se pregunta: “Supdn que después de mucho
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trabajo has conseguido finalmente componer las siete piezas y formar un cubo. ;Como
puedes anotar tu solucién sobre un papel para que se pueda facilmente reconstruir el
cubo en cualquier momento que se desee?”’

Accidn principal: componer y descomponer en partes.

Estimulo inicial: modelo (y/o sujeto) movil, manipulable.

Tipo de respuesta: dibujo.

Caodigo: (4, 1, 2).

3. Dada la representacion de dos o mas piezas tridimensionales componerlas para
formar un determinado solido, o viceversa, dada la representacion del solido
descomponerlo en dos o mas partes.

Ejemplo 13 (Lappan, Phillips y Winter, 1984):

“Juntando dos piezas de un puzle se pueden construir nuevos so6lidos, como se
muestra en el ejemplo. Cada uno de los siguientes solidos se forma al juntar estas dos
piezas. Para cada uno, muestra como se construye, rayando una de las piezas que lo

compone” (Figura 1.51).

Figura 1.51: So6lidos formados por dos piezas (segiin Lappan, Phillips y Winter, 1984).

Accidn principal: componer y descomponer en partes
Estimulo inicial: objeto representado en el plano.
Tipo de respuesta: dibujo

Cadigo: (4, 3, 2).

4. Identificar las secciones de un solido relacionadas con determinados cortes.

Accion principal: componer y descomponer en partes
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Estimulo inicial: Ausencia de modelo y de representacion plana
Tipo de respuesta: Identificacion

Caodigo: (4, 4, 3).

Ejemplo 14 (Gorgorio, 1994, anexo 7):

“Un plano corta un cubo de manera que es paralelo a una arista del cubo, pero que
no es paralelo a ninguna cara del cubo y no contiene ningun vértice del cubo. ;Cual de
las siguientes formas describe mejor la seccion obtenida?

a) Cuadrado

b) Rectangulo

¢) Romboide

d) Un triangulo isésceles”

5. Dado un solido representado en el plano contar los elementos que lo componen
(unidades de volumen, caras, aristas, vértices,...)

Accion principal: componer y descomponer en partes

Estimulo inicial: objeto representado en el plano.

Tipo de respuesta: verbal

Codigo: (4, 3, 4).

Ejemplo 15 (Bishop, 1983, p. 187):
“En la siguiente figura (Figura 1.52) se presenta un paralelepipedo formado por
cubitos. Si el exterior del paralelepipedo es pintado de rojo, ;Cudntos cubos tienen una

sola cara pintada de rojo?”

Figura 1.52: Paralelepipedo formado por cubitos (segun Bishop, 1983, p. 187)

Ejemplo 16 (Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996, p. 190-191):
“Un ladrén logro abrir una caja fuerte conteniente lingotes de oro. Esto es lo que vio.

(Cuantos lingotes hay en la caja fuerte?” (Figura 1.53).
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Figura 1.53. Lingotes de oro apilados (segiin Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996, p. 190-191).

3.3. CONCLUSIONES

La clasificacion propuesta nos permite catalogar las principales tareas sobre VOT
empleadas en las investigaciones y centrar la atencion en las variables que las
caracterizan. Los ejemplos presentados cubren las diferentes variables identificadas en
la clasificacion propuesta.

Esta clasificacion no pretende ser exhaustiva por lo que se refiere a las tareas en el
campo de la visualizacion espacial en general. Por ejemplo, se observe la ausencia de
tareas relativas a la generacion de cuerpos de revolucion, muy poco tratadas en la
literatura. Consideramos, sin embargo, que rotar (mentalmente) una figura plana
alrededor de un eje, con el objetivo de engendrar cuerpos de revolucidon, es un
importante procedimiento que involucra la visualizacion espacial.

Creemos que, en la ensefianza del tema, sea importante proponer una secuencia de
actividades que proporcionen diferentes estimulos iniciales, representaciones fisicas
(modelos tridimensionales y objetos del entorno) y distintas representaciones planas de
objetos tridimensionales, que permita a los alumnos relacionar espacio y plano de forma
mas compleja.

Dada la amplitud del tema, para nuestro estudio de evaluacién necesitamos elegir
solo determinados aspectos de la VOT. La clasificacion propuesta nos permite tener
criterios para seleccionar determinadas tareas pertinentes para nuestro estudio: nos
centraremos Unicamente en aquellas tareas que presentan como estimulo inicial una
representacion plana del objeto tridimensional y que requieren una respuesta abierta,
grafica o bien verbal (excluimos o adaptamos las tareas de identificacion).

Observamos que las actividades utilizadas en las investigaciones han sido
principalmente propuestas a estudiantes de escuela secundaria y bachillerato.
Consideramos dicho banco de items un material potencial para evaluar aspectos

operativos del conocimiento ampliado de los futuros profesores.
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CAPITULO 2:
MARCO TEORICO, PROBLEMA DE INVESTIGACION
Y METODOLOGIA

1. INTRODUCCION

La sintesis realizada en el Capitulo 1 sobre la visualizacion de objetos
tridimensionales en geometria nos sugiere la necesidad de aplicar herramientas tedricas
para interpretar y organizar la informacion disponible y plantear nuestro problema de
investigacion.

En este capitulo presentamos primeramente el marco tedrico en que basamos nuestro
trabajo, conocido como “enfoque ontosemiotico” (EOS) de la cognicidn y la instruccion
matematica, que ha sido desarrollado por Godino y colaboradores (Godino y Batanero,
1994; Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007). Describimos sus caracteristicas
generales y las nociones y herramientas que utilizaremos en nuestra investigacion. Su
aplicacion al contenido especifico nos permitird aproximarnos a una Vvision
ontosemidtica de la visualizacion en educacion matematica, facilitando la sintesis y
organizacion de los conocimientos didactico-matematicos sobre el tema.

A partir de dicha sintesis surge de forma natural la necesidad de abordar la cuestion
de la evaluacion de los conocimientos didactico-matematicos de los futuros maestros
sobre el tema. Planteamos entonces el problema de investigacion resaltando su interés
para la didactica de la matemadtica en la linea de investigacion sobre formacion de
profesores de matematicas. Finalmente describimos los objetivos y la metodologia

empleada en las diferentes fases que componen nuestro estudio.

2. ENFOQUE ONTOSEMIOTICO DEL CONOCIMIENTO Y LA
INSTRUCCION MATEMATICA
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2. 1. INTRODUCCION

Nuestro trabajo se basa en el marco teérico del “enfoque ontosemiotico” (EOS) del
conocimiento y la instruccion matematica (Godino y Batanero, 1994; Godino, 2002;
Godino, Batanero y Font, 2007).

Un supuesto basico de este marco teorico es que las matematicas, desde el punto de
vista institucional y personal, constituyen un quehacer humano, producido como
respuesta a cierta clase de situaciones problematicas del mundo real, social o de la
propia matematica. Como respuesta o solucidon a estos problemas externos e internos,
los objetos matematicos (conceptos, procedimientos, teorias, etc.), emergen Yy
evolucionan progresivamente. Las acciones de las personas deben ser consideradas, por
tanto, como la fuente genética de las conceptualizaciones matematicas, de acuerdo con
las teorias constructivistas Piagetianas. Se asume por tanto una concepcion pragmatista
— antropologica de las matematicas, tanto desde el punto de vista institucional
(sociocultural) como personal (psicoldgico).

Las matematicas crean un lenguaje en el que se expresan las situaciones problemas y
sus soluciones. Los diversos medios de expresion (lenguajes) desempenian el doble
papel de instrumentos del trabajo matemdtico y de representacion de los restantes
objetos matematicos. Asi mismo, las relaciones entre objetos matematico y procesos de
los cuales emergen (representacion, argumentacion, generalizacion, ...) forman
configuraciones, relativas a los situaciones —problemas que motivan la actividad
matematica. De esta manera, el EOS propone un modelo epistémico — cognitivo de
analisis de la practica matematica con grandes posibilidades descriptivas y explicativas
de la misma. Se supera de este modo una concepcion restrictiva de la matematica
reducida a los componentes conceptuales y procedimentales.

Por lo que se refiere al componente instruccional, se modeliza la ensefianza y
aprendizaje de un contenido matematico como un proceso multidimensional compuesto
de seis subprocesos (epistémico, docente, discente, mediacional, cognitivo y
emocional), con sus respectivas trayectorias y estados potenciales (Godino, Contreras y
Font, 2006). Como unidad primaria de analisis didactico se propone la configuracion
didéctica, constituida por las interacciones profesor-alumno a propdsito de un objeto o
contenido matematico y usando unos recursos materiales.

En los siguientes apartados describimos con mayor detalle algunas nociones y
herramientas propuestas por el EOS que utilizaremos a los largo de nuestra

investigacion. Primeramente presentamos la nocion de significado de referencia
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didactica (seccion 2.2), que nos permitird enseguida interpretar y organizar los
elementos de significados destacados en el capitulo 1. Luego describimos los objetos
matematicos emergentes de las practicas matematicas considerando, dos niveles. En el
primer nivel (seccion 2.3) tenemos aquellas entidades que se pueden observar en un
texto matematico (problemas, definiciones, proposiciones, etc.). En un segundo nivel
(seccion 2.4) tenemos una tipologia de objetos que emerge de las distintas maneras de
ver, hablar, operar, etc. sobre los objetos del nivel anterior; nos referimos a objetos
personales o institucionales, ostensivos o no ostensivos, unitarios o sistémicos, etc.

El estudio de las interrelaciones entre estos objetos nos permite describir una guia
para el reconocimiento de objetos y procesos propuesta por el EOS (seccion 2.5), que
nos ayudara enseguida en el andlisis de las diferentes situaciones-problemas
relacionados con la visualizacion.

Finalmente (seccion 2.6) presentamos un modelo del conocimiento didactico-
matematico del profesor basado en el “enfoque ontosemidtico” que nos permite destacar

y seleccionar determinadas componentes de dicho conocimiento.

2.2. LA NOCION DE SIGNIFICADO DE REFERENCIA

2.2.1. Significados personales e institucionales

En el EOS se concibe el significado de los conceptos mateméaticos (nimero, funcion,
cubo,...), desde una perspectiva pragmatico-antropologica. El significado de un objeto
matematico se define como el sistema de practicas operativas y discursivas que una
persona (o una institucion) realiza para resolver una cierta clase de situaciones —
problemas en las que dicho objeto interviene. Hay que resaltar que dentro de este
enfoque los significados personales incluyen conocimiento, comprension y
competencia.

Los sistemas de practicas se han categorizado teniendo en cuenta diversos puntos de
vista. El primero es la distincion entre la faceta personal de las practicas y de los objetos
que intervienen en las mismas y la faceta institucional (compartida, social) de las
mismas. Cuando esta nocidon se aplica a la descripcion de los conocimientos de un
sujeto particular serd necesario distinguir el sistema global de practicas que
potencialmente puede poner en juego dicho sujeto, de los subsistemas de practicas

declaradas (en un proceso de evaluacién) y logradas (al ser comparadas con unas
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practicas institucionales de referencia). En cuanto a las practicas institucionales también
es necesario distinguir entre las efectivamente implementadas en un proceso de estudio,
de las pretendidas, y de las practicas de referencia. La interpretacion semidtica de las
practicas lleva a hablar de significados personales (globales, declarados y logrados) y de
significados institucionales (implementados, evaluados, pretendidos, y referenciales).
La nocién cognitiva de habilidad es interpretada como sistema de practicas operativas y
discursivas que un sujeto realiza para resolver un determinado tipo de situaciones-
problemas y de la configuracion de objetos y procesos que pone en juego en dichas

practicas.

2.2.2. Facetas de analisis de un proceso de instruccion matematica

Se propone tener en cuenta las siguientes facetas para analizar los procesos de
instruccidon matematica, constituyendo, asi mismo, categorias para analizar y clasificar
los conocimientos didacticos sobre la ensefianza y aprendizaje de contenidos
especificos:

1. Epistémica: Distribucion a lo largo del tiempo de ensefianza de los componentes del
significado institucional implementado (problemas, lenguajes, procedimientos,

definiciones, propiedades, argumentos).
2. Cognitiva: Desarrollo de los significados personales (aprendizajes).

3. Mediacional: Distribucion de los recursos tecnoldgicos utilizados y asignacion del

tiempo a las distintas acciones y procesos.

4. Interaccional: Secuencia de interacciones entre el profesor y los estudiantes

orientadas a la fijacion y negociacion de significados.

5. Afectiva: Distribucion temporal de los estados afectivos (actitudes, emociones,
afectos, motivaciones) de cada alumno con relacion a los objetos matematicos y al

proceso de estudio seguido.

6. Ecologica: Sistema de relaciones con el entorno social, politico, econémico,... que

soporta y condiciona el proceso de estudio.

Estas facetas seran interpretadas y descritas en la seccion 2.6 en términos de

conocimientos didactico-matematico del profesor.
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2.3. OBJETOS MATEMATICOS PRIMARIOS'

En consonancia con el interaccionismo simbolico, se considera objeto o entidad
matematica “todo aquello que puede ser indicado, todo lo que puede sefialarse o a lo
cual puede hacerse referencia”, cuando hacemos, comunicamos o aprendemos
matematicas. En la descripcion de la actividad matemadtica nos referimos a muchos y
diversos “objetos”, los cuales se pueden agrupar segin distintos criterios, formando
categorias o tipos diversos. El EOS propone las siguientes categorias o tipos de
entidades matematicas, teniendo en cuenta los diversos papeles o funciones
desempefiadas por estas entidades en el trabajo matematico: situaciones-problemas,
lenguajes, conceptos, procedimientos, propiedades, argumentaciones. Consideramos
estos tipos como “entidades primarias”.

Indicamos a continuacidon los objetos que se incluyen en cada categoria y las
funciones especificas de cada categoria en el trabajo matematico:

(1) Lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos,...). En un texto vienen
dados en forma escrita o grafica pero en el trabajo matematico pueden usarse otros
registros (oral, gestual). Mediante el lenguaje (ordinario y especifico matematico) se
describen otros objetos no lingiiisticos.

(2) Situaciones (problemas mas o menos abiertos, aplicaciones extramatematicas o

intramatematicas, ejercicios...); son las tareas que inducen la actividad matematica.

(3) Procedimientos (secuencias de acciones del sujeto ante las tareas matematicas;

operaciones, algoritmos, técnicas de célculo).

(4) Conceptos, entendidos como entidades que se definen; namero, punto, recta, media,

funcion....

(5) Propiedades o atributos de los objetos, entendidas como enunciados proposicionales
que requieren una justificacion.
(6) Argumentaciones que se usan para validar y explicar las proposiciones (sean

deductivas o de otro tipo).

Estos seis tipos de objetos, que podemos calificar de matematicos porque se ponen
en juego en la actividad matematica, son los constituyentes primarios de otros objetos

mas complejos u organizaciones matematicas, como los sistemas conceptuales, teorias,

! Remitimos al lector a Font, Godino y Gallardo (2013) para una presentacion mas detallada y
fundamentada de la ontologia matematica que propone el EOS.
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etc.
En la seccion 3.2 proponemos una caracterizacion de los objetos primarios

relacionados con la visualizacion.

2.4. ESPECIFICACIONES CONTEXTUALES Y PROCESOS

El modelo ontoldgico propuesto se complementa con la consideracion de cinco
facetas o dimensiones duales, que permite describir y relacionar una variedad de
nociones cognitivas propuestas desde diversas teorias. Segin las circunstancias
contextuales y del juego de lenguaje (Wittgenstein, 1953) en que participan, las
entidades matematicas pueden ser consideradas desde las siguientes facetas o
dimensiones duales: personal e institucional, ostensiva y no ostensiva, ejemplar y tipo,
elemental y sistémica, expresion y contenido. A continuacion explicamos el uso que se

da a estos términos:

- La dualidad “personal/institucional”. Dependiendo de las circunstancias
contextuales y del juego de lenguaje en que nos encontramos, una misma expresion
puede referirse a un objeto personal o institucional. Si se trata de la manifestacion de
un sujeto individual, como la respuesta a una prueba de evaluacion, la realizacion de
una tarea escolar por un estudiante, hablamos de objetos personales, al ser
portadores, al menos potencialmente, de rasgos idiosincrasicos de sus
conocimientos. Por el contrario, si se trata de documentos curriculares, libros de
texto, explicaciones de un profesor ante su clase, consideramos que se ponen en
juego objetos institucionales al tener connotaciones normativas o convencionales, o
sea, los objetos son usados como referencia en el proceso de ensefianza y
aprendizaje.

- La dualidad “unitario/sistémico”. En algunas circunstancias los objetos matematicos
participan como entidades unitarias (que se suponen son conocidas previamente),
mientras que otras intervienen como sistemas que se deben descomponer para su
estudio.

- La dualidad “ostensivo/no ostensivo”. Cualquiera de los objetos tiene una faceta
ostensiva, esto es perceptible, y otra no ostensiva (objetos mentales, imaginados,...).
Los objetos institucionales y personales tienen una naturaleza no-ostensiva (no
perceptibles por si mismos). Ahora bien, cualquiera de estos objetos se usa en las

précticas publicas por medio de sus ostensivos asociados (notaciones, simbolos,
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graficos, ...). Esta clasificacion entre ostensivo y no ostensivo es relativa al juego de
lenguaje en que participan. Un objeto ostensivo puede ser también pensado,
imaginado por un sujeto o estar implicito en el discurso matematico.

- La dualidad “ejemplar / tipo” (o extensivo-intensivo). Esta dualidad permite centrar
la atencion en la dialéctica entre lo particular y lo general. En el analisis de la
actividad matematica, o de un proceso de estudio matematico particular, debemos
precisar en cada circunstancia si nos referimos a un objeto ejemplar (algo que se
pone en juego por si mismo), o a dicho objeto como representante de una clase de
objetos, como ejemplar de un cierto tipo, o componente de un sistema. La dualidad
extensivo-intensivo se utiliza por tanto para explicar una de las caracteristicas
basicas de la actividad matematica: el uso de elementos genéricos (Contreras y cols,
2005).

- La dualidad “expresion/contenido” (o “significante / significado”). La distincion
entre expresion y contenido nos permite tener en cuenta el caracter esencialmente
relacional de la actividad matematica. Es el estudio de las correspondencias
(relaciones de dependencia o funcion) entre un antecedente (expresion, significante)
y un consecuente (contenido o significado), establecidas por un sujeto (persona o
institucion) de acuerdo con un cierto criterio o codigo de correspondencia. Estos
codigos pueden ser reglas (habitos, convenios) que informan a los sujetos
implicados sobre los términos (funtivos) que se deben poner en correspondencia en
las circunstancias fijadas. Ademads, las relaciones de dependencia entre expresion y
contenido pueden ser de tipo representacional (un objeto se pone en lugar de otro),
instrumental u operatoria (un objeto usa a otro u otros como instrumento), y
componencial o cooperativa (dos o mas objetos componen un sistema del que

emergen nuevos objetos).
Tanto las dualidades como las configuraciones de objetos primarios se pueden

analizar desde la perspectiva proceso-producto, lo cual lleva a la tipologia de procesos

indicados en la Figura 2.1.
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Figura 2.1: Configuracion de objetos y procesos (Godino, 2009).

La emergencia de los objetos de la configuracion (problemas, definiciones,
proposiciones, procedimientos y argumentos) tiene lugar mediante los respectivos
procesos matematicos de comunicacidon, problematizacion, definicidon, enunciacion,
elaboracion de procedimientos (algoritmizacion, rutinizacion, ...) y argumentacion. Por
otra parte, las dualidades dan lugar a los siguientes procesos cognitivos/ epistémicos:
institucionalizacion ~—  personalizacion;  generalizacion —  particularizacion;
analisis/descomposicion —  sintesis/reificacion; materializaciébn /concrecion —
idealizacion/ abstraccion; expresion/representacion — significacion.

La consideracion de las facetas duales extensivo/intensivo, ostensivo/no ostensivo y
unitario/sistémico permiten delimitar los procesos de particularizacion y generalizacion
con respecto a los procesos de idealizacion y materializacion (Font y Contreras, 2008) y
de estos con los de reificacion y descomposicion. Se trata de una delimitacién
importante que permite un analisis mas detallado de cada uno de estos procesos y de su
presencia combinada en la actividad matematica, y por tanto, clarificar la naturaleza del
“objeto matematico” usualmente considerado como una entidad abstracta o ideal. En el
siguiente apartado proponemos un guia que ayuda a reconocer los objetos y procesos

asociados a las dualidades descritas presentes en una practica matematica.
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2.5. GUIA PARA EL RECONOCIMIENTO DE OBJETOS Y PROCESOS

Para analizar las diferentes situaciones-problemas relacionados a la visualizacion
espacial utilizaremos una herramienta tedrica de analisis, la “guia para el
reconocimiento de objetos y procesos” (GROP, ver Godino, Gonzato y Fernandez,
2010) Esta guia ayuda a analizar los diferentes procesos epistémicos — cognitivos

ilustrados en la Figura 2.2, que describimos brevemente a continuacion.

Figura 2.2: Guia para el reconocimiento de objetos y procesos matematicos (GROP).

(1) Procesos de descomposicion-analisis/composicion-sintesis (dualidad unitaria-
sistémica). Descomposicion del enunciado en unidades semioticas fijando la
atencion en los elementos lingiiisticos claves del texto (faceta sistémica) y
composicion de las unidades previamente identificadas para el reconocimiento de la
puesta en funcionamiento de proposiciones, procedimientos y argumentos (faceta
unitaria).

(2) Procesos de representacion/significacion (dualidad expresion - contenido):
descripcion de los objetos puestos en juego (lenguaje y conceptos principales).

(3) Procesos de materializacion/idealizacion (dualidad ostensiva - no-ostensiva): la
materializacion de los objetos ideales (matematicos) con dibujos, iconos, indices,

simbolos.
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(4) Procesos de particularizacion/generalizacion (dualidad extensiva - intensiva): el uso
de casos u objetos particulares para facilitar y permitir un razonamiento sobre el
caso general; las posibles generalizaciones y variaciones de la tarea.

(5) Proceso de personalizacion/institucionalizacion (dualidad personal-institucional):
forma de abordar y justificar la tarea segin el marco institucional en que tiene lugar
(marco de la geometria euclidiana, contexto empirico,...) y los conflictos de
significados que pueden aparecer.

Este diagrama proporciona una guia para el reconocimiento sistematico de los
conocimientos puestos en juego en una practica matematica (la solucion de un problema
o la realizacién de una tarea).

En la seccion 3.3.4 del capitulo 4, pondremos en funcion dicha guia para analizar los

items propuestos en el cuestionario sobre VOT.

2.6. CONOCIMIENTO DIDACTICO-MATEMATICO DEL PROFESOR

El profesor de matematicas de educacion primaria debe tener un cierto nivel de
competencia matematica, es decir, conocer y ser capaz de aplicar las practicas
matematicas necesarias para resolver los tipos de problemas usualmente abordables en
primaria y secundaria. Pero desde el punto de vista de la ensefianza y aprendizaje, el
profesor debe ser capaz de analizar la actividad matematica al resolver los problemas,
identificando los objetos y procesos puestos en juego, a fin de formular nuevos
problemas y adaptarlos a cada circunstancia. Se trata de identificar las variables que
intervienen en los enunciados de los problemas y en las configuraciones didacticas de
las cuales forman parte.

Ahora bien, un proceso de estudio matematico no queda restringido a las fases
exploratorias en las que se formulan conjeturas sobre la solucién de los problemas, sino
que se componen de configuraciones y trayectorias didacticas donde se articulan los
roles docentes y discentes, junto con los conocimientos pretendidos, los significados
personales de los estudiantes y el uso de recursos especificos.

La gestion de toda esta complejidad requiere que el profesor de matematicas
desarrolle competencias instrumentales de analisis, complementadas con las
competencias que le permitan realizar la sintesis necesaria para valorar los procesos de
estudio implementados y tomar decisiones sobre su mejora potencial.

Diferentes investigadores en el campo de la formacion y el pensamiento del profesor
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(Ball, 2000; Ball, Lubenski y Mewborn, 2001; Hill, Ball y Shilling, 2008; Shulman
1986, 1987) describen modelos sobre el conocimiento didactico del profesor, en los
cuales se articulan diferentes categorias del conocimiento. En Godino (2009) se presenta
un analisis de dichas propuestas y se describe un modelo didactico-matematico del
conocimiento del profesor basado en el “enfoque ontosemiotico” (EOS) del
conocimiento y la instrucciéon matematica (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font,
2007), que tiene en cuenta de las diferentes facetas implicadas en la ensefianza y

aprendizaje de contenidos especificos (ver Figura 2.3).

Figura 2.3: Conocimientos didactico-matematicos y facetas implicadas en la ensefianza y aprendizaje

(figura tomada de Godino y Pino-Fan, 2013)

- El conocimiento del contenido se refiere a la faceta epistémica del conocimiento del
profesor que incluye los conocimientos matematicos relativos al contexto
institucional en el que se realiza el proceso de estudio. Siguiendo a Hill, Ball y
Shilling (2008) se diferencian tres componentes: el conocimiento comun del
contenido, que refiere al conocimiento puesto en juego al resolver problemas
matematicos del nivel educativo en que el profesor desempefa su labor docente; el

conocimiento especializado del contenido, que incluye la capacidad para representar
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con exactitud ideas matematicas, proporcionar explicaciones matematicas de reglas
y procedimientos comunes y el conocimiento ampliado del contenido (conocimiento
en el horizonte matemdtico, en la terminologia de Hill, Ball y Shilling) que requiere
poner en relacion aspectos elementales del tema con ideas matematicas mas

avanzadas.

- El conocimiento del contenido en relacion a los estudiantes se refiere a las facetas
cognitivas y afectivas y requiere la reflexion sistematica sobre el aprendizaje de los
estudiantes, que incluye la identificacion de posibles conflictos de aprendizajes en la
resolucion de un cierto tipo de tareas por parte de los estudiantes, la evaluacion de

aprendizajes,...

- El conocimiento del contenido en relacion a la ensefianza se relaciona con la faceta
interaccional-mediacional del conocimiento del profesor, que incluye los
conocimientos relativos a la interaccion entre el profesor y los estudiantes, su
secuenciacion orientada a la fijacion y negociacion de significados, y el
conocimiento de los recursos tecnoldgicos y la asignacion del tiempo a las distintas

acciones Y procesos.

- El conocimiento del curriculo y conexiones intra e interdisciplinares se refiere a la
faceta ecologica y se concretiza con la reflexion sobre los aspectos que Shulman
(1987) describe como conocimiento curricular, contextos educativos, fines,
propositos y valores de la educacion.

En la seccion 3 del capitulo 4 motivaremos la seleccion de aspectos parciales de
algunos de dichos conocimientos para la construccion de un cuestionario para evaluar
los respectivos conocimientos de futuros profesores de educacion primaria sobre el tema
especifico en que hemos centrado nuestra investigacion, esto es, la visualizacion de
objetos tridimensionales.

En Godino (2009) se incluye también una pauta para la formulacién de cuestiones de
evaluacion de los conocimientos didactico-matematicos basada en el modelo propuesto,
que nos ayudara a seleccionar tareas adecuadas y formular enunciados para los items del

cuestionario relativos a determinados aspectos de los conocimientos seleccionados.

3. UNA VISION ONTOSEMIOTICA DE LA VISUALIZACION EN
EDUCACION MATEMATICA
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En esta seccion se sintetiza el trabajo realizado por Godino, Gonzato, Cajaraville,
Fernandez (2012) en el que se analiza la visualizacion en el marco del EOS, aplicando

su contenido a tareas de visualizacion de objetos tridimensionales.

3.1. INTRODUCCION

En este capitulo intentamos avanzar una respuesta al problema de elaborar una teoria
que esclarezca la naturaleza y componentes de la visualizacion y su relacién con otros
procesos implicados en la actividad matematica, su enseflanza y aprendizaje. Un aspecto
clave de la elaboracion de una teoria de la visualizacion en educacion matematica debe
incluir el estudio de las relaciones de esta forma de percepcion con otras modalidades de
expresion ostensiva (lenguajes analiticos o secuenciales), y sobre todo, su relaciéon con
los objetos matematicos no ostensivos (sean considerados como mentales, formales, o
ideales).

En el EOS se considera que el andlisis de la actividad matematica, de los objetos y
procesos que intervienen en la misma, centra la atencion inicial en las practicas que
realizan las personas implicadas en la solucion de determinadas situaciones-problemas
matematicos. La aplicacion de este planteamiento a la visualizacion nos lleva a
distinguir entre "practicas visuales" y "practicas no visuales" o simbolico/analiticas.
Con dicho fin fijamos la atencion en los tipos de objetos lingliisticos y artefactos que
intervienen en una practica los cuales seran considerados como visuales si ponen en
juego la percepcion visual. Aunque las representaciones simbolicas (lengua natural o
lenguajes formales) consisten en inscripciones visibles, no consideraremos dichas
inscripciones como propiamente visuales, sino como analiticas o sentenciales. Los
lenguajes secuenciales (por ejemplo, logicas simbdlicas, lenguajes naturales) usan solo
la relacion de concatenacion para representar relaciones entre objetos. Por el contrario,
en los diagramas se hace uso de relaciones espaciales para representar otras relaciones.
"La idea es que los lenguajes sentenciales estdn basados en sefales acusticas que son
secuenciales por naturaleza, y por ello deben tener una sintaxis compleja que lo
compense para expresar ciertas relaciones - mientras que los diagramas, siendo
bidimensionales, son capaces de mostrar algunas relaciones sin la intervencion de una
sintaxis compleja" (Shin y Lemon, 2008, p.10)

Nuestro andlisis de la visualizacion tiene en cuenta la distincion Peirceana entre tres

tipos de signos (icono, indice y simbolo). Segun la relacién que los signos tengan con el
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objeto, Peirce (1965) realiza la siguiente clasificacion:

Iconos: Tienen una relaciéon de semejanza, en tanto se parecen al objeto que
representan. La relaciéon con aquello a lo que se refieren es directa, por ejemplo:
pinturas, retratos, dibujos figurativos, mapas, etc. La representacion muestra la
estructura u organizacion del objeto.

indices: La relacion con los objetos que representan es de contigiiidad (relacion de
causa-efecto) con respecto a la realidad. Por ejemplo, un rayo (es indice de tormenta),
una huella (es indice de alguien que paso por ahi), etc.

Simbolos: Representa al objeto designado en virtud de un hébito o regla que es
independiente de cualquier cualidad fisica, o contigiiidad contextual, con el objeto.
Ejemplo: palabras, logotipos, escudos de armas, sefiales de trafico.

Los diferentes tipos de signos pueden combinarse, en el caso particular de la
fotografia, por ejemplo se trataria de un icono (en tanto hay una relacién de semejanza
con el objeto), pero también es indice puesto que la fotografia se ve afectada por el
objeto que representa (la fotografia se produce a través de registrar diferencias
luminicas de aquello que representa).

Los diagramas son considerados en la semiotica Peircena como un tipo de iconos
mediante los que se representan relaciones inteligibles entre un conjunto de objetos’.
Una caracteristica que distingue a los iconos es que mediante la observacion directa del
mismo se pueden descubrir otras verdades relativas al objeto distintas de las que son
suficientes para determinar su construccion. Esta capacidad de revelar verdades no
esperadas es precisamente en lo que radica la utilidad de las formulas algebraicas, por lo
que su caracter iconico-diagramatico es el que prevalece.

Por ejemplo el siguiente desarrollo de un cubo (Figura 2.4) se considera como un

icono.

Figura 2.4: Desarrollo de un cubo

Si marcamos con una misma letra los segmentos que hay que unir para formar un

? Un estudio extenso del papel de los diagramas en el razonamiento matemético, y de la visualizacion en
la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, se encuentra en Rivera (2011).
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cubo (Figura 2.5), dichas letras serian interpretados como indices puesto que nos
informan sobre la correspondencia entre segmentos que forman una misma arista del

cubo.

Figura 2.5: Desarrollo de un cubo con las relativas correspondencias.

Los "objetos visuales", y los procesos de visualizaciéon de donde provienen, forman
configuraciones o sistemas semioticos constituidos "por los objetos intervinientes y
emergentes en un sistema de practicas, junto con los procesos de significacion que se
establecen entre los mismos (esto es, incluyendo la trama de funciones semioticas que
relaciona los objetos constituyentes de la configuracion)" (Godino, Font, Wilhelmi y
Lurduy, 2011).

En primer lugar (seccion 3.2) analizaremos la visualizacion desde el punto de vista
de los objetos primarios que en ella participan (Figura 2.5) esto es, los tipos de
situaciones-problemas (tareas), elementos lingliisticos y materiales, conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos en los cuales se dice que hay visualizacion.
Usualmente los objetos visuales participaran en las practicas matematicas junto con
otros objetos no visuales (analiticos o de otro tipo). La visualizacién en matematicas no
se reduce a ver, sino que también conlleva interpretacion, accion y relacion.

En segundo lugar la visualizacion serd analizada aplicando las dualidades o
modalidades contextuales (Figura 2.8) desde las cuales se pueden considerar los tipos de
objetos visuales previamente identificados (seccion 3.3). En esta fase se introducen las
necesarias distinciones entre objetos visuales personales (cognitivos), e institucionales
(socio-epistémicos); objetos visuales particulares (extensivos) y generales (intensivos);
objetos visuales ostensivos (materiales) y no-ostensivos (mentales, ideales,
inmateriales); objetos visuales unitarios (usados como un todo global) y sistémicos
(formados por un sistema de elementos estructurados). Finalmente, los objetos visuales
son considerados como antecedentes o consecuentes de funciones semioticas (dualidad
expresion y contenido).

Concluimos indicando algunas implicaciones de nuestro estudio para la ensefianza y
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el aprendizaje de las matematicas (seccion 3.4).

3.2. OBJETOS VISUALES PRIMARIOS

La consideracién de un "objeto" como visual o no visual no es clara en la literatura.
Por una parte tenemos los objetos fisicos espaciales que se perciben con el sentido de la
vista, que seran los primeros candidatos para ser considerados como "objetos visuales".
Una foto, un dibujo o cualquier otra inscripcion iconica de los objetos fisicos son
también claramente objetos visuales en un sentido estricto. La psicologia se ha
interesado por la naturaleza de las representaciones internas en la mente de las personas
de los objetos fisicos espaciales, como también de las ideas y conceptualizaciones. De
aqui viene el uso de nociones teoricas tales como "imagenes mentales", "esquemas -
imagen", “concepciones”,..., las cuales, obviamente no se pueden percibir directamente
con la vista.

Desde la educacion matematica nos interesa elaborar un modelo para analizar el
papel del lenguaje, los artefactos y el pensamiento visual en la construccidon y
comunicacion de los diversos tipos de objetos matematicos, y por tanto, del aprendizaje.
El EOS propone considerar como “objetos que intervienen en la practica matematica”,
no solo los medios de expresion lingiiistica, y en su caso los artefactos manipulativos,
sino también los conceptos, las proposiciones, procedimientos y argumentos. Las
propias situaciones - problemas o tareas matematicas de cuya solucion emergen los
anteriores objetos son también considerados como objetos que intervienen en la practica

matematica, los cuales deben ser también visualizados (Figura 2.6).

Figura 2.6: Visualizacion y objetos matematicos.

A continuacién elaboramos una tipologia de objetos visuales para cada una de las

categorias de objetos matematicos primarios. En particular daremos algunos ejemplos
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de objetos visuales que intervienen en practicas sobre visualizacion de objetos
tridimensionaes (VOT).

Usaremos la tarea indicada en la Figura 2.7 como ejemplo ilustrativo.

Figura 2.7: ;Cual de las figuras A, B, C, D, E corresponde a la vista desde atras?
3.2.1. Lenguaje visual

Se trata de los medios de comunicacion iconica, indexical y diagramatica de la
forma y de la posicion relativa de objetos en el espacio, o que representan la estructura
de sistemas conceptuales. Un primer esbozo de tipos de “lenguajes visuales” puede ser
la siguiente:

— manipulativo (artefactos, objetos tridimensionales, ...)

— iconico/diagramatico (fotografias, pictogramas, planos, mapas, diagramas,

grafos, esquemas, croquis,...)

— deictico/gestual (indicadores de forma, posicion, orientacion, ...)

Las inscripciones simbolicas no las incluiremos entre los tipos de lenguajes visuales,
aunque ciertamente se trata de inscripciones visibles/audibles. Los simbolos son signos
inmotivados, en los que la relacion entre el significante y el significado es totalmente
convencional.

En las practicas sobre VOT el tipo de lenguaje visual influye particularmente sobre
el procedimiento (visual o no) necesario para ejecutar la tarea. Nos apoyamos en las
investigaciones previas sobre los aspectos epistémicos relacionados a los objetos
tridimensionales y sus representaciones, presentadas en las secciones 2.1.1 y 2.1.2 del
capitulo 1, para detallar, clasificar y desglosar los elementos de lenguaje visual
presentados anteriormente en el caso particular de practica sobre VOT. La distincion
entre representaciones cercanas (representaciones que se “parecen” al objeto geométrico
abstracto, tienen la misma dimension, excepto por el pasaje de lo abstracto a lo
concreto) y representaciones lejanas (la “dimension de la representacion” es

estrictamente inferior a la del objeto geométrico abstracto) ha sido introducida por
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Parzysz (1988) y la aplicamos sea a objetos materiales sea a objetos geométricos.
Los objetos tridimensionales pueden ser representados con los siguientes lenguajes,

incluyendo el mismo objeto material como elemento de lenguaje visual (Tabla 2.1).

Tabla 2.1: Lenguajes visuales en las practicas sobre VOT.

Entidad Representaciones | Representaciones lejanas
cercanas (lenguaje iconico/diagramdatico)
(lenguaje
manipulativo)
Objetos/espacios -Maquetas -Fotografias | -Esbozos
materiales, concretos: | -Modelos -Mapas
objetos/espacios tridimensionales | -Planos -Representaciones planas que
cuotidianos e -Croquis nos dan una percepcion global
del objeto: (proyeccion

ortogonal axonométrica,

Objetos geométricos | -Modelos proyeccién oblicua y
abstractos: cubo, tridimensionales perspectiva a uno o mas puntos
tetraedro,...’ -Artefactos de fuga,...)

- Representaciones planas que
necesitan una reorganizacion
de la informacion para poder
visualizar el objeto en su
globalidad (sistema diédrico,
desarrollos, secciones)

El lenguaje visual en tareas de VOT no se refiere unicamente a la representacion de
objetos tridimensionales, sino también a la descripcion de acciones, argumentos,
propiedades visuales (que pueden ser representadas concretamente, con acciones fisicas
sobre objetos materiales, o bien descritas con lenguaje iconico/diagramatico).

Por ejemplo, en la tarea de la Figura 2.7 se usan representaciones lejanas para
materializar una composicion de cubos: se utiliza un lenguaje iconico para comunicar la
vista en perspectiva del objeto y las posibles proyecciones planas del mismo. Los
términos 'frente', 'derecha’, y las letras A, B, C, D, E, y las argumentaciones que deben
darse para justificar que la vista C es la solucion a la tarea son elementos del lenguaje
simbolico - natural. Pero en el contexto de la tarea se usan de manera indexical,
sefialando posiciones en las representaciones del objeto fisico evocado (lenguaje

deictico).

3 Dichas entidades son abstractas y no se consideran entonces partes del lenguaje visual, aunque la
evocacion del objeto (su nombre) permite la formacion de imagenes mentales con determinadas

propiedades figurales.
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3.2.2. Tareas visuales

Los procesos de visualizacidn, y sus resultados, los "objetos visuales", "imagenes" o
"visualizaciones", intervienen asociados a determinadas tareas en las cuales se realizan
ciertas practicas apoyadas en otros objetos y procesos. La visualizacion se pone en
juego en dos tipos principales de situaciones/ tareas en las cuales se comunica
informacion (a otros, o a uno mismo), lo cual implica registro e interpretacion de dicha
informacion:

1) Comunicacion de la forma, sus componentes y estructura, de objetos espaciales, o
bien de objetos imaginados (pensados o ideales). La comunicacion tiene lugar mediante
el uso del lenguaje visual (representaciones materiales en forma de fotos, dibujos,
esquemas, ...)

2) Comunicacion de la posicion relativa de objetos en el espacio. Se trata de "ver" y
posicionar relativamente en el espacio fisico a uno mismo y a los objetos del entorno
(tareas de orientacion). Implica el uso de lenguaje deictico (términos como, arriba,
abajo; delante, detrds, derecha, izquierda; cerca, lejos; norte, sur, este, oeste). La
comunicacion de la posicion puede ser realizada mediante el uso de artefactos, medios
materiales, como maquetas, planos, mapas, etc.

Los objetos fisicos, y sus representaciones, pueden sufrir diversas transformaciones
(movimientos, semejanzas, proyecciones,...), lo que da origen a una nueva clase de
situaciones:

3) Reconocimiento de invariancias en las formas, o en sus representaciones, por
transformaciones especificas, lo cual se apoya en la discriminacion visual: comparar
varios objetos, dibujos, imagenes e identificar similitudes o diferencia entre ellos.

En la seccion 3 del capitulo 1 hemos presentado una tipologia de las tareas
presentadas en las investigaciones sobre VOT y un inventario de ejemplos prototipicos.

La tarea de la Figura 2.7, incluye aspectos de los tipos anteriores.

3.2.3. Procedimientos (operaciones visuales):

La siguiente relacién incluye tipos basicos de operaciones, procedimientos o
técnicas que consideramos visuales:

— Proyectar cuerpos en el plano, seccionar, rotar, simetrizar, trasladar, deslizar, ...
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— Construir solidos a partir de sus proyecciones planas
— Transformar  representaciones visuales mediante descomposicion y
recomposicion de figuras, ...

— Representar graficamente relaciones, ...

Dichas acciones, aunque puedan ser definidas de forma analitica, tienen una fuerte
componente visual, puesto que pueden ser interpretadas concretamente por medio de
transformaciones fisicas. De esta manera el procedimiento puede consistir simplemente
en la simulacién mental de la accion fisica.

En presencia de una representacion bidimensional del objeto tridimensional, estas
secuencias de acciones permiten interpretar y representar el mundo fisico por medio de
dibujos, y se refieren entonces, segun Treffers (1987) a procedimientos de
matematizacion horizontal. Estos se distinguen de los procedimientos de
matematizacion vertical, que incluyen la formalizacién de las técnicas matematicas de
representacion de objetos tridimensionales.

Por ejemplo la tarea de la Figura 2.7 pone en juego la operacién de proyeccion
ortogonal del objeto tridimensional en distintos planos, que puede referirse a la accion
fisica de fotografiar el objeto concreto (asumiendo determinadas hipoétesis), y la
coordinacién de las vistas de un objeto, que puede ser materializada con el movimiento

del observador (fotografo) en distintas posiciones espaciales.

3.2.4. Conceptos visuales

Entendemos por concepto un invariante o entidad cuyo significado es fijado por una
definicidn o regla, existiendo una ilimitada variedad de posibles ejemplos que cumplen
dicha regla. Aunque los objetos geométricos se podrian considerar como puras
entidades mentales y tratar a un nivel puramente mental, no podemos olvidar sus
particulares propiedades relacionada al espacio, que permiten su materializacion.

En la seccion 2.1.1 del capitulo 1 se han presentado diferentes trabajos de
investigacion que se han interesado en analizar dicha naturaleza de los conceptos
geométricos. De particular interés es el “concepto figural” definido por Fischbein
(1993), como una entidad mental que es controlada por un concepto (propiedades
conceptuales: generalidad, esencialidad, abstraccion, idealidad), pero que al mismo

tiempo preserva su espacialidad (propiedades figurales: forma, distancia, posicion).
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Mientras que la componente figural del objeto permite realizar mentalmente
transformaciones (acciones visuales) que tienen un significado practico (por ejemplo
trasladar, cortar, superponer), la componente conceptual controla dichas operaciones a
nivel del rigor y de la logica.

En el estudio del espacio y la geometria parece entonces necesario distinguir entre
los conceptos figurales (tridngulo, prisma cuadrangular recto, etc.), que tienen por su
misma naturaleza ademas de propiedades conceptuales, una componente figural que
permite su representacion por medio de lenguaje visual, y los conceptos de
representacion material (dibujo, imagen, modelos tridimensionales, ...) que tienen sus
definiciones y reglas que definen invariantes propios y permiten representar los
conceptos figurales A titulo de ejemplo, en la Figura 2.7 se ponen en juego los
conceptos de cubo, proyeccion ortogonal, vista, plano de proyeccion, rectas
proyectantes, direcciones de mirada del observador (rayo visual), sistema de referencia
tridimensional, punto de vista (o foco), puntos de vista opuestos (frente es opuesto a

atras; derecha es opuesta a izquierda), ...

3.2.5. Propiedades

Se trata de relaciones entre conceptos expresadas mediante proposiciones (esto es,
enunciados cuya verdad o falsedad se debe establecer). Algunos tipos de proposiciones
visuales, esto es, propiedades que intervienen en la solucién de tareas visuales y se
expresan en lenguaje visual:

- Propiedades del lenguaje visual utilizado: conservacion de la forma en las
proyecciones proporcionales, propiedades de las isometrias (rotaciones, traslaciones,

simetrias), propiedades de las diferentes proyecciones, ...

- Propiedades de los procedimientos visuales utilizados: por ejemplo la conservacion
de la forma y tamafio por movimientos rigidos, y otros invariantes por otras

transformaciones.
- Propiedades de los conceptos visuales

En la tarea de la Figura 2.7 se ponen en juego las siguientes proposiciones:
- Propiedades del lenguaje visual: El objeto representado en perspectiva se considera

orientado, es decir, posee un “frente”, “izquierda”, “arriba”, “derecha”. Propiedades

relacionadas a las proyecciones paralelas: las rectas proyectantes de la proyeccion
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ortogonal son perpendiculares al plano de proyeccion, estableciendo asi una relacion
entre todos los puntos del elemento proyectante con los proyectados; la imagen de
una figura puesta en un plano paralelo al plano de proyeccion es isométrica a la
figura (por ejemplo en la proyeccion ortogonal las caras de los cubos se representan
con cuadrados); la forma, la dimension de los objetos varia dependiendo de la
inclinacion del objeto referente respecto al plano de proyeccion (esto explica la
forma del dibujo en perspectiva): las caras del cubo son cuadrados cuando se miran
frontalmente, mientras que si se miran desde un angulo diferente aparecen como

figuras romboédricas.

- Propiedades de los procedimientos visuales: el procedimiento de proyectar el objeto
sobre planos ortogonales se refiere a las hipotéticas vistas que puede obtener un
observador situado en determinadas posiciones (asumiendo que las direcciones de la
mirada del observador son paralelas entre si y perpendiculares al plano visual de la
observacion). Hay una equivalencia entre las rotaciones del objeto con respecto al
observador y las rotaciones del observador alrededor del objeto, o sea para
visualizar una determinada vista se puede imaginar girar el observador o bien girar

el objeto.

- Propiedades de los conceptos figurales: el objeto representado estd formado por
cubos apilados. El cubo es un poliedro de seis caras cuadradas congruentes; el
concepto de vista se refiere a la proyeccion ortogonal sobre un determinado plano de

proyeccion,...
3.2.6. Argumentos/justificaciones visuales

Coémo hemos descrito en el apartado 2.1.5 del Capitulo 1, existen diferentes discursos
justificativos pertinentes para una proposicion geomeétrica, seguin su intencion, el rigor
exigido, los criterios externos de autoridad en los cuales se basan,... Por lo que se
refiere a las “demonstraciones sin palabras”, Balacheff sugiere de tener cuidado
considerando la evidencia de representaciones no-verbales, puesto que hay casos en los
cuales la relacion entre representacion y objeto matematico es compleja y necesita
particular atencion. La interpretacion perceptiva tiene entonces que ser acompafiada de
una interpretacion discursiva que permita la asociacion de los elementos representados

con la sentencia (Duval, 1998). De otra parte, puesto que la evidencia de una
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proposicion es subjetiva, el nivel de su aceptacion puede ser diferente para cada
individuo.

Consideramos entonces que las llamadas "demostraciones sin palabras" de
propiedades geométricas generales requerird el uso conjunto de un discurso analitico
que evoque las definiciones y teoremas previamente establecidos.

Como se describe en el capitulo 1, Parzysz (2006) distingue dos principales
paradigmas presentes en la ensefanza de la geometria en la escuela obligatoria: el
primero (G1) se refiere a un tipo de geometria grafico-espacial, que trabaja con objetos
fisicos (representaciones materiales de entidades teoricas: dibujos, maquetas,...) y que
se apoya en validaciones perceptivo-deductivas para justificar sus afirmaciones; el
segundo (G2) es un tipo de geometria proto-axiomatica que involucra objetos tedricos y
utiliza un razonamiento hipotético deductivo (basados en los axiomas de geometria
euclidea y propiedades previamente aceptadas) aunque haciendo referencia al espacio
“fisico”. El autor subraya la importancia que tiene la articulacion de los dos paradigmas
en la formacién de maestros. De hecho, aunque las actividades propuestas a los alumnos
de escuela primaria se refieren a G1, su planificacion y control por parte del maestro
debe tener en cuenta G2.

En el caso de la Figura 2.7, teniendo en cuenta el significado atribuido a los
conceptos de frente, derecha y atras, los convenios de representacion plana de objetos
tridimensionales, y las propiedades de las proyecciones ortogonales (propiedades
analiticas, paradigma G2) se debe aceptar que si el observador se pone detras del
edificio, a su izquierda vera un solo cubo, al centro tres cubos apilados y a su derecha
dos cubos apilados (argumento visual, paradigma G1). Por tanto, la representacion

plana de la figura que veria desde atras seria la C.

3.3. VISUALIZACION Y ESPECIFICACIONES CONTEXTUALES

Los objetos visuales descritos en la seccion 3.2 pueden ser clasificados desde
distintos puntos de vista segun los contextos y juegos de lenguaje en que intervienen,
dando a lugar a distintas dualidades: personal/institucional, ostensivo/no ostensivo,
unitario/sistémico, extensivo/intensivo, expresion/contenido (seccion 2.4).

Como indicamos en la Figura 2.8, aplicamos las dualidades contextuales
mencionadas a los objetos y procesos implicados en la visualizacion. La aplicacion de

estas “miradas” complementarias permite articular de manera sistemdtica diversos
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puntos de vista sobre la visualizacion aportados por otros marcos tedricos, como

mostraremos a continuacion.

Figura 2.8: Especificaciones contextuales de la visualizacion

Usaremos la misma tarea presentada en la Figura 2.7 como ejemplo ilustrativo.

3.3.1. Dualidad personal — institucional

La dialéctica entre cognicion individual y social o cultural es interpretada en el EOS
mediante la dualidad personal - institucional. Nuestro planteamiento de la visualizacion
no entra en la discusion filosofica y psicologica del funcionamiento interno de la mente
y si la informacion es representada y procesada de manera iconica o de otro modo
(Thomas, 2010). La dualidad personal - institucional introducida en el EOS postula una
forma de existencia de los objetos matematicos que califica de personal o mental (sin
entrar en detalles sobre la efectiva naturaleza de tales objetos) y otra forma de existencia
que considera como institucional, a los cuales se les atribuye una naturaleza
intersubjetiva/normativa (Font, Godino y Gallardo, 2013).

En las investigaciones cognitivas interesadas en el papel de la percepcion, y en
consecuencia en la visualizacion, en los distintos campos de conocimiento, y también en
educacion matematica, se ha introducido la nocion de "image schema" (esquema-
imagen)” "An image schema is a recurring dynamic pattern of our perceptual

interactions and motor programs that gives coherence and structure to our experience.

* Preferimos "traducir" 'image schema' con una palabra compuesta al considerar que refleja mejor el
significado de la expresion inglesa, u otras similares usadas por otros autores como, image schemata o
types of imagery.
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Experience is to be understood in a very rich, broad sense as including basic perceptual,
motor-program, emotional, historical, social and linguistic dimensions" (Johnson 1987:
Xiv, Xvi).

Nuestras experiencias corporales/visuales se incrustan en nuestra mente en forma de
esquemas-imagen que apoyan y condicionan los procesos de conceptualizacion y de
razonamiento proposicional/analitico. Algunos ejemplos de esquemas-  imagen
son: conteniente/contenido; parte/todo; inicio/trayectoria/final; objeto. Los esquemas -
imagen orientacionales como, centro - periferia, dentro - fuera, frente - detras, arriba —
abajo, son de particular interés para organizar los sistemas de objetos que se ponen en
juego en las representaciones graficas de funciones (Font, Bolite y Acevedo, 2010).

Los esquemas - imagen son estructuras cognitivas/mentales que se generan en el
cerebro de los individuos como resultado de ciertas practicas y estdn, por tanto,
impregnados de percepcion. El objeto matematico (inmaterial) también emerge de las
practicas de las personas implicadas ante cierto tipo de situaciones - problemas, pero
tiene unas caracteristicas formales, normativas, convencionales, socio-epistémicas, que
no concuerdan con las connotaciones empiristas de los esquemas - imagen y las
visualizaciones.

La concepcién del conocimiento matemadtico segun el enfoque de la cognicion
corporeizada (Jonhson, 1987; Lakoff y Nuifiez, 2000) impregna al objeto matematico de
matices empiricos a través del lenguaje metaforico que resalta las raices empiricas del
conocimiento, pero que oculta su verdadera naturaleza. Se requiere, por tanto, controlar
conscientemente el uso de las metaforas visuales o corporeizadas transmitidas por los
esquemas - imagen. El principal conflicto con las esquemas - imagen es que su uso
metaforico puede pasar desapercibido, y el profesor y los alumnos no distinguen entre el
dominio fuente (perceptual) y el diana (matematico) (Font, Bolite y Acevedo, 2010).

Por ejemplo, en la tarea ilustrada en la Figura 2.7, el término “vista” puede dar lugar
a conflictos semioticos, si es interpretado en el contexto cuotidiano. De hecho, en
condiciones reales, un observador que mira el objeto tridimensional desde diferentes
posiciones, nunca tendra las “vistas” dadas en el enunciado. Para ejecutar correctamente
la tarea se tiene que interpretar el término “vista” en el contexto institucional en la cual
se situa: en educacion primaria el término “vista” sustituye frecuentemente el término
técnico de “proyeccion ortogonal”, o, dicho de otro modo, las representaciones
materiales de las vistas de un hipotético observador se presentan con proyecciones

ortogonales.
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3.3.2. Dualidad ostensivo — no ostensivo

La dualidad ostensivo - no ostensivo postula que cualquier objeto matematico (ideal,
abstracto) lleva asociado, como la cara de una moneda lleva asociada su
correspondiente cruz, uno o diversos objetos ostensivos. Estos pueden ser simbolos o
inscripciones, o representaciones visuales mas o menos ricas indicadoras de su
composicion y estructura.

El EOS concede un papel esencial a la "ostension" en la practica matematica al
postular que cada objeto matematico (abstracto, ideal, general, inmaterial, no ostensivo)
tiene una faceta ostensiva, esto es, mostrable publicamente, visualmente o de otro modo
perceptivo. Esta ostension puede consistir en las inscripciones simbolicas, necesarias
para representar los objetos, entendidos como un todo unitario, y poder "operar" con
ellos en progresivos niveles de generalidad, o bien visualizaciones iconicas o
diagramaticas que muestren la estructura del objeto, entendido de manera sistémica.

Sin embargo, se reconoce que entre las facetas ostensiva y no ostensiva de los
objetos matematicos hay relaciones dialécticas delicadas. Por ejemplo, Fischbein (1998)
analiza la tension entre los aspectos formales/ conceptuales de los objetos matematicos
y los aspectos figurales en el caso de los objetos geométrico-espaciales, o sea, entre lo
inmaterial/conceptual y lo material/ visual. Por una parte, el objeto matematico es
inmaterial, invisible, pero depende para su "existencia" de lo material, visible. Esta es
una manera de expresar la paradoja cognitiva del aprendizaje matematico que describe
Duval (20006).

El EOS propone una solucion a esta paradoja asumiendo los postulados pragmatista
- antropologicos (Peirce, 1965; Wittgenstein, 1953) para los objetos matematicos. Como
se describe en Font, Godino, Planas y Acevedo (2010), la proyeccion metaforica a partir
de esquemas-imagen (Lakoff y Nufiez, 2000) es un aspecto importante para explicar la
emergencia de los objetos matematicos (considerados como no ostensivos, ideales,
abstractos, inmateriales y diferentes de sus representaciones ostensivas), pero que es
insuficiente para describir el complejo proceso que permite su emergencia. No
entraremos a explicar este complejo proceso de emergencia, nos limitaremos a resaltar
que, al ser el dominio de partida de la proyeccion metaférica un esquema-imagen, el
resultado de la proyeccion, aunque tenga naturaleza no ostensiva, abstracta, inmaterial,

esta contaminado, en muchos casos, de connotaciones visuales.
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En el caso de la tarea de la Figura 2.7, se debe proyectar metaféoricamente el
esquema- imagen orientacional (Font, Bolite, Acevedo, 2010) para entender la tarea vy,
por otra parte, dicha proyeccion metaférica se halla fosilizada en el lenguaje técnico
utilizado para formular la tarea (vista desde atras).

Ademas podemos observar que la tarea muestra la representacion material en la hoja
de papel de un objeto real (composicion de piezas cubicas materiales) o ideal
(composicion de cubos como objeto ideal). Esta representacion en perspectiva
isométrica se refiere a la vista que un observador hipotético tendria del edificio ideal. El
dibujo del edificio es entonces una materializacion de un objeto ideal: la “vista” de un
edificio que tendria un hipotético observador. La representacion material de la vista
desde atrds se representa con proyeccion ortogonal del objeto. Tal representacion
funciona como icono de la vista real del objeto por parte de un hipotético observador
(mirando la parte trasera del objeto) cuya direccién de mirada es perpendicular al plano
visual de la observacion. Los dibujos (en proyecciones isométricas y ortogonales)
pueden ser interpretados como materializaciones de objetos ideales (composiciones de
cubos) que facilitan la realizacion de las “acciones matematicas” (reconocer las vistas)

que se realizan sobre ellos.

3.3.3. Unitario — sistémico

Esta dualidad esta ligada a los procesos de reificacion, en el sentido de constitucion
de objetos por parte de un sujeto individual como una totalidad, la cual interviene como
tal en nuevas actividades y procesos, y al proceso inverso de descomposicion de una
entidad sistémica en sus elementos constituyentes.

La Figura 2.7, donde se presenta la perspectiva isométrica de un supuesto cuerpo
espacial, permite ilustrar el juego dialéctico entre las facetas unitaria - sistémica de un
objeto, en este caso, visual. El cuerpo espacial (aqui imaginado) y el dibujo en
perspectiva presentado ostensivamente, intervienen como una globalidad, como un todo
unitario que puede ser contemplado desde diferentes puntos de vistas. La solucion de la
tarea y su justificacion, la vista C es la correcta porque es la unica que puede
corresponder a la vista desde atrds, requiere considerar el cuerpo, y su perspectiva
global como un sistema formado por piezas dispuestas de una forma particular.
Descomponer y recomponer un cuerpo o una figura geométrica en sus partes

constituyentes, coordinar e integrar sus vistas son operaciones caracteristicas de la
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visualizacion.

3.3.4. Extensivo — intensivo

Un objeto se dice que es extensivo si interviene en una practica matematica como un
ejemplar particular, mientras que se dice que es intensivo si interviene como un tipo,
clase o generalidad. Estos atributos de los objetos matematicos, emergentes de los
procesos duales de particularizacion y generalizacion, son relativos al juego de lenguaje
en que participan, y no entidades absolutas.

Fischbein y Nachlieli (1998) resaltan la tension entre los ejemplos prototipicos, las
metaforas, los paradigmas y analogias y los objetos generales a los cuales refieren.
Tales concreciones y materializaciones son esenciales en los procesos de invencion y
comunicacion matemadtica, pero, sin embargo, es necesario controlar su uso mediante las
definiciones y reglas previamente asumidas.

En la tarea de la Figura 2.7 el objeto representado en perspectiva tiene un caracter
extensivo, puesto que parece referirse a un determinado objeto con una determinada
orientacion. El conjunto de las diferentes plausibles “vistas desde atras”, representa un
subconjunto del conjunto “vistas” del objeto dado u otro objeto formado por cubos

apilados.

3.3.5. Dualidad expresion — contenido

La nocién de representacion es introducida en el EOS mediante la dualidad
expresion - contenido, como un tipo particular de relacion entre los objetos primarios
introducidos en el modelo; usualmente el antecedente de tales relaciones seran entidades
lingiiisticas, pero también pueden ser otros tipos de entidades. La expresion puede ser
una imagen, un dibujo, un diagrama, ..., que representa (metaforica o iconicamente) un
objeto fisico, una figura geométrica, una estructura conceptual. Se trata de comprender
una realidad compleja en términos de otra que la representa y con la que se opera.

Los distintos elementos que componen la representacion visual de la Figura 2.7
funcionan como expresion (significante) de diversas funciones semioticas cuyos
contenidos (significados) son objetos geométricos no ostensivos, como son los diversos
conceptos y propiedades indicados en la seccion 3.2, usualmente definidos y enunciados
de manera analitica.

La dualidad expresion - contenido da cuenta del uso metaforico de objetos visuales
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(configuraciones) para comprender una realidad abstracta, no ostensiva, en términos de

otra realidad ostensiva, visual.

3.4. SINERGIA ENTRE LO VISUAL Y LO ANALITICO

El fin ultimo de los esfuerzos de investigacion en didactica de las matematicas es la
mejora de los procesos de ensefianza y aprendizaje. Para ello es necesario adoptar una
perspectiva global que tenga en cuenta la diversidad de factores que condicionan tales
procesos. Aunque fijemos nuestra atencidn en un aspecto especifico, por ejemplo, el
papel de la visualizacion en el estudio de las matematicas, sera necesario tener en cuenta
como interacciona la visualizacién con otros lenguajes y formas de pensamiento, su
dependencia de factores culturales, recursos tecnologicos, etc. De particular
importancia sera la posicion que se adopte sobre el papel que desempeiia la
visualizacién en la propia actividad de produccién y comunicacion matematica, su papel
en la formacion de conceptos, procedimientos y modos de justificacion de las
proposiciones matematicas.

Como sintesis de este apartado podemos decir que la configuracion de objetos y
procesos asociados a una practica matematica estara formada usualmente por dos
componentes, uno visual y otro analitico, los cuales se apoyan sinérgicamente en la

solucion de la tarea correspondiente (Figura 2.9).

Figura 2.9: Sinergia entre configuraciones visuales y analiticas.

El componente visual puede desempefiar un papel clave en la comprension de la
naturaleza de la tarea y en el momento de formulacion de conjeturas, mientras que el
componente analitico lo sera en el momento de generalizacion y justificacion de las
soluciones. El grado de visualizacién puesto en juego en la solucion de una tarea

dependera del caracter visual o no de la tarea y también de los estilos cognitivos
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particulares del sujeto que la resuelve, como han puesto de manifiesto diversas
investigaciones (Krutestkii, 1976; Pitta-Pantazi y Christou, 2009; Presmeg, 1986).

En el siguiente apartado analizamos una tarea matematica que pone en juego
procesos de visualizacion. El analisis de la solucion propuesta muestra la trama de
objetos visuales y no visuales que se ponen en juego, y las relaciones que se establecen
entre los mismos, o sea, el sistema semidtico que forman. En sistesis se trata de desvelar
los conocimientos que se ponen en juego en la resolucion y la sinergia que se establece
entre los objetos visuales y analiticos. Dicho apartado se basa en Godino, Fernandez,

Gonzato y Wilhelmi (2013).

3.4.1. Analisis de la sinergia visual-analitico en una tarea visual
Enunciado:

Escribe cuales de estas figuras representan desarrollos de un cubo (Figura 2.10).

R I ___opmm CEEE OEEE o .

Figura 2.10: Potenciales desarrollos de un cubo.

Solucion:

Los hexaminos B, D, F y G corresponden a un cubo, de hecho si hacemos
corresponder (pegamos) los lados marcados con los mismos simbolos obtenemos un

cubo (Figura 2.11).
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Figura 2.11: Desarrollos de un cubo con correspondencias.

Los restantes hexaminds no representan desarrollos de un cubo. Los hexaminés A, C
y E no corresponden a un cubo por superposicion de una cara al plegar los desarrollos:

sefialamos en la Figura 2.12 las caras que se superposarian, con las letras a y b.
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Figura 2.12: Hexaminos que no representan desarrollos de un cubo.

En el H hay dos vértices de orden 4, o sea, en los cuales concurren cuatro caras; y es

imposible construir un angulo triedro a partir de cuatros caras complanares.
Andlisis ontosemiotico de la solucion

Esta tarea matematica es de tipo visual de acuerdo con la caracterizacion presentada
en la seccion 3.2, ya que el reconocimiento de los desarrollos de un cubo puede ser
interpretado concretamente por medio de la transformacion fisica de “plegar” (el
procedimiento puede consistir simplemente en la simulacion mental de la accion fisica).
Sin embargo en la justificacion de la respuesta emergen diferentes elementos analiticos
que permiten argumentar su validez.

Para "ver" la solucion de la tarea justificada en las Figuras 2.11 y 2.12 es necesario
realizar diversas operaciones visuales e interpretaciones semioticas que pueden no ser
percibidas de manera inmediata por los alumnos. Dichas operaciones de caracter
“visual” se apoyan en elementos analiticos que definen los objetos involucrados.

Fischbein (1993) observa que estas transformaciones mentales de objetos
tridimensionales no son unicamente de naturaleza visual (figural en la terminologia del
autor): es por el hecho que trabajamos con caras de un cubo que las aristas son de igual
tamafio, que las caras son cuadrados, que los dngulos son rectos, etc. “Esto es un
conocimiento tacito que es implicado en las operaciones mentales. Sin este tacito
control conceptual, toda la operacion no tendria significado” (p. 159).

El enunciado de la tarea se compone de elementos lingiiisticos (palabras) y
elementos visuales, que interactuan entre ellos. El término “figuras” se refiere a los
dibujos de la Figura 2.10: objetos ostensivos (y entonces visuales) que tienen que ser
puestos en relacion con el objeto no-ostensivo “cubo”.

Estas representaciones atribuyen determinadas caracteristicas fisicas al “cubo” (por
ejemplo el tamafio) y tienen que ser interpretadas como plausibles representaciones de
desarrollos planos de la superficie de un cubo. El uso del verbo “representar” en lugar

99

de “ser”, atribuye un caracter ideal al desarrollo. Los dibujos no son desarrollos

(potenciales), sino unicamente posibles representaciones (planas) del objeto analitico
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“desarrollo de un cubo”.

Para resolver la tarea el alumno tiene que conocer el significado intuitivo de
desarrollo plano de un poliedro y reconocer que la superficie del cubo es desarrollable.
Intuitivamente una superficie es desarrollable si puede fabricarse a partir de un plano
euclideo mediante "doblado", lo cual se manifiesta “visualmente” en que se pueden
construir modelos apropiados a partir de una hoja de papel o cartulina plana. El
desarrollo de la superficie seria la figura plana que se obtiene al desdoblarla totalmente
en el plano. Esta definicidn intuitiva y visual tiene que ser aplicada al caso particular de
la superficie de un cubo.

El proceso de “desdoblar” la superficie del cubo en el plano puede ser representado

visualmente (Figura 2.13) y/o interpretado de forma analitica.

Figura 2.13: Posible forma de desplegar un cubo en el plano.

Siendo el cubo un poliedro de seis caras cuadradas congruentes, su desarrollo plano
resulta un conjunto de seis cuadrados® unidos por uno y un solo lado, de tal manera que:

- Cada cara del cubo corresponde con un tnico cuadrado del desarrollo

y

- Es posible emparejar todos los lados de los cuadrados que pertenecen al borde del
desarrollo de tal manera que cada par corresponde a una y solo una arista del cubo.

Basandonos en esta ultima condicién (analitica) se argumenta (de forma visual,
figura 2.11) que los hexaminds B, D, F y G si representan desarrollos de un cubo,
marcando con un mismo simbolo los lados equivalentes, o sea los pares de lados
externos de los cuadrados del desarrollo que se juntan para formar una arista en el cubo.

En la Figura 2.12 se argumenta de forma visual que los hexaminos A, C y E no
corresponden a un cubo por superposicion de una cara al plegar los desarrollos (el
desarrollo no se puede “cerrar”). De hecho la superposicion de una cara contradice la
condicion analitica de que cada cara del cubo corresponde con un Unico cuadrado del

desarrollo.

5 N1 . . . .,
Numero y formas de las caras del cubo son propiedades invariantes con respecto a la operacion
“desarrollar”.

152



Capitulo 2 Marco teorico, problema de investigacion y metodologia

Por lo que se refiere al hexamind H se observa que no representa un desarrollo. Esta
afirmacion bastante intuitiva (y visual), puede ser justificada afirmando la imposibilidad
de construir un angulo triedro a partir de cuatros caras cuadradas complanares unidas
por un vértice comun (bastante facil de visualizar).

Con este ejemplo se muestran las relaciones de cooperacion entre objetos visuales y
no visuales en la actividad matematica realizada para resolver un problema de tipo
visual. De manera particular podemos observar que la explicacion visual de la solucién
a la tarea es apoyada con una justificacion donde emergen elementos analiticos
relacionados a las propiedades conceptuales del desarrollo del cubo. En particular,
podemos observar que la explicacion visual de la solucion de la tarea es apoyada en
elementos analiticos relacionados con las propiedades conceptuales del desarrollo del
cubo.

Resumimos en la Tabla 2.1, las funciones semidticas implicadas en la justificacion

visual de la tarea.

Tabla 2.1: Funciones semioticas implicadas en la justificacion visual.

Expresion visual

Contenido analitico

“Cubo” como imagen mental (objeto no ostensivo) de
caracter figural que se representa el sujeto mentalmente para
¢jecutar la tarea

Concepto de “cubo” (Definicion 1):
poliedro de seis caras cuadradas
congruentes.

Figura 1.10:
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Son objetos obsentivos que se refieren a potenciales
desarrollos de un cubo.

El reconocimiento de los desarrollos de un cubo puede ser
interpretado visualmente por medio de la transformacion
fisica de “plegar/desplegar”.

El procedimiento puede consistir simplemente en la
simulacién mental de la acciéon fisica (procedimiento no-
ostensivo), ser ejecutado fisicamente (cortando y pegando
(procedimiento ostensivo) o ilustrado por medio de lenguaje
visual, como se muestra en la Figura 1.13:

Concepto de “desarrollo de un cubo”
(Definicion 2):

Conjunto de seis cuadrados unidos por
uno y un solo lado, de tal manera que:

- Cada cara del cubo corresponde con
un unico cuadrado del desarrollo
(Propiedad 1)

y

- Es posible emparejar (relacion de
equivalencia) todos los lados de los
cuadrados que pertenecen al borde del
desarrollo de tal manera que cada par
corresponde a una y sélo una arista del
cubo (Propiedad 2)
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En particular modo en la tarea se tiene que verificar si los
hexaminos dados se cierran al plegarse formando un cubo sin
que las caras se superpongan.

Los hexaminds B, D, F y G corresponden a un cubo, de hecho
si plegamos los desarrollos a lo largo de los lados y unimos
(fisicamente o mentalmente) los lados marcados con los
mismos simbolos obtenemos un cubo, Figura 1.11:
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No hay solapamiento de caras y los desarrollos se cierran.

Los hexaminés B, D, F y G representan
desarrollos de un cubo puesto que
respectan la definicion 2.

En particular, en la Figura 2.11 se ilustra
visualmente la Propiedad 2 (analitica).

Los hexaminés A, C y E no corresponden a un cubo por
superposicion de una cara al plegar los desarrollos: sefialamos
en la Figura 2.12 las caras que se superposarian, con las letras
ayb, Figura 1.12:

Ademas al plegarlos, los hexaminos no se cierran (dejando
descubierta una cara del cubo).

Los hexaminés A, C y E no representan
desarrollos de un cubo puesto que no
respectan la Propiedad 2. En particular
la Figura 2.12 se ilustra visualmente que
una misma cara del cubo corresponde a
dos cuadrados del desarrollo (marcados
conayb).

El hexamind H no es un desarrollo de un cubo puesto que el
procedimiento de plegar el desarrollo a lo largo de todas las
aristas resulta imposible de ejecutar.

El hexaminé H no es un desarrollo de un
cubo, puesto se contradice la Propiedad
2.

En Mariotti (1997) se presenta un interesante andlisis de algunas soluciones

relacionadas a una tarea de “desplegar desarrollos” dadas por alumnos de primaria,

secundaria y bachillerato. Se describen las soluciones en las cuales hay autonomia del

aspecto figural (“visual”), las en las cuales hay autonomia del aspecto conceptual

(“analitico”), y las soluciones donde hay una buena interaccion del aspecto figural y

conceptual (sinergia entre componente visual y analitico). En particular se observa que

la autonomia del aspecto figural causa frecuentemente representaciones de desarrollos

en las cuales el proceso (visual) de “desplegar” transforma drasticamente el objeto,

deformando determinadas partes (algunos de los invariantes no se respetan, Figura

2.14).
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Figura 2.14: Efecto de deformacion en la representacion de un desarrollo de un prisma triangular,
Mariotti, 1997, p.67.

En algunos de estos casos la figura puede ser aceptada como cualitativamente
correcta, aunque hay invariantes no respetados. De otra parte, cuando hay autonomia del
aspecto conceptual, se observan desarrollos en los cuales se respetan sélo algunos de los
invariantes (propiedades analiticas), por ejemplo el nimero de las caras, olvidando

comprobar la efectiva posibilidad de cerrar el desarrollo (Figura 2.15).

Figura 2.15: Representacion del desarrollo de un cubo, en el cual se respeta el invariante “nimero de
caras”, olvidando el aspecto figural (cuatro caras no pueden concurrir en un vértice), Mariotti, 1997, p.78-
79.

Este tipo de andlisis serd aplicado a los items del cuestionario y a las soluciones

propuestas por los estudiantes.

4. PROBLEMA ESPECIFICO DE INVESTIGACION

El marco tedrico del EOS y su manera de interpretar la visualizacion en educacion
matematica descrita anteriormente nos orienta en la formulacion de los objetivos de la
investigacion y la eleccion de pautas metodoldgicas en el campo de la formacion de

profesores de matematicas.

4.1. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

4.1.1. Introduccion
En el capitulo 1 hemos descrito las investigaciones que se han realizado sobre los
diferentes aspectos relacionados con la visualizacién espacial, con el objetivo de

fundamentar adecuadamente nuestro trabajo. Algunas nociones claves relacionadas con
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la visualizacion espacial en geometria, destacados en dicho estudio, han sido
interpretadas en el capitulo 2 desde un punto de vista ontosemiotico. Dicha
conceptualizacion de la visualizacidon espacial muestra la riqueza y la amplitud del tema
y permite argumentar su importancia en la ensefianza en la escuela primaria. De otra
parte nos ayuda a identificar los objetos visuales y analiticos presentes en una tarea de
geometria espacial y reconocer sus relaciones. En particular nos da criterios para
seleccionar un primer banco de items provenientes de tareas descritas en las
investigaciones sobre el tema y de los libros de textos de educacion primaria.

En el analisis de las investigaciones previas no se encontré un cuestionario que
evaluase adecuadamente los conocimientos de los profesores de educacion primaria
sobre VOT. En consecuencia, se decidi6 centrar la investigacion en la construccion de
un nuevo cuestionario y su aplicaciéon a una muestra de estudiantes para profesor de
educacion primaria con el fin de aportar conocimiento sobre el estado cognitivo de
dichos estudiantes en relacion a este contenido. En el siguiente apartado se describen el

objetivo general y los especificos de la investigacion.

4.1.2. Objetivo general y especificos
El objetivo general de la investigacion es el siguiente.

OG: Realizar un estudio de evaluacion del conocimiento didactico-matematico de los
profesores de primaria en formacion sobre la Visualizacion de Objetos
Tridimensionales (VOT)

Se trata de valorar si los estudiantes tienen conocimientos didéctico-matematicos
suficientes para abordar la ensefianza del tema e identificar posibles carencias en
diferentes aspectos de dichos conocimientos.

El logro de este objetivo general requiere plantearse otros objetivos mas especificos
que se indican a continuacion.

OE1: Reconstruir un significado de referencia sobre la visualizacion espacial en
geometria, analizando las investigaciones previas y organizando la informacion
distinguiendo las facetas epistémicas, cognitivas e instruccional.

El logro de este objetivo permitird disponer de un marco de referencia sobre la
visualizacion en general y su papel en la formacion de profesores, asi como elaborar un
banco de items usados en investigaciones previas que sirva de base en la elaboracion de

instrumentos de medida de los conocimientos didactico-matematicos.
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Dada la diversidad de aproximaciones a la visualizacion encontradas en la bibliografia,
el equipo de investigacion en cuyo seno se ha realizado este trabajo considerd necesario
elaborar una posicion propia sobre el tema usando herramientas del “enfoque
ontosemidtico” del conocimiento matematico. Este estudio tedrico, cuyos resultados se

han descrito en la seccion 3, responden al objetivo especifico siguiente:

OE2: Clarificar las nociones epistémicas y cognitivas implicadas en los procesos de

visualizacion en educacion matematica desde la perspectiva ontosemiotica.

Puesto que nuestro estudio tiene lugar en un contexto educativo especifico, formacion
de futuros maestros de primaria en la Universidad de Granada, se considera necesario
realizar un estudio de los curriculos espafioles de matematicas de educacion primaria y
libros de textos en los cuales se concretan dichos curriculos. Ello aportara informacion
para la construccion de instrumentos de medida de los conocimientos de los futuros
maestros y la interpretacion de los resultados de la aplicacion de dichos instrumentos.

En consecuencia, se formula el siguiente objetivo especifico:

OE3: Analizar el tratamiento dado a la visualizacion de objetos tridimensionales en las
orientaciones curriculares internacional, nacional y autondmica, asi como en una

muestra de libros de texto de primaria.

El logro del objetivo general requiere la elaboracion de instrumentos de medida que
permitan determinar el estado cognitivo de los sujetos con relacion al tema investigado.
Dada la amplitud de los componentes y elementos de significado del conocimiento
didactico-matematico, como se pone de manifiesto en Godino (2009), sera necesario
restringir la evaluacién a aspectos parciales relevantes del conocimiento comun,
ampliado y especializado de la VOT. Se deja como cuestion abierta para futuras
investigaciones la evaluacion de las dimensiones cognitiva (conocimiento del contenido
en relacion a los estudiantes) e instruccional (conocimiento del contenido con relacion a

la ensenanza). En consecuencia, formulamos el siguiente objetivo especifico:

OE4: Construir un instrumento para evaluar aspectos relevantes del conocimiento

comun, ampliado y especializado sobre visualizacion de objetos tridimensionales.
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El proceso de construccion del instrumento (Cuestionario VOT) se describe en el
capitulo 4. La aplicacion de este cuestionario permitird caracterizar los conocimientos
didactico-matematicos de los profesores en formacion y servir de base para disefar
acciones formativas de dichos estudiantes en el campo de la visualizacion de objetos

tridimensionales.

4.2. HIPOTESIS INICIALES

Los estudiantes del segundo curso de la especialidad de Educacion Primaria tienen
los conocimientos previos de geometria espacial relativos a sus formaciones basicas
(educacion primaria y secundaria), y los que profundizaron durante el afo anterior en el
estudio del bloque tematico de geometria para maestros. No obstante, los procesos de
visualizacion de objetos tridimensionales no reciben una atencion suficiente y adecuada
por parte de los profesores de matematicas, por lo que se espera confirmar las siguientes

hipotesis:

Hipotesis 1. Los futuros maestros, después de estudiar el tema de ‘“geometria para
maestros”’, presentan dificultades para resolver tareas sobre visualizacion de objetos

tridimensionales que involucran tanto conocimiento comun como ampliado.

Hipotesis 2: Los futuros maestros, después de recibir formacion en didactica de las
matematicas, tienen dificultades para resolver tareas sobre visualizacion de objetos
tridimensionales que involucran conocimiento especializado del tema. En particular las
Justificaciones de las respuestas se basaran en argumentaciones empirico-perceptivas

en detrimento de las justificaciones logico- deductivas.

En el capitulo 4 se realiza un analisis a priori detallado de las tareas incluidas en el
cuestionario construido, usando la herramienta “Guia para el reconocimiento de objetos
y procesos”. Tal analisis permite formular hipdtesis mdas especificas sobre el
conocimiento comun, ampliado y especializado de los futuros maestros.

Una explicacion plausible de las dificultades de los estudiantes para resolver las
tareas es que el estudio geométrico previamente realizado no confronta a los estudiantes
con actividades donde se valoriza el aspecto visual de la geometria espacial. Como
muestra indicativa podemos citar que el texto de Matematicas para Maestros de Godino

y cols (2004) incluye aspectos sobre visualizacion espacial, pero en la practica el tema
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no es tratado en los cursos de formacion impartidos en el Departamento de Didéctica de

la Matematica de la Universidad de Granada.

5. DESCRIPCION GENERAL DE LA METODOLOGIA

5.1.  COMPONENTES Y FASES DE LA INVESTIGACION

La investigacion se ha organizado en una parte tedrica y una parte empirica. En la
primera parte se describen las investigaciones previas y las directrices curriculares. El
analisis de los objetos emergentes del estudio bibliografico desde un punto de vista
onto-semidtico permite describir el problema de investigacion. La segunda parte se
divide en la construccién del cuestionario VOT y un estudio de evaluacion de los
conocimientos de los futuros profesores.

La tesis se organiza en una serie de estudios que se relacionan entre si como se

muestra en el esquema de la Figura 2.16.

Figura 2.16: Esquema de las etapas de la investigacion.
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Seguidamente se describen brevemente estas etapas y sus caracteristicas.

5.1.1. Estudios de tipo tedrico y de sintesis
El primer bloque teorico lo compone el estudio bibliografico, que se ha presentado

en el capitulo 1 y consta de dos partes esenciales:

- La identificacion y organizacion de la informacion relacionada con la visualizacion
espacial presentes en las investigaciones, teniendo en cuenta tres facetas implicadas
en los procesos de enseianza y aprendizaje: la faceta epistémica, la faceta cognitiva,
y la faceta instruccional

- La recopilacién y clasificacion, en relacion con los diferentes aspectos del tema, de
las tareas usadas en las investigaciones.

El marco teodrico del enfoque ontosemiotico (seccion 2, capitulo 2) nos permite dar una

interpretacion de los objetos y procesos implicados en la visualizacion y su relacion con

los objetos y procesos analiticos. Asi mismo nos permite organizar de manera
sistemadtica los resultados de las investigaciones previas construyendo un significado de
referencia global sobre la visualizacién en educacién matematica (seccion 3). Ello nos
ayuda a centrar y formular el problema de investigacion: la evaluacion de los
conocimientos didactico-matematicos de los futuros profesores de educacion primaria.
En el segundo bloque (capitulo 3) se describen y analizan las directrices curriculares

y los libros de textos de escuela primaria, recopilando y clasificando las tareas presentes

relacionadas con la visualizacion espacial. Esto nos permite tener un significado local

de referencia de la visualizacion espacial en la educacion primaria para el contexto

educativo espafiol en que tiene lugar la investigacion.

5.1.2. Elaboracion de un cuestionario y estudio de evaluacion

Con el objetivo de elaborar un instrumento de evaluacion de los conocimientos
didéctico-matematicos sobre VOT se analizan las tareas de las investigaciones y de los
libros de textos por medio de una pauta tedrica basada en el marco teorico: la GROP
(guia para el reconocimiento de objetos y procesos). La aplicacién del modelo del
conocimiento didactico-matematico del profesor propuesto por el EOS, nos lleva a la
seleccion de determinados aspectos del conocimiento que nos interesan evaluar y la
consecuente seleccion de determinadas tareas. La construccion del cuestionario VOT se

organiza mediante 2 estudios consecutivos, que se resumen en la Tabla 2.3.

160



Capitulo 2

Tabla 2.3: Estudios para la construccion del cuestionario.

Marco teorico, problema de investigacion y metodologia

Estudio | Descripcion Muestras Material Analisis Resultados
l. Especificacion de las variables objetos de medicion
1.1. Especificacion | Tres colecciones de Tareas Analisis por Tabla de
del libros de textos de presente en los | medio de la especificacion
conocimiento | educacién primaria e | libros de GROP de las del
comun y investigaciones en el | textos de tareas. conocimiento
ampliado del campo de la didactica | educacion comun y
contenido. de la matematica y de | primaria y en ampliado del
la psicologia y las contenido.
investigacione
s
1.2. Especificacion | Investigaciones enel | Pauta para la Analisis de las Especificacio
del campo del formulacion diferentes n de los
conocimiento | conocimiento del de cuestiones | facetas de aspectos de
especializado | profesor para la de evaluacion | conocimiento conocimiento
del contenido | ensefianza (Ball, de los especializado. especializado
2000; Ball, Lubenski | conocimientos que se quieren
y Mewborn, 2001; didactico- medir.
Hill, Ball y Shilling, | matematicos
2008; Shulman 1986, | (Godino,2009)
1987)
2. Construccion del cuestionario sobre VOT
2.1. Elaboracion 6 alumnos Cuestionario Analisis Cambios al
de un banco piloto, 14 cualitativo de banco inicial
inicial de items (Anexo | las respuestas de item:
items y ensayo 4) cuestionario
de items. para el juicio
de expertos
2.2. Juicio de 6 expertos Cuestionario, | Puntuacion en Exclusion de
expertos material e contenidos items,
instructivo Puntuacion en cambios a los
para juicios de | concordancia enunciados:
expertos ftem-contenido | cuestionario
(Anexo 6) Analisis definitivo
cualitativo de la | (Anexo 7)
concordancia
entre
jueces

Estudio 1. Definicion de las variables objeto de medicion:

Estudio 1.1. Especificacion del conocimiento comun y ampliado del contenido.

Estudio 1.2. Especificacion del conocimiento especializado del contenido

Estudio 2. Se compone de dos subestudios:

Estudio 2.1. Elaboracion del banco inicial de items y ensayos piloto de items con

un grupo de alumnos.

Estudio 2.2. Juicio de expertos (investigadores en didéctica de la geometria) para
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validar la tabla de especificaciones de la variable y seleccionar los items del
cuestionario definitivo. (Con ello se hace una primera justificacién de la validez
de contenido del cuestionario).
El tercer estudio se refiere a la aplicacion del cuestionario final sobre VOT y al
analisis de los resultados obtenidos.
Estudio 3. Evaluacion de conocimientos didactico-matematicos sobre visualizacion de

objetos tridimensionales de futuros profesores de educacion primaria.

5.2. ENFOQUE METODOLOGICO

El andlisis y la interpretacion de la bibliografia sobre el tema, y el andlisis de las
soluciones a los items de evaluacion incluidos en el cuestionario (soluciones expertas de
referencias), se realizan aplicando diferentes herramientas tedricas que propone el EOS.
Este analisis tiene un componente fuertemente interpretativo. Las respuestas de los
estudiantes al cuestionario seran evaluadas atendiendo a variables cuantitativas y
cualitativas, para los diferentes tipos de conocimientos.

Las tipologias de conocimientos identificados en los estudiantes, los tipos de
justificaciones y las diferentes variaciones propuestas (rasgos del conocimiento
especializado del contenido) constituyen variables cualitativas.

Las repuestas de los sub-item del cuestionario seran también evaluadas
cuantitativamente, por medio de la variable “grado de correccion/pertinencia de la
respuesta”. También se analizan los errores manifestados por los alumnos y el tipo de
representaciones planas utilizadas.

El enfoque metodologico general de la investigacion tiene entonces un doble
componente cualitativo y cuantitativo, pudiéndose describir como investigacion de tipo

mixto (Hart, Smith, Swars y Smith, 2009; Johnson y Onwuegbuzie, 2004).

5.3. POBLACION Y MUESTRA

La poblacion de interés en este proyecto son los futuros profesores de educacion
primaria. Son alumnos con un conocimiento variado sobre matematicas y concepciones
sesgadas sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. La poblacion objetivo
se reduce a los estudiantes de Magisterio en la Facultad de Ciencias de la Educacion de
la Universidad de Granada. De esta poblacion se han recogido muestras intencionales
(Ghiglione y Matalon, 1989).

Los sujetos involucrados en el estudio de evaluacion fueron 241 futuros profesores
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(185 mujeres, 56 hombres) del segundo curso de la especialidad de Educacion Primaria
de la Universidad de Granada del afio académico 2010-2011, pertenecientes a tres

grupos/clases distintos.

5.4. VARIABLES Y TECNICAS DE ANALISIS
El analisis de las respuestas de los estudiantes a los items del cuestionario se realiza
mediante la observacion de las siguientes variables:
- Para los sub-item sobre conocimientos comun y ampliado:
o Variable cuantitativa: “Grado de correccion de la respuesta”
o Variables cualitativas: “Tipo de error”, “Tipo de representacion grafica o
lenguaje” utilizados en las respuestas, “Tipo de justificacion”.
- Para los sub-items relativos al conocimiento especializado del contenido:
o Variable cuantitativa: “Grado de correccion/pertinencia”
o Variables cualitativas: “Tipo de justificacion”, “Tipo de conocimiento
identificado”, “Tipos de variaciones”.
Las variables cualitativas toman determinados atributos relacionados con el andlisis
a priori de los items y las soluciones de los estudiantes, “El andlisis cualitativo de estas
fuentes de datos implica la aplicacion de codigos a priori o emergentes para facilitar la
interpretacion del significado” (Hart, Smith, Swars y Smith, 2009, p. 29). Para las
variables cuantitativas se han aplicado técnicas descriptivas de andlisis estadistico
(tablas de frecuencias, promedios y dispersiones,...). Para las variables cualitativas se
han elaborado tablas de frecuencias con objeto de describir la incidencia de los tipos de
errores, de conocimientos identificados y de variaciones propuestas. Por mas detalles

sobre la metodologia aplicada remitimos al capitulo 5.
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CAPITULO 3:

ESTUDIO CURRICULAR Y DE LIBROS DE TEXTO

1. INTRODUCCION

Una vez analizadas las investigaciones sobre el tema objeto de nuestra investigacion
(capitulo 1) y descrito el significado institucional de referencia (capitulo 2), hemos de
delimitar el mismo para tener un significado local del tema que nos sirva para la construccion
de los instrumentos de evaluacion y en la interpretacion de las respuestas de los estudiantes.

Como hemos indicado anteriormente, el objetivo principal de esta investigacion es
evaluar los conocimientos didactico-matematicos de los futuros profesores de educacion
primaria sobre aspectos de la visualizacion de objetos tridimensionales. Consideramos que el
conocimiento comun del contenido que se prevé ensefar forma parte de los conocimientos
didactico-matematicos que debe tener un profesor de educacion primaria, e incluye el
conocimiento para resolver de forma Optima los problemas matematicos de nivel elemental, o
sea diferentes tipos de tareas que se propondran a los alumnos de un cierto nivel escolar, en
nuestro caso educacidon primaria. De otra parte, esta claro que partes de los conocimientos
que manifestardn los futuros profesores (sobre todo los que se refieren al conocimiento
comun del contenido) estan relacionados con la ensefianza recibida y con el significado
institucional de los conceptos que se le han ensefiado durante su escolaridad. Como hemos
indicado al describir nuestro marco tedrico, el significado de un concepto matemadtico varia
segun la institucion considerada y los instrumentos semioticos disponibles en la misma.
Trataremos entonces de caracterizar el significado que, de la visualizacion de objetos

tridimensionales se presentan en las orientaciones curriculares y en los libros de texto
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destinados a la ensefianza primaria, lo que formara el significado institucional local para
nuestro trabajo.

Con este proposito hemos llevado a cabo un analisis curricular, que incluye un estudio del
curriculo tanto en Espafia y en la Comunidad Auténoma de Andalucia, como a nivel
internacional, asi como un andlisis de libros de texto. Este ultimo nos servira para determinar
cudles de los elementos de significado de referencia descritos en el capitulo 2 son tratados en
los libros de texto y la forma en la cual se presentan. Ademas nos permite destacar algunos
nuevos aspectos del tema que han sido poco investigado en la literatura.

Asi mismo, este analisis nos permitira caracterizar la faceta institucional de los
conocimientos sobre el tema relativa a la educacion primaria. De hecho dentro del marco
teorico del EOS se considera que “los documentos curriculares, libros de texto, explicaciones
de un profesor ante su clase, ponen en juego objetos institucionales al tener connotaciones
normativas o convencionales, o sea, los objetos son usados como referencia en el proceso de
ensefanza y aprendizaje” (Godino, 2002, p. 246). La distincion entre las facetas personal e
institucional de los conocimientos matematicos serd fundamental en el momento del andlisis

de las respuestas de los estudiantes a las cuestiones que le planteamos.

2. DESCRIPCION DE LOS SIGNIFICADOS PLANIFICADOS PARA LA
VISUALIZACION DE OBJETOS TRIDIMENSIONALES EN LOS DISENOS

CURRICULARES

2.1. INTRODUCCION
La reforma de los programas de matematicas de los afios sesenta y setenta asi como el
reconocimiento mas reciente de la importancia de las habilidades espaciales en diferentes

ambitos profesionales (dada especialmente por el empleo de las nuevas tecnologias) ha dado,
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en muchos paises, la oportunidad para deshacerse de esa “geometria tradicional pseudo-
axiomatica” (Freudenthal, 1984) en todos los niveles de la geometria e incrementar el énfasis
puesto en la visualizacion. Un aspecto relevante de este cambio es la introduccion de la
geometria espacial en todos los niveles de educacion primaria. Si anteriormente la ensefianza
de la geometria espacial solo empezaba después de que los estudiantes habian adquirido los
conocimientos (en su mayoria axiomaticos) relativos a la geometria plana, y solo se centraba
en aspectos aislados del tema (como el célculo de areas y volumenes), actualmente en las
directrices curriculares de educacion primaria se presentan elementos de geometria espacial
en cada nivel educativo y se incluyen aspectos relacionados con la visualizacion espacial.
Freudenthal (1973), refiriéndose al antiguo curriculo, observa que “No era inusual que los
estudiantes que trabajaban de forma satisfactoria en la geometria plana, fallaban en la
espacial. Su imaginacion espacial habia ido pereciendo por la demasiada ejercitacion
unicamente con la geometria plana” (p. 409). El cambio curricular concretiza sus propuestas
de innovacion curricular apoyadas por la concepcion de que la ensefianza de la geometria
comience por el espacio, “el espacio con sus solidos es mas concreto que el plano con sus
figuras (...); el espacio es mas intuitivo y facilita mas las actividades creativas” (p.413).

El analisis de los curriculos actuales nos permitira acotar el tema y tener una referencia de
los aspectos de la visualizacioén espacial que se proponen tratar en los diferentes ciclos de la
escuela primaria y su secuenciacion, tanto a nivel regional, nacional e internacional.

Godino y Batanero (1994) observan que, en la construccion del curriculo, se seleccionan
algunos saberes a enseflar y se transforma inevitablemente el significado de los objetos
matematicos implicados. “Ademas, al proponer ciertos patrones de uso, ciertas connotaciones
y notaciones para los constructos matemadticos, excluyendo otros posibles, se esta
condicionando el entorno de significacion de los mismos que se ofrece al alumno” (p. 347).

Los contenidos principales relacionados con la visualizacion de objetos tridimensionales
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(VOT) en geometria espacial presentados en las diferentes orientaciones curriculares se
compararan en seguida con los contenidos y las tareas sobre VOT presentadas en una muestra

de libros de texto de educacion primaria.

2.2. ORIENTACIONES CURRICULARES INTERNACIONALES
En los Principios y Estandares para la Matematica Escolar del “National Council of
Teacher of Mathematics” (NCTM, 2000) se presenta una propuesta de los aspectos que deben
ser valorados en la ensefianza de las matemadticas en la escuela. En ellos se indica la
comprension, el conocimiento y las habilidades que los estudiantes deben adquirir a partir de
la escuela infantil hasta el grado 12 (17 afios). Los Estandares se dividen entre Contenidos
(nimeros y operaciones, algebra, geometria, medidas, y analisis de datos y probabilidad) que
describen explicitamente el contenido que los estudiantes tienen que aprender, y Procesos
(resolucién de problemas, razonamiento y demostracion, comunicacidn, conexiones, y
representacion) que ponen de relieve la forma de adquirir y usar el conocimiento del
contenido.
Por lo que se refiere al contenido Geometria, se propone valorar los siguientes aspectos:
- Analizar las caracteristicas y las propiedades de las figuras geométricas de dos y tres
dimensiones y desarrollar argumentos matematicos sobre las relaciones geométricas;
- Especificar las ubicaciones y describir las relaciones espaciales usando la geometria
analitica y otros sistemas de representacion;
- Aplicar transformaciones y usar la simetria para analizar situaciones matematicas;
- Utilizar la visualizacion, el razonamiento espacial y modelos geométricos para resolver
problemas.
Observamos que €ste ultimo aspecto esta estrictamente relacionado con el contenido que

nos interesa estudiar. Describiremos entonces brevemente sus caracteristicas principales y
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como se propone desarrollarlo en los diferentes niveles educativos.

“A partir de los primeros anos de escolaridad, los alumnos deben desarrollar habilidades
de visualizacion a través de experiencias practicas con objetos geométricos y mediante el uso
de la tecnologia que les permite girar y deformar objetos de dos y tres dimensiones. Mas
tarde, deben analizar y dibujar representaciones en perspectiva, contar sus componentes, y
describir caracteristicas que no se pueden ver, pero que pueden ser inferidas. Los estudiantes
necesitan aprender a cambiar de posicion, orientacion y tamafio de los objetos, fisicamente y
mentalmente, de forma sistematica a medida que desarrollan su comprension de la
congruencia, semejanza y de las transformaciones.”

De manera particular se subraya la importancia del pasaje desde las figuras
tridimensionales a sus representaciones, y viceversa, trabajando con diferentes
representaciones planas: desarrollos planos de los sélidos, vistas laterales y desde arriba,
secciones.

Con respecto a la representacion por vistas se sugiere, en los grados 3-5 (8-10 afios), la
siguiente actividad: “Construir un objeto a partir de Unicamente de su vista lateral y su vista
frontal” y “determinar si es posible construir mas de una estructura que satisface estas dos
condiciones”.

En la Tabla 3.1 resumimos los aspectos relacionados al sub-contenido de geometria,
“Utilizar la visualizacion, el razonamiento espacial y modelos geométricos para resolver

problemas” desde la educacion infantil (5 afios) hasta el grado 8 de primaria (13 afios).

Tabla 3.1: Aspectos relacionados al sub-contenido de geometria “Utilizar la visualizacion, el
razonamiento espacial y modelos geométricos para resolver problemas” en los distintos
ciclos, segun el NCTM (2000).

Ultimo grado de infantil — 2° 3 — 5 grado de primaria ( 8-10 afios) 6- 8 grado de primaria (11- 13 afios)

grado de primaria (5- 7 afios)
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- Crear imagenes mentales de
figuras geométricas utilizando la
memoria espacial y la
visualizacion espacial

- Reconocer y representar figuras
desde diferentes perspectivas

- Relacionar ideas de geometria
con ideas de numero y medida

- Reconocer figuras y estructuras
geométricas en el entorno y

especificar su localizacion

- Construir y dibujar objetos
geomeétricos

- Crear y describir imagenes mentales
de objetos, modelos y recorridos

- Identificar y construir objetos
tridimensional a partir de una
representacion bidimensional del
objeto

- Utilizar modelos geométricos para
resolver problemas en otras areas de las
matematicas, como numeros y medida
- Reconocer ideas geométricas y
aplicarlas a otras disciplinas y otros
problemas que se presentan en la clase

o en la vida cuotidiana

- Dibujar objetos geométricos con
determinadas propiedades, tales como la
longitud de los lados o la medida de los
angulos

- Utilizar representaciones
bidimensionales de objetos
tridimensionales para visualizar y
resolver problemas como los que
involucran area y volumen

- Utilizar herramientas visuales para
representar y resolver problemas

- Utilizar modelos geométricos para
representar y explicar relaciones
numéricas y algebraicas

- Reconocer y aplicar ideas y relaciones
geométricas en otras areas, tales como el

arte, la ciencia y la vida cotidiana.

Ademas, se especifican de forma mas detallada los temas a tratar y se dan ejemplos de

actividades relacionadas con este sub-contenido para cada ciclo. Por ejemplo, para el primer
ciclo (5-7 afos) se sugiere trabajar primeramente con representaciones concretas de las
figuras, relaciones y transformaciones; y luego trabajar con sus representaciones mentales.
Para desarrollar el sentido espacial en los nifos, se indican actividades en las cuales se pida
imaginar, predecir, experimentar y comprobar (“ver con el ojo de la mente”) los resultados
de determinadas transformaciones (rotaciones, cortes,...) sobre una figura.

En el segundo ciclo (8-10 afios) los estudiantes tienen que ser estimulados a razonar
sobre las propiedades de las figuras bi- y tridimensional utilizando relaciones espaciales. Se
observa que la visualizacion estd presente en diferentes situaciones que involucran figuras
tridimensionales. “Representando las figuras tridimensionales en dos dimensiones y

construyendo modelos tridimensionales a partir de las representaciones bidimensionales, los
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estudiantes aprenden sobre las caracteristicas de las figuras.” Con respecto a este tema se
sugiere el siguiente ejemplo de actividad:
“Determinar si la figura bidimensional de la Figura 3.1 es un desarrollo que puede ser

plegado en un cubo”.

Figura 3.1: Una tarea que pone en relacion una figura bidimensional con una tridimensional

(NCTM, 2000).

Ademas se afirma la importancia de experimentar diferentes representaciones planas de
objetos tridimensionales, por ejemplo haciendo un dibujo a mano alzada de un cilindro o un
cono o construyendo un edificio compuesto por cubos que tenga determinadas vistas (de
frente, de arriba y de lado), como se muestra en el siguiente ejemplo:

“Hacer una construccion con diez cubos a partir de las tres figuras siguientes” (Figura

3.2).

Figura 3.2: Vistas de un objeto tridimensional (NCTM, 2000,
adaptadas de Battista y Clements, 1995, p. 61)

Por lo que se refiere al tercer ciclo (11-13 afos) se explicita la importancia de las

habilidades de visualizacion y razonamiento sobre relaciones espaciales relacionadas con la
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geometria, en particular en la interpretacion de representaciones bidimensionales de objetos
tridimensionales y en la explicacion de relaciones matematicas por medio de demostraciones
visuales. Se observa que la dificultad que tienen los estudiantes para encontrar el area de la
superficie de un objeto tridimensional representado en el plano es frecuentemente asociada a
la incapacidad de visualizar las caras ocultas (no visibles) del objeto representado. De aqui la
importancia de trabajar con modelos tridimensionales y sus desarrollos planos para facilitar la
visualizacion. En particular se afirma que:

“Los estudiantes también necesitan estudiar, construir, componer y descomponer objetos
bi- y tridimensionales, con una variedad de medios, incluidos el dibujo en papel y lapiz, el
uso de modelos geométricos y los software de geometria dindmica. La interpretacion o el
dibujo de diferentes vistas de las construcciones, tales como la planta y las vistas de frente y
de atras, utilizando una hoja de puntos, puede ser util para el desarrollo de la visualizacion.
Los estudiantes pueden construir objetos tridimensionales a partir de representaciones
bidimensionales, dibujar objetos a partir de una descripcion geométrica; y dar una
descripcion del objeto, incluyendo sus propiedades geométricas.”

En este documento varios elementos de visualizacion espacial aparecen a lo largo del
curriculo en los diferentes niveles educativos.

Observamos que entre las diferentes formas de representar un objeto tridimensional en el
plano, se da particular énfasis al dibujo a mano alzada (se sefiala el dibujo en perspectiva), al
desarrollo plano y las vistas ortogonales. Ademas de los procedimientos visuales necesarios
para dibujar e interpretar una representacion plana se mencionan otros procedimientos que
tienen connotaciones visuales, tales como:

- Imaginar, predecir, experimentar y comprobar los resultados de determinadas
transformaciones (rotaciones, cortes,...) sobre una figura

- Representar relaciones y transformaciones
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- Componer y descomponer en partes.

2.3. ORIENTACIONES CURRICULARES NACIONALES

En las orientaciones curriculares espanolas (MEC, 2006) se afirma la importancia de la
visualizacion espacial como parte del desarrollo del pensamiento matematico, en particular en
la interpretacion, comunicacion y analisis de informaciones graficas relativas a la realidad en
la cual viven los nifios. Se indica que:

“El desarrollo del pensamiento matematico contribuye a la competencia en el
conocimiento e interaccion con el mundo fisico porque hace posible una mejor comprension
y una descripcion mdas ajustada del entorno. En primer lugar, con el desarrollo de la
visualizacion (concepcion espacial), los nifios y las nifias mejoran su capacidad para hacer
construcciones y manipular mentalmente figuras en el plano y en el espacio, lo que les sera
de gran utilidad en el empleo de mapas, planificacion de rutas, disefio de planos, elaboracion
de dibujos, etc. (...) Por ultimo, la destreza en la utilizacién de representaciones graficas para
interpretar la informacion aporta una herramienta muy valiosa para conocer y analizar mejor
la realidad”.

Ademas se subraya la importancia del uso de artefactos y materiales manipulativos como
herramientas para desarrollar la capacidad de visualizar relaciones geométricas.

“El aprendizaje de la geometria requiere pensar y hacer, y debe ofrecer continuas
oportunidades para construir, dibujar, modelizar (...) desarrollando la capacidad para
visualizar relaciones geométricas. Todo ello se logra, estableciendo relaciones constantes con
el resto de los bloques y con otros ambitos como el mundo del arte o de la ciencia, pero
también asignando un papel relevante a la parte manipulativa a través del uso de materiales y
de la actividad personal realizando plegados, construcciones, etc. para llegar al concepto a

través de modelos reales. A este mismo fin puede contribuir el uso de programas informaticos
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de geometria dindmica.”

El curriculo espafiol describe los contenidos para los diferentes ciclos divididos en cuatro
bloques: 1. Nuimeros y operaciones, 2. La medida: estimacion y célculo de magnitudes, 3.
Geometria, 4. Tratamiento de la informacién, azar y probabilidad. Observamos que en el
bloque de Geometria el trabajo con objetos tridimensionales estd presente en todos los ciclos.
Resumimos los objetivos principales relacionados a la visualizacion espacial previstos para

los diferentes ciclos en el bloque de geometria (Tabla 3.2).

Tabla 3.2: Objetivos principales relacionados con la visualizacion espacial, descrito en MEC

(2006).

Primer ciclo Segundo ciclo Tercer ciclo

- Descripciéon de posiciones y movimientos, en
relaciéon a uno mismo y a otros puntos de referencia - Construccion de cuerpos geométricos a partir de
- Interpretacion de mensajes que contengan | un desarrollo

informaciones sobre relaciones espaciales - Descripcion y representacion de construcciones

- Busqueda de elementos de regularidades en cuerpos a | geométricas y relaciones espaciales

partir de la manipulacion de objetos

- Descripcion de la forma de cuerpos geométricos , utilizando el vocabulario | Reconocimiento de simetrias
geométrico basico en objetos

- Formacion de cuerpos geométricos a partir de otros por composicion y

descomposicion

Otras trasformaciones sobre las figuras a las cuales se hace referencia son las traslaciones
y las simetrias en el segundo ciclo, las ampliaciones y reducciones en el tercer ciclo, aunque
no se especifica si se aplican a objetos tridimensionales.
En los criterios de evaluacion que se presentan en el curriculo, destacamos los siguientes
aspectos relacionados con la visualizacion espacial:
- Describir la situacion de un objeto del espacio proximo, y de un desplazamiento en

relacion a si mismo, utilizando los conceptos de izquierda-derecha, delante-detras,
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arriba-abajo, cerca-lejos y proximo-lejano. Este criterio pretende evaluar las capacidades
de orientacion y representacion espacial, teniendo en cuenta tanto el lenguaje utilizado en
la descripcion como la representacion en el plano de objetos y situaciones.

- Obtener informacion puntual y describir una representacion espacial (croquis de un
itinerario, plano de una pista), tomando como referencia objetos familiares y utilizar las
nociones basicas de movimientos geométricos, para describir y comprender situaciones
de la vida cotidiana y para valorar expresiones artisticas.

- Reconocer y describir formas y cuerpos geométricos del espacio (...). Este criterio
pretende valorar si conocen las propiedades basicas de cuerpos y figuras planas.

- Interpretar una representacion espacial (croquis de un itinerario, plano de casas y
maquetas) realizada a partir de un sistema de referencia y de objetos o situaciones
familiares.

Por lo que se refiere a las orientaciones metodoldgicas relacionadas al bloque de
geometria destacamos los siguientes puntos:

- Debe darse especial importancia al dibujo y construccion de cuerpos geométricos, a la
parte manipulativa del bloque mediante el uso de materiales como geoplanos, mecanos,
plegados, construcciones, materiales para componer y descomponer poligonos y
poliedros, tramas de puntos, etc., (...) puesto que con ello se desarrolla la capacidad de
visualizar y describir relaciones geométricas.

- Los errores que cometen los alumnos en la resolucion de problemas geométricos van, en
general, asociados a una representacion inadecuada de la figura con la que trabajan y, por
ello, se debe insistir en que utilicen diferentes representaciones de la misma figura o la
coloquen en la posicion que mas le favorezca en funcion del objetivo buscado.

Estas ultimas observaciones revelan la importancia de la interpretacion y elaboracion de

diferentes tipos de representaciones planas en la ensefianza de la geometria espacial, trabajo
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que permite el desarrollo de la visualizacion.

2.4. ORIENTACIONES CURRICULARES EN LA COMUNIDAD AUTONOMA DE
ANDALUCIA

Las orientaciones de la Comunidad Auténoma de Andalucia de la Orden 10/8/2007
(Consejeria de Educacion, Junta Andalucia) sobre el area de matematicas propone distinguir
seis nucleos tematicos: 1. Resolucion de problemas, 2. Uso de los recursos TIC en la
ensenanza y aprendizaje de las matematicas, 3. Dimension historica, social y cultural de las
matematicas, 4. Desarrollo del sentido numérico. Medida de magnitudes. 5. Las formas y
figuras y sus propiedades, 6. Tratamiento de la informacion, azar y probabilidad.

Los primeros tres ntcleos tematicos se definen como trasversales: en el 1 y 2 aparecen
algunos elementos que, aunque muy generales, pueden tener cierta importancia en situaciones
que involucran visualizacidn espacial. Citamos algunos.

- Resolucion de problemas: se orienta hacia “la reflexion, el andlisis, la concienciacién y la
actitud critica ante la realidad que nos rodea en la vida cuotidiana”, fomenta “ la
interpretacion y andlisis de resultados en el contexto en el que se ha planteado y la
habilidad para comunicar con eficacia los procesos y resultados seguidos”, se requiere
“la traduccion del lenguaje verbal al matematico”, se introduciran nuevos conceptos
fundamentdndolos a través de “situaciones que manifiestan su interés practico y
funcional”.

- Uso de los recursos TIC en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas: se prevé
profundizar en “el conocimiento, manejo y aprovechamiento didactico de alguna
aplicacion basica de Geometria Didéctica”.

El nucleo tematico “Las formas y figuras y sus propiedades” incluye aspectos relevantes

relacionados con nuestro tema. Por ejemplo, se hace mencion a su relevancia y sentido
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educativo, indicando que:

La geometria se centra sobre todo en la clasificacion, descripcion y andlisis de relaciones
y propiedades de las figuras en el plano y en el espacio.

El aprendizaje de la geometria debe ofrecer continuas oportunidades para conectar a
niflos y nifias con su entorno y para construir, dibujar, hacer modelos, medir o clasificar
de acuerdo con criterios previamente elegidos.

En las “Sugerencias acerca de lineas metodoldgicas y utilizacion de recursos” se indica

ademas:

La resolucion de problemas, a través de planteamientos que requieran la construccion de
modelos o situaciones susceptibles de ser representadas a través de figuras o formas
geomeétricas.

La observacion y manipulacion de formas y relaciones en el plano y en el espacio
presentes en la vida cotidiana (juegos, hogar, colegio, etc.) y en nuestro patrimonio
cultural, artistico y natural serviran para desarrollar las capacidades geométricas,
siguiendo el modelo de Van Hiele para el reconocimiento de formas, propiedades y
relaciones geométricas, invirtiendo el proceso que parte de las definiciones y formulas
para determinar otras caracteristicas o elementos.

Educar a través del entorno.

El reconocimiento, representacion y clasificacion de figuras y cuerpos geométricos se
debe abordar a través de la observacion y de la manipulacion fisica o virtual.

El estudio de las formas mds complejas debe abordarse a través del proceso de
descomposicion de figuras elementales

El calculo de areas y volumenes de figuras geométricas debe iniciarse por medio de
descomposiciones, desarrollos, etc.

Observamos que aunque las orientaciones curriculares andaluzas no mencionan
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explicitamente la importancia de la visualizacién espacial en el contexto de la geometria,
sugieren actividades que requieren la interpretacion y el estudio de representaciones planas y

tridimensionales de figuras geométricas, que involucran visualizacion.

2.5. SINTESIS Y CONCLUSIONES DEL ANALISIS CURRICULAR

Observamos que las orientaciones curriculares regionales y nacionales incluyen aspectos
especificos de la visualizacion espacial en los contenidos relacionado con la geometria, pero
frecuentemente se expresan de forma muy general sin especificar con claridad su importancia
en el contexto. Creemos que seria importante reforzar los contenidos relacionados con la
visualizacion espacial en geometria en el curriculo espafiol en la linea sugerida por los
Principios y Estdndares (NCTM, 2000), no tanto por seguir las tendencias de otros paises,
sino para adaptar la ensefianza a las necesidades de la sociedad de la informacion y preparar a
los ciudadanos para los retos a que deberdn enfrentarse en su trabajo futuro (Gonzato y
Godino, 2010). De hecho, la importancia del desarrollo de la visualizaciéon espacial (en
particular en relacion con la interpretacion de representaciones de objetos tridimensionales)
en la vida cuotidiana es evidenciada en todos los curriculos, puesto que permite una mejor
comprension, conocimiento, descripcion y analisis del mundo fisico que nos rodea.

Las orientaciones curriculares analizadas proponen tratar diferentes aspectos relacionados
con la visualizacion de objetos tridimensionales. Los contenidos son frecuentemente
asociados a tipos o ejemplos de situaciones-problemas que involucran un determinado
lenguaje visual y acciones especificas.

Organizamos los principales contenidos curriculares relacionados con la visualizacion
espacial propuestos en los Estandares para la Matemadtica Escolar del “National Council of
Teacher of Mathematics” (NCTM, 2000), en el Decreto de Ensefianzas Minimas (MEC,

2006) y la Orden 10/8/2007 (Consejeria de Educacion, Junta Andalucia), distinguiendo tres
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componentes: las tareas visuales, el lenguaje visual y las acciones visuales implicadas,

descritas en el apartado 3 del capitulo 2.

Tareas visuales (tipos y ejemplos)
1) Comunicacion/interpretacion de la forma, sus componentes y estructura, de objetos

espaciales, o bien de objetos imaginados (pensados o ideales):

- Identificar y construir objetos tridimensionales a partir de representaciones bidimensionales
Ejemplo: Construir un edificio compuesto por cubos que tenga determinadas vistas
(de frente, de arriba y de lado)

- Interpretar representaciones bidimensionales de objetos tridimensionales
Ejemplos: Determinar si una determinada figura bidimensional es un desarrollo plano
que puede ser plegado para formar un determinado objeto tridimensional; Describir
caracteristicas de un objeto tridimensional representado en el plano, que no se puede
ver, pero que pueden ser inferidas

- Dibujar figuras tridimensionales en el plano
Ejemplos: Dibujar un cilindro o un cono a mano alzada; Dibujar objetos a partir de
una descripcidon geométrica

2) Comunicacioén de la posicion relativa de objetos en el espacio.

- Cambiar de posicidn y orientacion de los objetos

Ejemplo: Describir posiciones, en relacién a uno mismo y a otros puntos de referencia

Lenguaje visual:
- Deictico: delante-detras, arriba-abajo, derecha-izquierda, dentro-fuera
- Iconico/diagramatico: representaciones bidimensionales del objeto tridimensional:

desarrollos planos de los so6lidos, vistas laterales y desde arriba, secciones, plegados; hoja
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de puntos, trama de puntos

- Manipulativo: representaciones concretas de las figuras, modelos tridimensionales,
construcciones, modelos geométricos, geoplanos, mecanos, plegados, construcciones,
materiales

- Software de geometria dindmica

Acciones visuales:
- Imaginar, predecir, experimentar y comprobar los resultados de determinadas
transformaciones sobre una figura:
- rotaciones
- cortes, secciones
- proyecciones
- composiciones y descomposiciones

- traslaciones

- Describir y representar construcciones geométricas y relaciones espaciales

Se observa que, refiriéndonos a la clasificacion general de la tareas de visualizacion de
objetos tridimensionales propuesta en el capitulo 1, las mayorias de tareas identificadas en los
planes curriculares analizados se pueden asociar a las acciones principal “coordinar e
integrar vistas de objetos” y “componer y descomponer” (tabla 1.2.). El lenguaje visual
propuesto en las orientaciones curriculares se refiere, en un primer momento, al material
manipulativo y a las expresiones de lenguaje deictico, para luego pasar a representaciones
planas de los objetos tridimensionales y un lenguaje geométrico. Las acciones visuales
involucradas en los objetivos propuestos se refieren a trasformaciones del objeto.

Observamos que en los curriculos no se hace referencia al estudio sistemdtico de las
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proyecciones para representar e interpretar correctamente los dibujos en perspectiva de los
objetos tridimensionales y sus propiedades.

Concluimos destacando que un estudio sistematico de los curriculos nacionales e
internacionales por parte de los futuros profesores desvelaria el importante papel que tiene la
VOT como componente importante de la geometria espacial y podria incentivar su
integracion y desarrollo en todos los ciclos de la escuela primaria. Sin embargo, para una
incorporacion real de dichos aspectos de la VOT en la ensefianza, creemos que las
sugerencias dadas por los disefios curriculares tendrian que estar acompanadas por una
formacion académica adecuada, que tenga en cuenta los diferentes tipos de objetos y
procesos, visuales y analiticos, presentes en VOT y que permita a los futuros profesores
desarrollar un conocimiento especializado sobre el tema. Con referencia al significado
epistémico de la VOT descrito en el capitulo 2, al trabajar la VOT en formacion de maestros,
hay que prestar particular atencion a la dualidad ostensiva- no ostensiva de los objetos
matematicos, para no confundir el objeto matematico son sus representaciones ostensivas,
sean visuales o de otro tipo. “Es necesario tener en cuenta la naturaleza no ostensiva,
inmaterial, de los objetos matematicos y las relaciones dialécticas complejas que se
establecen entre estos objetos y sus representaciones materiales. Al mismo tiempo se tiene
que saber que no hay objeto matematico sin sus diversas representaciones, porque tal objeto
no es otra cosa que las reglas de uso de dichas representaciones” (Godino, Gonzato,

Cajaraville y Fernandez , 2012, p. 20).

3. ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO
3.1. INTRODUCCION
Para tener informacidon mas detallada sobre la forma en la cual se propone el estudio de la

visualizaciéon de los objetos tridimensionales en la escuela primaria, analizaremos una
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muestra de libros de texto de varias editoriales usadas en Espafa. Usualmente el libro de
texto es un recurso al que los profesores otorgan gran importancia (Guillén, Gonzalez y
Garcia, 2009); ademas ofrece una concepcion legitimada del saber a ensefiar e
institucionaliza una forma de progresion del conocimiento de los estudiantes (Chevallard,
1991). Refiriéndose a la ensefanza de las ciencias en general, Campanario (2001) afirma que
“para muchos profesores la eleccion de un libro de texto supone su decision curricular mas
importante, por lo que no es raro que este instrumento ejerza un efecto poderoso sobre sus
enfoques docentes y sobre las estrategias de aprendizaje de los alumnos”.

Ademés, el libro de texto es el material donde las distintas editoriales intentan reflejar el
curriculo coherentemente con las investigaciones didacticas: “El saber didactico que
progresivamente va produciéndose en la investigacion en educacidn matematica queda
reflejado en diversas fuentes dispersas y heterogéneas (revistas, monografias de
investigacion, etc.), pero de manera mas accesible a los profesores se refleja en los libros de
texto escolares. Los libros de texto escolares constituyen la fuente inmediata donde se
acumula la experiencia practica de los profesores y, en cierta medida, los resultados de la
investigacion” (Godino, Font y Wilhelmi, 2006, p. 132).

Creemos entonces que un analisis de una muestra amplia y representativa de los libros nos
pueda proporcionar informacion bastante completa sobre los conocimientos que los
profesores intentaran trasmitir a los alumnos.

El analisis de los contenidos y tareas presentes en los libros de texto de educacidon
primaria nos permitird obtener informacién sobre la ensefianza y el aprendizaje de la
geometria espacial y su forma de relacionarse con aspectos de visualizacion.

Describiremos, en primer lugar, los objetivos de este andlisis, y la metodologia seguida
para llevarlo a cabo y a continuacién los resultados encontrados, relativos a la forma en que

se tienen en cuenta en los libros de texto algunos tipos de elementos de significado que
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hemos descrito en nuestro marco teérico. Todo ello sera utilizado en la construccion del
cuestionario de evaluaciéon, cuyo contenido con respecto al conocimiento comun del
contenido estara basado en el significado institucional local que se contempla sobre la

visualizacion de objetos tridimensionales en la ensefianza primaria.

3.2. OBJETIVOS Y METODOLOGIA DEL ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO

Para llevar a cabo el analisis hemos tomado 26 libros de texto de educacion primaria, que
incluyen entre sus temas contenidos relativos a la geometria espacial. Vamos a analizar los
textos de las editoriales de mas amplia difusion en la Comunidad Auténoma de Andalucia en
los cuales han desarrollado el curriculum de la Educacion Primaria (EP). En concreto nos
centramos en los textos de 1° a 6° de las ultimas ediciones de las editoriales SM, Santillana y
Anaya. Ademds analizamos algunos libros de texto de estas editoriales de las ediciones
anteriores.

En este informe centramos la atencion en los contenidos y las tareas de geometria
espacial, prestando particular atencion a las que involucran determinados aspectos de la
visualizacion espacial. Con el analisis se pretende determinar la incidencia de determinados
tipos de tareas y representaciones planas en los diferentes libros de texto, por afio, editorial y
curso.

Aunque en el curriculo que se propone en Andalucia aparecen aspectos relacionados con
la visualizacion espacial en todos los ciclos, se observa que en los libros de texto la presencia
de elementos que tratan el tema incrementa a lo largo de los ciclos. Hemos decidido
seleccionar un tamano de la muestra de libros dependiendo del nivel educativo al cual se
dirigen: para el primer ciclo hemos seleccionado 3 libros por cada afio, parar el segundo ciclo
hemos seleccionado 4 libros por cada afio, y para el tercer ciclo hemos seleccionado 6 libros

por cada afio. Teniendo un total de 26 libros de texto a analizar. Los libros han sido
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publicados entre 1998 y 2009 y corresponden a 3 editoriales diferentes. Dichos libros estaban

presentes en la biblioteca de la Facultad de Educacién de la Universidad de Granada, y

disponibles a los profesores en formacion. Los libros analizados se presentan en la Tabla 3.3.

Tabla 3.3: Libros de texto incluidos en el analisis.

Cédigo | Titulo Autores Editorial | Edicién

1SMO07 | Matematicas. 1° Primaria. | B. Fernandez, E. Santaolalla, A. Monzo6, B. | SM 2007
Proyecto Trampolin. Ferrandiz

2SMO07 | Matematicas. 2° Primaria. | B. Fernandez, E. Santaolalla, A. Monzo, B. | SM 2007
Proyecto Trampolin. Ferrandiz

3SMO08 | Matematicas. 3  Primaria. | E. Santaolalla, V. Aranzubia, M. Pefa SM 2008
Proyecto Tirolina.

4SMO08 | Matematicas. 4  Primaria. | E. Santaolalla, V. Aranzubia, M. Pefia SM 2008
Proyecto Tirolina.

5SMO06 | Matematicas. 5  Primaria. | V. Aranzubia, E. Santaolalla, M. Gémez, E. | SM 2006
Proyecto Planeta amigo Pérez

6SMO06 | Matematicas. 6  Primaria. | V. Aranzubia, E. Santaolalla, J. Roldan, E. | SM 2006
Proyecto Planeta amigo Pérez

5SM09 | Matematicas. 5  Primaria. | X. Pefia, E. Santaoalla, V. Aranzubia, B. | SM 2009
Proyecto Timonel Sanz

6SMO09 | Matematicas. 6  Primaria. | X. Pefia, E. Santaoalla, V. Aranzubia, B. | SM 2009
Proyecto Timonel Sanz

5SMO02 | Matematicas. 5  Primaria. | R. Gomez , R.Valbuena SM 2002
Proyecto Mundo para todos

6SMO02 | Matematicas. 6  Primaria. | R. Gomez , R.Valbuena SM 2002
Proyecto Mundo para todos

1SA06 | Matematicas. 1  Primaria. | M.Garin, M. Rodriguez Santillana | 2006
Proyecto un paso mas

2SA06 | Matematicas. 2  Primaria. | P. Garcia, M Garin Santillana | 2006
Proyecto un paso mas

3SA06 | Matematicas. 3  Primaria. | J. A. Almoddvar, F. Garcia M.Garin, R. | Santillana | 2006
Proyecto un paso mas Gomez, M. Rodriguez y J. L. Uriondo

4SA06 | Matematicas. 4  Primaria. | J. A. Almodévar, F. Garcia, M.Garin, R. | Santillana | 2006

Proyecto un paso mas

Gomez, M. Rodriguez y J. L.Uriondo
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5SA06 | Matematicas. 5  Primaria. | J.LA. Almodoévar, F. Garcia, J. Hernandez, | Santillana | 2006

Proyecto un paso mas M. R. Moreno, M. Rodriguez, E. Serrano

6SA06 | Matematicas. 6  Primaria. | J.LA. Almodoévar, F. Garcia, J. Hernandez, | Santillana | 2006

Proyecto un paso mas M. R. Moreno, M. Rodriguez, E. Serrano

1ANO7 | Matematicas. 1 Primaria. Salta | L. Ferrero, M.C. Jiménez, M.G. Martin Anaya 2007
a la vista.

2ANO0O7 | Matematicas. 2 Primaria. Salta | L. Ferrero, M.C. Jiménez, M.G. Martin Anaya 2007
a la vista.

3ANO8 | Matematicas. 3 Primaria. Abre | L. Ferrero, 1. Gaztelu, P. Martin, L. | Anaya 2008

la puerta Martinez

4ANO08 | Matematicas. 4 Primaria. Abre | L. Ferrero, 1. Gaztelu, P. Martin, L. | Anaya 2008

la puerta Martinez

SAN0O6 | Matematicas. 5 Primaria. Deja | L. Ferrero, 1. Gaztelu, P. Martin, L. | Anaya 2006

Huella. Martinez

6AN06 | Matematicas. 6 Primaria. Deja | L. Ferrero, 1. Gaztelu, P. Martin, L. | Anaya 2006

Huella Martinez

3AN99 | Matematicas  Andalucia. 3 | L. Ferrero, I. Gaztelu, P. Martin, L. | Anaya 1999
Primaria. Serie Sol y Luna Martinez

4AN99 | Matematicas  Andalucia. 4 | L. Ferrero, 1. Gaztelu, P. Martin, L. | Anaya 1999
Primaria. Serie Sol y Luna Martinez

SAN99 | Matematicas  Andalucia. 5 | L. Ferrero, 1. Gaztelu, P. Martin, L. | Anaya 1998
Primaria. Serie Sol y Luna Martinez

6AN99 | Matematicas Andalucia. 6 | L. Ferrero, I. Gaztelu, P. Martin, L. | Anaya 1999

Primaria. Serie Sol y Luna Martinez

Para simplificar la lectura de los siguientes apartados, citamos los libros de texto
indicando el respectivo cddigo (Tabla 3.3).

En los apartados que siguen vamos a describir los resultados de los siguientes dos
estudios principales:

1. Descripcion de los contenidos y tareas sobre VOT

2. Andlisis de los tipos de representaciones utilizadas

Estudio 1. Sintetizamos los elementos de contenidos principales relacionados con la VOT

presentados al principio de cada libro de texto, clasificandolos segun las categorias propuesta
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por el EOS: conceptos, propiedades, procedimientos, lenguaje/representacion. Ademas
resumimos el desarrollo de los aspectos tedricos de la geometria espacial en los libros.
Tomando la clasificacion de las tareas propuestas en el capitulo 1 y los elementos de
significado de referencia de la visualizacion de objetos tridimensionales, descrito en el
capitulo 2, intentamos caracterizar con mas detalle las tareas que aparecen con mas
frecuencia en los libros de texto.

Estudio 2. Describimos los diferentes tipos de representaciones planas de objetos
tridimensionales en los libros de texto, y su incidencia en las diferentes editoriales,
diferenciando entre representaciones que mantienen el aspecto global del objeto de
representaciones que necesitan una reorganizacion de la informacion para visualizar el objeto

(ver capitulo 1).

3.3. DESCRIPCION DE LOS CONTENIDOS Y TAREAS SOBRE VISUALIZACION DE
OBJETOS TRIDIMENSIONALES
3.3.1 indices de los contenidos

En cada libro de texto, ademas del indice general se presenta un indice de los contenidos
de los diferentes capitulos del libro. La recopilacion de los indices de los contenidos del
conjunto de libros nos da un primer enfoque sobre cuéles elementos relacionados con la VOT
se pretenden desarrollar en los libros de texto de educacion primaria. Frecuentemente dichos
elementos se sitian bajo los siguientes contenidos principales: Geometria,
Orientacion/Situacion  espacial, Logica, Cuerpos /Formas geométricas y Vision

espacial/imaginacion espacial.

Tabla 3.4: Contenidos presentes en los indices de los libros de texto

Conceptos Cuerpos geométricos Cuerpos redondos : Cilindro, cono, esfera

Cuerpos de revolucion: Cilindro, cono, esfera
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Poliedros: Prismas, Piramides, Poliedros regulares

Volumen
Propiedades Propiedades geométricas
De los cuerpos geométricos: Elementos: caras y vértices
La superficie planas y curvas
Procedimientos | Orientacion Posicionarse en el espacio
Orientarse en el espacio
Reconocimiento y clasificacion Reconocer formas

Reconocer cuerpos geométricos en objetos

Clasificar cuerpos geométricos

Clasificar prismas

Clasificar pirdmides

Identificar composiciones de los cuerpos geométricos

Girar figuras

Identificar cuerpos geométricos vistos desde diferentes lugares

Eleccion de un poliedro a partir de su desarrollo

Eleccion del desarrollo de una piramide

Lenguaje/Repre- | Encima, debajo, delante, detras, a un lado, cerca, lejos, izquierda, derecha, arriba, abajo,...

sentaciones Dibujos

Mapas, planos y croquis

Modelado de cuerpos geométricos

Las huellas de los cuerpos geométricos

Vistas

Desarrollo plano de cuerpos geométricos

En la tabla incluida en el Anexo 1 indicamos la presencia de cada elemento del contenido
en los diferentes libros de texto considerados. Observamos que en dos libros de texto del
quinto afio (5SA06, SAN06) no se presentan contenidos relacionados con la geometria
espacial, un hueco de contenido no justificado por los curriculos.

En general, la gran mayoria de los contenidos descritos en los libros de texto se refieren a
conceptos geométricos, mencionados por familias. Observamos que el cilindro, el cono y la
esfera son principalmente llamados “cuerpos redondos”. El adjetivo “redondo”, tiene una

fuerte componente visual que se refiere a una caracteristica de la superficie del solido. Los
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cuerpos de revolucion serian entonces un sub-conjunto de los cuerpos redondos. En
unicamente tres libros de texto de sexto afio (6SM02, 6AN99 y 6AN06) se utiliza el término
“cuerpos de revolucion”.

En las propiedades y procedimientos descritos en los contenidos destacamos las
siguientes, en las cuales aparecen interesantes aspectos visuales: propiedades visuales que
describen las formas de los cuerpos geométricos (por ejemplo las superficies planas y curvas)
y la identificacion de un cuerpo geométrico a partir de determinadas representaciones planas
(desarrollos, vistas). Sin embargo, son pocos los libros de texto que mencionan dichos
elementos en los contenidos. Destacamos que la editorial SM presenta, desde el cuarto afio
hasta el sexto (ediciones del 2006 y 2008), dichos procedimientos como elementos de
contenido, lo que hace suponer una posible presencia en estos libros de un enfoque hacia la
visualizacion.

Por lo que se refiere al lenguaje y representaciones visuales, observamos que la editorial
SM indica la representacion por “vistas” y los “desarrollos planos de cuerpos geométricos”
como elementos curriculares previsto en el tercer ciclo, mientras la editorial Santillana s6lo
hace referencia a la representacion por “vistas” en el segundo ciclo. Por lo que se refiere a la
editorial Anaya indicamos la presencia de un lenguaje visual relacionado con el contexto real:
mapas, planos, croquis, modelado de cuerpos geométricos, huellas de los cuerpos
geométricos, en el segundo y tercer ciclo.

En las tres editoriales se indican como elementos curriculares del primer afio los
elementos de lenguaje deictico, que sirven para describir posiciones y orientaciones: encima,
debajo, delante, detras, a un lado, cerca, lejos, alrededor, izquierda, derecha, arriba, abajo.

De este primer andlisis podemos destacar que, aunque en los indices de los contenidos
aparezcan elementos de geometria espacial, estos se refieren principalmente a elementos

conceptuales relacionados con la clasificacion de los solidos en diferentes familias.
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Unicamente la editorial SM explicita procedimientos que involucran la interpretacion y

elaboracion de representaciones planas de los s6lidos en los indices de los contenidos.

3.3.2. Contenidos de geometria espacial los libros de texto

En esta seccion resumimos los aspectos tedricos presentados en los libros de texto
analizados, centrandonos Unicamente en el analisis de aquellos recuadros en los cuales se
presentan definiciones de conceptos o propiedades, y que en general preceden una serie de
tareas sobre dichos aspectos. Dichos recuadros teoricos ademds de tener un titulo que se
refiere a los objetos que definen (“los cuerpos geométricos”, “los prismas”,...) frecuentemente
se designan con “Observa” (editorial Santillana), “Aprende a aprender” (Editorial SM),
“Aprende” y “Ten en cuenta” (editorial Anaya).

En los recuadros teoricos se presentan casi Unicamente descripciones y definiciones de los
distintos solidos. En lo que sigue describimos con mayor detalle la forma con la cual se
presentan los sélidos en los distintos ciclos.

En el primer afio se definen determinados objetos tridimensionales (cilindro, cono, esfera,
prisma, cubo y piramide), dando para cada ejemplar dibujos en perspectiva (principalmente
en perspectiva caballera), y/o el dibujo de un objeto de uso cuotidiano que tiene la misma
forma. Los alumnos aprenden a asociar a determinadas formas sus respectivos nombres, sin
enunciar verbalmente definiciones ni propiedades. Este primer acercamiento a los objetos
tridimensionales tiene entonces una fuerte componente visual. Llamamos a dicha forma de

definir los solidos “definicion ostensiva” (ejemplo en Figura 3.3).
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Figura 3.3: Ejemplo de definicion ostensiva de los s6lidos (1SM 07, p.163)

En el segundo afio ademés de “definir ostensivamente” el concepto de “prisma”,
“piramide” y “cuerpos redondo” (dando algunas representaciones de objetos de cada familia,
ver Figura 3.4) se enuncian algunas propiedades y definiciones. Por ejemplo, se indica que:
“las caras de las piramides son triangulos” (2SMO07, p. 165). Debajo de las representaciones
de la esfera, el cilindro y el cono se afirma que ““se llaman cuerpos redondos” (2SA06, p.112),
o bien “estas figuras se llaman cuerpos redondos porque tienen partes redondeadas” (2SMO07,
p.177). El atributo “redondeado” tiene una fuerte componente visual y siguen siendo también

en el segundo ciclo la caracteristica principal que define dicha familia.

OBSERVA

Fijate en la forma de estos cuerpos geométricos.

Estos cuerpos son f/ATKL0, l Estos cuerpos son (i Wci/micies.
‘ | |

| @ |

Este prisma se llama cubo.

Figura 3.4: Ejemplo de “definicion ostensiva” de los prismas y pirdimides (2SA06, p.94).

A partir del tercer afio, ademas de representar graficamente ejemplares de “prismas” y

“piramides”, se dan algunas propiedades de manera verbal. Por ejemplo, se indica que los

prismas “tienen bases iguales y varias caras laterales que son poligonos” (3SMO08, p.202). En
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el cuarto afio se introduce la definicion de poliedro y se enuncian las propiedades que
permiten diferenciar los varios tipos de primas y pirdmides. Ademas se proporcionan unas
primeras definiciones de cilindro, cono y esfera, haciendo referencia a la forma y el nimero
de las bases y a sus superficies laterales curvas. Dichos elementos se indican en las
respectivas representaciones. Observamos que, en estos primeros ciclos, los recuadros que
definen los objetos geométricos tridimensionales, se apoyan principalmente en
representaciones en perspectiva.

En el tercer ciclo, en los recuadros tedricos, se definen verbalmente qué son los poliedros,
los poliedros regulares, los prismas, las pirdmides, el cilindro, el cono, la esfera. Ademas se
dan diferentes dibujos en perspectivas y desarrollos planos que apoyan las definiciones ¢
ilustran determinadas propiedades de los sélidos (por ejemplo el niimero, la forma y la
posicion de las caras, ver Figura 3.5).

Los cuerpos redondos son figuras que tienen alguna superficie
curva. El cilindro y el cono son cuerpos redondos.

Elementos de un cilindro Desarrollo de un cilindro
> €
Las dos bases
ici son circulos
E’:)ltjgreglﬁgtlﬁva iguales —————— Superficie lateral

C% Base

El cilindro es un cuerpo redondo con dos bases, que son
circulos, y una superficie lateral curva.

Figura 3.5: Definicion de cilindro como cuerpo redondo (5SMO06, p. 214).

En general podemos confirmar la presencia de interesantes aspectos visuales ya
destacados en los indices de los contenidos de los libros de texto, sobre todo por lo que se
refiere al tercer ciclo. En particular sefialamos la presencia de diferentes tipos de

representaciones planas de los solidos: la perspectiva (caballera e isométrica), las vistas
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ortogonales, los desarrollos planos. En algunos libros de texto del tercer ciclo (ver seccion
3.4.1) el cilindro, el cono y la esfera vienen introducidos graficamente como cuerpos de
revolucion, o sea obtenibles con la rotacion de una figura plana alrededor de un eje.

En el siguiente apartado nos interesa identificar los diferentes tipos de tareas de geometria
espacial presentadas en los libros de texto, en particular distingliendo y caracterizando los

tipos de tareas sobre VOT descritas en el capitulo 1.

3.3.3. Descripcion de tareas sobre VOT presentes en los libros de texto de educacion
primaria
En los libros de texto analizados el espacio dedicado a las tareas es visiblemente mayor
que el destinado a los cuadros tedricos. Las paginas dedicadas a las tareas se designan con los
siguientes titulos “Actividades”, “Problemas”, “Practica”, “Comprende”, “Descubro lo que
s¢”, “Para practicar”, “Para aplicar”, “Aplico lo aprendido”, “Repaso lo que he aprendido”,
“Avanzo”, “Resumo”, “Refuerzo”, y agrupan actividades de varios tipos, aunque no siempre
sus diferentes denominaciones las diferencian. Observamos que algunas interesantes tareas
sobre VOT se encuentran en recuadros aislados de la unidad, al final de la unidad o al margen
de una pagina, bajo titulos como “Pon a prueba tus competencias”, “Aplica la l6gica”, “Para
pensar mas”, “Aprende a pensar”’, “Taller de geometria”, “Aprende a pensar: imagino el
espacio/desarrollo mi ingenio”, “Y doy un paso mas”, “Piensa y juega”. Estas tareas, aunque
incluyen importantes contenidos de la VOT se presentan como actividades recreativas, y
probablemente consideradas como facultativas por la mayoria de los ensefiantes.
Decidimos diferenciar dos familias principales de tareas:
- Tareas de reconocimiento, descripcion y clasificacion de los sélidos (Tipos A y B): las
tareas de tipo A requieren relacionar un conjunto de propiedades analiticas con el

nombre del respectivo solido, las tareas de tipo B requieren relacionar una representacion
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de un so6lido que mantiene su aspecto global (perspectivas, fotos,..) con su nombre o con
un conjunto de propiedades analiticas. Para resolver estas tareas es necesario conocer las
terminologias de los solidos (A1-A2, B1-B5) y/o conocer sus propiedades analiticas (A1l-
A2 y B6-BS8). Aunque estas actividades también ponen en juego conocimientos sobre
VOT, las diferenciamos de las siguientes por su componente analitica.

- Tareas sobre VOT: se refieren a las principales tareas clasificadas en Gonzato, Fernandez
y Godino (2011) y descritas en el apartado 2.3 del capitulo 1, a las cuales se afaden las
tareas relacionadas a la generacion de cuerpos de revolucion a partir de la rotacion de
una figura plana (tareas no contempladas en las investigaciones analizadas). Dichas
tareas se apoyan en acciones visuales y/o involucran representaciones planas que
requieren una reorganizacion de la informacion grafica para visualizar el cuerpo que
representan.

Hemos decidido aportar el siguiente cambio a la clasificaciéon dada en el Capitulo 1:
consideramos las tareas de “Conteo de caras, aristas, vértices de un solido representado en
perspectiva” y de “Conteo de cubos en composiciones de cubos” como tareas de tipo B en
lugar de pertenecientes a la familia de las tareas de “composicion y descomposicion en
partes”. Este cambio surge de la constatacion de la diferencia entre las tareas “puzles” donde
se realizan movimientos en las piezas que componen un so6lido, y tareas donde se tiene que
“contar” determinados elementos de un sélido. Dichas ultimas describen propiedades
especificas de solidos y frecuentemente se utilizan en los libros como ejercicios para
diferenciar los s6lidos y clasificarlos.

En los siguientes apartados caracterizamos de manera mas detallada estas dos familias de
tareas describiendo las principales tipologias de tareas presentadas en los libros de texto, y

dando algunos ejemplos.
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3.3.3.1. Tareas de reconocimiento, descripcion y clasificacion de los solidos
A. Reconocimiento, descripcion y clasificacion de los sdlidos, en ausencia de una
representacion plana del objeto (Figura 3.6).

A.1. Identificar/Explicitar las propiedades de un objeto geométrico nombrado.

A.2. A partir de determinadas propiedades analiticas de un objeto geométrico, nombrarlo.

Escribe el nombre del cuerpo al que se refiere cada descripcion.

@ & Una pirémide con 9 vértices. @ ® Un prisma con 8 vértices.
2 Una pirdmide con 10 aristas. #» Un prisma con 9 aristas.
€ = Un cuerpo con 6 caras. €23 e Un cuerpo con 6 vértices.

-]

= Un cuerpo con 6 caras laterales. Un cuerpo con 12 aristas.

Figura 3.6: Ejemplo de tarea de tipo A.2 (6SA06, p.187).

B. Reconocimiento, descripcion y clasificacion de los solidos, que involucra la
interpretacion/elaboracion de una representacion en perspectiva del objeto (Figura 3.7).
B.1. Reconocer entre diferentes objetos cuotidianos (representados por dibujos, fotos,..)
los que tienen una determinada forma (de cilindro, de cono,...) /relacionar el nombre a la
forma.
B.2. Reconocer entre diferentes objetos geométricos (representados en perspectiva) los
que tienen una determinada forma (de cilindro, de cono,...).
B.3. Escribir el nombre de la forma que tiene un objeto cotidiano determinado.
B.4. Escribir el nombre de un objeto geométrico representado en perspectiva.
B.5. Dibujar un objeto tridimensional a partir de su nombre.
B.6. Identificar/ Explicitar las propiedades de un objeto geométrico representado en
perspectiva (y no nombrado).
B.6.1. Identificacion de caras, aristas, vértices de un sélido.
B.6.2. Identificar la forma de las caras de un s6lido representado en perspectiva.

B.6.3. Conteo de caras, aristas, vértices de un solido representado en perspectiva.
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B.6.4. Conteo de cubos en composiciones de cubos.
B.6.5. Otras propiedades.
B.7. A partir de determinadas propiedades analiticas de un objeto geométrico, identificar

su representacion (en perspectiva).

B.8. A partir de determinadas propiedades analiticas de un objeto geométrico, dibujarlo.

Indica cuales de las siguientes figuras son poliedros y cudles cuerpos redondos. ¢ Hay algun poliedro regular?

Figura 3.7: Ejemplo de tareas de tipo B.2 (5SMO06, p.217).

3.3.3.2. Tareas sobre VOT
1. Tareas de orientacion espacial estatica (sin movimiento, sin trayectos), de explicitacion de
las posiciones de los objetos con respecto a un determinado sistema de referencia
(observador, objeto orientado,...), Figura 3.8.
1.1. Explicitacion por medio del dibujo de la posicion de un objeto con respecto a otro
(encima del plato, debajo de la mesa). Se supone que los objetos estdn orientados (en la
Figura 3.9 se presenta una tarea ambigua, puesto que se basa en un objeto no orientado)
1.2. Explicitacion por medio de la identificacion o el dibujo de la posicion de un
objeto/animal/persona con respecto a un animal/persona (delante, detras de la gallina,
entre un nifio y otro, mano izquierda y derecha, mirar hacia la derecha, hacia la izquierda).
1.3. Explicitacion verbal de la posicién del mismo estudiante con respecto a otro en la
realidad.
1.4. Explicitacion por medio del dibujo de la posicion de un objeto “con respecto a otro”
colocado en una tabla: se supone que la tabla defina una determinada orientacién (con

respecto al observador): debajo, encima, a un lado.
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depm&nzdﬁmhmmﬂqaﬂhda%um

Figura 3.8: Ejemplo de tarea de tipo 1.2 (1ANO07, p.41)

Colorea los objetos que estan a la derecha de la puerta.

Figura 3.9: Ejemplo de tarea ambigua de tipo 1.1 que pretende orientar objetos con respecto a una puerta,

objeto que no tiene una orientacion definida (1SA06, p.34)

2. Coordinacion e integracion de las vistas (Figura 3.10):
2.1. Identificacion de la vista que un determinado observador tiene de un objeto
tridimensional (representado en perspectiva).
2.2. A partir de una o mas vistas identificar un posible solido.

2.3. A partir de la representacion de un solido en perspectiva, dibujar una de sus vistas.

Observa la posicidn de cada nifio e indica qué vista le corresponde a cada uno.

Figura 3.10: Ejemplo de tarea 2.1 (4ANOS , p 198).

3. Composicion y descomposicion en partes (Figura 3.11):
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3.1. Composiciones y descomposiciones de un solido en partes/secciones.
3.2. Agregar cubos a composiciones de cubos y dibujar la nueva composicion de cubos.

¢Qué dos figuras obtienes al cortar una esfera? ¢De qué deper
de obtener una u otra?

, Reflexiona primero:
® e« Observa por donde se ha cortado cada una de estas esferas.

Figura 3.11: Ejemplo de tarea de tipo 3.1 (6SM, p.202).

4. Plegar y desplegar desarrollos (Figura 3.12):
4.1. Dado el dibujo de un desarrollo, nombrar el solido al cual se corresponde.
4.2. Relacionar un sélido nombrado al desarrollo correspondiente, eligiendo entre
diferentes posibilidades.
4.3. Dibujar un desarrollo de un so6lido nombrado.
4.4. Dibujar un desarrollo de un so6lido dibujado en perspectiva.
4.5. Describir propiedades del desarrollo plano con respecto al solido que puede formar

(nimeros de caras laterales, forma de las bases...).

Asocia cada cuerpo con su desarrollo.

Figura 3.12: Ejemplo de tarea de tipo 4.2 (6ANO06, p.189)

5. Generar cuerpos de revolucion a partir de la rotacion de una figura plana (Figura 3.13).

5.1. Indicar verbalmente el cuerpo de revolucion que genera una figura plana que gira
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alrededor de un eje (representados graficamente).

5.2. A partir de un so6lido de revolucién reconocer la figura plana que lo genera y el eje
sobre el cual debe girar.

5.3. Relacionar una figura plana que gira con el cuerpo tridimensional que genera
eligiendo entre diferentes posibilidades.

5.4. Ildentificar la posicion del eje sobre el cual debe girar una figura plana para generar

un determinado cuerpo geométrico.

Seiiala en la figura los ejes sobre los que debe girar para obtener los

cuerpos de revolucion A (sefala el eje en rojo) y B (seiiala el eje en azul).

Figura 3.13: Ejemplo de tarea de tipo 5.4 (6ANO06, p.189).

Observamos que en las tareas sobre VOT propuestas no se pide una justificacion de la
respuesta dada.

Para tener informacion sobre la incidencia de los diferentes tipos de tareas en los libros
de texto analizados decidimos llevar a cabo un recuento en el cual consideramos como
“unidad” el procedimiento principal que describe la tarea; por ejemplo en el caso de una tarea
de orientacion espacial estatica, contamos separadamente cada objeto/persona que tiene que
ser orientado para resolver la tarea.

En el Anexo 2 resumimos las frecuencias y porcentaje de los diferentes tipos de tareas en
los libros de texto de educacion primaria.

En la siguiente tabla presentamos los porcentajes de los diferentes tipos de tareas

presentes en el conjunto de libros de texto analizados en cada afio.
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Tabla 3.5: Porcentaje de los diferentes tipos de tareas presentes en los diferentes anos de los

libros de texto de primaria analizados.

Porcentajes para cada tipo de tarea
curso | A B 1 2 3 4 5
1 0 31,36 65,25 3,39 0 0 0
2 1,52 79,55 14,39 4,55 0 0 0
3 6,35 79,37 0| 11,38 0,53 | 2,38 0
4 7,46 70,36 0 13,91 1,41 | 6,85 0
5 18,45 59,93 0 5,10 2,28 | 13,01 1,23
6 12,24 66,57 0 3,16 2,34 | 11,28 4,40

En general se observa la evidente preponderancia de las tareas de tipo B en todos los afios
(entre el 60 y el 80% de las tareas), excepto en el primer afio. En el conjunto de tareas
analizadas en los libros de texto, se evidencia una escasez de tareas de tipo 3 (Composicion y
descomposicion en partes) y de tipo 5 (Generar cuerpos de revolucion a partir de la rotacion
de una figura plana).

Centrandonos unicamente en las tareas sobre VOT, observamos que hay un incremento de

su variedad a lo largo de los ciclos, como se muestra en la grafica de la Figura 3.14.

Figura 3.14: Porcentaje de los tipos de tareas sobre VOT en los diferentes afios.
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Las tareas de tipo 1 (Orientacion estatica) solo aparecen en el primer ciclo, acompaifiados de
tareas de tipo 2 (Coordinacion e integracion de las vistas). En el segundo ciclo dominan las
tareas de tipo 2 (Coordinacion e integracion de las vistas), mientras las de tipo 3
(Composicion y descomposicion en partes) y 4 (Plegar y desplegar desarrollos) aparecen en
menor cuantidad. Finalmente, en el tercer ciclo, se presentan tareas de tipo 2-5, de las cuales
emergen las de tipo 4 (Plegar y desplegar desarrollos).

La siguiente grafica (Figura 3.15) resume las frecuencias de las tareas sobre VOT (de

tipos 1-5) en los diferentes libros de texto, ordenados por afio y en orden cronolégico.

60

50

40

30 H

20

10

Figura 3.15: Frecuencias de tareas sobre VOT en los diferentes libros de texto

Senalamos que, por lo que se refiere a tareas sobre VOT, los libros de texto que trabajan
mayormente las VOT en las tareas propuestas, por cantidad y variedad de los tipos, son los
siguientes: para los dos primeros ciclos sefialamos los libros de la editorial Santillana de la
edicion del 2006 (1SA06, 2SA06, 3SA06, 4SA06), para el quinto afio indicamos el libro de
texto SSMO06 de la editorial SM, mientras parar el sexto afio resaltamos el libro 6AN99, de la

editorial Anaya (para mas detalles ver tabla 1 del Anexo 2).

200



Capitulo 3 Estudio curricular y de libros de textos

3.4. ANALISIS DE LOS TIPOS DE REPRESENTACIONES UTILIZADAS
3.4.1. Introduccion

Las representaciones de los objetos tridimensionales en los libros de texto permiten
introducir a los alumnos en los conceptos geométricos correspondientes. En el primer ciclo
prevale el aspecto visual de la representacion, se pretende que el alumno reconozca un objeto
en su globalidad y asocie la representacion al nombre. En los ciclos siguientes los atributos
descritos en las definiciones de los conceptos geométricos y en las proposiciones vienen
indicados en las representaciones graficas. En los dos primeros ciclos se dan principalmente
representaciones en perspectivas (caballera e isométrica) y dibujos de objetos cotidianos,
mientras que en el tercer ciclo se presentan también desarrollos de los solidos, vistas

ortogonales y secciones.

3.4.2. Las representaciones planas en los cuadros teoricos de los libros de texto

En este apartado sintetizamos los recuadros teoricos de los libros de texto en los cuales se
describen graficamente o verbalmente las siguientes representaciones planas: los desarrollos
planos, las vistas ortogonales, y las secciones en rotacién que permiten obtener los cuerpos de
revolucion. Observamos que dichos cuadros tedricos son escasos y se presentan Unicamente
en el segundo y tercer ciclo, o bien al principio de una seccidn, o bien al margen de la pagina

2% ¢ 9% ¢

bajo titulos como “ten en cuenta”, “observa”, “aprende”.

3.4.2.1. Desarrollos

En los libros de texto del tercer ciclo se utiliza frecuentemente la representacion de los
desarrollos de los sdlidos para acompanar sus definiciones. Sin embargo este tipo de
representacion plana se usa solo en pocos libros de texto.

Por lo que se refiere a los libros de la editorial SM analizados, destacamos que so6lo en el
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libro del quinto afno SSMO09 se describe graficamente como se construyen el cilindro y el

cono a partir de sus desarrollos (Figura 3.16).

Observa como se construye un cilindro a partir de su desarrollo:

A

< Enrollamos
3

" Z ‘%"\\’
B8 ———C= la superficie Fegamos
e lateral } las bases

e S

4: Superficie lateral

”7

Base

pA4
Vv \

w

Figura 3.16: Como se construye el cilindro plegando un desarrollo (5SM09, p183).

Esta figura representa de forma grafica el procedimiento fisico de plegar y pegar el
desarrollo para formar el s6lido. Observamos que los desarrollos tienen “lengiietas”, que
permiten la construccion fisica del sélido. Esta componente relacionada al objeto material,
“es un elemento importante desde el punto de vista concreto, pero no tienen significado si el
problema del desarrollo es considerado en el contexto geométrico” (Mariotti, 1997, p. 212).

Ademas, en los libros 5SM06 y 6SM09 se presenta una interesante afirmacion sobre la
imposibilidad de desarrollar la esfera en el plano. En el libro 5SSM06 dicha proposicion se
apoya unicamente en un dibujo que representa el intento de desarrollar la cascara de una
naranja en un plano (Figura 3.17), mientras que en el libro 6SMO09, dicho cuadro teodrico
viene mejorado anadiendo la siguiente afirmacion “Aunque consigas pelar una naranja en una
sola pieza, no podras formar con la cascara una figura plana”. En dicha frase se presentan
implicitamente dos conocimientos relativos al desarrollo plano de una figura tridimensional:
la conexion del desarrollo (“una sola pieza”) y la existencia de una isometria entre la

superficie del objeto y el plano euclideo (“formar una figura plana”).
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Desarrollo de una esfera

La esfera no tiene
un desarrollo plano como
el cilindro o el cono.

Figura 3.17: La esfera no tiene un desarrollo plano (5SMO06, p. 199).
Destacamos que en los dos ejemplos de desarrollos presentados por el libro del quinto afo
5AN99 de la editorial Anaya, se conserva la referencia a objetos cotidianos a costa de omitir

el aspecto relativo a la conexidn del desarrollo (Figuras 3.18 y 3.19).

LOSICILINDROS: ELEMENTOS Y DESARROLLO' ZONOS: ELEMENTOS Y DESARROLLO!

Un bote de refresco se puede construir a partir de una
plancha de aluminio.

Para comprobarlo, calca, recorta y pega por las sola-
pas este desarrollo.

Marta ha extendido el envoltorio de un cucurucho de helado y asi ha conse-
guido el desarrollo de un cono.

Figura 3.18: Desarrollo del cilindro (SAN99, p. 159) Figura 3.19: Desarrollo de un cono (SAN99, p. 160)

Indicamos que en el libro del sexto afio 6ANO06 solo se presenta el siguiente recuadro
(Figura 3.20) donde se muestra graficamente cémo se pliega un “recortable” dado para

formar un dodecaedro regular.

Aplicamos lo aprendido

¢Qué poliedro regular se construye con este recortable?:

Con el recortable se construye un dodecaedro regular.

Figura 3.20: Recortable de un dodecaedro regular (6ANO6, p. 180).
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Destacamos que en el libro del cuarto afilo 4ANOS8 se presenta un interesante cuadro
tedrico relativo a la definicion de desarrollo plano de un poliedro, acompanado de dos
ejemplos en los cuales se ilustra la accion de desplegar en el plano la superficie de dos

solidos para formar los desarrollos (Figura 3.21).

El desarrollo de un poliedro es la figura plana que se obtiene al exten-
der sobre un plano la superficie de un poliedro.

* Desarrollo de un prisma pentagonal.

« Desarrollo de una pirdmide cuadrada.
Figura 3.21: El desarrollo de los poliedros (4ANO08, p.180).

Siempre en este libro se afirma que la superficie de la esfera no se puede extender, aunque

la imagen que acompaifia esta frase no ilustra claramente dicha propiedad (Figura 3.22)

— —— ,v V ESFERA ! —_ -— - — e e

La superficie de la
esfera no se puede
extender.

' Una esfera tiene toda la
superficie curva.

|

Figura 3.22: La superficie de la esfera no se puede extender (4ANOS, p.182).
Por lo que se refiere a la editorial Santillana, solo en un libro (4SA06) se hace referencia a
los desarrollos, afirmando, en un pequefio recuadro, que los recortes dados en una tarea de

construccion de solidos, se llaman desarrollos (Figura 3.23).
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Construye un prisma y una piramide.

Calca y recorta las figuras,
dobla por las lineas y pega.

1
. S—
— A
Estos dibujos
se llaman desarrollos.

Figura 3.23: Desarrollos de un prisma e una piramide (4SA06, p.187).

Destacamos que los pocos libros que presentan recuadros tedricos sobre los desarrollos
planos de objetos tridimensionales, dan descripciones pobres e incompletas, representan
unicamente desarrollos prototipicos (ver capitulo 1) sin considerar la pluralidad de

desarrollos de un soélido.

3.4.2.2. Vistas ortogonales

Las vistas, como proyecciones ortogonales, vienen descritas solo en pocos libros de texto
de segundo y tercer ciclo. En la mayoria se hace referencia al concepto de vista entendida
como perspectiva que tiene un observador desde un punto, describiendo algunas de sus
propiedades (Figuras 3.24 y 3.25) o dando ejemplos de las diferentes vistas de determinados
solidos geométricos (Figuras 3.26, 3.27). So6lo en un libro de texto (6AN99) se introduce el
sistema diédrico, representando los alzados laterales y la planta de un objeto (Figura 3.28).

Por ejemplo, en las siguientes figuras se explicita la propiedad de que, excepto para el

caso de la esfera, cambiando la posicion del observador cambian las vistas del objeto.
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Aprende

Un prisma se ve diferente se-
gln desde donde se mire. N

os situamos con relacion a los objetos

o

Sin embargo, una esfera se ve
siempre con la misma forma.

N

D

~ ‘ ‘__ﬁ 1
i 35 7 s LS\ '\
! * ) R
(é.g) @ @ Los lugares o los objetos nos ofrecen distintas vistas segin el lugar

desde el que los observamos.

Figura 3.24: Vistas (3ANO0S, p.163). Figura 3.25: Vistas (4AN0S, p.190).

En los libros 3SA06 y 4SA06 del segundo ciclo de la editorial Santillana, asi como en el
libro 5SMO06 del quinto afio de la editorial SM, se dan las vistas desde arriba y de frente de
determinados s6lidos, en algunos casos ilustrando un hipotético observador (mariposa, nifos)
que mira hacia el objeto (Figuras 3.26, 3.27)

OBSERVA %

La mariposa, al mirar el bote
desde arriba, ve su tapa.

Mira c6mo se ve cada cuerpo geométrico desde arriba.

180Ab4
A @ O B & @

Figura 3.26: Vistas desde arriba (3SA06, p.192).
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Myriam y Javier observan varios cuerpos geométricos desde arriba o desde un lateral.

$1 LOS MIRO DESDE LA PARTE DE ARRIBA
NO CONSIGO SABER QUE FIGURAS SON.

YA, PERO S| TE DIGO LO QUE VEO DESDE
EL LATERAL, ENTRE LOS DOS SABREMOS
DE QUE CUERPO GEOMETRICO SE TRATA.

Observa como entre los dos averiguan rapidamente qué cuerpos geométricos son.

PRISMA PIRAMIDE CILINDRO CONO ESFERA
AR
)

&5

Figura 3.27: Vistas desde arriba y de frente (5SMO06, p.221)

Destacamos que en el libro de texto 6AN99 se describe aproximadamente la perspectiva
caballera, como forma de representar objetos tridimensionales logrando la “sensacion de
profundidad”. Ademds se representan las proyecciones ortogonales de un objeto
tridimensional, nombrandolas “alzados laterales” y “planta” lo que supone una referencia al
sistema diédrico. También se afirma que dichas vistas del objeto permiten representar las

verdaderas medidas de la figura, una importante propiedad del sistema diédrico.

Observa
Algunos consejos para representar sobre
el papel figuras de tres dimensiones.
* Para lograr sensacién de profundidad:

Las lineas que son paralelas se represen-
tan paralelas.

Las lineas que son paralelas al papel e in-
dican profund!dot':l se representan mds cor- ey vy
tas y con una inclinacién de unos 45°. ‘

Las lineas que no se ven se representan
punteadas.

* Si se desea representar las verdaderas me-
didas de la figura, se suelen dibujar varias
vistas del objeto (vistas laterales, vista des-
de arriba, etc.).

PLANTA

Figura 3.28: Dibujo en perspectiva y vistas ortogonales (6AN99, p.173).

207



Capitulo 3 Estudio curricular y de libros de textos

3.4.2.3. Secciones en rotacion que permiten obtener cuerpos de revolucion

Subrayamos un interesante acercamiento al cilindro, cono y esfera, relacionado al
concepto de cuerpo de revolucion y propuesto en algunos libros de texto analizados (5SMO02,
5SM06, 5AN99, 6AN99, 6ANO06, 6SA06). Describimos brevemente los distintos
acercamientos y representaciones propuestas por las diferentes editoriales.

En dos libros del quinto afio de la editorial SM (5SM02, 5SM06) se dan las siguientes

afirmaciones, acompanada de una figura que la ilustra (Figuras 3.29, 3.30, 3.31)

La puerta del hotel, cuando gira, dibuja
un cuerpo geométrico con forma de cilindro.

Decimos que la puerta al girar genera un cilindro.

En el parque hay una atraccion que, al girar,
dibuja un cuerpo geométrico con forma de cono.

Decimos que los nifios al girar generan un cono.

Figura 3.30: Ejemplo de cono como cuerpo de revolucion (5SMO02, p. 184).

208



Capitulo 3 Estudio curricular y de libros de textos

Figura 3.31: Ejemplo de esfera como cuerpo de revolucion (SSM02, p. 185).

Observamos que en este ultimo caso, es la rotacion fisica de la barra (materializacion del
eje de rotacion) que permite engendrar la piruleta. Sin embargo, en la siguiente edicion
(5SM06), viene modificado este aspecto quitando la barra, y afirmando que “Una moneda, al
girar, dibuja un cuerpo geométrico, con forma de esfera. La moneda al girar genera una

esfera” (Figura 3.32)

Figura 3.32: Ejemplo de esfera como cuerpo de revolucion (5SMO06, p.215).

Observamos que dicho acercamiento a los so6lidos de revolucion no se presenta en la
siguiente edicion de libros del tercer ciclo de la editorial SM (SM09).

La aproximacion visual a los cuerpos de revolucion presentadas en estos libros de texto es
relacionada al mundo real y se refiere a experiencias cotidianas, lo que supone una fécil
comprension de los ejemplos dados por partes de los alumnos. Sin embargo, no se hace
referencia a una posible generalizacion de dichos casos al contexto geométrico, lo que
supondria la introduccion del concepto de rotacion de una figura plana, eje de rotacion y de la
especificacion de su posicidon con respecto a la figura plana.

De otra parte, en los libros de texto del tercer ciclo SAN99, 6AN99 y 6AN06 de la
editorial Anaya se presenta un acercamiento a los cuerpos de revolucion en el cual se hace
referencia a dichos elementos analiticos. En el quinto afio se ilustra graficamente la rotacion
de una figura plana alrededor de un eje. Es interesante observar que el ejemplo introductorio

(Figura 3.33) no se refiere a las figuras clésicas de cilindro, cono o esferas, lo que supone una
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mayor generalidad del concepto que se pretende introducir.

Entre los cuerpos con superficies curvas estan los
cuerpos de revolucién que se originan cuando una
figura plana gira alrededor de un eje.

Figura 3.33: Definicion de cuerpo de revolucion (SAN99, p.158)
Este aspecto de generalidad se observa también en los ejemplos de cuerpos de revolucion
que se aportan (Figura 3.34), en los cuales se incluye el toro, que se refiere al caso de una

figura que gira alrededor de un eje exterior a ella.

SON CUERPOS DE REVOLUCION:

CILINDROS

Figura 3.34: Ejemplos de cuerpos de revolucion (SAN99, p.158).

En el sexto afio se propone un interesante enfoque en el cual se coordinan aspectos
visuales (relacionados con la experiencia fisica) con aspectos analiticos. Primeramente se
introducen los cuerpos de revolucion con el auxilio de una figura que ilustra la rotacion de
trozos de carton alrededor de un eje (Figura 3.35, también en este caso la rotacion es

producida por el giro fisico de una barra).
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CUERPOS'DE'REVOLUCION

Juan y Carmela han descubierto que, haciendo
girar un trozo de cartén alrededor de un eje, se
engendra un cuerpo geométrico.

Qs
* ;Sabes qué nombre reciben los cuerpos geomé-
tricos que se pueden generar de esta forma?

e Dibuja el cuerpo geométrico que verias ha-
ciendo girar el cartén de Carmela.

Los cuerpos generados por una figura plana al girar alrededor de un eje se llo-
man cuerpos de revolucién.

Figura 3.35: Introduccién de los cuerpos de revolucion (6AN99, p.170).
Seguidamente se introducen el cilindro, el cono y la esfera como cuerpos de revolucion,
primeramente con la imagen de una experiencia fisica similar a la anterior (Figuras 3.36 y
3.37) y luego con una definicion verbal que acompafia una representacion grafica de la

generacion de los objetos geométricos (Figuras 3.38 y 3.39).

Anl!or‘m ha preparado varias piezas de cartén para hacerlas girar y asi conse-
quir figuras de revolucion,

* 3Qué figuras se engendran al girar
las piezas de cartén?

o 3Se podrian engendrar las mismas fi-
goe podrl 9 inas:
guras utilizando trozos de cartén més * 3Cudles de esas piezas, al girar, generan una esfera?
pequenios?  Describe la figura que se engendra en cada caso.

Figura 3.36: Introduccién de cilindros y cono como  Figura 3.37: Introduccion de la esfera como cuerpo de

cuerpos de revolucion (6AN99, p. 171). revolucion (6AN99, p172).

En la imagen se ilustra la posicion del eje de giro, la superficie lateral y las bases,

acompafiada por una definicion verbal de la rotacion de un triangulo rectangulo alrededor de
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un cateto genera un cono, la rotacion de un rectangulo alrededor de un lado genera un
cilindro. Es interesante observar que para el caso de la esfera ademas de la representacion de
su generacion por medio de la rotacion de un semicirculo, se dan ejemplos de otros cuerpos
de revolucion “dentro de la esfera”, o sea obtenidos por la rotacion de determinados sectores

circulares (Figura 3.40).

EL CONO

«— EJE DE GIRO—*

EL CILINDRO

<« EJE DE GIRO—>

SUPERFICIE LATERAL SUPERFICIE LATERAL

k“’ BASE

El cilindro se obtiene al girar un rec-

iene al girar un triGngu- ;
El cono se obfiene al gira 9 tangulo alrededor de uno de los lados.

lo rectangulo alrededor de un cateto.

Figura 3.38: Cono como cuerpo de revolucion Figura 3.39: Cilindro como cuerpo de revolucién

(6AN99, p. 171) (6AN99, p. 171)

EJE DE GIRO

La esfera es un cuerpo de revolucion.
Se obtiene al hacer girar un semicircu-
lo alrededor del digmetro.

RADIO

ALGUNOS CUERPOS DE REVOLUCION DENTRO DE LA ESFERA

Figura 3.40: Esfera como cuerpo de revolucion (6AN99, p. 172).

Por lo que se refiere al libro del sexto afio 6ANO06, la definicion de cuerpo de revolucion
como ‘“cuerpos geométricos engendrados por una superficie plana que gira alrededor de un
eje” es acompafiada por imagenes que ilustran figuras plana pegadas a barra que giran (Figura

3.41).
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Figura 3.41: Cuerpos de revolucion (6ANO06, p. 177 y 182).

A lado de una pagina, también se presenta el cilindro como cuerpo de revolucion (Figura

3.42).

Figura 3.42: Cilindro como cuerpo de revolucion (6AN06, p. 183).

Por lo que se refiere a la editorial SA, en el libro del sexto afio 6SA06, se introducen el
cilindro, cono y esfera como cuerpos de revolucion que se generan haciendo girar un
rectangulo, un tridngulo y un semicirculo alrededor de un eje (Figura 3.42). En la ilustracion
que acompafia la definicion, las figuras planas que giran se colocan en el interior del cuerpo
que generan y la flecha que indica la rotacion de la figura plana es puesta alrededor del eje de

rotacion, lo que puede hacer creer errdbneamente que sea el eje el que gire.

BSERVA'

Al girar un recténgulo, un tridngulo

y un semicirculo alrededor de un eje, =
obtenemos cuerpos de revolucion. !

El cilindro, el cono y la esfera también
se llaman cuerpos redondos porque Cilindro
tienen al menos una superficie curva.
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Figura 3.42: Cuerpos de revoluciéon (6SA06, p.189).

3.4.3. Incidencia de los diferentes tipos de representaciones planas en la muestra de
libros de texto

En este apartado estudiamos la incidencia de los diferentes tipos de representaciones
planas utilizadas en los libros de texto de las diferentes editoriales. Incluimos en el estudio
todas las representaciones planas de objetos tridimensionales presentes en cada libro, tanto en
los apartados tedricos como en las tareas descritas anteriormente. Si en una tarea se
representan mas solidos, cada representacion se considera como elemento individual. De esta
forma podemos examinar el tipo y la cantidad de representaciones planas que vienen
mostradas a los nifios a lo largo de un libro de texto. Creemos que dicha informacion grafica
que se presenta a los nifios a lo largo de la escolaridad pueda influir de forma significativa en
su forma de visualizar los objetos tridimensionales.

Para este estudio hemos decidido distinguir dos familias principales de solidos, poliedros
(p) y cuerpos de revolucion (r), y dos tipos de representacion planas, las representaciones que
mantienen el aspecto global del objeto (Representacion G) de las representaciones que
necesitan una reorganizacion de la informacion para visualizar el objeto (Representacion R):
Las vistas ortogonales (R1), los desarrollos (R2), y las secciones en rotacion (R3) (ver
capitulo 1, secciéon 2.1.2).

En la tabla 1 presentada en el Anexo 3 se dan las frecuencias de los tipos de
representaciones planas presentes en cada libro de texto. Observamos que en las ediciones del
2006 de distintas editoriales se presenta un nimero elevado de representaciones planas de
cuerpos tridimensionales, que incluyen representaciones de los tipos G y R. En los primeros
ciclos destacamos los libros de la Editorial Santillana, edicion 2006 (1SA06, 2SA06, 3SA06,

4SA06), para el quinto afo sefialamos el libro 5SMO06 de la editorial SM, mientras que para el
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sexto afio indicamos el libro 6ANO6 de la editorial AN.

En las siguientes graficas (Figuras 3.43 y 3.44) presentamos los porcentajes relativos a las
representaciones G y R de los cuerpos de revolucion y de los poliedros. Como era previsible
hay una predominancia de las representaciones de tipo G en todos los afios y para ambas las
familias de solidos consideradas. Observamos que para el caso de los cuerpos de revolucion

hay un incremento lineal de representaciones de tipo R a lo largo del segundo y tercer ciclo.

Cuerpos de revolucion Poliedros
Figura 3.43: Porcentajes de los tipos de representacion Figura 3.44: Porcentajes de los tipos de
(G y R) de los cuerpos de revolucion representacion (G y R) de los poliedros

Por lo que se refiere al tipo de representacion R, observamos que los cuerpos de
revolucion se representan exclusivamente con desarrollos en el tercer afo, con desarrollos y
vistas en el cuarto afio, con los tres tipos de representacion en el quinto y con secciones de
rotacion y vistas ortogonales en el sexto. Los poliedros se representan mayormente con
desarrollos hasta el tercer afio. En el cuarto afio aparecen desarrollos y vistas ortogonales casi
en la misma cantidad, mientras que en el tercer ciclo prevalen las vistas ortogonales.

Resumimos en las siguientes graficas (Figura 3.45 y 3.46) los porcentajes de los tipos de

representacion R1, R2 y R3 para las dos familias de solidos consideradas.
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Cuerpos de revolucion Poliedros
100,0 100,0 -
80,0 80,0 |
m%R1
60,0 — 60,0
mY%R2
40,0 - RS 400
20,0 — 20,0
0,0 T 0,0
I It v v 7 i i Y v Vi
Figura 3.45: Porcentajes de los tipos de representacion Figura 3.46: Porcentajes de los tipos de
R (R1, R2, R3) de los cuerpos de revolucion representacion R (R1, R2, R3) de los poliedros

3.5. CONCLUSIONES DEL ANALISIS DE LOS LIBROS DE TEXTO

En este apartado describimos algunas conclusiones derivadas de los resultados obtenidos
del analisis de los libros de texto. Enfatizamos que este estudio se ha realizado con los libros
de texto mencionados y no pretende extenderse mas alla los resultados obtenidos.

Observamos que en los libros de texto de matemadticas de escuela primaria los sélidos
estan representados principalmente con representaciones que mantienen el aspecto global del
objeto, generalmente en perspectiva caballera o isométrica. Parzysz (1988, 1991) observa que
dichos dibujos tienen el lado positivo de reconocer a primera vista el objeto en cuestion, pero
al mismo tiempo tienen un lado negativo: los ninos, acostumbrados a enfrentarse a una figura
en una misma posicion, no saben el por qué esta dibujada asi y no idean otra representacion.
Afirma también que hay una ambigiiedad del estatus de las representaciones graficas en la
geometria del espacio, “ahora dibujos, después esbozos, en una manera anarquica e implicita”
(Parysz, 1991, p. 578).

En algunas de las tareas presentadas en diferentes libros de segundo y tercer ciclo se

emplean otras representaciones planas de los solidos, tales como las vistas ortogonales, los
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desarrollos planos y las secciones en rotacion. Sin embrago, en la gran mayoria de libros de
texto no se describen dichas representaciones, o solo se hace referencias a propiedades
aisladas, principalmente de tipo visual. Siguiendo a Parzysz (1988), creemos en la necesidad
de trabajar sobre los principios de los diferentes tipos de representaciones planas de objetos
tridimensionales espaciales, para que los alumnos puedan dominarlas y “no quedarse esclavos
de dibujos estereotipados, que han perdido una gran parte de su poder operacional” (p. 90).
Dicho estudio tendria que apoyarse y manifestar la sinergia existente entre los aspectos
visuales de las representaciones y los aspectos analiticos, relacionados con las propiedades de
las técnicas de dibujo utilizadas y con las propiedades analiticas de los objetos matematicos
que representan. Concordamos con Guillén, Gonzalez y Garcia (2009, p. 254), que destacan
la poca atencion que se da en los libros de texto a la comparacion de diferentes
representaciones planas de un solido con objeto de remarcar propiedades que se mantienen
y/o se rompen en cada una de ellas.

Con respecto al significado institucional de referencia descrito en el Capitulo 2,
consideramos que el papel de la ostension en la construccién y comunicacion en el ambito de
la geometria espacial no viene suficientemente valorizado en los libros de texto: las
relaciones dialécticas que se establecen entre los objetos matematicos y sus representaciones
materiales son muy elementales. Por ejemplo, no se ponen de manifiesto las potencialidades
que tienen las diferentes representaciones planas para el estudio de determinadas propiedades
del objeto, y que podrian favorecer la capacidad de eleccion de una representacion adecuada
para resolver ciertos problemas.

Si se analizan los libros de texto singularmente, se observa que las tareas sobre VOT
presentadas s6lo cubren aspectos parciales del tema, frecuentemente por medio de actividades
recreativas, reflejando el escaso interés atribuido al tema. Sin embargo, la recopilacion y la

clasificacion de todas las tareas sobre VOT presentadas en el conjunto de los libros de texto,
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puede ayudar a tener una perspectiva mas amplia de la forma con la cual se puede abordar los

diferentes aspectos del tema en la ensefianza.

4. CONCLUSIONES DEL ESTUDIO CURRICULAR

El analisis conjunto de los curriculos internacionales, nacionales y de la comunidad
auténoma, nos ha permitido destacar algunas interesantes sugerencias sobre la forma y los
medios para desarrollar determinadas facetas de la VOT en la ensefianza de la geometria
espacial, en particular en la interpretacion, comunicacion y andlisis de informaciones
graficas. Hemos destacado algunos interesantes ejemplos de tareas visuales, lenguajes y
acciones visuales que cubren aspectos centrales del tema.

Sin embargo, los libros de texto analizados, aunque en su globalidad incluyen algunos
aspectos del tema, estos vienen desarrollados solo en pocas actividades de geometria espacial,
las mas destacadas colocadas en espacios dedicados a actividades recreativas o
complementarias y sin aparente relacion con el restante contenido.

Con respecto al lenguaje utilizado, observamos que aunque en los curriculos se destaca la
importancia del trabajo manipulativo, sobre todo en los primeros ciclos, en los libros de texto
analizados son muy pocas las actividades que requieren el uso de representaciones concretas
de las figuras como modelos tridimensionales, construcciones, modelos geométricos,
geoplanos, mecanos, plegados, construcciones. Sin embrago, en muchos libros de texto, para
valorizar el contexto real, se insertan representaciones planas de objetos concretos y
experiencias fisicas, sobre todo en los recuadros teorico, sin hacer una clara distincion entre
el objeto material y el geométrico. Muy escasas son las tareas de construccion y de dibujo en
perspectiva. Los diferentes tipos de representaciones planas descritas en los curriculos
(desarrollos planos de los solidos, vistas laterales y desde arriba, secciones, plegados) son

utilizadas con tareas repetitivas, en las cuales el proceso visual pierde fuerza.

218



Capitulo 3 Estudio curricular y de libros de textos

Con respecto a las acciones visuales sugeridas en las directrices curriculares (imaginar,
predecir, experimentar y comprobar los resultados de rotaciones, cortes, secciones,
proyecciones, composiciones y descomposiciones), destacamos que se presentan escasas
tareas de composiciones, descomposiciones y de cortes de objetos tridimensionales, y solo

dos tareas de rotaciones en el conjunto de libros de texto analizados.

En general, aunque en el conjunto de libros de texto analizados aparecen aislados aspectos
sobre la VOT, creemos que no se insertan de forma armoénica y homogénea en los apartados
de geometria espacial. En particular no se dan definiciones adecuadas y no se aprovecha de
la potencialidad dada para estudio de las diferentes representaciones planas, tanto a nivel de
propiedades y funciones que desempeiian, como por lo que se refiere a las técnicas de
dibujos.

Sin embargo, indicamos que, para los dos primeros ciclos, los libros de la editorial
Santillana de la edicion 2006, parecen los que mas promueven el desarrollo de le VOT
sugerido en los curriculos, tanto en la variedad de tareas como de representaciones planas
utilizadas.

Concluimos destacando que la coleccion de las tareas sobre VOT presentadas en el
conjunto de libros de texto analizados constituye un interesante material para el estudio del
conocimiento comun de los futuros profesores sobre el tema. Ademas la recopilacion de los
diferentes acercamientos a las representaciones planas dadas en los libros nos puede guiar en

la interpretacion de determinadas respuestas graficas de los futuros profesores.
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CAPITULO 4:
CONSTRUCCION DEL CUESTIONARIO SOBRE
VISUALIZACION DE OBJETOS TRIDIMENSIONALES

1. INTRODUCCION

Los estudios preliminares descritos en los primeros capitulos permiten fundamentar
la necesitad de la construccion de un nuevo cuestionario de evaluacion de los
conocimientos didactico-matematicos de los futuros profesores sobre la visualizacion
espacial de objetos tridimensionales, objetivo principal de este capitulo.

El significado institucional de referencia sobre la visualizacion espacial descrito en
el capitulo 2, permite argumentar la importancia del tema en la ensefianza en la escuela
primaria y nos ayuda a identificar los objetos visuales y analiticos presentes en tareas de
geometria espacial. En particular, nos da criterios para seleccionar un primer banco de
items provenientes de tareas descritas en las investigaciones sobre el tema y de los
libros de textos de educacion primaria. Sin embargo, como paso previo, €s necesario
clarificar y hacer operativa la nocion de conocimiento didactico-matematico, resultando
de este modo una aportacion teorica para el campo de investigacion sobre formacion de
profesores (Wood, 2008).

Organizamos el capitulo en cuatro secciones. Después de describir el objetivo del
instrumento (seccion 2), detallamos el proceso de construccion del cuestionario piloto
(seccidn 3). En dicha seccion indicamos los aspectos especificos de los componentes de
los conocimientos didacticos que queremos evaluar, relativos al modelo descrito por
Godino (2009) y presentamos las preguntas que pretenden evaluarlos. El analisis de los
items seleccionados nos lleva a la elaboracion de una primera tabla de los contenidos
asociados a cada tarea.

Esta primera version del cuestionario fue probada con 6 estudiantes de primer
curso de la Facultad de Educaciéon de la Universidad de Granada, con buenas

calificaciones en matematicas (seccion 4). El anélisis de las respuestas de estos alumnos
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nos ha permitido hacer una seleccion y cambios de las tareas y elaborar un segundo
cuestionario que fue evaluado por un grupo de expertos (seccion 5). Las observaciones
y sugerencias de los expertos nos ha llevado a la version definitiva del cuestionario,
cuyos items han sido nuevamente analizados, en términos de las funciones semidticas
analitico-visuales puestas en juego en los mismos (seccion 6).

Parte del proceso de construccion del cuestionario piloto es sintetizada en el articulo

Gonzato, Godino y Neto (2011), publicado en la revista Educacion Matematica.

2. OBJETIVOS DEL INSTRUMENTO

El objetivo del cuestionario es la evaluacion de algunos aspectos relevantes de los
conocimientos didactico-matematicos de los futuros profesores de educacion primaria
sobre el tema de la visualizacion de objetos tridimensionales (Cuestionario VOT). Se
pretende evaluar no solo las capacidades para resolver las tareas sino también
conocimientos relacionados con la ensefianza.

El objetivo principal fue construir un instrumento con el que pudiéramos recoger
datos sobre el conocimiento comuin y ampliado del contenido, y algunos aspectos
relevantes del conocimiento especializado del contenido.

De este objetivo principal se deducen otros. El primero de ellos consiste en estimar
la proporciéon de alumnos que resuelve correctamente las tareas relativas con los
diferentes conocimientos. Asimismo, deseamos identificar los principales errores de los
estudiantes y las dificultades que presenta cada tarea. En la resolucion de una actividad
sobre VOT juegan un papel central las “habilidades visuales” de los alumnos. Para
poder estudiar y evaluar los significados personales (Godino, Batanero y Font, 2007) de
los alumnos necesitamos interpretar la nocion cognitiva de habilidad en términos de las
nociones tedricas del EOS, esto es en términos del sistema de practicas operativas y
discursivas que una persona realiza para resolver un determinado tipo de situaciones-
problemas y la configuracién de objetos y procesos implicados. Con este tipo de
andlisis, aplicado a las respuestas dadas por los estudiantes, deseamos asimismo
caracterizar los tipos de conocimientos, argumentaciones y variaciones de tareas que
son capaces de elaborar. Queremos ademds identificar errores relacionados con un
cierto tipo de uso del lenguaje, argumentaciones donde prevalen determinados procesos
visuales, determinadas propiedades centrales para la resolucion de una tarea, asi como

estudiar el papel que juegan los aspectos analiticos y visuales involucrados en las
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tareas.

Con estos resultados queremos contribuir a aportar informacion sobre los
conocimientos matematicos y didacticos sobre el tema de futuros maestros, como base
para una posible planificacion de acciones formativas en el campo de la visualizacioén de

objetos tridimensionales.

3. CONSTRUCCION DE LA VERSION PILOTO DEL CUESTIONARIO

3.1. INTRODUCCION

El significado de referencia y la clasificacion de las tareas elaboradas en los
primeros capitulos nos permite seleccionar seis categorias de tareas sobre VOT segtn la
accion principal requerida para su resolucion (seccion 3.2). Para caracterizar, distinguir
y seleccionar las componentes del conocimiento que queremos medir (seccidon 3.3), nos
hemos basados en el modelo del “conocimiento didactico-matematico” propuesto por
Godino (2009), que articula y desarrolla otros modelos sobre los conocimientos del
profesor de matematicas (PCK, Shulman, 1986; MKT, Hill et al., 2008).

Las categorias de tareas de visualizaciéon que hemos seleccionado, junto con los
aspectos de los conocimientos didacticos que queremos medir, nos permiten tener
criterios para hacer una seleccion de tareas de libros de textos, tareas de las
investigaciones y tareas de caracter mas especializado y elaborar un primer banco de
items para el cuestionario piloto (seccion 3.4). El andlisis por medio de la GROP (“Guia
para el reconocimiento de objetos y procesos”, presentada en el capitulo 2) de los items
del cuestionario piloto nos lleva a la elaboracion de una primera tabla de los contenidos

asociados a cada sub-item.

3.2. SELECCION DE TIPOS DE TAREAS. CONTENIDOS PRINCIPALES

A partir de la clasificacion de las tareas utilizadas en las investigaciones (propuesta
en el capitulo 1, seccién 3.2) y presentadas en los libros de textos (ver capitulo 3,
seccion 3.3.3), y teniendo en cuenta los aspectos centrales del significado de referencia
que queremos evaluar, hemos decidido seleccionar las siguientes cinco categorias de

tareas, clasificadas seglin la accidn principal puesta en juego para resolverlas:

1. Coordinar e integrar vistas de objetos
2. Rotar un objeto en el espacio

3. Plegar y desplegar desarrollos
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4. Componer y descomponer en partes un objeto tridimensional

5. Generar cuerpos de revolucion

En el andlisis de diferentes colecciones de libros de textos (capitulo 3) se destaca
que algunos aspectos evidenciados en las investigaciones estan poco tratados, y algunos
unicamente presentados en actividades recreativas al final de la leccion. De manera
particular observamos que la rotacion de objetos tridimensionales solo aparece en dos
tareas de todo el conjunto de los libros analizados. Por otra parte, encontramos un tema
poco tratado en las investigaciones, que es el relacionado con la generacion de cuerpos
de revolucion. Decidimos entonces incluir también este tema como contenido
relacionado con la VOT.

Observamos que en el curriculo espafol de matematicas (MEC, 2006), el trabajo
con objetos tridimensionales estd presente en todos los ciclos de educacién primaria.
Relacionamos a continuacidn las tareas principales destacadas en las investigaciones
con algunos de los objetivos descritos en el curriculo espafiol:

- coordinar e integrar vistas de objetos: “descripcion de posiciones en relacion a
diferentes puntos de referencia”, “describir y representar construcciones
geométricas y relaciones espaciales”;

- plegar y desplegar desarrollos: “construir cuerpos geométricos a partir de
desarrollos”;

- componer y descomponer en partes un objeto tridimensional: “formar cuerpos
geométricos a partir de otros por composicion y descomposicion”.

Observamos que entre los objetivos no se menciona explicitamente la rotacion de
objetos en el espacio, ni la generacién de cuerpos de revolucion. Por otra parte, en el
apartado relativo a la “contribucion del area al desarrollo de las competencias basicas”
se afirma que “con el desarrollo de la visualizacion, los nifios y las nifias mejoran su
capacidad para hacer construcciones y manipular mentalmente figuras en el plano y en
el espacio”, lo que incluye la capacidad de rotar figuras planas y tridimensionales en el
espacio.

En el cuestionario hemos elegido presentar unicamente tareas de papel y lapiz por
dos motivos. Uno de caracter préactico, como es facilitar la aplicacion del cuestionario a
muestras relativamente grandes de estudiantes, y el otro de caracter didactico, pues se
considera que la capacidad de lectura y de elaboraciéon de diferentes tipos de

representaciones planas de objetos tridimensionales representados en el plano, es un
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aspecto importante de la visualizacion espacial, sobre todo en el contexto de la

enseflanza.

Con referencia a la tabla de clasificacion de tareas expuesta en el capitulo 1
(apartado 3.2) observamos que el estimulo inicial de estas tareas es siempre una
representacion plana del objeto (el segundo pardmetro de la tarea es fijo). Para
diferenciar con mayor detalle las tareas se propone distinguir los siguientes tipos de
representaciones planas presentes en el enunciado y en la respuesta pedida (si es de
dibujo):

- Las perspectivas caballera, isométrica y con puntos de fuga (proyecciones que dan
una percepcion global del objeto)

- Las “vistas”, el sistema diédrico, la proyeccion ortogonal codificada (proyecciones
que necesitan de una reorganizacion de la informacidon para poder visualizar el
objeto en su totalidad)

- Los desarrollos planos

- Las secciones (de cuerpos de revolucion y los relativos ejes de rotacion)

Tabla 4.1: Clasificacion de tareas de VOT para el cuestionario piloto.

Accion principal Estimulo inicial: Dibujo Tipo de respuesta
1. Coordinar e integrar 1. Las perspectivas 1. Dibujo:
vistas de objetos caballera, isométrica y )
con puntos de fuga 1.1 Las perspectivas
2. Rotar un objeto caballera, isométrica y con
tridimensional 2. Las “vistas”, el sistema puntos de fuga

diédrico, la proyeccion

3. Plegar y desplegar ortogonal codificada 1.2. Las “vistas”, el sistema

desarrollos diédrico, la proyeccion

4. Componer y 3. Los desarrollos planos ortogonal codificada
descomponer en partes un

objeto tridimensional 4. Las secciones 1.3. Los desarrollos planos
5. Generar cuerpos de 1.4. Las secciones
revolucion

2. Identificacion

3. Verbal/numérica
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Remitimos a los capitulos 1 y 3 para la descripciéon de los procedimientos
principales, de las representaciones planas involucradas y para los ejemplos de tareas

propuestos en las investigaciones y en los libros de textos de educacion primaria.

3.3. SELECCION DE ASPECTOS DEL CONOCIMIENTO DIDACTICO-
MATEMATICO

Las reflexiones y recomendaciones de Shulman (1986) y las investigaciones de
Ball, Lubienski y Mewborn (2001), Hill, Ball y Schilling (2008), suponen avances en la
caracterizacion de los componentes del conocimiento que un profesor deberia tener para
desarrollar eficazmente su practica docente y facilitar el aprendizaje de los estudiantes.
Sin embargo, como sefiala Godino (2009), los modelos de conocimiento matematico
para la ensefanza, elaborados desde las investigaciones en educacion matematica,
incluyen categorias demasiado globales, por lo que seria util disponer de modelos que
permitan un analisis mas detallado de cada uno de los tipos de conocimiento que se
ponen en juego en una ensefianza efectiva de las matematicas. Ademads, es de interés
profundizar en la trama de conocimientos que el profesor requiere para ensefiar
matematicas, centrandose en temas especificos.

Basandonos en el modelo didactico-matematico del conocimiento del profesor
basado en el “enfoque ontosemiotico” (ver capitulo 2, seccion2.6), decidimos centrarnos
en el analisis de los conocimientos relacionados con la faceta epistémica del tema y
evaluar aspectos especificos del conocimiento del contenido comin, ampliado y
especializado.

En los siguientes apartados describimos con mas detalle los aspectos de dichos
conocimientos didactico-matematicos, sobre visualizacion de objetos tridimensionales

representados en el plano, que queremos evaluar.

3.3.1. Conocimiento comun sobre VOT

Consideramos que las orientaciones curriculares y los libros de textos de educacion
primaria, analizados en el capitulo 3, constituyen una interesante fuente de dicho
conocimiento. De hecho suponemos que un maestro de primaria debe poder resolver de
manera Optima tareas de nivel elemental, para tener una posible solucién de referencia
al momento de discutir y corregir las tareas resueltas por los alumnos. Hemos visto que
los contenidos sobre VOT, sugeridos por las orientaciones curriculares y presentes en el

conjunto de los libros de textos, describen interesantes aspectos de dichos
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conocimientos, sobre todo relacionados con la resolucion de determinadas tareas. Un
aspecto comun de las actividades propuestas es la interpretacion de diferentes tipos de
representaciones planas con el objetivo de identificar y describir los objetos
tridimensionales representados y sus posiciones en el espacio. De manera particular
dominan las tareas en las cuales se pide identificar la vista que un determinado
observador tiene de un objeto tridimensional, componer y descomponer un sélido en
partes, determinar si una determinada figura bidimensional es un desarrollo plano;
relacionar una figura plana que gira con el cuerpo tridimensional que genera.
Consideramos dichos aspectos de la VOT como significativas componentes del
conocimiento comun. Aunque aparezcan también (escasas) tareas en las cuales se pide
dibujar determinadas representaciones planas, estas tienen mayormente el papel de
esbozos en lugar de producto de rigurosas técnicas de dibujos. De manera particular no
viene enfatizada la necesidad de que los alumnos conozcan las propiedades que definen
las representaciones utilizadas. Sin embargo, creemos que dichos conocimientos sean
fundamentales para la ensefnanza, ya que un profesor deba poder comunicar con claridad
informaciones graficas, eligiendo, entres las diferentes representaciones, la mas
adecuada para afrontar ciertos problemas (conocimiento ampliado). Ademas, la
resolucion de una tarea de nivel elemental es el punto de partida para analizar los
conocimientos puestos en juego, las posibles dificultades que puede implicar, los
diferentes procedimientos que se pueden utilizar en la resolucion, son aspectos

relevantes de un conocimiento especializado del contenido para la ensefianza.

3.3.2. Conocimiento ampliado sobre VOT

El conocimiento ampliado del contenido incluye la identificacion de posibles
conexiones con otros temas mas avanzados del curriculo correspondiente. Es el
conocimiento que permite poner en relacion el conocimiento comun del contenido con
los conocimientos matematicos mas avanzados, que el alumno encontrara en los afios
siguientes de su escolarizacion. Esta definicion se basa en la asuncion que hay una
continuidad entre lo que el nifio hace al acercarse a la matematica y lo que un
matematico hace en su disciplina.

Como hemos anticipado en el apartado anterior, consideramos que un conocimiento
ampliado sobre la VOT deba incluir la capacidad de seleccionar y producir
representaciones planas adecuadas. Esto supone el dominio de las diferentes técnicas de

dibujo y el conocimiento de las potencialidades que tienen las diferentes
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representaciones planas, para el estudio de determinadas propiedades del objeto, y para
la resolucion de ciertos problemas. Los futuros profesores deben saber porqué un objeto
estd dibujado de un cierto modo e idear otras diferentes representaciones.

De manera particular, consideramos que los siguientes aspectos forman parte del
conocimiento ampliado sobre VOT: saber producir diferentes desarrollos planos de un
mismo soélido, y para determinados so6lidos (cubo, tetraedro,...) determinar la variedad
de todos los desarrollos, en particular determinar si una representacion es la correcta
respuesta para una determinada tarea de desarrollo; trabajar con sélidos de revolucion
con huecos, generados por figuras planas que giran alrededor de ejes externos a ellas;
poder construir diferentes sélidos a partir de tres vistas ortogonales (concebir que tres
proyecciones ortogonales no siempre definen de forma univoca un so6lido); representar
diferentes composiciones de solidos, variando las posiciones de las partes, dibujar
particiones y secciones de solidos.

Estos conocimientos aumentan la generalidad de los objetos, considerando las
posibles distintas representaciones, transformaciones, posiciones y propiedades de los

solidos.

3.3.3. Conocimiento especializado sobre VOT

Dada la amplitud de aspectos que se deben incluir en el conocimiento especializado
del contenido, como se describe en Godino (2009) aplicando el marco tedrico del
Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematica, en nuestro caso
hemos seleccionado tres de dichos aspectos: los tipos de justificaciones que son capaces
de elaborar los estudiantes de magisterio para las tareas, las variaciones que proponen
para las mismas con vistas a su uso en la escuela y la reflexion epistémica que son

capaces de realizar sobre los conocimientos que se ponen en juego en la resolucion.

3.3.3.1 Justificacion

Observamos que en las tareas sobre VOT propuestas en los libros de texto
analizados no se pide una justificacion de la respuesta dada. De otra parte, en las
diferentes orientaciones curriculares analizadas se pone en énfasis la importancia que
tiene la argumentacion de las soluciones propuestas. Por ejemplo, en NCTM (2000) se
afirma que “En ciertas situaciones, serd apropiado que los alumnos describan su forma
de pensar de manera informal, utilizando un lenguaje comuin y esbozos; en la escuela

secundaria, deberan también aprender a comunicar de manera mas formal, utilizando la
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terminologia matematica convencional”. Observamos que frecuentemente en las tareas
de visualizacion espacial este conocimiento no es facil de expresar. La respuesta “es asi
porque lo veo” puede a veces parecer la unica justificacion posible. Esta respuesta no es
adecuada en el contexto de la ensefianza, por ejemplo, cuando un nifio no “ve” lo que el
profesor dice que se “ve”. Es entonces importante que un profesor pueda explicar con
palabras, dibujos o gestos, una solucién que “se ve” (y lo mismo pueda pretender por
parte de sus alumnos).

Observando la gran diversidad de términos y significados asociados a la accion de
demostrar (en matematicas), Harel y Sowder (1998 y 2007) proponen la nocion general
de “esquema de prueba”, definido como el proceso empleado por una persona para
suprimir dudas (a si misma o a otra persona) sobre la verdad de una conjetura. Asi
concebidos, los “esquemas de prueba” estan presentes a lo largo de todo el curriculo,
frecuentemente asociados a términos como: explicar, justificar, demostrar,...

Ademas de poder explicar y argumentar las soluciones a sus alumnos de forma
discursiva, con el objetivo de convencerles de su validez (y pretender lo mismo de
ellos), consideramos necesario que los maestros puedan formular una prueba de
referencia (esquema de prueba institucional) que justifique la validez de la proposicion
y guie su forma de argumentar en los diferentes niveles educativos.

Asimismo, consideramos que el uso consciente de los diferentes tipos de esquemas
de pruebas por parte del maestro, asi como la capacidad de articularlos de forma
progresiva, es de gran importancia desde los primeros niveles educativos.

En términos de Parzysz (2006, ver capitulo 1), aunque las actividades propuestas a
los alumnos de escuela primaria se refieren al paradigma G1, su planificacion y control
por parte del maestro debe tener en cuenta G2, o sea un conocimiento mas especializado
del contenido matematico. De manera particular es necesario que el profesor acompafie
la interpretacion perceptiva de una representacion, con una interpretacion discursiva,
que permita explicitar la relacion delicada presente entre representacion y objeto

matematico.

3.3.2. Identificacion de conocimientos

En la mayoria de libros de textos de educacion primaria no se describen los
procedimientos visuales involucrados en tareas sobre VOT, ni se describen
adecuadamente las representaciones planas utilizadas (tanto en los apartados tedricos

como en las actividades). Sin embargo, consideramos que un profesor de escuela
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primaria deberia tener un cierto grado de competencia para hacer explicitos los
conocimientos matematicos requeridos para la realizacion de las tareas sobre VOT.

Estos conocimientos pueden ser procedimentales, conceptuales, lingliisticos y
argumentativos. Una respuesta exhaustiva comprenderia también la descripcion o la
definicion de dichos conocimientos. En el capitulo 2 (seccion 3) se han presentados los
objetos principales que participan en practicas visuales. Esta identificacion de
conocimientos es importante a la hora de disefar, implementar y evaluar procesos de
estudio sobre VOT.

Por ejemplo, “;Por qué este alumno no supo resolver la tarea?, ;Cual es el
conocimiento que no supo utilizar?” Son preguntas que un profesor puede contestar si
conoce los elementos principales puestos en juego en la resolucion, si conoce sus

definiciones y sus reglas.

3.3.3. Variaciones de tareas

Otro aspecto de la ensefianza que hace operativa la identificacion de los
conocimientos, es la planificacion de variaciones de las tareas, por ejemplo la
simplificacion, o la generalizacion de las mismas. Si se sabe cudles son los
conocimientos principales puestos en juego en la resolucion se puede facilmente variar
uno a mas aspectos de ellos para generar una nueva tarea relacionada de manera
constructiva con la primera.

Consideramos que para variar una tarea sobre VOT es importante estudiar el papel
que juega el lenguaje, tanto grafico como simbolico. El tratamiento o conversion de
registro de lenguaje, por ejemplo desde un lenguaje cuotidiano a un lenguaje formal, o
bien desde un lenguaje simbolico a un lenguaje grafico, asi como la omision de
informaciones graficas, puede implicar interesantes variaciones en los procedimientos
visuales.

Observamos que, la elaboracion de una tarea, ademéis de un conocimiento
especializado sobre VOT, involucra algunos conocimientos relacionados con la
ensefianza, el aprendizaje y el curriculo. Por ejemplo, para describir una buena variacion
el sujeto tiene que conocer las posibles dificultades y conflictos relacionados con la
tarea, asi como los contenidos tratados en el curriculo en determinados niveles

educativos.

3.4. SELECCION Y ANALISIS DE LOS ITEMS
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Ahora que hemos descritos los aspectos principales de los conocimientos
didacticos-matematicos que queremos evaluar, nos interesa especificar la manera con la
cual pretendemos evaluarlos. Esto nos permite seleccionar y elaborar tareas adecuadas
para cada tipo de conocimiento, y estructurarlas en diferentes items y sub-items, para
formar un primer cuestionario piloto. Las tareas seran después resueltas y analizadas por
medio de la GROP, lo que pondra de manifiesto la riqueza de objetos y procesos que

ponen en juego.

3.4.1. Seleccion y clasificacion de los items

Para evaluar el conocimiento comin sobre VOT hemos seleccionado tareas de
libros de texto de primaria. Los libros de textos utilizados fueron las colecciones Anaya,
SM y Santillana analizados en el capitulo 3.

Después de cada tarea de libros de texto hemos decidido formular tres preguntas
relativas al conocimiento especializado sobre VOT. Primeramente se pide una
justificacion de la resolucion de la tarea elemental, de manera que el sujeto explicite y
argumente el proceso que le ha llevado a la solucién propuesta. A continuacion, se
pregunta que el sujeto identifique los conocimientos matematicos principales que ha
utilizado en la resolucion. Por ultimo, se pide que el sujeto elabore una variacion de la
tarea, para que resulte mas facil/més dificil de resolver para un nifio de primaria. Se
espera que el sujeto identifique diferentes tipos de cambios: en el lenguaje verbal, de las
propiedades de los objetos representados, del tipo de representaciéon, en el
procedimiento sugerido, en el material y el entorno,...

Para evaluar aspectos del conocimiento ampliado sobre VOT, se propone resolver
una tarea relacionada a la primera pero de un nivel mas alto, que involucra un
conocimiento mas avanzado del contenido. Estas tareas provienen de investigaciones y
fueron en su mayoria propuestas a alumnos de escuela secundaria. La evaluacion del
conocimiento que los futuros profesores manifiestan en la resolucion de dichas tareas
nos informa sobre aspectos operativos del conocimiento ampliado del contenido, sobre
su capacidad de utilizar conocimientos mas avanzados para resolver tareas relacionadas
con el contenido especifico.

Concretamente, las categorias de tareas sobre VOT y los tipos de conocimientos
didactico-matematicos son tenidos en cuenta en la construccion del cuestionario piloto

(presentado en el Anexo 4) de la manera que explicamos a continuacion.
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Decidimos elaborar 14 items de respuesta abierta (de papel y lapiz), que cubren los
siguientes aspectos del tema:

- Coordinar e integrar vistas de objetos: items 1,2,3 y 4

- Rotar un objeto en el espacio: items 5y 6.

- Plegar y desplegar desarrollos: items 7 y 8.

- Componer y descomponer en partes un objeto tridimensional: items 9, 10, 11 y 12.

- Generar cuerpos de revolucion: items 13 y 14.

Cada item se divide entonces en los siguientes sub-items, segun el aspecto del
conocimiento que se quiere evaluar:

- Los sub-items a) pretenden evaluar aspectos del conocimiento comun del
contenido, y se refieren a tareas de libros de textos de educacion primaria.

- Los sub-items b) y b’) ponen en juego aspectos del conocimiento especializado del
contenido: en el sub-item b) se pide una justificacion de la solucion propuesta a la
tarea a) y se pregunta sobre los conocimientos puestos en juego en la resolucion de
dicha tarea; en el sub-item b’) se pide una variacién de la tarea.

- Los sub-items c), ¢’) involucran un conocimiento mas avanzado del contenido
especifico (conocimiento ampliado del contenido), y son tareas provenientes de las
investigaciones analizadas.

Con respecto a la clasificacion propuesta anteriormente (tabla 4.1) resumimos en la

tabla 4.2 los pardmetros de los sub-items a, ¢ y ¢’ presentados en el cuestionario piloto.

Tabla 4.2: Clasificacion de los items del cuestionario segun la accion principal, el
estimulo inicial y el tipo de respuesta (descritos en la tabla 4.1).

Item | Sub-item Accion Estimulo inicial | Tipo de respuesta
1. 2 |3
1123451 |2 |3 (4 |12 |3 |4
1 a X X | X X
c X X X
c’ X X X
2 a X X | X X
c X X | X X
c’ X X | X X
3 a X X X
c X X X
c’ X X X
4 a X X X X
c X X X
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5 a X X X
c X X X
6 a X X X
c X X X
7 a X X X
c X X X
8 a X X X
c X X X
9 a X X X
c X X X
10 a X X X
c X X X
c’ X X X
11 a X X X
c X X X
12 a X X X
c X X X
13 a X | X X X
c X X [ X
14 a X | X X X
c X | X X
c’ X | X X | X

Analizando esta tabla observamos que, en los sub-items a, ¢ y ¢’ de un mismo item,
varia como maximo un parametro, lo que manifiesta una estructura analoga en los
diferentes sub-items. En algunos casos es el cambio del pardmetro en los sub-items c¢) y
¢’) (con respecto al sub-item a) que permite evaluar un conocimiento mas avanzado del
contenido especifico: por ejemplo en el item &, variando el tipo de respuesta solicitada
(en el 8a es de identificaciéon, mientras que en 8c es de dibujo), se evalia un
conocimiento mas avanzado, relativo a la representacion de diferentes desarrollos de un

solido.

3.4.2. Proveniencia de los items de los apartados ay ¢

Como hemos descrito anteriormente, las partes a de cada item del cuestionario
provienen de libros de textos de primaria, mientras que las partes ¢ y ¢’ provienen en su
mayoria de las investigaciones analizadas, con excepcion de los sub-item 13 ¢, 14 cy 14
¢’ que fueron de elaboracion propia, no encontrando en la literatura items adecuado para

evaluar el contenido especifico.
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Los libros de textos de primarias utilizados fueron los descritos en el capitulo 3. En

las siguientes tablas (tablas 4.3 y 4.4) detallamos la proveniencia de cada sub-item a, ¢

yc’.

Tabla 4.3: Proveniencia sub-items a, tareas de libros de texto.

Sub-item | Cddigo libro | Pag. Editorial Curso

AN |[SA | SM 1|2 |3 (4 5|6
la 3ANO8 172 | X X
2a 6ANO06 187 | X X
3a 6AN99 173 | X X
4a 4SA06 191 X X
5a 4ANO08 172 | X X
6a 6ANO06 176 | X X
7a 5SA06 197 X X
8a 5SMO09 184 X X
9a 4AN99 186 | X X
10a 5SMO02 185 X X
lla 2SA06 113 X X
12a 3SA06 187 X X
13a 6AN99 175 | X X
14a 6ANO06 189 | X X

Observamos que las tareas seleccionadas para incluir en el cuestionario provienen
de las tres editoriales y cubren los afos de segundo a sexto. En los libros de textos del
primer afio no se encontr6 ninguna tarea adecuada para evaluar los contenidos
seleccionados.

En el sub-item 3a, proveniente del libro de texto de 6° curso de primaria de Anaya
(6AN99), se tuvo que modificar una de las vistas para que existiera una solucion

posible.

Tabla 4.4: Proveniencia sub-items c y c’, tareas de investigaciones o de elaboracion
propia.

Sub-item | Proveniencia

Ic, 1¢’ A.P.M.E.P (1983),p. 111.

2c, 2¢’ Ben-Chaim, Lappan y Houang (1988), p. 56
3¢, 3¢’ Pittalis, Mousoulides y Christou (2009), p. 387

4c Ben-Chaim, Lappan y Houang (1985), p. 3
S¢ Gorgori6 (1994), p.123

6¢ A.P.M.E.P (1983), p. 13-14.

7c Fernandez (2011), p. 170

8¢ Bishop (1983), p. 188

9c Lappan, Phillips y Winter (1984), p. 621
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10c, 10c’ | Lappan, Phillips y Winter (1984) p. 622

11c Gorgori6 (1994), anexo 7
12¢ Bishop (1983), p. 187
13c Elaboracion propia

14c, 14¢’ | Elaboracion propia

3.4.3. Solucion y analisis de los items

En este apartado vamos a presentar el andlisis detallado que aplicamos a las tareas
seleccionadas para el cuestionario piloto. Para este analisis aplicamos una herramienta
tedrica, la “Guia para el reconocimiento de objetos y procesos” (GROP), presentada en
el capitulo 1. Esta guia ayuda a analizar diferentes procesos epistémicos - cognitivos, de
los cuales vamos a describir los siguientes: procesos de representacion/significacion,
procesos de composicidn/sintesis, procesos de materializacion/idealizacion, procesos de
particularizacién/generalizacion.

Se decidié hacer este andlisis tanto para las tareas del apartado a) como las del
apartado c), (aunque en el cuestionario no se preguntan sobre los conocimientos puesto
en juego en la pregunta c), con el objetivo de especificar y analizar los contenidos
propios de cada item.

En seguida presentamos las soluciones y el analisis de un item del cuestionario
piloto (item 13, relacionado con la generacion de cuerpos de revoluciéon mediante

rotacion de una figura plana).

Enunciado 13a.
Haz corresponder cada figura plana con el cuerpo de revolucion que engendra al girar

sobre el eje sefialado (figura 4.1).

Figura 4.1: Figura planas y cuerpos de revolucion sub-item 13a

Solucion 13a.
A-3; B-4; C-2; D-1
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Enunciado 13b. Justifica la respuesta e identifica los conocimientos que se ponen en

juego en la solucion de la tarea 13a.

Solucion 13b.

A-3 y B-4. El triangulo rectangulo A/B, rotando sobre el eje senalado engendra el
cono 3/4. La base del triangulo (el lado perpendicular al eje de rotacion) girando, genera
la base circular del cono y mide como su radio, la hipotenusa del tridngulo genera la
superficie lateral del cono y mide como su apotema. El lado del tridangulo perteneciente
al eje de rotacion se queda fijo y representa la altura del cono.

C-2 y D-1. El rectangulo C/D, rotando sobre el eje sefialado engendra el cilindro
2/1. Los lados del rectangulo perpendiculares al eje de rotacidon, rotando, generan las
dos bases circulares del cilindro y miden como su radio. El lado paralelo al eje de
rotacion genera la superficie lateral del cilindro y mide como su altura. El lado
perteneciente al eje de rotacion se queda fijo y representa la altura del cilindro.

Observamos que los sélidos de revolucion dibujados parecen vacios, pero las

figuras planas, rotando, engendran cuerpos rellenos.

Conocimientos principales:
Triangulo rectangulo, rectangulo, eje de rotacion, rotacion, rotacion de figura plana en

el espacio, solido de revolucion, cono, cilindro, radio, circulo, medidas, proporciones.

Los conocimientos puestos en juego se organizan por medio de la GROP en el siguiente

analisis.

Proceso de descomposicion (descomposicion del enunciado en unidades semidticas):

29 ¢ 9 e v N4 9% 66 1.9

“figura plana”, “cuerpo de revolucion”, “engendrar”, “girar”, “eje”.

Procesos de representacion/significacion

En la figura se presentan dos filas de dibujos. En la fila de arriba se representan
cuatro figuras planas cada una con un segmento mas obscuro (el eje) que prolonga un
lado de la figura. Al lado de cada dibujo de figura plana aparece una letra que funciona
como indice de la figura.

En la fila de abajo se representan cuatro solidos en perspectiva cada uno con un

segmento que lo traviesa (el eje), cuya parte interior al solido es representada con linea
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entrecortada. Debajo de cada dibujo de un sélido aparece un nimero que funciona como

indice del solido representado arriba. El lector tiene que interpretar cada par

letra/nimero correspondiente a un determinado par figura plana/sélido como una
posible solucion.

En las tareas de generacion de solidos de revolucion se pone en juego el concepto
de rotacion de una figura plana en el espacio. La rotacion en el espacio es un
movimiento rigido que tiene como puntos fijos una recta llamada eje de rotacion. Este
movimiento mueve todos los puntos de las figuras planas dadas alrededor del eje.

Un solido de revolucion es un sélido obtenido al rotar una region del plano
alrededor de una recta ubicada en el mismo, las cuales pueden o no intersecarse. Dicha
recta se denomina eje de revolucion. En esta tarea:

- Los tridngulos rectangulos y los rectangulos presentados en la primera linea de la
imagen son las regiones planas que se tienen que rotar para engendrar el s6lido.

- Las rectas tangentes a los bordes de las figuras planas ilustradas en la primera linea
de la figura son los ejes de revolucion alrededor de los cuales se tiene que rotar las
figuras planas para generar los respectivos sélidos de revolucion.

- Los conos y cilindros ilustrados en la segunda fila de la figura son solidos de
revolucidon que se pueden obtener por la rotacion de las figuras planas ilustradas en
la primera linea.

Ademas, en los casos expuestos en la tarea los ejes de revolucion son tangentes a

parte de la frontera de las regiones.

Procesos de composicion/sintesis.
Procedimientos y propiedades.

En la consigna de la tarea se pide de hacer corresponder “cada figura plana con el
cuerpo de revolucidon que engendra al girar sobre el eje sefialado”. El procedimiento de
“engendrar” el cuerpo requiere que el sujeto o bien conozca la definicion de solido de
revolucion, o bien interprete que el sélido tiene que ser formado por todos los puntos
que pertenecen a la figura plana a lo largo de su rotacién completa alrededor del eje.

La rotacion tiene entonces que ser interpretada como un movimiento continuo en el
tiempo. Este proceso mental no solo requiere la creacion de la imagen final sino de una
sucesion de imagenes en movimiento.

En esta tarea se ponen en juego las siguientes propiedades:
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- Propiedades de la rotacion: la rotacidon es una isometria, cualquier punto de la
figura que gira permanece a una distancia constante del eje de rotacion.

- Propiedades del solido de rotacion: Las figuras planas que rotando generan los
solidos de revolucion son mitad de las secciones longitudinales del respectivo
solido que contienen el eje de rotacion.

- Las secciones transversales (obtenidas por la interseccion de planos
perpendiculares al eje de revolucion) del so6lido de revolucion son discos de
radio variables.

- Relaciones entre la figura plana y el respectivo solido: la superficie del s6lido de
revolucion esta formada por la rotacion del borde de la figura plana excepto los

puntos que pertenecen al eje de revolucion.

Procesos de materializacion/idealizacion.

La generacion del so6lido es un proceso de dificil materializacion puesto que
requiere generar un objeto de tres dimensiones a partir de la rotacion de una figura
bidimensional.

Dicho proceso confiere a la rotacion un caracter generativo. La rotacion de la figura
plana no es vista como transformaciéon geométrica que permite cambiar la posicion de
una figura plana desde una posicion fija A hasta otra posicion fija B, sino tiene que ser
interpretada como un movimiento continuo en el tiempo en el cual el espacio que ocupa
la figura a lo largo del tiempo permite la generacion de un solido.

La descripcion de la tarea se apoya en elementos ostensivos graficos (fijos)
acompanados de una descripcion verbal, que incluye el término “cuerpo de revolucion”.

La informacion grafica presente en el enunciado puede evocar otras situaciones que

utilizan ejes, como por ejemplo simetrias axiales.

Procesos de particularizacion/generalizacion.

La tarea se puede variar cambiando las condiciones puestas en el enunciado,
relacionadas con las propiedades de los giros en el espacio, con respecto a un eje y a las
figuras dadas. Por ejemplo:

- Proponer rotaciones de una misma figura alrededor de ejes diferentes, tanto

pertenecientes a la figura, como externos a ella. Esta generalizacion muestra que

una misma figura puede generar una infinidad de diferentes solidos de
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revolucion, que pueden ser con o sin agujeros , dependiendo de si el eje
interseca la figura o no.

- Poner otras figuras planas, menos habituales, por ejemplo con partes curvas o

compuestas por diferentes figuras planas conocidas.

Ademas, en el proceso de generar el solido de revolucion esta involucrada la idea de
integral para el calculo de su volumen. Hacemos coincidir el eje de revolucion de la
region del plano con el eje z y llamamos a f(z) la funciéon que define el borde de la
region plana excepto los puntos que pertenecen al eje.

El volumen V del s6lido de revolucion se puede obtener idealmente “cortando” los
discos de espesor dz a lo largo del eje z (Teorema de Fubini): El disco de la cota z tiene
volumen igual al aérea del circulo de radio f(z) multiplicado por el espesor dz. Sumando

cada volumen del disco con dz infinitésimo (o sea integrando) se tiene:

v
Vzﬂ mf(2)%dz

Enunciado 13b. Indica como cambiar el enunciado de la tarea 13a para que resulte mas

dificil de resolver para un nifo de primaria.

Solucion 13b.

- Poner cuerpos de revolucidon menos conocidos (composiciones de soélidos,
casquetes esféricos,..)

- Variar la posicion del eje, por ejemplo haciéndolo coincidir con los diferentes
lados de la figura plana

- Alejar el eje de rotacion de la figura plana, para obtener huecos en el cuerpo de
revolucion.

- Preguntar por dibujar el cuerpo de revolucion correspondiente a una determinada
figura plana.

- Preguntar por dibujar la figura plana y el eje sobre el cual debe rotar para

engendrar un determinado cuerpo de revolucion.
Enunciado 13c.

Dibuja, de forma aproximada, qué cuerpos obtendremos al hacer girar las siguientes

figuras planas respecto de los ejes que se indican.
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Figura 4.2: Figuras planas y ejes de rotacion, sub-item 13c.

Solucion 13c.

Figura 4.3: Sélidos de revoluciones, soluciones al sub-item 13c.

Analisis mediante la GROP del item 13¢

Proceso de descomposicion (descomposicion del enunciado en unidades semidticas):

Cuerpos, hacer girar figuras planas, ejes.

Procesos de representacion/significacion

En la figura se presentan dos dibujos de figuras planas con un segmento mas
obscuro (el eje). Encima de cada dibujo de figura plana aparece una letra que funciona
como indice de la figura. El lector tiene que interpretar cada figura como un ejercicio
independiente que sigue el mismo enunciado.

Como en la parte a) se pone en juego el concepto de rotacion de figura plana en el
espacio relacionado al concepto de solido de revolucion.

En la figura de la parte A de la tarea el eje es tangente a parte de la frontera de la
region, en la figura de la parte B el eje es externo a la region.

Los soélidos de revolucion involucrados en esta tarea son el cono, el cilindro y el

toro. El cono se obtiene por rotacién de un tridngulo rectangulo alrededor de un eje
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pasante por uno de sus catetos. El cilindro se obtiene por rotacion de un rectangulo
alrededor de un eje tangente a uno de sus lados o interno al rectdngulo y paralelo a uno
de sus lados.

El toro se obtiene por una circunferencia que gira alrededor de una recta coplanaria.

Generalmente se asume que la recta sea exterior a la circunferencia. Topologicamente,

se define como el producto cartesiano de dos circunferencias: St x Sl(y con la
topologia producto). Puesto que en esta tarea se presenta un circulo (o disco, o sea el
conjunto de los puntos que se encuentran contenidos dentro de la circunferencia) su
rotacion alrededor del eje sefialado engendra un toro sélido (y no un toro como

superficie). Topologicamente definido como producto cartesiano de un disco y una

circunferencia; DE iy Sl.

Procesos de composicion/sintesis.

En esta tarea se ponen en juego los siguientes procedimientos y propiedades:

- El procedimiento de “engendrar” un cuerpo de revolucion visualizando la
rotacion de una figura plana alrededor de un eje

- Propiedades de la rotacion

- Propiedades de los so6lidos de rotacion: el primer s6lido de rotacidon que se
genera es una composicion de dos solidos de rotacion (un cilindro y un cono)
que se generan haciendo girar dos regiones planas sobre un eje comun.

- Relaciones entre la figura plana y el respectivo sdlido: el triangulo rectangulo
que compone la region plana dibujada en el enunciado, rotando sobre el eje
sefialado, engendra un cono. El rectingulo que compone la region plana
dibujada en el enunciado, rotando sobre el eje sefialado, engendra un cilindro.
Ademas, puesto que el cateto menor del triangulo rectangulo se sitlia en una de
las dos base mayores del rectangulo, entonces la base del cono se sitiia en la base
superior del cilindro. Ademas, con respecto al cono que compone el sélido de
rotacion podemos afirmar las siguientes propiedades: El radio de la base del
cono mide como la base del tridngulo (el lado perpendicular al eje de rotacion),
la altura del cono mide como la altura del tridngulo (el lado perteneciente al eje
de rotacion), la apotema del cono mide como la hipotenusa del triangulo. Con
respecto al cilindro podemos afirmar: la base del rectangulo (el lado

perpendicular al eje de rotacion) mide como el radio de la base del cilindro, la
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altura del rectangulo (el lado perteneciente al eje de rotacion) mide como la

altura del cilindro.

Procesos de materializacion/idealizacion.

Esta tarea requiere dibujar (objetos ostensivos) los cuerpos resultantes. La
representacion grafica puede llegar a ser complicada si no se tiene una cierta destreza al
dibujar. Ademas en la parte B de la tarea se pide de dibujar un sélido de revolucion
generado por una figura plana que gira alrededor de un eje externo a ella.

Observamos que en topologia un toro sélido es un objeto tridimensional obtenido

. . . . . 2 1
mediante el producto cartesiano de un disco y una circunferencia: £)* % S°. De
forma intuitiva se puede interpretar este producto cartesiano como la rotacioén del disco
D2 a lo largo de una orbita circular (S1), lo que equivale a la definicién de cuerpo de

revolucidn.

Procesos de particularizacion/generalizacion.

Una forma de generalizar una propiedad emergente de la parte A es afirmar que la
composicion de un nimero finito de sdlidos de rotacidon generados por regiones planas
que giran sobre un eje de rotacion comun es un sélido de rotacion formado por la
rotacion de las composiciones de dichas regiones planas.

Ademas, con respecto a la parte B de la tarea se podria razonar sobre los posibles
solidos de rotacion que se pueden generar haciendo girar un circulo alrededor de
diferentes ejes (variando la distancia entre eje y circulo). Observamos que si la distancia
entre el eje y el centro del circulo disminuye (y llega a ser menor que su radio) el toro se

convierte en un anillo toroide husillo hasta degenerar en una esfera.

3.4.4. Tabla de especificaciones de los contenidos

A partir del analisis de los items a y ¢, y sus soluciones hemos identificado, para
cada categoria de tareas, los principales elementos del contenido involucrados en su

resolucion.
3.3.5.1. Coordinar e integrar vistas de objetos: tareas 1-4.

Estas tareas se relacionan con el procedimiento fisico de cambiar puntos de vista

delante de uno o mas objetos tridimensionales. En las situaciones propuestas se trabaja
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unicamente con representaciones planas, lo que requiere que el sujeto visualice los

movimientos de un hipotético observador sin apoyarse en elementos materiales.
Distinguimos las siguientes situaciones-problemas principales, relacionadas con

situaciones que involucran el movimiento (mental) del sujeto, del objeto o sus partes:

- Dibujar algunas vistas, vistas codificadas o proyecciones ortogonales en el sistema
diédrico, de un objeto (o de una composicion de objetos) a partir del dibujo del

objeto en perspectiva (caballera, isométrica o con punto de fuga)

- Dibujar el objeto en perspectiva a partir de la representacion del objeto por vistas,

vistas codificadas, o proyecciones ortogonales en el sistema diédrico.

- Poner en relacion (sin dibujar) dos tipos de representaciones planas de un objeto,

reconociendo una determinada representacion del objeto a partir de otra.
- A partir de las vistas de un s6lido, identificar su nombre.

Un contenido importante de estas tareas es el tipo de representacion del objeto dado
en la consigna de la tarea. Distinguimos entre perspectiva caballera, isométrica, con
punto de fuga, las vistas, el sistema diédrico y la perspectiva ortogonal codificada.
Observamos que las representaciones planas, ademas de ser instrumentos de dibujo
técnico (procedimientos), pueden ser definidas como conceptos abstractos (por ejemplo
las vistas). El uso correcto de las representaciones planas incluye el conocimiento de sus
principales propiedades.

En estas actividades emergen diferentes conceptos: perspectiva/vista, punto de
vista, direccion de mirada, lateralidad del sujeto, posicion relativa de los objetos con
respecto al observador, solidos.

Ademas de las propiedades relacionadas al sistema de representacion plana con el
cual es dibujado el objeto, emerge la siguiente propiedad: la no-unicidad de un objeto
representado por tres vistas. O sea, tres vistas (proyecciones ortogonales) no definen
siempre un Unico objeto.

Resumimos en la siguiente tabla (tabla 4.5) los contenidos principales presentes en
las tareas 1-4 de los conocimientos comun y ampliado sobre coordinacion e integracion

de las vistas.

Tabla 4.5: Contenidos principales en las tareas sobre coordinacion e integracion de las
vistas.
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Contenidos tareas 1-4 (sub-items a, c, c’) 1 2 3

9 9 9

— &

a|c|c a|c|c a|c|c

1. Distintas representaciones de objetos tridimensionales:

1.1. Perspectivas caballera, isométrica o con puntos de | X XXX [X|X|X
fuga

1.2. “Vistas”, proyecciones ortogonales X[ X[ X[ X|IX[|X|X[|X[|X]|X|X

1.3. Proyeccion ortogonal codificada X

2. Posiciones relativa de los objetos con respecto a un XXX X | X
observador

3. Cambio entre diferentes tipos de representacion X | X XXX X
planas: perspectiva- vistas ortogonales

4. Relacion entre diferentes tipos de representacion XX X X X
planas: perspectiva- vistas ortogonales

5. Caracterizacion del concepto de wvista, como | X | X | X X | X X | X
representacion visual de lo que se ve desde un punto

6. Caracterizacion del concepto de vista, como X X | X
proyeccién ortogonal

7. Integracion de las vistas de un objeto para formar el X | X
objeto tridimensional

8. No-unicidad de un objeto representado por tres vistas X

9. Dibujo X | X XXX X

3.3.5.2. Rotar un objeto tridimensional: tareas 5 y 6.

En estas tareas se pretende evaluar la habilidad de rotar mentalmente un objeto
tridimensional en el espacio, alrededor de uno o més ejes (composicion de rotaciones).

Observamos que rotar un objeto puede ser considerado como procedimiento
equivalente al procedimiento de cambiar mentalmente de perspectiva (imaginarse en
otra posicidn con respecto al objeto).

Decidimos trabajar tinicamente con tareas donde el tipo de representacion plana del
objeto no cambia (y en general se trabaja inicamente con representaciones de objetos en
perspectiva isométrica o caballera) e incluir inicamente tareas de identificacion (tipo de
respuesta) ya que el aspecto de dibujo estd incluido en contenidos de otros tipos de
tareas.

Consideramos que dos objetos representados en el plano son “equivalentes”, si
girando en el espacio uno de los dos objetos obtenemos dos perspectivas idénticas.
Observamos que, en muchos casos, las tareas de rotacion de objetos en el espacio se
construyen con objetos que tienen igual estructura pero orientaciones diferentes.

En los libros de texto analizados son muy escasas las tareas relativas a este tema.

Resumimos en la siguiente tabla (tabla 4.6) los contenidos principales relativos a los

items 5 y 6 de los conocimientos comun y ampliado sobre rotacion de objetos
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tridimensionales.

Tabla 4.6: Contenidos principales en las tareas sobre rotacion de objetos
tridimensionales

Contenidos tareas 5y 6 (sub-items a, c, ¢’) 5 6
alc |a|¢c

1. Representaciones en perspectivas caballera, isométrica o con puntos de fuga XX [X|X
2. Reconocimiento de la ley que regla una sucesion generada por la rotacion de un | X
objeto
3. Identificacion de dos objetos “equivalentes” representados en el plano XX X|X
4. Eje, sentido y amplitud de una determinada rotacion ilustrada X
5. Objetos con orientaciones diferentes: dados y composiciones de cubos X X
6. Parte visible, parte oculta X | X

3.3.5.3. Plegar y desplegar desarrollos: tareas 7 y 8.

En las tareas relativas a los desarrollos de objetos tridimensionales, al igual que las
tareas de la primera categoria, los tipos de representaciones planas de los objetos juegan
un papel central. En las actividades presentadas en el cuestionario se trabaja con objetos
representados en perspectiva y con dibujos de desarrollos planos.

En las tareas seleccionadas se ponen en juego los siguientes procedimientos

principales:

Identificar los desarrollos posibles de un determinado soélido (plegar)

Identificar las representaciones que no pueden ser desarrollos de un determinado
solido (que llamamos “desarrollos imposibles™)
- Dibujar la imagen obtenida desarrollando un cuerpo geométrico (desplegar)
- Indicar en el desarrollo las aristas que se hacen corresponder cuando el objeto
tridimensional sea reconstruido.

Ademas, en las consignas y en la justificacion de las tareas, se utiliza un
determinado lenguaje verbal: nomenclatura de los sélidos, nomenclatura de las
componentes de los solidos (vértices, aristas, caras), elementos graficos (letras,
simbolos) que designan la equivalencia entre aristas o vértices de un desarrollo

Como conceptos principales emergentes de estas tareas destacamos los siguientes:
pluralidad de desarrollos de un soélido, cubo, piramide, cono, pirdmide truncada,
superficie de un sélido, relacion de equivalencia entre aristas o vértices de un desarrollo.
Resumimos en la siguiente tabla (tabla 4.7) los contenidos principales relativos a los

items 7 y 8 de los conocimientos comun y ampliado sobre los desarrollos planos.
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Tabla 4.7: Contenidos principales en las tareas sobre los desarrollos planos.

Contenidos tareas 7 y 8 (sub-items a, c, ¢’)

—
[~}

1. Distintas representaciones de objetos tridimensionales:

1.1. Perspectivas caballera, isométrica o con puntos de fuga

1.2. Desarrollos planos

| <

2. Pluralidad de desarrollos planos de un solido

3. “Desarrollos imposibles” X X

4. Relacion de equivalencia entre aristas o vértices de un desarrollo X

5. Cambio/Relacion entre diferentes tipos de representacion planas
5.1. Plegar un desarrollo X|X| X
5.2. Desplegar el desarrollo X
6. Dibujo X

3.3.5.4. Composicion y descomposicion en partes: tareas 9-12.

El procedimiento de construir composiciones de sélidos, agregar o quitar partes, es
una operacion que tiene fundamento en la construccion con materiales. En estas tareas,
trabajando con representaciones bidimensionales, se pide que el sujeto visualice tales
acciones y las represente mediante dibujo.

En las tareas de composicion y descomposicion en partes emergen los siguientes
procedimientos:

- Dadas dos o mas piezas componerlas para formar un sélido, o viceversa,

- Dado el solido (o una de sus representaciones) descomponerlo en dos o mas partes

- Dado un s6lido contar los elementos que lo componen (unidades de volumen, caras,
aristas, vértices,...)

En estas tareas se requiere implicitamente de interpretar y representar dibujos en
perspectiva y se pone en juego el concepto de objeto visible/objeto oculto. En las
representaciones de las composiciones de cubos hay algunas partes que aparecen
visibles y otras que no. El lector tiene que observar que algunos cubos que aparecen
visibles (algunas caras) pueden ocultar a otros.

Resumimos en la tabla 4.8 los contenidos principales relativos a dicho items.

Tabla 4.8: Contenidos principales en las tareas sobre composicion y descomposicion en
partes.

Contenidos tareas 9-12 (sub-items a, c, ¢’) 9 10 11 12

®
e
®
e
n\’
®
e
©
e

1. Representaciones en perspectivas caballera, isométrica o XXX X[ X|X|X]|X]|X
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con puntos de fuga

2. Composicion de dos o mas piezas para formar un s6lido X

3. Descomposicion de un sélido en dos o mas partes X|X|X|X

4. Conteo de elementos que componen un so6lido (unidades | X XX [X[|X
de volumen, caras, aristas, vértices,...)

5. Parte visible y parte oculta X X|X|X|X X
6. Dibujo X | X X | X

3.3.5.5. Generacion de cuerpos de revolucion: tareas 13 y 14.

El procedimiento de “engendrar” un cuerpo de revolucion a partir de la rotacion de
una figura plana, es de dificil materializacion, puesto que requeriria interpretar la
rotacion como un movimiento continuo en el tiempo en el cual el espacio que ocupa la
figura a lo largo del tiempo permite la generacion de un sélido.

Hemos visto que en algunos libros de textos, se propone materializar dicho
procedimiento mediante la rotacion de una figura de papel pegada a una barra que gira.
La velocidad del movimiento puede crear la ilusion Optica de tridimensionalidad. En el
capitulo 3 hemos discutido la pertinencia de dicha materializacion y las posibles
consecuencias que tiene en la generalizacion del proceso a sélidos de revolucion con
huecos.

Distinguimos las siguientes tres situaciones-problemas principales:

- Relacionar figura plana que gira con el cuerpo tridimensional que genera eligiendo
entre diferentes posibilidades

- Dada una figura plana y el eje sobre el cual debe girar, reconocer el solido de
revolucion que genera; y viceversa:

- A partir de un s6lido de revolucion reconocer la figura plana que lo genera y el eje
sobre el cual debe girar.

Resumimos en la tabla 4.9 los contenidos principales relativos a dicho items.

Tabla 4.9: Contenidos principales en las tareas sobre generacion de cuerpos de
revolucion.

Contenidos tareas 13 y 14 (sub-items a, ¢, ¢’) 13 14
a | cla | c | c’

1. Distintas representaciones de objetos tridimensionales:
1.1. Perspectivas caballera, isométrica o con puntos de fuga X |1 XIX | XX
1.2. Secciones y ejes de rotacion X | X X X
2. Reconocimiento de cuerpos revolucion entre diferentes solidos X
3. Cambio entre diferentes tipos de representacion planas: dibujo en perspectiva- | X | X| X X
figura plana (seccion) y eje de revolucion
4. Cuerpos de revolucion sin huecos X | XX | X
5. Cuerpos de revolucion con huecos X X
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6. Cambio de posicion del eje de rotacion: generacion de dos solidos diferentes X X

7. Dibujo X X

En Anexo 5 presentamos una tabla resumen de los contenidos cubiertos por el

conjunto de sub-items a y c.

4. PRUEBA PILOTO DEL CUESTIONARIO SOBRE VOOT
4.1. SUJETOS

El cuestionario piloto fue experimentado con 6 estudiantes del primer curso de la
especialidad de Educacion Primaria de la Universidad de Granada del afio académico
2009-2010 de la Facultad de Educacion de la Universidad de Granada. Los alumnos
fueros seleccionados entre los mejores, segin sus calificaciones en matematicas en los

examenes precedentes.

4.2. MATERIAL Y PROCEDIMIENTO

El cuestionario fue dividido en dos partes, la primera desde el item 1 hasta el 6, que
comprende el tema de coordinacion e integracion de las vistas y de la rotacion del
objeto, la segunda que incluye los restantes items y trata el tema de los desarrollos, la
descomposicidon y composicion de partes y los cuerpos de revolucion.

Aplicamos la primera parte del cuestionario en una sesion de 2 horas, y la segunda
en otra sesion de 2 horas.

El cuestionario fue administrado en forma individual. Los estudiantes pudieron
quedarse hasta terminar el cuestionario de manera completa. Dimos instrucciones claras
sobre como resolverlo y pedimos que las justificaciones de cada item, fuese lo mas
detallada posible. Explicamos también a los estudiantes el objetivo de la recogida de
datos, solicitando su colaboracion.

Ademés fueran rellenadas tablas de notas de los tiempos parciales de resolucion de

las tareas, las observaciones de los estudiantes, sus preguntas y sus dudas.

4.3. RESULTADOS DEL ESTUDIO PILOTO Y CAMBIOS

Pasados los cuestionarios los resultados fueron analizados de forma cualitativa. El
objetivo de esta evaluacion era valorar, especialmente, la comprension de los

enunciados de los items y estimar el tiempo necesario para su resoluciéon. También se
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solicitd a los estudiantes que participaron en la prueba piloto que indicaran posibles
dificultades de comprension. Para los items relativos a los conocimientos comin y
ampliado, fueron descritos los errores principales involucrados en las respuestas y en las
justificaciones.

Por lo que se refiere a los conocimientos manifestados por los alumnos (segunda
parte del sub-item b) se analizaron primeramente de forma detallada, organizando las
informaciones contenidas en las respuestas de manera sistematica. Los conocimientos
identificados por los sujetos en cada pregunta fueron puestos en relacion con los
conocimientos relevados en el andlisis previo de las tareas, mientras que fueron
destacados los conocimientos nuevos que emergieron de las respuestas de los
estudiantes.

Por lo que se refiere a las variaciones de las tareas pedidas en los sub-items b’ se
distinguieron entre relevantes y no-relevantes (o incorrectas). Las variaciones relevantes
se clasificaron segin el cambio principal sugerido por los alumnos: en el lenguaje
verbal, en el lenguaje simbdlico, de las propiedades de los objetos representados, de la
cantidad de los objetos representados, del tipo de representacion, en el procedimiento
sugerido, en el material y el entorno.

Una primera observacion general que destacamos es la mala interpretacion del sub-
item b: diferentes estudiantes no separaron la respuesta relativa a los conocimientos
puestos en juego de la respuesta relativa a la justificacion, frecuentemente dieron una
justificacion sin explicitar y describir los conocimientos. Se decidié entonces, en la
elaboracion del cuestionario por los expertos, de separar en dos sub-items diferentes las
dos preguntas presentes en el sub-item b (la justificacion y los conocimientos).

Diferentes alumnos preguntaron cerca del tipo de justificacién necesaria, y se les
indico que justificaran sus respuestas de la forma mas precisa y formal que pudieran. Se
decide incluir esta explicacion oral también a la hora de pasar el cuestionario final.

Algunos alumnos afirmaron la dificultad de encontrar los conocimientos puestos en
juego, sobre todo por en el caso de tareas que consideraban faciles (por ejemplo la
primera). “Cuanto es mas facil de resolver una tarea, tanto mas dificil es justificarla y
encontrar los conocimientos puestos en juego” (constatacion de una alumna).

Las justificaciones dadas fueron de diferentes tipos (la mayoria informales
perceptivas), y tenian mas bien un caracter ‘“explicativo”. Pocas fueron las
argumentaciones realizadas utilizando alguna nocién matematica, propiedad, o técnica

adecuada.
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De forma general se puede destacar que, los estudiantes han empleado mas de 20
minutos para resolver determinados items: el item 1, el 6, el 12 y el 14, puesto que los
sub-items relativos al conocimiento ampliado del contenido (1c, 1¢’, 6¢, 12¢, 14¢’) han
necesitado mucho tiempo (mas de 10 minutos cada uno) para ser comprendidos y
resueltos. De otra parte, el tiempo necesitado para resolver los demas items ha sido
bastante equilibrado, cerca de 15 minutos cada uno. Se considerd entonces necesario
estudiar con detalle las causas de dicha demora en la resolucion de los sub-items
indicados, y discutir la pertinencia de incluirlos en el cuestionario final.

Describimos ahora separadamente los resultados obtenidos en las diferentes

categorias de tareas, y los relativos cambios aportados al cuestionario.

4.3.1. Resultados de las tareas sobre coordinacion e integracion de vistas

Los items 2 y 3 fueron resueltos de forma satisfactoria por los estudiantes, que
comprendieron los enunciados y dieron respuestas pertinentes. Sin embrago, en los
sub-items 3c y ¢’ se observaron algunos errores y dificultades relacionadas con el
procedimiento de integrar las tres vistas ortogonales. Consideramos interesante estudiar
en una muestra mas amplia y heterogénea de estudiantes dichos aspectos del
conocimiento sobre VOT.

Como hemos anticipado, los alumnos han necesitado mucho tiempo para resolver
los sub-items 1c y 1c’, debido probablemente a los diversos casos a tratar (se proponen
9 sub-problemas). El andlisis de las respuestas reporta ademds muchas soluciones
incorrectas, en las respuestas lc, y errores en la comprension de la pregunta 1¢’. Un
alumno, en lugar de dibujar las vistas desde arriba de las vistas laterales falsas, intenta
corregir las vistas laterales falsas atribuyéndole un punto de vista posible.

Dado el buen nivel matematico de los estudiantes de la muestra piloto,
consideramos entonces dichos sub-items no pertinentes para nuestro estudio, por su alto
grado de dificultad, tanto relacionado a la comprension del enunciado como a su
resolucion. Este item lo eliminamos del cuestionario definitivo.

En el sub-item 4a, relacionado con el conocimiento comun del contenido, hemos
observado diferentes errores. Algunos de estos se refieren a la incorrecta identificacion
de los solidos correspondientes a las vistas dadas, otros se refieren a la incorrecta
interpretacion del término “vista de frente”, que en algunos casos viene considerada
como “panoramica” y dibujada en perspectiva (en lugar que en proyeccion ortogonal).

Ademas, algunos alumnos atribuyen un nombre incorrecto o incompleto a los solidos
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que dibujan. De hecho, para resolver correctamente dicha tarea, es necesario un buen
conocimiento de la nomenclatura de los solidos, que permita denotarlos con precision.
Aunque consideramos dicho conocimiento un importante aspecto del conocimiento
comun relativo a la geometria espacial, no queremos que su carencia influya sobre el
éxito de las respuestas a las tareas sobre VOT de los sub-items a y ¢, que quiere evaluar
la coordinacidn e integracion de las vistas. Puesto que este contenido ya esta cubierto en
otros items, decidimos suprimir este sub-item.

Resumimos en la siguiente tabla (tabla 4.10) los conocimientos relevantes que
fueron identificados por los alumnos en la respuesta a la segunda parte del item 1b.

Presentamos los términos utilizados por los estudiantes.

Tabla 4.10: Conocimientos relevantes identificados por los alumnos en la respuesta a la
segunda parte del item 1b.

Conceptos

Procedimientos

Propiedades

Diferentes puntos/tipos de vista, el
espacio desde arriba, situarse frente
a todas las vistas e imaginarselas
Perspectivas del objeto que ha sido
representado

Posicion, posicion en las que se
encuentra el observador
Disposiciones de los objetos
Lineas paralelas y perpendiculares
Formas geométricas, cuerpos
geométricos, poligonos regulares
Delante, detras, derecha, izquierda,
abajo, arriba, frente

Representar las
vistas en dos
dimensiones sobre
el papel

Tomar un objeto de
referencia para
poder facilitar la
perspectiva que
corresponde a cada
imagen
Visualizacion de
una figura en
distintas
perspectivas

Propiedades de
la perspectiva
Propiedades de
los poligonos
regulares
Formas de las
distintas figuras
geométricas
tridimensionales,
conocimientos
de su nombre,
tipo de caras,
numeros,...

Observamos que, a la hora de argumentar las respuestas, los estudiantes utilizan

determinados conocimientos no explicitados. En particular, emergen los siguientes
conceptos: Lugar de los objetos, posicion desde las cuales se han tomado las fotos,
posicion (derecha. Izquierda) con respecto a un objeto, alzado, vista de perfil, la planta,
tres ejes, angulo, perspectiva caballera, paralelas, vértices, extremo, lado, prismas,
piramides. También se hace referencia a los siguientes procedimientos: visualizar las
diferentes perspectivas, comparar la foto con las perspectivas, girar el papel, giro mental
(es decir, situarse en una posicion, e ir girando alrededor del objeto para ver cémo

cambia hasta llegar a otra posicion), dibujar las diferentes visiones, perspectivas de la
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figura, hacer coincidir las vistas con los ejes , coincidir, completar las figuras, imaginar
la figura geométrica vista desde arriba, mirar hacia donde indica la flecha.

Destacamos que los términos ‘“vistas”, “perspectivas”, “punto de vista”, son
utilizados en diferentes contextos y con varios significados (ver capitulo 1, seccion
2.1.3). Por ejemplo, entre las respuestas de los alumnos, se encuentran las siguientes
afirmaciones: “Visualizar los puntos de vistas”, “Visualizacion de una figura en
distintas perspectivas”, “Comparar la foto con las perspectivas”, “Caracteristicas de las
caras desde las distintas perspectivas”, “propiedades basicas de la perspectiva
caballera”, “Se pone en juego la idea que las vistas en perspectivas varian en funcion de
la posicion en la que nos encontramos. Por ejemplo, el cuadrado perteneciente al alzado,
una vez situado en la figura en perspectiva caballera tiene una vision panordamica
diferente de la inicial”, “primero se situan los ejes de la perspectiva que vamos a
utilizar, en este caso, la perspectiva caballera, cuyos ejes forman 90° eje x ey y 45° eje
y con el eje z”, “las formas las he dibujados a partir de la perspectiva que obtengo de
imaginarme dos ejes que me dan el angulo para que el resto de las formas se adapten”.

Destacamos que en la primera hoja del cuestionario se presentaba el nombre del
cuestionario (“cuestionario de visualizacion y orientacion de objetos tridimensionales”),
y posiblemente algunos estudiantes se apoyaron en los términos ‘“visualizacion”,
“orientacion”, “tridimensionales” para identificar los conocimientos. Consideramos
necesario quitar el titulo del cuestionario, para no influir en las respuestas de los
alumnos

Las variaciones propuestas por los estudiantes a estas preguntas fueron pertinentes y
se centraron en los siguientes cambios:

- Eliminar las flechas para que el nifio la identifique solo;
- Cambiar la forma del jarron (una forma no simétrica)

- Poner més objetos

- Poner mas vistas

- En lugar del dibujo en perspectiva poner la vista desde arriba.

4.3.2. Resultados de las tareas sobre rotacion de objetos tridimensionales

Los sub-items 5a, 5c, y 6a fueron resueltos de forma correcta por los estudiantes.
Sin embargo, tanto la identificacion de conocimientos como las justificaciones del item
6a fueron muy pobres, y no permitieron movilizar conocimientos especializados sobre

el contenido especifico. Esto puede ser atribuido al nivel muy basico de la tarea, o bien
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al aspecto empirico que la caracteriza. Decidimos quitar este sub-item del cuestionario.

De otra parte, las justificaciones dadas al sub-item 5c, fueron pertinentes, y
presentaron tanto elementos graficos como verbales, apoyados en conocimientos
conceptuales, tales como eje de rotacion, sentido y amplitud de rotacion.

El item 6c¢ resultd bastante dificil de solucionar, y los alumnos necesitaron mas de
10 minutos para resolverlo. Sin embrago, decidimos por el momento no quitar este sub-
item, por la riqueza de contenidos que involucra (en particular se trabaja con objetos
similares, pero con estructuras y/o orientaciones diferentes), y hacerlo evaluar por los

expertos.

4.3.3. Resultados de las tareas sobre desarrollos

En las soluciones propuestas por los estudiantes de los items relativos a este
contenido, intervinieron diferentes justificaciones pertinentes y englobaron interesantes
conocimientos. En particular observamos que estas tareas permitieron manifestar
diferentes tipologias de objetos y procesos, analiticos y visuales. Resumimos en la
siguiente tabla (tabla 4.11) los conocimientos principales, utilizando los términos

presentados por los alumnos:

Tabla 4.11: Conocimientos relevantes identificados por los alumnos en la respuesta a
las tareas sobre desarrollos.

Objetos/procesos visuales Objetos/procesos analiticos

- Recomponer mentalmente - Cubo

- Como se puede descomponer el cubo - Qué es un cubo, sus

- Cierre del objeto caracteristicas

- Construir mentalmente la forma del cubo - Las propiedades de un cono
- Doblar las caras del cubo - Aristas y caras

Se van uniendo aristas

Si cerramos se completaria el cubo y quedaria cerrado
Unir mentalmente las aristas de las caras que no estan
unidas a ninguna para intentar formar la estructura de
un cubo.

Unir cuadrado con cuadrado hasta formar el cubo
Aplastar el cubo

Conocer el numero de
caras, aristas y vértice del
cubo

El desarrollo del cubo es
formado por 6 cuadrados/
seis caras

También se hace referencia a la relacion de equivalencia, explicitando las siguientes

propiedades (analiticas y visuales):

- Cada uno de los cuadrados es una cara del cubo
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- Cuando corto un vértice, al desarrollarlo habrian tres cortes
- Sé que cuando se corta un vértice se cortan tres caras

Sin embargo, decidimos eliminar del cuestionario el sub-item 7c, puesto que
entretanto ha sido aplicado y luego detalladamente analizado en Fernandez (2011).

En el sub-item 8b’) se ha decidido cambiar el tipo de variacion, pidiendo la
elaboracion de una tarea mas dificil (en lugar de mas fécil), por el nivel ya muy

elemental de la tarea a).

4.3.4. Resultados de las tareas sobre composicion y descomposicion

Por lo que se refiere a esta tipologia de tareas hemos aportados diferentes cambios:

- En el sub-item 9a, hemos decidido no exigir que las partes sean iguales, sino que
solo sean ocho. Esto por ampliar las posibilidades de cortes y centrar la atencion
en la forma de seccionar (en dos planos perpendiculares) en lugar que en la
precision de la ubicacion de los cortes.

- El sub-item 10a ha sido eliminado del cuestionario, por su limitada potencialidad
de analisis: aunque los estudiantes resolvieron de forma correcta la tarea, los
estudiantes la justificaron de forma muy vaga y manifestaron escasos
conocimientos puestos en juego

- El enunciado del sub-item 10c ha sido modificado, puesto que dos alumnos no
entendieron que las piezas que forman los s6lidos son las mismas que las que se
presentan en el enunciado. Se incluyd entonces esta hipdtesis, afirmando que
“Cada uno de los siguientes solidos se forma al juntar estas dos piezas”.

- El item 12 fue quitado, puesto que su parte a) resultd de pocos posibilidades de
analisis, sobre todo con respecto a las variaciones sugeridas, que resultaron muy
banales, y su parte c) necesitd un tiempo demasiado largo (15 minutos) para ser
resuelta (no siempre con €xito).

Entre los conocimientos que fueron encontrados por los estudiantes en estas tareas
(bien de forma explicita, o incluidos en las justificaciones dadas) encontramos los
siguientes: figuras geométricas 3D y caracteristicas, esfera, forma y caracteristicas,
radio de la circunferencia, mitad de una circunferencia, corte, particion, division,
seccion , porcidn, truncamientos, trozos, partes, fracciones, posicion de los cortes, cortes
perpendiculares, dimension, arriba, abajo, ocupacion del espacio, proporcion, tamaio,

mitad/doble, dividir, seccionar, cortar, encajar.
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Observamos, que aunque el aspecto relacionado a la representacion plana del objeto
sea central en algunas tareas, los alumnos no reconocen el “dibujo” y las técnicas de

dibujo como tipos de conocimientos.

4.3.5. Resultados de las tareas sobre generacion de cuerpos de revolucion

Las tareas presentadas resultaron pertinentes para el estudio de los diferentes tipos
de conocimiento. En particular , en las respuestas de algunos alumnos se puede suponer
la presencia de concepciones erroneas relativas a los cuerpos de revolucion, por ejemplo
el hecho que las figuras bidimensionales que los forman son “la mitad” de los cuerpos
de revolucion. Dichas concepciones aparecen también en las justificaciones y en las
variaciones propuestas. Nos interesa estudiar esta problemdtica en una muestra mas
amplia de alumnos.

Sin embrago, se decidid elaborar una variante del item 13c, puesto que muchos
alumnos manifestaron dificultades para representar el toro, aunque dijesen que lo podian
visualizar. Se elabord entonces una variante, en la cual se pide el procedimiento inverso,
o sea, dadas determinados objetos tridimensionales (entre los cuales un toro) dibujar las
figuras planas y los ejes de revolucion que los generan.

Con esta primera informacion, y de la revision realizada al instrumento, procedimos
a la adecuacién del cuestionario, para una nueva version del instrumento, que fue

propuesta al juicio de expertos.

5. REVISION DEL INSTRUMENTO MEDIANTE JUICIO DE EXPERTOS

En la elaboraciéon progresiva de un cuestionario es necesario valorar las
especificaciones de contenidos y los items elaborados y/o seleccionados, que a nuestro
juicio cubrian los objetivos propuestos. Asi mismo, en el proceso de metodoldgico de
mejora progresiva en la construccion de instrumentos de medicion en el campo de las
ciencias sociales se recomienda una fase de valoracion mediante juicio de expertos en el
campo correspondiente. Con dicha finalidad implementamos esa fase en el proceso de

construccion del Cuestionario VOT, el cual describimos en esta seccion.

5.1.  SUJETOS

En la valoracion mediante juicio de expertos se requirid que una muestra de

formadores de profesores de matematicas evaluasen los items respecto a una serie de
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criterios (Millman y Greene,1989; Thorndike,1989).
Participaron un total de seis expertos, todos ellos vinculados a la investigacion en
Didactica de las Matematicas, con dilatada experiencia como formadores de profesores

y conocimiento sobre geometria y su didactica.

5.2. MATERIAL Y PROCEDIMIENTO

Los cambios aportados al cuestionario piloto descritos anteriormente han permitido
elaborar un cuestionario para ser sometido al juicio de expertos; dicha version se
presenta en el Anexo 6. Se pretendid, fundamentalmente, establecer consenso de
opiniones de los expertos sobre la relevancia entre los items presentados y los
contenidos que pretendian evaluar. Con este proposito se selecciond, para cada item, un
contenido principal, que permitiera caracterizarlo.

Esta version del cuestionario consta de 8 tareas centrales, que pretenden evaluar
conocimientos relativos a cinco contenidos principales: coordinar e integrar vistas de
objetos, rotar un objeto en el espacio, plegar y desplegar desarrollos, componer y
descomponer en partes y generar cuerpos de revolucion.

En la siguiente tabla (tabla 4.12) presentamos nuestra asignacion de los items a la

lista de contenidos.

Tabla 4.12: Asignacion de los items a los contenidos principales.

Contenidos principales Items

1. Coordinar e integrar vistas de objetos:

1.1. Dibujar o identificar algunas vistas de un objeto a partir del dibujo del 1
objeto en perspectiva
1.2. Dibujar un objeto en perspectiva a partir de sus proyecciones ortogonales 2

en el sistema diédrico

2. Rotar un objeto en el espacio 3
3. Plegar y desplegar desarrollos 4
4. Componer y descomponer en partes:
4.1. Componer y descomponer 5
4.2. Contar las partes 6
5. Generar cuerpos de revolucion:
5.1. Poner en relacion: figura plana y eje de rotacion <-> cuerpo de revolucion 7
5.2. Engendrar diferentes cuerpos rotando la misma figura sobre ejes diferentes 8

En algunos de los sub-item se presentan enunciados alternativos (que nombramos
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como ““item-bis”), que pretenden evaluar el mismo contenido (por ejemplo, el sub-item
“la_bis” es una variacion del item la y evalua el conocimiento comun del contenido).

Se solicit6 a los expertos que evaluaran :

El grado en que el contenido propuesto fuese relevante para la visualizacion y
orientacion de objetos tridimensionales representados en el plano.

El grado en que cada sub-item a y ¢ fuese adecuado para evaluar la comprension
del contenido especifico propuesto, con relacion al tipo de conocimiento que
pretendia evaluar.

Sugerir mejoras en la redaccion del item, asi como cualquier sugerencia que
consideraran relevante.

Hemos decidido usar una escala de valoraciéon de 1 a 5, teniendo en cuenta las
recomendaciones de Osterlind (1989), quien opina que hay que pedir algo mas que el
acuerdo/ desacuerdo a los jueces, sugiriendo las categorias anteriores.

Ademas, si habia enunciados alternativos de sub-items (nombrados “item_bis”) se
pedia ordenar los enunciados propuestos, segin consideraran cual es el mas adecuado.

Al finalizar el cuestionario se solicitaba evaluar el grado en que los enunciados de
los sub-items a’ (justificacion de la tarea), b (identificacion de conocimientos) y b’
(variacion de la tarea) fueran adecuados para evaluar aspectos relativos del
conocimiento especializado del contenido.

Se envid a los expertos una carta de presentacion explicando el objetivo de la
investigacion y solicitando su colaboracion. Se incluian también algunas aclaraciones

especificas sobre lo requerido. En la tabla 4.13, puede verse un ejemplo de lo solicitado.

Tabla 4.13: Ejemplo de valoracion de un item solicitada a los expertos.

ftem 1.

1a) ;Desde qué posicion se ha tomado cada una de las fotografias que ves a la derecha?

1a”) Justifica la respuesta

1b) Identifica los conocimientos que se ponen en juego en la resolucion de la tarea 1a).

1b’) Indica como cambiar el enunciado de la tarea 1a) para que resulte mas dificil de resolver para un nifio
de primaria.

1a_bis) Completa las figuras que faltan en los cuadrados vacios.
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1a’_bis) Justifica la respuesta

1b_bis) Identifica los conocimientos que se ponen en juego en la resolucion de la tarea 1a_bis)

1b’_bis) Indica como cambiar el enunciado de la tarea 1a_bis) para que resulte mas facil de resolver para
un nifio de primaria.

1c) La siguiente figura muestra un edificio dibujado desde el angulo frente-derecha.

(Cual de las figuras, A, B, C, D, E, corresponderia a su vista desde atras? Justifica la respuesta.
1¢’) Dibuja la vista del edificio desde el lado izquierdo.

VALORACION DE LA PERTINENCIA DEL ITEM 1:

l:nada |2 |3 |4 5: mucho

El contenido “Coordinar e integrar vistas de objetos” (dibujar o
identificar algunas vistas de un objeto a partir del dibujo del objeto
en perspectiva) es relevante.

Los sub-items la es adecuado para evaluar este contenido como
conocimiento comun del contenido.

El sub-item la_bis es adecuado para evaluar este contenido como
conocimiento comun del contenido.

Los sub-items lc, 1c’ son adecuados para evaluar este contenido
como conocimiento en el horizonte matematico.

Sugerencias sobre la redaccion de los items:

5.3 SELECCION DE ITEMS A PARTIR DEL JUICIO DE EXPERTOS

Las valoraciones de los expertos fueron analizadas con respecto a la relevancia de
las unidades de contenidos principales previamente definidas, y su grado de acuerdo
sobre si cada uno de los items cubria el contenido para el cual habia sido disefiado. Los
comentarios cualitativos de los expertos han permitido ademas mejorar la redaccion de
algunos items, o argumentar su supresion.

En la tabla 4.14 se presentan las frecuencias y la media de las puntuaciones
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asignadas por los expertos a cada uno de los contenidos de la tabla de especificaciones

del cuestionario.

Tabla 4.14: Frecuencias y media de las puntuaciones asignadas por los expertos a los

contenidos.

Contenido | Frecuencia de la puntuacion
1 |2 (3 |4 |5 | media

1 | 1.1 - |- ]-1-1615

1.2. - |- |1 |- 15147

2 - |- ]-1-1615

3 - |- |1 |- 15147

4 |41 - |- ]- 1115148

4.2 - |- |1 |- 15147

5 |51 - |- ]-1-1615

5.2 - |- 11 |- |51]47

Los resultados reflejan un acuerdo general sobre la importancia de dichos
contenidos para la evaluacion de conocimientos sobre la VOT. Senalamos que un
experto evalu6 solo mediamente cuatro contenidos (1.2, 3, 4.2 y 5.2), aunque a partir de
sus comentarios parece que dicha valoracion ha sido relacionada con las tareas
presentadas mas bien que con el contenido general.

En la tabla 4.15 se presentan los resultados del grado de acuerdo que los expertos
han juzgado entre cada uno de los items y su contenido principal para evaluar los

conocimientos comunes (c.c.) y ampliados (c.a.).

Tabla 4.15: Frecuencia y media de la puntuacion asignada a la relacion item/contenido
v frecuencia de sub-items mds adecuados (cuando procede).

Items | Sub- Contenido | Frecuencia de la puntuacién Frec. sub-item mas
items 1 2 3 4 5 media | adecuado
1 a 1, c.c. - - - 2 4 4,7 3
a-bis 1, c.c. - - - 2 4 4,7 3
cyc’ 1, c.a. - - 1 1 4 4,5 -
2 a 1, c.c. - - - 1 5 4,8 -
cyc 1, ca. - 1 - 1 4 43
3 a 2,c.c. - 1 - 1 4 4,3 -
c 2,c.a. - 1 - - 5 4.5 4
c-bis 2,c.a. - - 1 2 3 43 2
4 a 3,c.c. - - - - 6 5,0 5
a-bis 3,c.c. - - - 2 4 4,7 0
c 3,c.a. - - 1 2 3 4.3 -
5 a 4, c.c. - - 1 1 4 4,5 -
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cyc’ 4, c.a. - - 1 2 3 4,3 5
c-bis 4, c.a. 1 - 1 - 4 4,0 0
6 a 4, c.c. - - - 1 5 4.8 -
c 4, c.a. - 1 - 2 3 4,2 -
7 a 5, c.c. - - - - 6 5,0 -
c 5, c.a. - - - - 6 5,0 4
c-bis 5, c.a. - - - 1 5 4.8 0
8 a 5, c.c. - - - - 6 5,0 -
cyc’ 5, c.a. - - - 1 5 4.8 -

Los resultados indicaron, en general, items bien valorados, con puntuaciones
medias superiores a 4 puntos. Para los casos en el que el mismo contenido era
representado por mas sub-items, se pudo elegir el mejor valorado. Se mejoro también la
redaccion o el contexto en el caso de que algun experto lo sugiriese. De otra parte, se
tuvo que eliminar un contenido, debido a la excesiva extension del cuestionario, cuya
aplicacion pretendemos limitarla a dos horas. Somos conscientes que esta decision
compromete la riqueza de contenido, pero permite conceder a los sujetos un mayor
tiempo de dedicacion a la resolucion de los demas items.

A continuacion describimos las modificaciones hechas por nosotros a partir de

dichas valoraciones y de las observaciones realizadas por los expertos.

5.3.1. Coordinacion e integracion de vistas

Para evaluar este contenido, hemos decidido mantener dos tareas principales, una
centrada en la identificacion de vistas de un objeto representado en perspectiva
(caracterizacion del concepto de vista como representacion visual de lo que se ve desde
un punto), otra sobre la integracion de vistas ortogonales para formar un objeto
(caracterizaciéon del concepto de vista como proyeccion ortogonal). Dichas tareas
cubren aspectos centrales de los sub-contenidos 1.1 y 1.2. A partir de las observaciones
de los expertos decidimos incluir los sub-items la y 1c’ por evaluar los conocimientos
comun y respectivamente ampliado en la primera tarea, y los sub-items 2a y una
variacion del sub-item 2c, para la segunda tarea. Con esta variacion, se pretende centrar
la actividad en la no-unicidad de un objeto representado por tres vistas, y eliminar el
aspecto relacionado al dibujo, ya valorado en el sub-item a).

De otra parte, el sub-item la-bis ha sido eliminado, en cuanto la aplicacion de los

cambios propuestos por los expertos comprometia su emparejamiento con el contenido.
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5.3.2. Rotacion de objetos tridimensionales

Aunque las puntaciones medias de los sub-items relacionados a dicho contenido han
sido buenas (4,3 y 4,5), un experto valor6 de forma insuficiente los sub-items 3a y 3c
(éste considerado por la mayoria de los expertos mas adecuado del 3¢-bis). Este experto
argument6 su evaluacion del sub-item 3a afirmando que, “Al mencionar ‘serie’ y decir
“continua la serie”, parece que alude a los test clasicos de series de figuras, y puede no
apreciarse que se trata de un cubo que gira”. Por lo que se refiere al sub-item 3c, sefiald
dificultad para entenderlo, sugiriendo cambios de redaccion.

Como ya hemos sefialado anteriormente, la excesiva extension del cuestionario, nos
obliga a eliminar un contenido del mismo.

Observamos que los items seleccionados para evaluar dicho contenido no incluyen
aspectos de dibujo, al contrario de los items relacionados con los demdas contenidos,
aunque consideramos que la capacidad para representar objetos tridimensionales en el
plano sean facetas esenciales del conocimiento sobre la VOT.

Esta constatacion, junto con las observaciones de uno de los expertos, nos permite

propender por la eliminacion de dicho contenido del cuestionario.

5.3.3. Plegar y desplegar desarrollos

Los items relacionados con este contenido han sido valorados positivamente por los
expertos, con puntajes de 3 a 5. El item 4a ha sido considerado, por todos los expertos
que lo evaluaron, mas adecuado que el item 4a-bis. Por esta razon eliminamos dicho
ultimo sub-item del cuestionario, y mantenemos el item 4a, para valorar el

conocimiento comun, y el sub item 4c para valorar el conocimiento ampliado.

5.3.4. Composicion y descomposicion en partes

Con respecto a este contenido decidimos seleccionar una Unica tarea principal para
evaluar algunos de sus aspectos principales. La misma razéon por la cual hemos
decidido eliminar el contenido relacionado con la rotacion, o sea la no contemplacion
del dibujo en la resolucidén, nos permite propender por la eliminacion del item 6, y
mantener el item 5. Ademas, siguiendo las sugerencias de uno de los expertos,
decidimos modificar el enunciado del item S5a, haciendo referencia a la particion del
cilindro. Afirma, “En el item 5 a la palabra “figura” pienso que quiza se deberia sustituir

por “cilindro”, para una mejor interpretacion de lo que se pide”. Esperamos que este
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cambio ayude a los alumnos a imaginar cortar un cilindro y representar las secciones
con el dibujo, distinguiendo el objeto que se pretende cortar de su representacion. Para
evaluar el conocimiento ampliado relacionado a la composicion y descomposicion en
partes, los sub-items 5c y 5c¢’ han sido considerados, por todos los jueces, mas
adecuados que el sub-item 5c-bis. Es por esta razon que se decide mantenerlos en el

cuestionario final, eliminando el sub-item 5c-bis.

5.3.5. Generacion de cuerpos de revolucion

Como para los demas contenidos (excepto el primero) hemos decidido seleccionar
una unica tarea para evaluar los conocimientos sobre la generacién de cuerpos de
revolucion. Ambos items relacionados con este contenido han sido valorados de forma
bastante homogénea, manifestando un buen grado de acuerdo entre jueces.

Sin embargo, muchas han sido las sugerencias de cambios de redaccion de los sub-
items de la tarea 8, lo que muestra poca claridad de los enunciados presentados. Puesto
que los cambios propuestos no siempre eran compatibles y considerando que los
enunciados, sobre todo el enunciado del sub-item 8c’, seguian resultando ambiguos,
decidimos eliminar la tarea 8, y con ella el sub-contenido 5.2.

Por lo que se refiere al item 7, siguiendo la valoraciones de los expertos, hemos
elegido mantener el sub-item 7c y descartar el sub-item 7c’. Ademas, vista la posible
complejidad del sub-item, se decidid presentar un unico objeto tridimensional, optando

por el toro.

6. VERSION DEFINITIVA DEL CUESTIONARIO. ANALISIS A PRIORI DE
LOS ITEMS.

La wversion definitiva del cuestionario sobre visualizacion de objetos
tridimensionales (Cuestionario VOT) se presenta en el Anexo 7, y consta de 5 items de
respuesta abierta, los cuales cubren los siguientes aspectos del tema:

1. Coordinacion e integracion de vistas ortogonales de objetos tridimensionales:
1.1 .Visualizacion de la vistas de un objeto/situacion tridimensional dibujado en
perspectiva (item 1).
1.2 .Visualizacién de un objeto tridimensional a partir de sus vistas ortogonales
(item 2).
2. Formacién de objetos tridimensionales a partir de desarrollos y viceversa:

visualizacion de la accion de plegar desarrollos para formar un solido y
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visualizacién de la accion de desplegar un s6lido para formar un desarrollo (item 3).
Formacion de objetos tridimensionales a partir de otros por composicion y
descomposicion: descomposicion de un objeto tridimensional en partes
tridimensionales y composicion de dos objetos tridimensionales para formar otro
(item 4).

Formacién de objetos tridimensionales a partir de la rotacion de una figura plana
alrededor de un eje (cuerpos de revolucion): relacionar figura plana que gira con el
cuerpo tridimensional que genera, y a partir de un solido de revolucion reconocer la
figura plana que lo genera y el eje sobre el cual debe girar (item 5).

Cada item del cuestionario definitivo se divide en 5 sub-items, seglin el aspecto del

conocimiento que quiere evaluar, como se indica en la siguiente tabla (tabla 4.16).

Tabla 4.16: Estructura de los items del cuestionario.

Sub- . . Conocimiento
. Tipo de tarea Consigna
item evaluado
Conocimiento
a Resuelve la tarea ,
comun
a’ . Justifica
Tarea de libros de textos de -
. . Identifica los ..
b educacion primaria . Conocimiento
conocimientos . 1.
especializado
b’ Propone una
variacion
, Tarea proveniente de las Conocimiento
c,C : . Resuelve la tarea .
investigaciones. ampliado

En la siguiente tabla (tabla 4.17) resumimos los contenidos principales que cubren

los sub-item a, ¢ y ¢’, relativos a los conocimientos comunes y ampliados.

Tabla 4.17: Contenidos principales cubiertos por los sub-items a, y ¢’ del cuestionario

final.

Contenidos principales 1 2 3 4 5
la|1c|2a|2¢c|3a|3c|4a|4c|4c’ | S5a|5c

Interpretacion de | Dibujo en X [ X XXX [X [ X [|X

una perspectiva

representacion Vistas, proyecciones | X X | X

plana de un ortogonales

objeto Desarrollos X

tridimensional Secciones y ejes X
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Dibujo: Dibujo en X | X X | X |X
representacion en | perspectiva

el plano de de Vistas, proyecciones X
objetos ortogonales

tridimensionales | Desarrollos X

Secciones y ejes X X

Cambio/Relacion | Persp.- vistas XX [|X X
entre diferentes ortogonales

tipos de Persp.- desarrollo X

representacion Persp.- secc. y eje X | X
plana

Integracion de vistas X | X

Composicion de obj. 3D X

Descomposicion de obj. 3D X | X

Gener. cuerpos de rev. sin huecos X | X

Gener. cuerpos de rev. con huecos X

Posiciones relativas X | X

Vista, como repr. visual X | X

Vista, como proy. ortogonal X | X

No-unicidad obj 3D repr. por vistas X

Pluralidad de desarrollos X | X

Desarrollos imposibles X

Cada item del cuestionario ha sido analizado por medio de la GROP, lo que ha
permitido identificar los diferentes objetos y procesos involucrados en las tareas. Este
analisis, presentado en el Anexo 8, tiene una doble finalidad: por una parte, nos
proporciona una solucién de referencia a la hora de evaluar las respuestas de los
estudiante; de otra parte nos ayuda a reconocer las diferentes relaciones entre aspectos
visuales y analiticos presentes en cada tarea, permitiéndonos identificar potenciales
errores y dificultades en las respuestas de los estudiantes (formulados en términos de
hipdtesis) relacionadas con los sub-items a y c. Resumimos estos aspectos en los

siguientes paragrafos.

6.1. SINTESIS DEL ANALISIS ONTOSEMIOTICO DE LAS TAREAS DEL
CUESTIONARIO FINAL

6.1.1. ftem 1 (VISTAS)

En los sub-items a y c, relacionados al conocimiento comun y ampliado del

contenido, aparecen los conceptos de vista, punto de vista, direcciones de mirada,
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lateralidad del sujeto, posiciones de los objetos en relaciébn a un sujeto, que vienen
explicitados mediante lenguaje visual: dibujos y términos de lenguaje deicticos.

Dichas tareas se refieren al procedimiento fisico de cambiar de posicion con
respecto a un objeto, e interpretar las diferentes vistas desde determinadas posiciones. El
espacio viene estructurado en relacion con las propiedades y la posicion del cuerpo del
observador.

El hecho de que no se trabaja con objetos reales sino con sus representaciones
planas, hace intervenir delicadas relaciones visual-analiticas, que pueden interferir con
la interpretacion y justificacion de la tarea.

Resumimos, en el siguiente esquema, las principales funciones semidticas

implicadas en los sub-items lay 1c (tabla 4.18)

Tabla 4.18: Funciones semioticas implicadas en el item 1.

Expresion visual Contenido analitico

Propiedades de la técnica de dibujo
utilizada:

- Proyeccion conica (perspectiva con
un punto de fuga)

-Proyeccion cilindrica ortogonal
(perspectiva isométrica)

Dibujo del objeto/situacion tridimensional de referencia:

Estas proyecciones permiten tener
una imagen global del objeto
tridimensional.

La interpretacion del concepto de
“vista” y de “fotografia” como
proyeccion ortogonal de un objeto,
asume que las direcciones de la
mirada del observador (en la camara)
son  paralelas  entre  si
perpendiculares al plano visual de la
observacion (situacion no real, el
observador tendria que ser colocado
a una distancia infinita del objeto).

Representacion grafica de las “vistas”, “fotografias”: son objetos
ostensivos que se refieren a potenciales vistas de la situacion/el
objeto.

- “Vista”, como vision, percepcion visual, campo visual, de lo
que un sujeto “ve” desde un punto.

- Fotografia: imagen en perspectiva con un punto de fuga, cuya
sensacion de profundidad depende del objetivo y de la distancia
focal.

El procedimento de identificar/dibujar determinadas vistas (vista
desde frente, desde atrds, desde arriba) de un hipotético

A cada posicion del observador
podemos hacer corresponder un

observador, puede ser facilitado mediante la simulacion mental
de la accion fisica de cambio de posicion (procedimiento no-
ostensivo) o ser ejecutado fisicamente (construyendo los objetos
fisicos). Por ejemplo, la vista desde frente puede ser
materializada con la siguiente imagen.

determinado plano de proyeccion.
Por ejemplo, en el caso del sub-item
lc, la vista desde frente puede ser
formalizada como  proyeccion
ortogonal paralela en el plan de
perfil (PP, ver figura).
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- La fotografia 1 se ha tomado desde la posicion A, pues si el
fotografo se pone en la posicion A, con la direccion de mirada
indicada por la flecha, veria el plato delante del jarron; etc.

-Si me pongo atréas del edificio, a mi izquierda veria un cubo, al
centro tres cubos apilados y a mi derecha dos cubos apilados.

En la proyeccion paralela la imagen
de una figura puesta en un plano
paralelo al plano de proyeccion es
isométrica a la figura (las caras de un
cubo proyectadas en planos paralelos
resultan cuadrados).

En el sub-item a, el hipotético observador se coloca en
determinadas posiciones con respecto a los objetos, que no tienen
una orientacion propia. Entonces los términos derecha/izquierda,
adelante/detras son definidos con referencia al cuerpo y el punto
de vista del observador.

Un objeto es a la derecha o a la izquierda del observador con
respecto a otro objeto.

En el enunciado de sub-item c, los terminos “frente” y “derecha”
permiten intepretar el punto de vista “desde atras” como punto de
vista opuesto a “desde frente” (el punto de vista b es opuesto al
a), y entonces colocar el hipotetico observador en la oposicion
opuesta a la ilustrada en la siguiente figura:

Los términos derecha/izquierda,
adelante/detras son determinados por
la proyeccion del esquema corporal
del hombre en el objeto que ya se
sitlia en un sistema de referencia
tridimensional (conferido por la
perspectiva isométrica).

Los términos “frente” y “derecha”,
se refieren a la atribucion de una
determinada orientacion del espacio
en el cual se situa el objeto.

vista | vista denominacién
desde

a frente vista principal
o0 alzado

b atras vista posterior

c derecha | perfil derecho

d izquierda | perfil
izquierdo

e arriba vista superior
o planta

f ahajo vista inferior

Las proyecciones desde puntos de
vista opuestos, dan lugares a
imagenes simétricas.

En los enunciados de estos sub-items, el concepto de “vista” es utilizado en

términos de percepcion visual, asociandolo a lo que veria un hipotético observador

puesto en determinadas posiciones. Sin embargo, para representar dichas “vistas”, se

utilizan proyecciones ortogonales sobre determinados planos. Estas representaciones

ocultan las hipoétesis (fisicamente imposibles) de que el hipotético observador tendria
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que situarse en el infinito (de esta forma los rayos son paralelos). En el sub-item a), se
percibe facilmente que la proximidad del fotégrafo a la mesa es inadecuada con
respecto a la fotografias dadas.

El analisis de dicho item nos permite hacer las siguientes hipdtesis:

Hipoétesis Hla: Se supone que los estudiantes resolveran de forma optima el sub- item
la) puesto que los conocimientos involucrados en su resolucion son elementales. El
lenguaje verbal y grafico (ostensivo) es familiar para los estudiantes, y el caracter de la
tarea es fuertemente empirico, facilmente conducible a experiencias de la vida

cotidiana.

Hipotesis Hlc: Se prevé que en el sub-item Ic puedan presentarse conflictos
semioticos, entre expresion y contenido: parte de los alumnos puedan no asociar de
forma espontanea el concepto de vista con el de proyeccion ortogonal, y entonces dar

representaciones de la vista desde atras con otras técnicas de dibujo.

6.1.2. ftem 2 (SISTEMA DIEDRICO)

2 (13

En las tareas presentadas en el item 2, los términos “vistas”, “alzados” y “planta”
presentes en los enunciados se refieren a las proyecciones ortogonales del objeto sobre
determinados planos. Para resolver y justificar las respuestas es necesario interpretar
correctamente dichos términos, o bien refiriéndose a las hipotéticas vistas que tendria un
observador colocado en determinadas posiciones con respecto al objeto, o bien
refiriéndose a las proyecciones del objeto en los diferentes planos ortogonales.

La primera interpretacion involucra objetos principalmente visuales, mientras que la
segunda hace intervenir objetos analiticos, como las definiciones y propiedades de las
distintas proyecciones.

El procedimiento de “coordinacion e integracion de las vistas” utilizado para formar
(item a) o estudiar (item c) el objeto tridimensional requiere colocar mentalmente las
vistas en tres planos ortogonales de manera contigua, e integrarlas para formar el objeto.

Resumimos en la tabla 4.19 las principales funciones semioticas implicadas en los

sub-items 2a y 2c.

Tabla 4.19: Funciones semioticas implicadas en el item 2.
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Expresion visual

Contenido analitico

Dibuja el objeto que tiene estas vistas.

ALZADOS

PLANTA

Los términos “vistas”, “alzados” 'y
“planta” presentes en el enunciado se
refieren a las proyecciones ortogonales
del objeto sobre tres planos de
proyeccion perpendiculares entre si: el
plano horizontal (PH), el plano vertical
(PV) y el plano de perfil (PP). La
proyeccion de un objeto en el espacio
sobre el PH se denomina planta, la
proyeccion sobre el PV es el alzado, y la
proyeccion sobre el PP es el perfil. En el
enunciado del item 2a, el término
“alzados” refiere a las dos proyecciones
ortogonales laterales (alzado y perfil).
Propiedades de las
paralelas.

proyecciones

El procedimiento de coordinar ¢ integrar las vistas puede ser
simulado mentalmente  (procedimiento no-ostensivo), o
ilustrado por medio de lenguaje visual, como se muestra en la
siguiente figura:

El cuerpo correspondiente a las tres
vistas representadas se construye (y
dibuja) colocando las vistas en fres
planos ortogonales de manera contigua,
segun los nombres que indican las
vistas/proyecciones ortogonales.

En la figura al lado se muestra
graficamente el procedimiento de
coordinar e integrar las vistas

El objeto dibujado en la respuesta tiene las vistas requeridas,
puesto que si un observador se coloca en frente o a un lado
del objeto representado ve los “alzados”, mientras que si lo
observa desde arriba ve la “planta”, o sea las “vistas”
representadas en el enunciado.

Dibujo del objeto, resultante de la
integracion de las wvistas, con un
determinado sistema de representacion
que dé una percepcion global del objeto
(por ejemplo en perspectiva caballera,
isométrica o con punto de fuga).

La composicion ilustrada en la siguiente figura tiene las
mismas vistas que la composicion dada en el enunciado del
sub-item 2c.

No unicidad del objeto representado por
las tres vistas, es decir, las tres vistas no
definen de forma univoca el objeto.

Se formulan las siguientes hipotesis relacionadas con la resolucion del item 2:
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Hipotesis H2a: Dada la dificil materializacion del procedimiento de coordinar e
integrar vistas ortogonales, se prevé que los alumnos tengan dificultades para resolver

el sub-item 2a’.

Hipoétesis H2c: Se preve que los alumnos tengan dificultades para resolver el sub-item
2¢, posiblemente debidas a la incorrecta concepcion de que las tres vistas ortogonales

de un objeto definen de forma univoca un objeto tridimensional.

6.1.3. ftem 3 (DESARROLLOS)

Las tareas sobre los desarrollos presentadas en el item 3, aunque no se apoyan en
material manipulativo, pueden ser facilmente relacionadas con la operacion fisica de
plegar y desplegar desarrollos de sélidos. Sin embrago, como ya fue observado en el
analisis de una tarea sobre desarrollos, presentado en la seccion 3.4.1 del capitulo 2, la
operacion (mental) y la justificacion necesarias para resolver dichas tareas, tienen que
estar apoyadas en elementos analiticos relacionados con las propiedades conceptuales
de los desarrollos y s6lidos involucrados.

Reportamos la informacion ya presentada en el andlisis mencionado, en la siguiente

tabla (tabla 4.20).

Tabla 4.20: Funciones semioticas implicadas en el item 3.

Expresion visual Contenido analitico

“Cubo” como imagen mental (objeto no ostensivo) de | Concepto de “cubo”: poliedro de seis
caracter figural que se representa el sujeto mentalmente para | caras cuadradas congruentes
ejecutar la tarea

Concepto de “desarrollo de un cubo” (:

EEEEE o oprre (EEE
[ ‘ :i~H—‘ B Conjunto de seis cuadrados unidos por

uno y un solo lado, de tal manera que:

- Cada cara del cubo corresponde con

’ [_j‘_] | | ¢ H un unico cuadrado del desarrollo

- H B B

222 it ] y
Son objetos ostentivos que se refieren a potenciales | - Es posible emparejar (relacion de
desarrollos de un cubo. equivalencia) todos los lados de los

cuadrados que pertenecen al borde del
El reconocimiento de los desarrollos de un cubo puede ser | desarrollo de tal manera que cada par
interpretado visualmente por medio de la transformacion | corresponde a una y s6lo una arista del
fisica de “plegar/desplegar’. cubo

El procedimiento puede consistir simplemente en la
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simulacion mental de la accion fisica (procedimiento no-
ostensivo), ser ejecutado fisicamente (cortando y pegando
(procedimiento ostensivo) o ilustrado por medio de lenguaje
visual, como se muestra en la siguiente figura:

En particular, en la tarea se tiene que verificar si los
hexaminds dados se cierran al plegarse formando un cubo sin
que las caras se superpongan.

Los hexaminds B, D, F y G corresponden a un cubo, de hecho
si plegamos los desarrollos a lo largo de los lados y unimos
(fisicamente o mentalmente) los lados marcados con los
mismos simbolos obtenemos un cubo,

¥ W
B[*] D+m it

+ %j( b *-
o it i — 2 I i#+

+ 1= = [% =]

+
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No hay solapamiento de caras y los desarrollos se cierran.

Los hexaminés B, D, F y G representan
desarrollos de un cubo puesto que
respectan la definicion de “desarrollo de
un cubo”.

En particular, en la figura al lado se
ilustra visualmente la relacion de
equivalencia.

Los hexaminés A, C y E no corresponden a un cubo por
superposicion de una cara al plegar los desarrollos: sefialamos
en la siguiente figura las caras que se superpondrian, con las
letras a y b:

Ademas al plegarlos, los hexaminos no se cierran (dejando
descubierta una cara del cubo).

Los hexaminés A, C y E no representan
desarrollos de un cubo puesto que no
respetan las propiedades necesarias. En
particular la figura al lado se ilustra
visualmente que una misma cara del
cubo corresponde a dos cuadrados del
desarrollo (marcados con a y b).

El hexamind H no es un desarrollo de un cubo puesto que el
procedimiento de plegar el desarrollo a lo largo de todas las
aristas resulta imposible de ejecutar.

El hexamind H no es un desarrollo de un
cubo, puesto se contradice la Propiedad
2. Tiene dos vértices en los cuales
concurren cuatro caras, lo que rende
imposible la obtencion de angulos
diedros.

Representacion en perspectiva de una
piramide de base cuadrada truncada,
cuyas caras laterales resultan entonces
trapecios y las bases rectangulos.

_ ] A
o B
T A

Posibles desarrollos planos del solido, en
los cuales se mantienen la forma, la
adyacencia de las caras, sus respectivas
orientaciones y el nimero.
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Hipoétesis H3a: Apoydandonos en los resultados de investigaciones previas prevemos
que la mayoria de los estudiantes resuelvan el sub-item 3a, apoyandose a la simulacion
mental del procedimiento visual de plegar fisicamente un papel de cartulina. En
consecuencia los estudiantes podran:

- reconocer facilmente los desarrollos B, F'y G, cuyas estructuras prototipicas (las
cuales constan de una “superficie lateral” y “dos bases”) permiten facilmente su
reconstruccion visual.

- tener dificultades en reconocer el desarrollo D, puesto que se necesita un tratamiento
visual mas complejo, el cual requiere la coordinacion de diferentes transformaciones

para reconstruir el objeto.

Hipotesis H3c: Por su estructura regular y la facil reconstruccion visual, prevemos la

predominancia de desarrollos simétricos y prototipicos, de tipo 1-4-1.

6.1.4. ftem 4 (SECCIONES DE UN OBJETO)

Las tareas presentadas en el item 4, requieren descomponer un objeto tridimensional
en determinadas partes (tridimensionales) o componer un objeto con determinadas
piezas (tridimensionales). El procedimiento de construir composiciones de piezas,
agregar o quitar partes, es una operacion que tiene fundamento en la construccion con
materiales (por ejemplo en los juegos de los nifios). En esta tarea se presentan objetos
tridimensionales por medio de representaciones en perspectiva (objeto ostensivos), y se
pide que se ilustren determinadas particiones

A partir de un problema ilustrado mediante lenguaje cotidiano y apoyado en
determinadas representaciones planas de objetos tridimensionales, los alumnos tienen
que simular (mentalmente) determinadas acciones (componer, descomponer, rotar
piezas en el espacio,...), visualizando las posiciones, las formas y el niumero de los
cortes y de las partes resultantes de dichos cortes. Estos objetos no ostensivos de
caracter visual, tendran que ser representados por medio del dibujo y/o descritos con
lenguaje verbal, en las respuestas y justificaciones de las tareas.

Resumimos en la siguiente tabla (tabla 4.21) las principales funciones semioticas

implicadas en los sub-items 4a, 4c y 4c’.
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Tabla 4.21: Funciones semioticas implicadas en el item 4.

Expresion visual

Contenido analitico

En el enunciado se presenta el dibujo (objeto
ostensivo) de un cilindro:

Cilindro: cuerpo de revolucion generado por la
rotacion de un rectangulo alrededor de uno de sus
lados menores (ubicado en el eje de revolucion, en
este caso vertical).

Las bases del cilindro son dos circulos congruentes
colocados en dos planos paralelos entre si.

Cortar en sentido cotidiano se refiere al dividir
una cosa o separar sus partes con algiin
instrumento cortante. En este caso se supone que
el instrumento cortante atraviese el cilindro de
parte a parte. En este sentido la forma del corte
podria ser una superficie cualquiera (no solo un
plano).

El sub-item 4a, puede entonces ser resuelto
unicamente refiriéndose al contexto real
(“material”) de cortar con un hipotético cuchillo.
La idea de “corte” en el contexto material
conlleva generalmente la idea de un movimiento.

Se puede definir un corte como la interseccion de un
plano con el cilindro (seccioén). Entonces cortar
equivale a intersecar el s6lido (cilindro) con
determinados planos.

Las partes del cilindro serian entonces determinadas
por las partes del cilindro delimitadas por los cortes.

Existen dos tipos especiales de seccion; la seccion
longitudinal, cuando el plano de corte es paralelo al
eje de revolucion del sélido, y la seccion transversal
cuando el plano es perpendicular al eje del s6lido

En particular, en un cilindro recto, las secciones que
se pueden obtener son: circunferencia, cuando el
plano que secciona es perpendicular al eje de
revolucion del cilindro; elipse, cuando el plano que
secciona es oblicuo al eje del cilindro; un rectangulo,
cuando el plano que secciona es paralelo al eje del
cilindro ; un segmento/punto, cuando el plano que
secciona es tangente al cilindro

Los 3 cortes que permiten obtener las 8 partes, se
ilustran en las respuestas presumiblemente por

medio del dibujo.

Los cortes ilustrados se asocian con las
intersecciones de determinados planos con el cilindro
(secciones): el primer corte es perpendicular al eje de
revolucion del sélido (seccion transversal) y pasa a
una altura cualquiera del sélido (en la figura de la
solucion pasa a la mitad de la altura del s6lido). Los
otros dos cortes son ortogonales al primer cortes (en
la figura de la solucion los cortes son también
ortogonales entre si) y se intersecan en el eje de
revolucion.

Se dice que dos cortes son perpendiculares si los
planos correspondientes son ortogonales entre si.
Dos planos son perpendiculares cuando conforman
cuatro angulos diedros de 90°.

Si el conteo de las partes obtenidas se apoya en el
dibujo, se necesita tener en cuenta de las partes
visibles y ocultas del cilindro representado.

Propiedades de los cortes:

- Un plano corta el espacio en dos semi-espacios que
contienen el plano: cada corte efectuado redobla el
numero de las partes del cilindro

- Para realizar 8 sub-espacios se tiene que hacer por
lo menos tres cortes.

El cilindro se divide asi en 8 partes, 4 superiores al
primer corte y 4 inferiores.
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En el sub-item 4c se presentan materializaciones
de composiciones de dos piezas (objetos
ostensivo) :

Las materializaciones de composiciones de dos
piezas se dan en perspectiva isométrica (propiedades
de la perspectiva isométrica descritas en el capitulo
1, apartado 2.1.2).

En la parte izquierda del recuadro (“Piezas del
puzle”) se representan las dos piezas del puzle
que se van a utilizar en las tareas mientras en la
segunda parte del recuadro (“Ejemplo”) se
representa una posible forma de componer las
dos piezas para formar otro cuerpo. El lector
tiene que interpretar el primer recuadro como
ejemplar del procedimiento que tiene que realizar
con los cuerpos externos al recuadro.

Coordinar conjuntos de caras: para interpretar
correctamente la representacion de la composicion
de cubos en perspectiva isométrica el sujeto tiene
que coordinar los conjuntos de caras que forman una
misma pieza.

Para identificar la composicion de las piezas en un
determinado cuerpo el sujeto tiene que colocarlas
mentalmente en diferentes posiciones, rotandola y
desplazandola en el espacio, hasta que ocupen
exactamente el espacio definido por el cuerpo.
Observamos que la rotacion no varia la orientacion
del objeto.

Este procedimiento puede ser por ensayo y error o
seguir determinadas observaciones de tamafio y
forma.

En esta tarea se requiere implicitamente
interpretar y representar dibujos en perspectiva
isométrica. Para permitir que el sujeto dibuje en
perspectiva isométrica sin la necesidad de utilizar
instrumentos de dibujo, se utiliza una hoja de
puntos diagonales que se refiere a una plantilla
isométrica.

La red diagonal de puntos es parte de una hoja de
puntos isométrica y permite representar con mas
facilidad un objeto en perspectiva isométrica.

- Lared de puntos es la representacion de los
vértices de una red de triangulos equilateros
que rellenan el plano

Permite dibujar cuerpos tridimensionales en
perspectiva isométrica, puesto que dos angulos
adyacentes de los triangulos dibujados formas un
angulo de 120° que es la amplitud de los tres ejes
ortogonales principales proyectados.

Hipotesis H4a: Dada la fuerte componente empirica de la tarea, prevemos que algunos

alumnos intentan resolverla unicamente apoyandose a cortes longitudinales, que
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materializan el procedimiento usual de cortar objetos cotidianos cilindricos (tartas,

quesos, ...).

Hipotesis H4c¢’: Apoydndonos en los resultados de investigaciones previas, prevemos

dificultades relacionadas al dibujo en perspectiva isométrica.

6.1.5. ftem 5 (CUERPOS DE REVOLUCION)

La generacion de un s6lido mediante rotacion de una figura plana, es un proceso de
dificil materializacion puesto que requiere generar un objeto de tres dimensiones a partir
de una figura bidimensional en movimiento.

Las tareas propuestas en el item 5, pretenden que los estudiantes visualicen dicho
procedimiento de rotacidon, que tiene un caracter generativo: la rotacion de la figura
plana no es vista como transformacion geométrica que permite cambiar la posicion de
una figura plana desde una posicion fija hasta otra posicion fija, sino que es interpretada
como un movimiento continuo en el tiempo en el cual el espacio que ocupa la figura a
lo largo del tiempo permite la generacioén de un solido.

El procedimiento de generacion de sélidos de revolucion por medio de la rotacion
de una figura plana, de un lado se apoya en una sucesion de imagenes en movimiento
(aspecto dinamico), de otro lado requiere la creacion de una imagen global final del
solido (aspecto estatico).

Ademas, para argumentar las respuestas, se necesita reflexionar sobre las relaciones
entre elementos de las diferentes representaciones, relacionando los elementos de la
figura plana que por rotacion genera un solido (lados, ...) con los elementos de éste
(superficie lateral, base,...).

Resumimos en la siguiente tabla (tabla 4.22) las principales funciones semioticas

implicadas en los sub-items 5a y 5Sc.

Tabla 4.22: Funciones semioticas implicadas en el item 5.

Expresion visual Contenido analitico

En el enunciado del sub-item 5a se dan representaciones | Un solido de revolucion es un sélido obtenido
graficas (elementos ostensivos) de figuras planas, ejes de | al rotar una region del plano alrededor de una
revolucion y solidos. recta ubicada en el mismo, las cuales pueden
o0 no intersecarse. Dicha recta se denomina eje
de revolucion.

Tridngulos rectdngulos y rectdngulos: las
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A B |(‘ D figuras A y B representan tridngulos
! rectangulos, las figuras C y D representan
| £\ rectangulos
- > & |
,_,]uu ! : 4[ Cilindros y cono: en las figuras 1 y 2 se

En la figura se presentan dos filas de dibujos. En la fila
de arriba se representan cuatro figuras planas cada una
con un segmento mas obscuro el eje que prolonga un
lado de la figura (que representa el eje de rotacion). Las
figuras y los ejes con respecto a la figura, estan dando
informacion visual relevante para la construccion de los
solidos resultantes. Al lado de cada dibujo de figura
plana aparece una letra que funciona como indice de la
figura. En la fila de abajo se representan cuatro solidos
en perspectiva cada uno con segmento que lo traviesa (el
eje), cuya parte interior al sélido es representada con
linea entrecortada. Debajo de cada dibujo de so6lido
aparece un nimero que funciona como indice del sélido
representado arriba.

representan cilindros rectos en perspectiva, en
las 3 y 4 conos rectos en perspectiva.

Ejes de revolucion: en la primera fila se
representan los ejes de revolucion con
segmentos mas obscuro, estos son segmentos
de las rectas directrices que definen las
rotaciones de las figuras planas.

Posicion del eje de revolucion: en los casos
expuestos en la tarea los ejes de revolucion
son tangentes a parte de la frontera de las
regiones, lo que permite prever la generacion
de soélidos sin huecos.

En el enunciado del sub-item 5c se representa la
siguiente figura:

En la figura se representa un toro, que es una
superficie de revolucion generada por una
circunferencia que gira alrededor de una recta
coplanaria, mientras que un toro sélido es un
objeto geométrico generado por un circulo
que gira alrededor de una reta coplanaria.
Generalmente se asume que la recta sea
exterior a la circunferencia/circulo.

Hacer girar mentalmente una figura plana en el espacio.
Naturaleza dinamica de la rotacion.

(Observamos que si la distancia entre el eje y el centro
del circulo disminuye, y llega a ser menor de su radio, el
toro se convierte en un anillo toroide husillo hasta
degenerar en una esfera.)

Girar sobre un plano perpendicular al eje de
rotacion, cada punto de cada una de las
figuras planas dadas.

Propiedad de la rotacion:

- Un giro de una figura alrededor de un eje
mantiene la distancia de la figura a dicho eje.
- Los movimientos rigidos mantienen las
propiedades métricas de las figuras.

Los solidos de revolucion tienen simetria
radial con respecto al eje de revolucion, e
infinitos planos de simetria.

En el sub-item 5a, el lector tiene que hacer corresponder
cada figura plana con el cuerpo de revolucion que
engendra al girar sobre el ¢je sefialado: A-3, B-4, C-2,
D-1.

Una forma de argumentar la respuesta es
justificando la forma y relacionando el
tamafio de las partes que componen la figura
plana con la forma y el tamafio de los
elementos que componen el respectivo soélido.

Por ejemplo, para los casos A-3 y B-4, los
triangulos rectangulos, girando sobre uno de
su catetos generan conos. De hecho, el lado
perpendicular al eje de rotacion, rotando,
genera la base circular del cono; y mide como
su radio. La hipotenusa del triangulo,
girando, genera la superficie lateral del cono,
y ademas mide como la apotema del cono. El
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lado perteneciente al eje de rotacion se queda
fijo y representa la altura del cono.

El sub-item 5c requiere que el sujeto dibuje (objeto | El toro ilustrado es generado por la rotacion
ostensivo) la figura plana y el relativo eje de rotacion | de un disco alrededor de una recta coplanaria:
alrededor del cual, haciendo girar la figura se engendra

el cuerpo de revolucion ilustrado en la figura El ¢je tiene que ser exterior al circulo (puesto
que el toro ilustrado tiene un hueco): la

distancia entre el centro del circulo y el eje
tiene que ser estrictamente mayor del radio
del circulo.

Las secciones longitudinales del toro que
contienen el eje de rotacion son parejas de
circulos iguales a lo que ha generado el
solido, y la distancia entre los centros de los
dos circulos de la seccion es igual al doble de
la distancia entre el circulo que ha generado
el s6lido y el eje de revolucion.

En el sub-item 5a, es posible asociar correctamente las representaciones sin conocer
el significado de cuerpo de revolucion, o sea fijandose unicamente en las secciones
longitudinales de los sélidos que contienen el eje de rotacion. Sin embargo, la
justificacion requiere explicitar la relacion entre seccion longitudinal del sélido de

revolucioén y figura plana.

Hipotesis H5a: Dada la familiaridad con los objetos involucrados en la tarea a) y su
facil tratamiento visual, se prevé que los estudiantes resuelvan de forma optima el sub-
item Sa.

Por otra parte, la visualizacion de las representaciones graficas de la primera fila
(elementos ostensivos) puede dificultar la correcta interpretacion del enunciado al
evocar otro tipo de situaciones que utilizan esas mismas imagenes graficas para otro
tipo de transformaciones, como por ejemplo las simetrias axiales. Prevemos entonces
que, algunos estudiantes, puedan justificar y analizar la tarea 5a, refiriéndose, en lugar
de a la rotacion de una figura plana en el espacio, a su imagen simétrica, o sea una nica
posicion estatica, generada por un giro, en el espacio, de 180 grados respecto del eje.

Hemos visto que en algunos libros de textos, se propone materializar el
procedimiento de generar el solido de revolucion mediante la rotacion de una figura de
papel pegada a una barra que gira. Dicho procedimiento no se puede generalizar a

solidos de revoluciéon con huecos, como lo presentado en el sub-item 5Sc.

Hipotesis H5c: Apoydndonos en los resultados del andlisis de libros de textos y el

andlisis de la tarea, prevemos dificultades relacionadas con el sub-item 5c, puesto que
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requiere visualizar una figura plana que rota alrededor de un eje externo a ella,
procedimiento visual no familiar para el estudiante y que puede entrar en conflicto con
concepciones incorrectas que tienen relacionadas con el concepto de cuerpo de

revolucion.

7. ELEMENTOS DE SIGNIFICADO EVALUADOS. VALIDEZ DE
CONTENIDO DEL CUESTIONARIO

La acepcion de validez que mejor se adapta a nuestra investigacion es la de validez
de contenido y es una cuestion de grado, puesto que no puede reducirse a cero o uno.
Para estudiar la validez de contenido el investigador debe comprobar que el instrumento
constituye una muestra adecuada y representativa de los contenidos que se pretenden
evaluar con ¢l (Muiiz, 1994). Ya hemos informado sobre la validez del contenido de los
items, a partir de: el significado de referencia global sobre la VOT elaborado, el estudio
de los libros de texto, la seleccion de los conocimientos didactico-matematicos para la
evaluacion de aspectos especificos relacionados con la ensefianza del tema, las
observaciones de la aplicacion del cuestionario a un grupo piloto, y la valoracion del
juicio de expertos.

Asimismo, el analisis a priori de los items nos ha permitido mostrar los elementos
de significado que involucran las diferentes tareas presentadas, en términos funciones
semioticas, en las cuales resaltamos la sinergia presente entre lo visual y lo analitico.

Es respecto a este conjunto de elementos de significado que podemos asegurar una
validez de contenido de la prueba. Este tipo de andlisis nos permitié ademas de anticipar

potenciales conflictos de significado.
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CAPITULO 5:
EVALUACION DE CONOCIMIENTOS SOBRE
VISUALIZACION DE OBJETOS TRIDIMENSIONALES
EN MAESTROS EN FORMACION

1. INTRODUCCION

En este capitulo analizamos los resultados obtenidos en la aplicacion del
cuestionario sobre VOT, detallando el estudio de los diferentes tipos de conocimientos
puestos en juego en las respuestas dadas por los 241 estudiantes a los diferentes sub-
items.

El capitulo estd organizado segiin la tipologia de conocimientos que queremos
evaluar o sea, el conocimiento comun, el conocimiento ampliado y el conocimiento
especializado sobre VOT. Para cada tipo de conocimiento analizado se presenta un
analisis cuantitativo, que permite dar una evaluacion global de las respuestas de los
alumnos en términos de grado de correccidon o de pertinencia, y un analisis cualitativo,
que nos proporciona una informacidon mas descriptiva de cada respuesta
(representaciones graficas/lingiiisticas, errores manifestados, justificaciones propuestas
y elementos de conocimientos identificados). En cada sub-item relativo al conocimiento
comin y ampliado del contenido, se elabora una tabla reflejando la frecuencia y
porcentaje de las respuestas, lo que permite destacar el grado de dificultad del sub-item.
Se describen los errores y se relacionan con los resultados aportados en las
investigaciones previas informadas en el capitulo 1 cuando procede.

Para los sub-items relativos al conocimiento especializado del contenido se
diferencian y valoran diferentes tipologias de respuestas segin el estudio de
determinadas variables cualitativas: la tipologia de las justificaciones descritas en cada
sub-item se apoya principalmente en Harel y Sowder (2007) y Marrades y Gutierrez
(2000) (para la caracterizacion de las justificaciones empirico-perceptivas), en Parzysz
(2006) (para las validaciones perceptivo-deductivas e hipotético-deductivas) y en Recio

y Godino (2001) (para las argumentaciones deductivas-informales, deductivas-
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formales). Los conocimientos identificados por los alumnos se organizan segun las
categorias del EOS (ver capitulo 2, apartado 2.3) mientras que las variaciones
propuestas se diferencian segun los cambios sugeridos. Ademas, para los diferentes sub-
items, se analizan los posibles conflictos relacionados con la sinergia existente entre la

componente visual y analitica presente en la tarea (ver capitulo 2, apartado 3.4).

2. METODO

2.1. SUJETOS

Los sujetos involucrados en el estudio fueron 241 futuros profesores (185 mujeres,
56 hombres) del segundo curso de la especialidad de Educacion Primaria de la
Universidad de Granada del afio académico 2010-2011, pertenecientes a tres distintos
grupos/clases (A, B, C). Sus conocimientos previos sobre el tema fueron los relativos a
sus formaciones basicas y los que profundizaron durante el afio anterior en el estudio del
bloque tematico de geometria para maestros. En el libro de texto utilizado en clase,
dicho bloque incluye tres apartados: “l. Figuras geométricas”, “2. Transformaciones
geométricas. Simetria y semejanza” y “3. Orientacion espacial. Sistemas de referencia”.
El apartado 2 solo se centra en la geometria plana, mientras que el 1 y 3 incluyen
también tareas y conocimientos matemadticos relacionados a VOT. En particular
aparecen tareas sobre desarrollos, cortes, composicion y descomposiciéon en partes
(apartado 1), y coordinacion e integracion de las vistas (apartado 3) de objetos
tridimensionales y se presenta una interesante reflexion sobre la naturaleza de los
objetos geométricos, en la cual se afirma la importancia de considerar la dualidad entre
el “concepto geométrico” y su materializacion (“objeto perceptible™).

“Un problema didactico crucial es que con frecuencia usamos la misma palabra
para referirnos a los objetos perceptibles con determinada forma geométrica (“‘el
triangulo es un instrumento de percusion”) y al concepto geométrico correspondiente
(el triangulo isosceles) (...) Lo que se dibuja es un objeto perceptible que evoca o
simboliza el objeto abstracto correspondiente. La recta, como entidad matematica, es
ilimitada y carece de espesor, no asi los dibujos que se hacen de ella. Del mismo modo,
un triangulo no es una pieza de material de una forma especial, ni una imagen dibujada

sobre el papel: es una forma controlada por su definicion.” (Godino, 2004, p.192).
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Sin embrago, el capitulo es generalmente tratado so6lo parcialmente en clase,
centrando la atencion especialmente en la geometria plana y s6lo en aspectos parciales

de la geometria espacial, como el problema de la clasificacion de los sélidos.

2.2. MATERIAL Y PROCEDIMIENTOS

El material utilizado para la recogida de los datos es el cuestionario sobre VOT
presentado en el Anexo 7 y descrito en el capitulo 4, que fue aplicado a los sujetos,
divididos por clases (A, B, C), en una sesion de dos horas de duracion'. Los estudiantes
trabajaron de forma individual con papel y lapiz, sin material manipulativo ni
instrumentos de medidas.

Los datos fueron recogidos y codificados atendiendo a variables cuantitativas y
cualitativas, definidas previamente y a lo largo del anélisis.

Recogidos los datos se procedid a la codificacion y registro en una planilla Excel

para su posterior tratamiento estadistico con el programa Statgraphic.

2.3. VARIABLES CUANTITATIVAS Y CUALITATIVAS
Para cada sub-item del cuestionario se definen determinadas variables que permiten
codificar la informacidon contenida en las respuestas de los alumnos (respuestas
abiertas). Para los sub-items sobre conocimientos comun (sub-items a) y ampliado (sub-
items c y ¢’) se definen las siguientes variables cuantitativas y cualitativas (ver Anexo 9
para una presentacion mas detallada)
- Variable cuantitativa:
o “Grado de correccion de la respuesta” 2 si correcta, 1 si parcialmente
correcta, 0 si incorrecta.
- Variables cualitativas:
o “Tipo de error” puesto de manifiesto en la solucion (cuando procede)
o “Tipo de representacion grafica o lenguaje” utilizados en las respuestas
o “Tipo de justificacion” presentados en las respuestas c, ¢’ (cuando procede)
Las variables cualitativas “tipo de error”, “tipo de representacion grafica o

lenguaje” y “tipo de justificacion”, toman determinados atributos relacionados con el

1 sz . , .y .
En una segunda sesion de otras dos horas se implement6 una accion formativa con los futuros profesores
en la que se discutieron las soluciones dadas a algunos items.
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analisis a priori del item y las soluciones de los estudiantes, y que se presentan en el
Anexo 9. Aunque los atributos de dichas variables no son directamente cuantificables,
asignamos a cada uno un valor numérico (si el atributo aparece), de tal manera de poder
elaborar tablas de frecuencias y describir la incidencia de los tipos de errores y

representaciones.

Para cada uno de los sub-items relativos al conocimiento especializado del
contenido (sub-items a’, b, b’) hemos identificado variables cuantitativas y cualitativas.

En el sub-item a’, relativo a la justificacion de la respuesta dada al sub-item a):

- Variable cuantitativa:

o “Grado de pertinencia de la justificacion™ (2 si es pertinente, 1 parcialmente
pertinente, 0 no pertinente)

- Variables cualitativas:

o “Tipo de justificacion” (Explicaciones generales, Argumentaciones
deductivo-informales, Pruebas deductivo-formales,...)

o “Tipo de error” manifestado en la justificacion (cuando procede)

En el sub-item b) relativo a los tipos de conocimientos identificados:
- Variable cuantitativa:

o “Calificacion” de la respuesta en términos del nimero de conocimientos
relevantes identificados (0 (Nulo)=no identifica ningiin conocimiento
pertinente, 1 (Muy Pobre)=identifica 1 conocimiento pertinente o pocos
conocimiento generales, 2 (Pobre)= identifica 1 conocimiento pertinente y
conocimientos generales, 3 (Suficiente)= 2 conocimientos pertinentes, 4
(Bueno)= 3 conocimientos pertinentes, 5 (Muy bueno)= 4 o mas
conocimientos pertinentes)) (Ver tabla 5.35 para mas detalles de esta
codificacion)

o “Grado de correccion de la respuesta”, que reagrupa los valores de la
variable “Calificacion” en tres valores (0 si la calificacion es 1 o 2; 1 si la
calificacion es 3; 2 si la calificacion es 4 0 5)

- Variables cualitativas:

o “Tipo de conocimiento identificado” (1: Conocimientos generales, 2:

Conceptos, 3: Propiedades, 4: Procedimientos). Ver el Anexo 10 para mas

detalles de esta codificacion.
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o “Sub-tipo de respuestas” de las calificaciones Suficientes, Buenas y Muy

Buenas (1: Conceptuales 2: Procedimentales, 3: Mixtas).

Por lo que se refiere al sub-item b’, relativo a la variacion de la tarea, se
distinguieron las siguientes variables:
- Variable cuantitativa:
o “Grado de pertinencia” (0 si la variacién no es pertinente, 1 si la variacion es
imprecisa, 2 si la/s variacion/es es/son pertinente/s).
- Variable cualitativa:
o “Tipos de variaciones” segun los cambios propuestos al enunciado (ver
Anexo 11).
Ademas se definen las variables:
o “Genero” (Mujer, Hombre)
o “Nota media” en la asignatura “Bases matematicas para la educacion
primaria” cursada en el afio anterior.
o “Grupo” (A, B, C)
Estas variables permiten estudiar una posible dependencia de los distintos de

conocimientos sobre VOT con género, calificacion en matematica, y grupo.

Para codificar las variables cuantitativas, hemos utilizado dos digitos: “XN”, donde
N es el numero del item al cual se refiere y X es la letra del respectivo sub-item.

Resumimos dichas variables en la tabla 5.1.

Tabla 5.1: Codigos, definicion y valores de las variables cuantitativas

Tipo de Sub-item | Nombre variable Definicion de la Valores variable
conocimiento variable
C. comun A Al, A2, A3, A4,.... Grado de 0= incorrecta,
correccion de la 1= parc. correcta,
respuesta 2= correcta
C. especial. A’ (just.) | AAL, AA2, AA3, ... | Grado de 0= just. no pertinente,
pertinencia de la 1= just. parc. pertinente,
justificacion 2= just. pertinente
B B1, B2, B3,... Grado de 0= 1 conocimiento,
(conoc.) pertinencia, relativo | 1=2 conocimientos,
al num. de c. 2=3 o mas
pertinentes conocimientos
identificados
B’ BB1, BB2, BB3,... Grado de 0= variac. no pertinente
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(variac.) pertinencia de la 1= variac. imprecisa
variacion 2= variac. pertinente
C. ampliado C() Cl, C2,C3,... Grado de 0= incorrecta,
correccion de la 1= parc. correcta,
respuesta 2= correcta

La atribucion del grado de correccion de las respuestas dadas a los sub-items a y ¢
es especificada en el Anexo 9, y se relaciona principalmente al nimero de errores
manifestados por los alumnos y al tipo de errores (especificado por las variables

cualitativas).

Por lo que se refiere a las variables cualitativas, se utilizan tres digitos: “XNy”,
donde N es el numero del item, X es la letra del relativo sub-item y es el descriptor de la
variable cualitativa, y se refiere a:

e= Tipo de error

p= Tipo de representacion o lenguaje manifestado

o= Tipo de conocimientos identificados (1= c. generales, 2= conceptos, 3=

propiedades,

4= procedimientos, relativa a los sub-item b)

j= Tipo de justificacion manifestado (de manera particular relacionada con los sub-

items a’ y los sub-items c, cuando procede)

v=Tipo de cambio/s sugerido/s en la variacion (relativa a los sub-item b’)

Para una lectura mas sencilla de los resultados, en las siguientes secciones,
omitimos la referencia a los codigos y valores de las variables (presentes en los anexos),

integrando la informacion de su analisis de forma discursiva y en tablas resumen.

3. ANALISIS DE LOS RESULTADOS SOBRE CONOCIMIENTO COMUN DEL
CONTENIDO

3.1. ITEM 1 (VISTAS)

Como ya fue previsto en el andlisis a priori, la resoluciéon de dicho sub-item por
parte de los futuros profesores no ha dado problemas. En esta tarea se pide relacionar
determinadas vistas de una situacion cotidiana de dos objetos sobre una mesa

representados en perspectivas, con diferentes puntos de referencias marcados. El
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lenguaje y los conceptos matematicos que subyacen a dicha tarea (dibujo en perspectiva
de objetos tridimensionales, proyecciones ortogonales, punto de vista, direccion de
mirada...) vienen representados mediantes objetos cotidianos (plato y jarron, fotografias,
fotdgrafo,...) y simbolos de facil interpretacion (flechas, nimeros y letras) para los
alumnos. En términos de Parzysz (2006), la tarea es propia de G1, puesto que involucra
un tipo de geometria grafico-espacial, que trabaja con representaciones materiales
(dibujos, simbolos,...) de entidades fisicas y tedricas (objetos, puntos de vistas,...).
Estas caracteristicas atribuyen a la tarea una fuerte componente empirica, que puede
facilitar su realizacion.

El 94% de los alumnos contestaron de forma correcta a la pregunta. Los resultados
permiten afirmar que los alumnos saben cambiar mentalmente de posicion frente a una
situacion cotidiana representada en perspectiva, interpretando correctamente las
relaciones espaciales (posiciones relativas) de los objetos tridimensionales desde
diferentes puntos de vista (asociados a la posicion del fotografo).

El conocimiento comun que tienen los alumnos para resolver dicha tarea elemental
propia de G1 es satisfactorio. En la tabla 5.2 se muestran las frecuencias absolutas (y
porcentaje) relativas a los valores de la variable cuantitativa “grado de correccion” de la
respuesta por el sub-item 1a.

Tabla 5.2 Frecuencias absolutas (y porcentajes) de las respuestas al sub-item la

(n=241).

SUB-ITEM 1la
Grado de correccion | Frec. (%)
Correcto 226 (94)
Parcialmente correcto 0 (0)
Incorrecto 15 (6)
En blanco 0 (0)

Describimos brevemente los errores manifestados por los 15 alumnos que dieron
una respuesta incorrecta al sub-item:
- Diez alumnos intercambiaron las vistas desde dos puntos de vista opuestos:

o Ocho confundieron los puntos de vista B y D, lo que permite suponer una
dificultad de discriminacion de las posiciones derecha e izquierda de los
objetos con respecto a los puntos de vistas laterales.

o Dos alumnos confundieron el punto de vista A y C, lo que puede suponer

una dificultad de discriminar las posiciones delante y detras.
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- Tres alumnos asociaron al punto de vista C dos fotos diferentes (una correcta, la
2; y una incorrecta, la 4), lo que contradice el hecho que desde una determinada
vista se puede obtener una unica fotografia.

- Dos alumnos cometieron diferentes errores, que supone grandes problemas de
cambios de perspectivas.

Las respuestas de dichos alumnos fue calificada como incorrecta (hemos decidido

no discriminar respuestas parcialmente correctas por la facilidad de la tarea).

Aunque la tarea tiene un grado de dificultad muy bajo, resulta interesante como
tarea base para el posterior analisis de la justificacion, los conocimientos involucrados y

la planificacion de variaciones que aumenten su grado de dificultad.

3.2. ITEM 2 (SISTEMA DIEDRICO)

El sub-item 2a esta relacionado con el contenido “coordinar e integrar vistas de
objetos” y requiere dibujar un objeto a partir de sus proyecciones ortogonales. De
manera particular el alumno tiene que interpretar correctamente la representacion
grafica de las vistas en el sistema diédrico (representacion que no mantiene el aspecto
global del objeto), coordinarlas e integrarlas para conseguir dibujar un posible objeto
correspondiente.

Observamos que el alumno tiene que dar una representacion del objeto para que sea
facilmente reconocible, integrando de forma constructiva el polo de “lo que sabe”, o sea
el significado de las vistas (planta y alzados), con el polo de “lo que ve”, o sea la
representacion plana del objeto (Parzysz, 1988). Los procedimientos que logran ejecutar
los alumnos para resolver la tarea pueden ser diferentes (procedimientos mentales de
coordinacién e integracion de las vistas, ensayo y error, ejecuciones geométrico-
graficas,...), involucrando aspectos propios de G1 (vistas como campos visuales,...) y/o
de G2 (vistas como proyecciones ortogonales sobre determinados planos,...), que
pueden, sin embargo, estar ocultos en las soluciones.

Para valorar las respuestas de los alumnos se estudia principalmente la
representacion del objeto dada en la solucion.

En la consigna no se explicita con qué tipo de representacion se dibuje el objeto,
aunque la gran mayoria de alumnos intentaron hacer un dibujo que represente el aspecto

global del objeto (dibujo en perspectiva). De hecho, solo un alumno presentd en su
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respuesta un desarrollo del objeto (correcto) lo que fue evaluado como correcto.
Se define la variable “grado de correccion” atendiendo a los siguientes criterios:
- Correcto: el objeto tiene la forma requerida con eventualmente pequefios errores

de proporciones, ejemplo (figura 5.1):

Figura 5.1: Ejemplo de respuesta correcta del sub-item 2a

- Parcialmente correcto: el objeto tiene la forma global correcta, pero o bien se
manifiestan grandes errores de proporciones entre las partes o bien de

propiedades de la proyeccion utilizada. Ejemplo (figura 5.2):

Figura 5.2: Ejemplo de respuesta parcialmente correcta del sub-item 2a.

- Incorrecto: si el objeto no tiene la forma global requerida. Ejemplos (figura 5.3):

'1I'

Figura 5.3: Ejemplos de tres respuestas incorrectas del sub-item 2a

Suponemos que la capacidad de dibujar e interpretar de forma clara y precisa
diferentes tipos de representaciones planas de objetos tridimensionales son importantes
habilidades relacionadas con la visualizacion de objetos tridimensionales (Gorgorio,
1998), y conocimientos significativos para un profesor de primaria que quiera
desarrollar la visualizacion en sus alumnos. Consideramos entonces como parcialmente
correctas las respuestas que presentan un dibujo muy impreciso del objeto, que
generalmente se relacionan con una correcta visualizacion del objeto asociada a una

incapacidad de representarlo de forma adecuada.
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Por lo que se refiere a las respuestas incorrectas, estan asociadas a la incapacidad de
coordinar e integrar las vistas dadas en un tinico objeto y/o a grandes dificultades para
representarlo en el plano.

En la tabla 5.3 resumimos las frecuencias absolutas (y porcentaje) relativas a los

valores de la variable cuantitativa “grado de correccion” de la respuesta por el sub-item
2a.

Tabla 5.3 Frecuencias absolutas (y porcentajes) de las respuestas al sub-item 2a

(n=241).

SUB-ITEM 2a
Grado de correccion | Frec. (%)
Correcto 159 (66)
Parcialmente correcto | 50 (21)
Incorrecto 28 (11)
En blanco 4(2)

Observamos que, aunque la tarea proviene de un libro de texto de educacion
primaria, solo el 66% de los alumnos consiguen resolverla de forma correcta, dando una
buena representacion plana del objeto tridimensional. Las respuestas parcialmente
correctas (21%) e incorrectas (11%), se caracterizan principalmente por dificultades
técnicas y conceptuales relacionadas a la representacion de objetos tridimensionales en
el plano.

Los errores principales que hemos identificado en las repuestas de los alumnos, son

los siguientes (tabla 5.3).

Tabla 5.3 Tipos de errores, frecuencias absolutas (porcentajes) manifestados en las

respuestas al sub-item 2a (n=241).

. Frec.
Errores Ejemplo (%)
(1]
Errores relativos a la técnica de dibujo utilizada
para representar el objeto: no se respetan las
propiedades de la proyeccion utilizada (por , 67 (28)
. . , F 4
ejemplo no se respeta el paralelismo, faltan lineas | | al;gm;z g15a54 cIl\Z:(l) sgﬂ;;sg etzg
en la proyeccion,...) perspectiva caballera
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Errores en las proporciones; la forma global del
objeto es correcta pero hay grandes errores en las

proporciones de las partes que componen el
objeto Figura 5.5: Grandes errores
en las proporciones de las

65 (27)

|

5
B

Errores de coordinacion e/o integracion de las tres f igura 3.6: Se representzn
vistas: no consiguen dibujar la forma global as tres vistas por separado, | 5 Q)

. sin integrarlas en un objeto
correcta del objeto

A racdo

Figura 5.7: Se coordinan, de

forma incorrecta, dos de las
tres vistas

En el contexto de formacion de profesores sefialamos el trabajo de Malara (1998),
que también destaca dificultades de coordinacion de las vistas de un objeto
tridimensional de un grupo de profesores de escuela secundaria. Otros investigadores
que trabajaron con alumnos de escuela primaria y secundaria reportaron errores,
dificultades y conflictos relacionados con la representacion plana de objetos
geométricos (Colmez y Parzysz, 1993) y errores de coordinacion e integracion de las
vistas de un objeto tridimensional (Battista y Clements, 1996; Pittalis, Mousoulides y
Christou, 2009). En particular, segun Pittalis, Mousoulides y Christou, 2009, la
construccion de tres objetos diferentes en lugar de uno (por ejemplo figura 5.6)
manifiestan solo el primer nivel en la interpretacion de una representacion de un objeto

mediante vistas ortogonales.

Se observa que la mayoria de los estudiantes (76%) dibujaron/intentaron dibujar el
objeto en perspectiva caballera, que es muy frecuentemente utilizada en el dibujo de los
solidos en los libros de textos de primaria, mientras que el 11% presentaron un dibujo

en perspectiva isométrica.
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Observamos que el 9% de alumnos dibujaron (o intentaron dibujar) el objeto como

vacio (ver ejemplos en figura 5.9).

Figura 5.9: Ejemplos de objetos dibujados vacios relativos a dos soluciones del item 2a

Una explicacion plausible de dichos dibujos emerge del andlisis de las
justificaciones dadas a las soluciones (ver apartado 5.1.2). Dicho andlisis nos permitira
también destacar algunas interesantes caracteristicas sobre los procedimientos utilizados

por los alumnos en la resolucion de la tarea.

3.3. ITEM 3 (DESARROLLOS)

Entre los sub-items relacionados con el conocimiento comun del contenido, este
sub-item resultd el mas dificil de resolver. Es relativo al contenido “plegar y desplegar
desarrollos”, y se pide identificar los desarrollos correspondientes a un cubo: so6lo el
30% de los estudiantes contestd de forma correcta a dicha pregunta.

Consideramos como parcialmente correctas las respuestas que presentan un error (o
bien identificando como desarrollo un hexamind que no lo es, o bien no identificando
uno de los desarrollos correctos). Una respuesta con dos o mas errores es considerada
incorrecta.

En la tabla 5.4 resumimos las frecuencias absolutas (y porcentaje) relativas a los
valores de la variable cuantitativa “grado de correccion” de la respuesta por el sub-item
3a.

Tabla 5.4: Frecuencia absolutas (y porcentajes) de las respuestas al sub-item 3a

(n=241).

SUB-ITEM 3a
Grado de correccion | Frec. (%)
Correcto 73 (30)
Parcialmente correcto | 97 (40)
Incorrecto 71 (30)
En blanco 0 (0)
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Resumimos en la tabla 5.5 los errores principales manifestados por los alumnos, y
su frecuencia absoluta (y porcentaje).
Tabla 5.5. Errores principales manifestados en el del sub-item 3a, y su incidencia

en términos de frecuencia absolutas (porcentajes), (n=241).

Errores Frec. (%)

]
| 156(69)

| |
) } .. il 31 (13)
No identifican los siguientes desarrollos entre los
posibles desarrollos de un cubo L]
28 (12)
L] 24 (10)
EEEEE

Identifican los siguientes hexaminds como posibles Ay L
desarrollos de un cubo £ 16 (7)

ﬂidj 14 (6)

Mesquita (1992) observa que los desarrollos en cruz: L oenT: LI son

asociados con mas facilidad al cubo que los demas, por su regularidad y su simetria,
mientras que en los otros desarrollos las identificaciones de los segmentos equivalentes

son menos evidentes. Esta ultima observacidén concuerda con los resultados obtenidos

GEEgEEHEE

con respecto al desarrollo 3-3: T , que fue de mas dificil reconocimiento (el

65% de los alumnos no lo reconocieron). Por otra parte observamos que también el

L] |

hexamino - (que llamamos 1-4-1 asimétrico) fue reconocido por los alumnos
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como desarrollo con bastante facilidad (s6lo 12 alumnos no lo identificaron).

Mariotti (1997) también considera los desarrollos en T y en X de facil
reconocimiento, por las pocas operaciones (dos) necesarias para recomponer el cubo
(ver capitulo 1, apartado 2.2.2).

Un andlisis més fino de los errores nos permite diferenciar diferentes grupos de
alumnos, dependiendo del tipo de errores manifestados.

Con respecto a las respuestas incorrectas (71 estudiantes, dos o mas errores),

distinguimos los siguientes grupos de alumnos (frecuencia de alumnos):
- Alumnos que manifiestan 2 errores (35):
o Sélo reconocen 2 desarrollos correctos de tipo 1-4-1 (13):
* reconocen los desarrollo en cruz y en T (7)
» reconocen el desarrollo en cruz y el asimétrico (6)

o No identifican el desarrollo 3-3 e identifican 1 hexaminé que no es

desarrollo (19):
HEE

|
= identifican el hexaminé 1| (9) como desarrollo de un cubo

= identifican el hexamind il (5) como desarrollo de un cubo

EERESEIEEEE

= identifican el hexamind o ] (5) como desarrollo de un cubo

o Otros (3)
- Alumnos que manifiestan 3 o mas errores (36):
o Sdlo reconocen un desarrollo del cubo (20):
= Solo reconocen el desarrollo 1-4-1 en X (16),
= Solo reconocen el desarrollo 1-4-1 asimétrico (3),
= Solo reconoce el desarrollo 1-4-1 en T (1)

o Reconocen uno o dos desarrollo correctos (1-4-1 en T, en cruz o asimétrico)

y 2 hexdaminos que no son desarrollos (9)

o Solo excluyen el hexamin6 H (5)
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o Otros (2)

Este segundo grupo de alumnos manifiesta grandes dificultades para resolver la
tarea. Observamos que, excepto 7 alumnos, en las demas respuestas incorrectas no se
identifica el hexamind 3-3 como desarrollo del cubo. Las respuestas parcialmente
incorrectas (97, 1 error) son caracterizadas por este ultimo error: de hecho 94 alumnos
no reconocen el hexaminé 3-3 como desarrollo del cubo, aceptando sélo los desarrollos
del cubo de tipo 1-4-1. Siguiendo a Mariotti (1997) estos desarrollos se identifican con
mas facilidad, puesto que, visualmente constan de una “superficie lateral” y “dos
bases”. Ademas, el 8% de estudiantes, identificando un unico desarrollo posible,
muestra un nivel de flexibilidad muy bajo (Mariotti, 1997), que solo le permite aceptar
o visualizar una unica forma de plegar/desplegar la superficie del cubo. El analisis de
las justificaciones dadas a las respuestas (apartado 5.1.3) nos permitird estudiar las
relaciones que tienen las respuestas con la sinergia presente entre las componentes

visual y analitica de la tarea.

3.4. ITEM 4 (SECCIONES DE UN OBJETO)

En el sub-item 4a, relativo a la “composicion y descomposicion en partes de un
objeto tridimensional” fue resuelto de forma correcta por el 67% de alumnos,
considerando correctas las respuestas que ilustran claramente, de forma grafica y/o de

forma verbal los 3 cortes necesarios para partir el cilindro en 8 partes. Un ejemplo es

dado en la figura 5.10).

e -~ ;_ \ D 4 o S
4 (1 D
[ Z ’&L\ s ao

: A 4
e | L [/ \@ [:.:-j - L:.b ) “\\Ko} de
7 Yo B Gg arnes

Figura 5.10: Ejemplo de una respuesta correcta del sub-item 4a

Consideramos respuestas parcialmente correctas las respuestas en las cuales se

ilustran tres cortes, pero no se especifican de forma clara y precisa cuales son las 8
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partes que resultan, tampoco en la justificacion (sub-items 4a’), como en el siguiente

st B
[

ejemplo (figura 5.11)

Figura 5.11: Ejemplo de una respuesta parcialmente correcta del sub-item 4a

Las respuestas incorrectas presentan la afirmacion “no se puede partir el cilindro en
8 partes dando tres cortes” y/o presentan intentos de cortes incorrectos (en la mayoria de

los casos Unicamente en la cara superior), como en el siguiente ejemplo (figura 5.12)

No se puede, Com Hles contes s moile blener © pRdases, Comne Mretme T

Figura 5.12: Ejemplo de una respuesta incorrecta del sub-item 4*

En la tabla 5.6 resumimos las frecuencias absolutas (y porcentaje) relativas a los
valores de la variable cuantitativa “grado de correccion” de la respuesta por el sub-item
4a.

Tabla 5.6: Frecuencia absolutas (y porcentajes) de las respuestas al sub-item 4a

(n=241).

SUB-ITEM 4a
Grado de correccion | Frec. (%)
Correcto 160 (67)
Parcialmente correcto 15 (6)
Incorrecto 56 (23)
En blanco 10 (4)

Ademas, se encontraron errores en la interpretacion de la representacion plana del
objeto: el sujeto lee el dibujo como un dibujo en si mismo sin ponerlo en relacion con el
objeto que representa (el alumno “corta la representacion” y no el objeto que

representa). Presentamos en la figura 5.13 dos ejemplos de este tipo de error:
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e eoko So.-ma r c;rued@x 123 po..e

Figura 5.13: Dos ejemplos del error “corte de la representacion” en la solucion del sub-item 4a

En otros trabajos se reportan “dificultades de comprender la naturaleza de los
objetos tridimensionales representados en dos dimensiones” por parte de estudiantes de
escuela secundaria (Parzysz, 1991; Pittalis, Mousoulides y Christou, 2009).

“El sujeto puede leer el dibujo como un dibujo en si mismo sin ponerlo en relacion
con el objeto que representa, el sujeto puede hacer la inferencia de manera mas o menos
completa y llegar a una representacion del objeto cuyas propiedades pueden variar y
autorizan solo determinadas operaciones mentales, o el sujeto puede reconocer
globalmente el objeto dibujado pero no conseguir usar esta representacion para ejecutar
una tarea de dibujo o de fabricacion” (Baldy, Chatillon y Cadopi, 1993).

Parzysz (1991, p.) afirma que “Un peligro en la decodificacion de una
representacion plana de un objeto tridimensional es que el lector puede confundir el
dibujo del objeto abstracto tridimensional con un objeto bidimensional que tiene la
misma representacion”.

Otros errores encontrados son la representacion de cortes unicamente en la cara

superior (el alumno solo corta la figura verticalmente), como ilustrado en la figura 5.12.

Con respecto a las respuestas correctas, hemos identificados las siguientes

representaciones graficas/verbales, ilustradas en la tabla 5.7.

Tabla 5.7: Tipo de representacion grafica o lenguaje manifestados en el sub-item

4a, frecuencia (porcentaje).

Tipo de representacion grafica o lenguaje Eiemplos Frec.
15mp (%)
Grafi Dibujo de | =ahy
rarica 10Uj0 A€ 1os o i
J ol e

(prevalencia | cortes en la
grafica, con | representacion
algunos del enunciado
elementos y/o en otro

de lenguaje | cilindro

Con una linea curva
para el corte horizontal

|— Ccte R 111

(69)

Figura 5.14: Representacion
de cortes que respecta la
perspectiva
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verbal) dibujado por el | Con todas lineas rectas
continuas hasta el
exterior de la figura
(con justificacion
correcta de las partes Figura 5.15: Representacion
que generan los cortes) de cortes con lineas rectas

32 (20)

Dibujo de los cortes en las proyecciones
ortogonales del cilindro

11(7)

Figura 5.16: Representacion
de cortes en las proyecciones

& &S

Otros dibujos Cuisty desde cril) 503)

Figura 5.17: Representacion
de cortes circulares

d - o en Vorgaal

2 Cdr?/& en veA leal

C\QSée c)l‘/V,LQ‘ 1 (1)

Figura 5.18: Descripcion
verbal de los cortes

Soélo explicacion verbal (con justificacion

Verbal verbal correcta)

160

Total (100)

Otras soluciones correctas diferentes de la propuesta, proponen cortar en 2 o 4
partes el cilindro y luego superponerlas para hacer los otros cortes o el tltimo corte,

como por ejemplo sugiere el siguiente alumno (figura 5.19).

Bloae = porle aitaa.
22 e=the = o S oad,
P e o cdaxo.madin e encre. de oo |

@ cuoate encenes. An OWD s el 28
GRkime IR

Figura 5.19: Ejemplo de solucion del item 4a con superposicion de las partes

3.5. ITEM 5 (CUERPOS DE REVOLUCION)

El item 5a trata la formacion de objetos tridimensionales a partir de la rotacion de
una figura plana alrededor de un eje (cuerpos de revolucion). De manera particular se
pide relacionar una figura plana (triangulos rectangulos o rectangulos) con el cuerpo
tridimensional que puede generar girando alrededor de un determinado eje (conos o
cilindro)

Esta tarea, tomada de un libro de texto de sexto de primaria, involucra unicamente
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como cuerpos de revolucion cilindros y conos (de diferentes alturas y didmetros). La
forma de la figura plana, el tamafo de las partes que la componen y la posicion del eje
de revolucion, permiten asociarla a un determinado cuerpo de revolucion. La presencia
del eje en la representacion del solido en perspectiva facilita la asociacion. De hecho,
aunque no conociendo el significado de cuerpo de revolucion, un alumno puede asociar
correctamente las representaciones fijdndose tinicamente en las secciones longitudinales
de los so6lidos que contienen el eje de rotacion. Siendo tridngulos y rectangulos de
diferentes proporciones, dicha correspondencia no resulta dificil.

Estas ultimas observaciones permiten anticipar buenos resultados en las respuestas
de los alumnos. De hecho, el 94% de los estudiantes contestaron de forma correcta.

En la siguiente tabla (tabla 5.8) resumimos las frecuencias absolutas (y porcentaje)
relativas a los valores de la variable cuantitativa “grado de correccion” de la respuesta
por el sub-item 5a.

Tabla 5.8: Frecuencia absolutas (porcentajes) de las respuestas al sub-item 5a

(n=241).

SUB-ITEM 5a
Grado de correccion | Frec. (%)
Correcto 227 (94)
Parcialmente correcto 0 (0)
Incorrecto 14 (6)
En blanco 0 (0)

Describimos brevemente los errores manifestados por los 14 alumnos que dieron
una respuesta incorrecta al sub-item:
- Nueve alumnos intercambiaron figuras de la misma familia:

o Siete confundieron los dos cilindros 1 y 2 (con los incorrectos rectangulos:
asociaron el C-1 y el D-2), lo que permite suponer una dificultad de
discriminaciéon de las posiciones de los ejes en las figuras planas (uno
vertical y el otro horizontal) y los respectivos cuerpos de revoluciéon que
generan girando.

o Dos alumnos confundieron los dos conos (asociando el A-4 y el B-3) lo que
puede suponer una dificultad de visualizar las diferentes proporciones entre
las partes que forman los tridngulos y relacionarlos correctamente con los
correspondientes conos.

- Cinco alumnos intercambiaron figuras de familias diferentes:
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o Cuatro asociaron a una misma figura plana mas cuerpos de revolucion
(repitieron una letra) lo que contradice la propiedad que una figura plana que
gira alrededor de un determinado eje genera un Unico so6lido. Dicho error
puede estar asociado a una gran dificultad de visualizacion, puesto que
asociaron cilindros a triangulos o conos a rectangulos, o bien a distraccion.

o Un alumno asocié un triangulo a un cilindro y un rectdngulo a un cono, lo
que supone la incomprension del enunciado, o bien gran dificultad de
visualizacion.

Las respuestas de dichos alumnos fue calificada como incorrecta (hemos decidido
no discriminar respuestas parcialmente correctas por la facilidad de la tarea).

Como ya hemos observado en el sub-item 1a, el bajo grado de dificultad de la tarea,
nos permite considerarla como punto de partida para el posterior analisis de las

justificaciones y de los conocimientos identificados.

3.6. SINTESIS DE CONOCIMIENTOS COMUNES DEL CONTENIDO

Para sintetizar las soluciones de los estudiantes a las tareas de libros de textos de
primaria partimos de la hipotesis de que un futuro profesor pueda resolver de manera
optima dichas tareas. Consideramos entonces que la puntuacion total relacionada con la
variable del grado de correccion de la respuesta tenga que ser elevada: valoramos como
insuficiente una puntuacion total inferior a 8 (sobre 10).

Observamos que solo el 61% de los estudiantes consigue alcanzar dicha puntuacion.

En la tabla 5.9 y en la Figura 5.20 presentamos la distribucion de los valores
relativos a la puntacion total del conocimiento comun, su frecuencia absoluta (y

porcentaje) y la valoracion cualitativa que le atribuimos.

Tabla 5.9: Frecuencia (y porcentaje) y valoracion de la puntacion total relativa al

conocimiento comun del contenido

Total Conoc. Comun | Frec (%) | Valoracion

10 44 (18)

Suficiente
9 56 (23) (61%)
8 49 (20)
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7 28 (12)
Insuficiente
6 31 (13) (39%)
0-5 33 (14)
Histograma
60 -
50 -
.g 40
C
g 30 -
(@]
g 20 -
10 -
0 T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 5.20: Histograma de la puntuacion total relativa al Conocimiento, Comun
Puntuacion total Conocimiento Comun

Sin embargo, el andlisis de las respuestas dadas a cada sub-item permite destacar
que, excepto la tarea 3a que tiene un grado de dificultad medio, las demas tienen un
grado de dificultad bajo. En la tabla 5.10 se muestra las frecuencias absolutas (y

porcentaje) relativas a los valores de la variable del grado de correccion de la respuesta.

Tabla 5.10. Frecuencia absolutas (porcentajes) de las respuestas a los sub-items tipo a

(n=241)

Grado de correccion ftem
la 2a 3a 4a Sa
Correcto 226 (94) 159(66) 73 (30) 160 (67) 227 (94)
Parcialmente correcto 0 (0) 50 (21) 97 (40) 15 (6) 0 (0)
Incorrecto 15 (6) 28 (11) 71 (30) 56 (23) 14 (6)
En blanco 0(0) 4(2) 0(0) 10 (4) 0(0)

La puntuacién media de todo el grupo relacionada con la variable del grado de
correccion de la respuesta (conocimiento comun del contenido) es de 7,7 (sobre 10).
Observamos que la media de los chicos (8,3) es mayor de la media de las chicas (7,5), lo

que muestra una dependencia del conocimiento comin sobre VOT con el género. En el
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grafico de la caja también se observa una mayor variabilidad en esta variable en el

Grafico de Caja y Bigotes

10

[

Puntacion Total Conocimiento Comin

]

Mujeres Hombres

Figura 5.21: Puntuacion Total Conocimiento Comtin Mujeres y Hombres

Realizado un contraste de diferencia de medias (comparacion de dos muestras
independientes) a la variable puntuacion total en conocimiento comun hemos obtenido
un valor P = 0,0092, por lo que las diferencias entre hombres y mujeres en esta variable

es estadisticamente significativa.

4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS SOBRE CONOCIMIENTO AMPLIADO

4.1. ITEM 1 (VISTAS)

El sub-item 1lc, relativo al conocimiento ampliado del contenido sobre la
identificacion de vistas de objetos tridimensionales, se supone de nivel mas alto
respecto al sub-item a, por su cardcter mas abstracto: el tipo de objeto representado es
una composicion de cubos (objeto geométrico tridimensional), la representacion
utilizada es la proyeccion isométrica. Ademads, a diferencia del sub-item a) donde solo
se pide interpretar determinadas representaciones planas y ponerlas en relacion, en esta
tarea se requiere que el alumno dibuje una vista determinada (proyeccion ortogonal) del
objeto, justificando su respuesta.

Para evaluar las respuestas de los estudiantes hemos decidido, en un primer
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momento, limitarnos al andlisis de la respuesta grafica, sin analizar la justificacion.
Resumimos en la tabla 5.12 las frecuencias absolutas (y porcentaje) de los valores

de la variable cuantitativa “grado de correccion” de la respuesta por el sub-item Ic.
Tabla 5.12: Frecuencia absolutas (v porcentajes) de las respuestas al sub-item 1c

(n=241).

SUB-ITEM 1lc
Grado de correccion | Frec. (%)
Correcto 122 (51)
Parcialmente correcto 10 (4)
Incorrecto 101 (42)
En blanco 8(3)

Observamos que el 51% de los alumnos dibujaron la vista correctamente,
interpretando el término “vista” como proyeccion ortogonal del objeto en el plano
correspondiente.

Sin embargo, el término “vista” presente en el enunciado (“dibuja la vista del
edificio desde atras™) ha generado conflictos semioticos que se refieren a los diferentes
significados que se le pueden atribuir (por ejemplo como “proyeccion ortogonal” o
“campo visual”, ver capitulo 1, apartado 2.1.3) y que pueden estar condicionados por la
interpretacion de la representacion del edificio dada en la tarea (perspectiva isométrica)
y de los términos “angulo frente-derecha” presente en el enunciado, y “FRENTE” y
“DERECHA” presentes en la representacion grafica. De manera particular se observa
que el 14% de alumnos intentaron dibujar el edificio desde el angulo detrds-izquierda en
perspectiva isométrica, o sea desde el punto opuesto de al cual se refiere la imagen dada
(que equivale a rotar el objeto 180 grados). Esto corresponde a la interpretacion del
término “‘vista desde atrds” no con referencia a los términos presentes en la
representacion del edificio (FRENTE y DERECHA) sino con respecto a la asuncioén que
la representacion en perspectiva del edificio corresponde a la vista desde frente. Aunque
esto contradice el enunciado, en el cual se especifica que el edificio es dibujado desde el
angulo frente-derecha, consideramos las representaciones dibujadas correctamente
basadas en dicha interpretacion (10 alumnos, 4%) como respuestas parcialmente

correctas (ver ejemplo figura 5.22).
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Figura 5.22: Ejemplo de respuesta parcialmente correcta basada en la incorrecta interpretacion del
término “vista”

Observamos que ésta interpretacion de la tarea comporta un aumento de dificultad,

puesto que visualizar el edificio desde el punto de vista opuesto

con el cual se

representa, y dibujarlo en perspectiva, requiere, ademas de buena capacidad visual, una

buena capacitad de dibujo.

El 42% (101) de alumnos dieron respuestas incorrectas, manifestando diferentes

tipos de errores, presentados en la tabla siguiente (tabla 5.13).

Tabla 5.13: Errores manifestados en el sub-item Ic, frecuencia (y porcentaje).

Error

Ejemplo

Interpretacion del error

Frec.(%)

1. Dibujo incorrecto en
perspectiva isométrica
del objeto desde el
angulo izquierda-atras

al o
£
O
AZ‘”{ e /~>’l/55"

Figura 5.23: Dibujo en
persp. isométrica
incorrecto

Figura 5.24: Dibujo en
persp. isométrica
incorrecto

Incorrecta interpretacion
del término “vista desde
atras”, (conflicto
semiotico)

25 (10)

2. Dibujo de la vista
desde frente

ATRAS

Figura 5.25: Vista de
frente

Incorrecto cambio de
perspectiva/ incorrecta
interpretacion de los
términos presentes en el
dibujo (frente y derecha)

34 (14)
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M

~

Figura 5.26: Vista
desde el lado izquierdo

3. Dibujo de la vista
desde izquierda

| S—y

4. Dibujo de la vista ﬂ b
desde derecha l \

Figura 5.27: Vista
desde el lado derecho

£
5. Dibujo incorrecto de ¢
vista desde atras f
Figura 5.28: Dibujo

incorrecto de la vista
desde atras

Incorrecta lectura del

dibujo en perspectiva
isométrica (y de los
6. Dibujo incorrecto de Qeds términos) considerando las | 42 (18)

vista desde frente ; - Dibui dos torres alineadas
Figura 5.29: Dibujo | (adem4s de los errores 2y

3)

incorrecto de la vista
desde frente

r—-

7. Dibujo incorrecto de J_
vista no identificada

Figura 5.30: Dibujo
incorrecto de vista no
identificada

Total 101 (42)

Para interpretar los errores 5, 6 y 7 hemos analizado las justificaciones que los
alumnos presentaron a sus soluciones. En estas emerge que la representacion grafica
incorrecta presentada por los alumnos es probablemente debida a una incorrecta lectura
del dibujo del edificio en perspectiva isométrica, o sea considerando las dos torres
alineadas, lo que no es correcto ni por la vista desde atrés, ni por la vista de frente. Los

siguientes ejemplos de justificaciones se refieren al error 5 (figuras 5.31 y 5.32)

303




Capitulo 5 Evaluacion de conocimientos sobre VOT en maestros en formacion

= e esta gc"z?ora ‘g st : dogde  Ghras e
08 denas Cuadirades R cOmgeoen & Jegom oongate estaran
tapados poc Qo Gue Xracs , que & & icvesen abofeda, g & T
fowe & misme Jornar.

Figura 5.31: Justificacion de una alumna a su respuesta incorrecta (error 5) del item 1c

i bn le \rmegem gve se mos oonose/n{c/ cEerecen
ﬁ dos  ceves Lel ecﬂt’f\'c?o/ el fre/nfey el
O\C‘k (ctevel . €l gercicie mos 0’"\ e obibyer
freserc s l yiste &l edifice sde odres  gor
fonde: A bv(ga le. gbcb\edf__ dreserc > el

lo

leterel F-zgul‘crclo . Le prismere este retimtede

)’ lc SPgomJ¢, e U Yome mces sveVe |

Figura 5.32: Justificacion de un alumno a su respuesta incorrecta (error 5) del item 1c

Con respecto a los errores 6 y 7, ademdas de errores de interpretacion de la
representacion en perspectiva, se afiaden errores de cambio de perspectiva (errores 2 y
3).

En el estudio de los resultados de éste sub-item hemos limitado el analisis de las
justificaciones solo en los casos de respuestas graficas ambiguas, lo que nos ha

permitido interpretar algunos de los errores manifestados por los alumnos.

4.2. ITEM 2 (SISTEMA DIEDRICO)

El item 2c, relacionado con el contenido de “Coordinacion e integracion de vistas
ortogonales de objetos tridimensionales”, requiere visualizar cambios en las tres vistas
ortogonales del objeto a partir de la variacion de la estructura del objeto representado en
perspectiva isométrica. De manera particular se pretende que el sujeto identifique cuales
cubos puede quitar en una composicion de cubos representadas en perspectiva, sin que
sus vistas (proyecciones ortogonales) cambien.

La identificacion de las dos soluciones posibles es evaluada como respuesta
correcta. Si el alumno reconoce Unicamente uno de los dos posibles cubos que se

pueden quitar, su respuesta sera evaluada como parcialmente correcta. Consideramos
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incorrectas las respuestas en las cuales no se identifica ningin cubo (bien con respuesta

afirmativa o con respuesta negativa) o se identifican cubos incorrectos.

Resumimos en la tabla 5.14 las frecuencias absolutas (y porcentaje) de los valores

de la variable cuantitativa “grado de correccion” de la respuesta en el sub-item 1c.

Tabla 5.14. Frecuencia absolutas (y porcentajes) de las respuestas al sub-item 2c

(n=241).

SUB-ITEM 2¢

Grado de correccion

Frec. (%)

Correcto

36 (15)

Parcialmente correcto

67 (28)

Incorrecto

118 (49)

En blanco

20 (8)

Estos resultados muestran muy pobre conocimiento avanzado relacionado con la

pregunta 2c. Las respuestas incorrectas manifiestan los siguientes errores principales,

tabla 5.15.

Tabla 5.15. Tipos de errores, ejemplos, frecuencia (y porcentaje) relativo al sub-item 2c

Error

Ejemplos

Frec. (%)

1. Negacion

me&c\ir ™M
Cral
Ue T {‘CQKuQro

No g@_ rmdnq Y]

a(n (

moch)ﬂcqu &n
e quro- re ()G(CA,CH(’Q

d}rﬁctameﬂ\e \ OJYOLC\O,
en el Fer&»[ Y e Lo P\om'h_

Figura 5.33: Respuesta incorrecta, negacion

en

80 (68)

Afirmacion

2. Vistas
consideradas
por separado

Crex Wees 2 o
Nmb

S, & Gs
Nade: S e qutas les ooy
A el e ERa e
?e:é\k: R P N s Scadesay
A eedd , W brexe e & T
Wodew Gue & oo e Somauete. ==
s las Y sbes, we  @aciue
e e Q\\-a. Bl borasaas  \na la
te ogectance & b Gxka S Yoo

Figura 5.34:Respuesta incorrecta, vistas consideradas
separadamente

21 (18)

3. Se quitan
otro cubos o se
quitan los dos
cubos correctos
alavez

e ‘_:u—_\rfa_ 5;:{"\-(\-" one  de les cibos

&@me &.\s"ro d aqe  eskl
apyade y vo Seve .

Figura 5.35: Respuesta incorrecta, omision de ambos
cubos

10 (8)

4. Otros

7(6)

Total

118 (100)
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Observamos que la mayoria de los errores identificados estan relacionados con la
dificultad de visualizar los cambios en las tres vistas de un objeto a partir de la variacion
de la estructura del objeto. Esta dificultad podria estar relacionada con la incorrecta
concepcion de que las tres vistas ortogonales de un objeto definen de forma univoca un
objeto tridimensional. Muchos alumnos afirman que cambiando parte de la estructura
del objeto al menos una vista tiene que cambiar (incorrecto en general y de manera
particular en el caso de la tarea propuesta).

Con respecto al tipo de representacion dado en la solucion, distinguimos los
siguientes tipos:

- Verbal: ejemplos (figura 5.36 y 5.37)

o pect Quit uo & anfguy, g

s b caly v g D R st

& st

& d cdodle & [

mO&@Wm/bwi@d&%mc@ﬂ@cé

- @2909%9&3@0?9( f
& §e 48 dods ‘@@w@@w#f@&mzﬂ

Figura 5.36: Respuesta verbal correcta dada por una alumna al item 2¢

e b o ST de alado,Se puedaquitac Los dow ooy
& “’k“’(—s/ -vclkc.u. o ~L'Lre_¢6x \_& \:Qg«cﬁ- ua_‘(uf L Se. (‘_)l«uacpnib\
oz e d e Ui o oS,

Figura 5.37: Respuesta verbal incorrecta dada por una alumna al item 2c

- Verbal con marcas en el dibujo presentado en el enunciado (figura 5.38)

& S fo&\'a. ?U.téaf wo ¢n & Olwmna de dos  wbes que = inuen-
tra o o rbho det oftasb yo  que of S watro  podredos  ures
= topon o dres o releron heco. A & 4 gwa }oodn'a {5062l

o de s dos  wbas  Mocedos pre s wo o gue
o Lofion bz dos s  lstas & L gaﬂm Lenon
Figura 5.38: Respuesta verbal con marcas en el dibujo del enunciado correcta dada por una

alumna al item 2¢
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- Grafico y verbal (figura 5.39)
S O e\ doll sxdie octibm oo K de abaye dl exdlo?

Yo spe 2 (as GO SeoyiTianets wiedn (o
CRRTO _ Qne,\ c&@&o \;e_t:t(’fo& (s &S
culoS  Spe aty Jasvo Sefran

- G e\ pera€ e\ nweto qk&&m&&
dodo o e oS de la e e,
U sTO desde e\l oll 20 .

_en L&@cn\-o\gauee\w&p W <
&)g .

Figura 5.39: Respuesta grafico-verbal correcta dada por un alumno al item 2¢

Resumimos en la siguiente tabla (tabla 5.16) las frecuencias relativas al tipo de

representacion dado y al respectivo grado de correccion de la respuesta.

Tabla 5.16: Frecuencia absolutas relacionadas al tipo de representacion dado y al

grado de correccion de la respuesta del sub-item 2c

. ., Soluciones
Tipo de representacion :
Parcialmente
Correctas Incorrectas Total
correctas
Verbal 2 7 85 94
Verbal con marcas en el
dibujo presentado en el 24 42 11 77
enunciado
Grafico y verbal 10 18 22 50
Total 36 67 118 221

Las respuestas incorrectas son principalmente respuestas verbales (el 72%),
mientras que en las respuestas correctas y parcialmente correctas prevalen
representaciones mixtas o sea verbales apoyadas en elementos graficos dibujados o

presentados en el dibujo del enunciado (64%).

Por lo que se refiere a las justificaciones, presentadas solo por el 32% de los

estudiantes, hemos identificados los siguientes tipos (tabla 5.17).

Tabla 5.17: Tipos de justificaciones y frecuencia absolutas relativos al sub- item 2c

Tipos de justificaciones Frec.
Justificaciones de Justificacion completa 25
respuestas correctas (especificando los cubos que
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(o parcialmente aparecen en la respectiva
correctas) proyeccion)

Justificacion parcial o 27

aproximada

Ejemplo u observacion de
Justificaciones de que se pueden mantener 1 o 14
respuestas incorrectas | 2 Vistas, pero no todas

Otras 7

En algunas soluciones emerge la concepcion incorrecta de que tres vistas definen de

forma univoca un objeto tridimensional. Ejemplos (Figura 5.40, 5.41)

No . FcrL g?,e las '\tes \,D\S.‘\&S wod daw I8 Ko
Bocke a2 & ~Pf«5m. X anadieod ©  gitawes
al guma las \.isswas LGN &TS\T»AQS.

Figura 5.40: Concepcion incorrecta de que tres vistas definen de forma univoca un objeto
tridimensional

o, A @ eV cubo 4@ weedih@cro. (e

ﬁﬁask@\ Yy Po° bowdko  las wistes. o W@o(x.ﬂr;cac@?: en las

il g i) ki e i

Figura 5.41: Concepcion incorrecta de que tres vistas definen de forma univoca un objeto
tridimensional

4.3. ITEM 3 (DESARROLLOS)

En el item 3c se presenta una pirdmide truncada recta con base rectangular dibujada
en perspectiva axonométrica. Se pide al alumno que dibuje dos posibles desarrollos
planos del objeto.

Esta tarea pone en juego la visualizacion de la accion de desplegar un solido para
formar un desarrollo plano asi como la existencia de diferentes desarrollos posible de un
poliedro. En el dibujo de los desarrollos es importante mantener la forma, la adyacencia
de las caras, sus respectivas orientaciones y el nimero.

Consideramos respuestas correctas las que presentan al menos dos desarrollos
planos correctos del s6lido que sean diferentes entre si (equivalencia a falta de reflexion
y rotacion). En estas respuestas se admiten pequefios errores de proporciones de las

caras y de las aristas que se pegan. Ejemplo (figura 5.42):

308



Capitulo 5 Evaluacion de conocimientos sobre VOT en maestros en formacion

.

\

Figura 5.42: Ejemplo de respuesta correcta del sub-item 3c

Consideramos como respuestas parcialmente correctas las soluciones que presentan

un unico desarrollo correcto del sélido (y frecuentemente otro incorrecto). Ejemplo

(figura 5.43):

r',_ﬁ‘:;;""."“"-'y
|

Figura 5.43: Ejemplo de respuesta parcialmente correcta del sub-item 3c

Seran incorrectas las respuestas que no muestran ningun desarrollo correcto del
solido.

Ejemplo (figura 5.44)

Figura 5.44: Ejemplo de respuesta incorrecta del sub-item 3¢

Resumimos en la siguiente tabla (tabla 5.18) las frecuencias absolutas (y porcentaje)
relativas a los valores de la variable cuantitativa “grado de correcciéon” de la respuesta

por el sub-item 3c.

Tabla 5.18: Frecuencia absolutas (porcentajes) de las respuestas al sub-item 3c

(n=241).

SUB-ITEM 3c
Grado de correccion | Frec. (%)
Correcto 108 (45)
Parcialmente correcto | 64 (27)
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Incorrecto 59 (24)
En blanco 10 (4)

Observamos que solo la mitad de los estudiantes pueden dibujar de forma correctas
dos diferentes desarrollos planos de la figura.

Se han encontrados diferentes errores en los dibujos de los desarrollos, relacionados
con aspectos conceptuales del desarrollo, con la interpretacion del dibujo en perspectiva

y con la accion de desplegar-plegar (tabla 5.19):

Tabla 5.19: Frecuencias absolutas de los errores manifestados en el sub-item 3c.

Errores Ejemplo Frec
Graves errores: se
dibujan figuras no 57
conexas, se unen los
Errores poligonos por mas lados Figura 5.45: Uni6n de poligonos por
relacionados con el mas lados
concepto de
desarrollo plano .
Se unen poligonos por
los vértices en lugar que 10
por aristas
Figura 5.46: Union de poligonos por
los vértices
I R
No se respeta la forma — )%
Incorrecta de las caras ',
interpretacion del . |
dibujo en Figura 5.4.7:F0rma de las caras
. incorrecta
perspectiva/
deformacion de
determinadas
partes en el proceso | NO se respeta la
de “desplegar proporcidn relativa de 22
las caras
Figura 5.48: Incorrecta proporcion
relativa de las caras
Errores en las /""’\
acciones de Las aristas que se e TE——
desplegar-plegar corresponden se dibujan r g \ " 107
(relacionar de diferentes tamafos
desarrollo plano S—
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con el solido) Figura 5.49: Tamailos diferentes de
las aristas que se corresponden

No se respeta la posicion
relativas de las caras: se
unen dos trapecios por
sus bases, incorrecta
orientacion de los
rectangulos

30

Figura 5.50: Incorrecta posicion
relativa de las caras

Observamos que los errores relacionados con las acciones de desplegar-plegar,
corresponden a lo que Mariotti (1997) llama ‘“autonomia del aspecto conceptual”
(capitulo 2, apartado 3.4.1) y que asociamos a una preponderancia del componente
analitico con respecto al componente visual presente en la tarea. En particular
observamos que en dichas respuestas los desarrollos dibujados respetan algunas de las
propiedades analiticas (por ejemplo la forma y el numero de las caras), olvidando no
obstante de comprobar la efectiva posibilidad de cerrar el desarrollo (componente
visual).

Algunos errores manifestados en las formas y proporciones relativas de las caras se
pueden relacionar con una incorrecta interpretacion del dibujo en perspectiva o bien
con la deformacion de determinadas partes en el proceso (visual) de “desplegar”. Este
ultimo aspecto ha sido también observado por Mariotti (1997), que destaca que el hecho
que el proceso de “desplegar” induce al alumno a transformar drasticamente el objeto
corresponde a una “autonomia del aspecto figural”. Asociamos dichos casos a una
preponderancia de la componente visual (plegar el desarrollo) con respecto a la
componente analitica (algunos de los invariantes no se respetan). Por ejemplo, en la
siguiente respuesta (figura 5.51) se puede observar el efecto de la deformacion de partes

del objeto en la representacion de un desarrollo de la piramide truncada dada en el

A

Figura 5.51: Efecto de deformacion en la representacion de un desarrollo

enunciado.
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Con respecto al tipo de representacion dado por los alumnos, distinguimos los
siguientes desarrollos principales:
- Tipo 1: 1-4-1, lineales en T o cruz con un rectangulo en el centro:

ejemplos (figura 5.52)

Figura 5.52: Ejemplos de desarrollos 1-4-1 lineales en cruz con rectangulo en el centro

- Tipo 2: 1-4-1, lineales en T o cruz con trapecio en el centro: ejemplos

(figuras 5.53 y 5.54

//\ ,4«—{\‘\
\N‘\ P

N
pus
Figura 5.53: Ejemplo de desarrollo 1-4- Figura 5.54: Ejemplo de desarrollo 1-4-1
1 en T con trapecio en el centro en cruz con trapecio en el centro

- Tipo 3: 1-4-1, lineales diferentes de T y cruz: ejemplos (figura 5.55)

Figura 5.55: Ejemplo de desarrollos 1-4-1 lineales diferentes de T y cruz

- Tipo 4: 1-4-1 no lineales (con los poligonos de la superficie lateral

|

Figura 5.56: Ejemplos de desarrollos 1-4-1 no lineales

contiguos), ejemplos (figura 5.56):
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En la siguiente tabla (tabla 5.20) resumimos las frecuencias absolutas de los
diferentes tipos de desarrollos (correctos o parcialmente correctos) presentados por los

estudiantes.

Tabla 5.20: Frecuencias absolutas (v porcentajes) de los diferentes tipos de
desarrollos presentados en las respuestas al sub-item 3¢

Tipos de desarrollos Frec.
(%)

Una tnica representacion de tipo 1 o dos representaciones de tipo 1 165 (83)
Una representacion de tipo 1 y otra de tipo 2 12 (6)
Una representacion de tipo 1 y otra de tipo 3 11 (6)
Una representacion de tipo 1 y otra de tipo 4 9(4)
Otras 2(1)

Total 199 (100)

Observamos que la gran mayoria (83%) de representaciones correctas manifestadas
por los alumnos se refieren al tipo 1, que corresponden a la apertura del desarrollo del
objeto sobre una de sus bases y tienen la misma estructura de los desarrollos

prototipicos del cubo en T o en cruz.

4.4.ITEM 4 (SECCIONES DE UN OBJETO)

Los sub-items 4c y 4c’ estan relacionados al contenido “Formacion de objetos
tridimensionales a partir de otros por composicion y descomposicion”. De manera
particular en la primera parte se pide descomponer objetos tridimensionales en dos
determinadas piezas (tridimensionales), mientras que en la segunda parte se pide
componer las dos piezas para formar otro sélido.

Para identificar las dos piezas en un determinado cuerpo el sujeto tiene que
colocarlas en diferentes posiciones y orientaciones hasta que ocupen exactamente el
espacio definido por el cuerpo. Este procedimiento puede ser por ensayo y error o seguir
de determinadas observaciones de tamafio y forma.

Observamos que todos los cuerpos estan dibujados en perspectiva isométrica en una
plantilla isométrica (red diagonal de puntos), el alumno tiene que interpretar que, los
dibujos presentados en su respuesta tienen que respetar dicha perspectiva.

Hemos decidido primeramente evaluar las dos preguntas por separado, y a

continuacion dar una evaluacion global del item.
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Por lo que se refiere a la pregunta 4c hemos decidido evaluar como correctas a las
respuestas que no presentan errores, o sea que corresponden al correcto reconocimiento
de las 2 piezas en los 6 cuerpos tridimensionales presentados en el enunciado (variable
C4=2). Las respuestas parcialmente correctas son las que manifiestan 1 o 2 errores en
las soluciones (variable C4=1). La presencia de 3 o mads errores caracterizan las
solucionen incorrectas (variable C4=0).

Por otra parte, consideramos que las respuestas al sub-item 4¢’ sean o bien correctas
(variable CC4=2), si se presenta un objeto formado por las dos piezas respetando la
perspectiva isométrica (con eventualmente pequefios errores en el dibujo en
perspectiva), o bien incorrectas (variable CC4=0), si el objeto no estd compuesto por las
dos piezas o si la representacion del objeto es muy imprecisa y no respeta la red
isométrica de puntos.

En las siguientes tablas (tablas 5.21 y 5.22) resumimos las frecuencias absolutas (y
porcentaje) relativas a los valores de la variable cuantitativa “grado de correccion” de

las dos respuestas 4c¢ y 4¢’.

Tablas 5.21 y 5.22: Frecuencia absolutas (v porcentajes) de las respuestas al sub-item

4cy 4c’ (n=241).

Pregunta 4c¢ Pregunta 4¢’

Grado de correccion | Frec. (%) Grado de correccion | Frec. (%)
Correcto (2) 126 (53) Correcto (2) 98 (41)
Parcialmente correcto (1) | 48 (20) Parcialmente correcto (1) 0 (0)
Incorrecto (0) 54(22) Incorrecto (0) 97 (40)
En blanco 13 (5) En blanco 46 (19)

Observamos que las respuestas incorrectas al sub-item 4c pueden reflejar tanto una
incomprension del enunciado del problema y de la interpretacion del cuadro-ejemplo
dado, asi como grandes dificultades de visualizar la descomposicion de los solidos en
las dos piezas dadas. De manera particular los alumnos que identifican s6lo una de las
dos piezas en cada so6lido o que identifican piezas casuales de formas diferentes de las
dadas, manifiestan dificultades en la interpretacion del enunciado (11% de los
estudiantes)

Otro error se refiere al no reconocimiento (manifestado con la no coloracion) de

partes de las piezas, y se refiere a la dificultad en coordinar los conjuntos de caras que
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forman una misma pieza. El 13% de los estudiantes manifiestan dicha dificultad.

Ejemplos (figuras 5.57, 5.58):

Figura 5.58: Ejemplo de error, no reconocimiento de partes de la pieza.

Los so6lidos 5 y 6 son los que han resultados de mas dificil reconocimiento,
posiblemente por sus estructuras que se apoyan en dos planos diferentes.
También Malara (1998), trabajando con profesores de secundaria, evidencio dificultades
para imaginar uno o mas objetos, en posiciones no estandares, respetando la Unica

condicion de que sus representaciones encajan en un esquema representado.

Por lo que se refiere a los tipos de errores manifestados en la soluciones a la

pregunta 4¢’, hemos identificados los siguientes (tabla 5.23).

Tabla 5.23: Frecuencia de los errores manifestados en el sub-item 4c’

Errores Ejemplos Frec

Solo dibuja correctamente una pieza y/o
tiene problemas a componerlas

) 38
Figura 5.59: So6lo una pieza
dibujada correctamente
Errores en dibujar en perspectiva isométrica 5 T e % e B o
i ) 30

Figura 5.60: Errores en el
dibujo en perspectiva
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Dibuja en perspectiva caballera o solo una
vista de la composicion

3 27

Figura 5.61: Intento de dibujo
en perspectiva caballera

Faltan lineas en el dibujo

12

Figura 5.62: Omision de lineas
en el dibujo

Falta o sobra un cubo a una pieza

Figura 5.63: Sobra un cubo a
una de las dos piezas

El siguiente ejemplo (Figura 5.64) muestra las dificultades que tienen muchos
alumnos para dibujar en perspectiva isométrica (respetando la hoja de puntos),

resultados que concuerdan con Malara (1998).

Figura 5.64: Ejemplo de alumno que manifiesta dificultades para dibujar en perspectiva isométrica.

Entre las diferentes soluciones correctas y parcialmente correctas dada al problema,
hemos diferenciado si el sélido representado se puede apoyar en un unico plano, o bien

si consta de dos planos. Entre los primeros hemos encontrados sélidos ya representados

en el apartado 4¢’, pero girados.
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Tabla 5.24: Frecuencias (v porcentaje) de los tipos de representacion de las
composiciones manifestadas en el sub-item 4c’

Tipo de representacion Frec (%)
1 plano
73 (53)
Figura 5.64: co‘mpotsicién de las
dos piezas en un plano
- Corresponde a una
composicion del 4c a
menos de rotacion.
18 (13)
equivalente a la 1 a menos de
rotacion
2 planos
47 (34)
Figura 5.66: composicion de las
dos piezas en dos planos diferentes
Total 138 (100)

Para la evaluacion global del sub-item 4c-c’, hemos decidido atender a los

siguientes criterios:
- Correcto: ¢’ correcta y ¢ parcialmente correcta o correcta (la suma de los valores
de las variables C4 y CC4 es 3 04)
- Parcialmente correcto: ¢ correcta y ¢’ incorrecta o en blanco, o viceversa (la
suma de los valores de las variables C4 y CC4 es 2)
- Incorrecto: ¢ incorrecta o parcialmente correcta y ¢’ incorrecta o en blanco (la
suma de los valores de las variables C4 y CC4es 0o 1)
Resumimos entonces, en la siguiente tabla (tabla 5.25), las frecuencias absolutas (y
porcentaje) relativas a los valores de la variable cuantitativa “grado de correccion” de la

respuesta por el sub-item 4c-c’.

Tabla 5.25: Frecuencia absolutas (v porcentajes) de las respuestas al sub-item 4c-
c¢’(n=241).

SUB-ITEM 4c-¢’
Grado de correccion \ Frec. (%)
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Correcto 87 (36)
Parcialmente correcto | 64 (27)
Incorrecto 82 (34)
En blanco 8 (3)

Observamos que solo el 36% de los estudiantes saben resolver de forma correcta los
items presentados, relativos al conocimiento ampliado sobre la composicion-

descomposicion de objetos tridimensionales.

4.5. ITEM 5 (CUERPOS DE REVOLUCION)

En este sub-item se pretende evaluar el conocimiento ampliado que tienen los
estudiantes sobre los cuerpos de revolucidon, en particular se quiere analizar las
soluciones dadas a una tarea que pide dibujar la figura plana y el respectivo eje de
revolucion que engendra un toro (dado en el enunciado).

Para resolver correctamente la tarea los alumnos tienen que visualizar la rotacion de
una figura plana (disco) alrededor de un eje exterior a ésta.

El anélisis de las respuestas de los alumnos nos ha permitido identificar los

siguientes tipos de representaciones incorrectas (tabla 5.26):

Tabla 5.26: Frecuencia de los diferentes tipos de representaciones incorrectas

dadas como soluciones al sub-item 5c

Tipo de representacion Ejemplo Frec

1. Corona circular

U )
Figura 5.67: Coronas circulares y ejes de revolucion
2. Rectangulo 31

:
|
! N R

Figura 5.68: Rectangulos y ejes de revolucion
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3. “Corona circular

cuadrada” 20
Figura 5.69: Coronas circulares cuadradas y ejes de
revolucion
e ae s
285 oo
4. Sélido (cilindro, cilindro
hueco, toro, ...) EE; E 7
Figura 5.70: Cilindro, cilindro hueco y ejes de revolucion
5. Dos representaciones 10
diferentes, de tipo: 1-4
Figura 5.71: Corona circular con eje de revolucion y cilindro
hueco
- ,/"’J ’\
6. Trayectoria de rotacion / 5
K g -/'
Figura 5. 72. Trayectorias c1rcu1ares
& ok odie prsinds do e Yo ,)ém
7. Contesta que no se gt do
puede engendrar con ) % i Spme) o are cinad ‘7"“"4"’“
ninguna figura plana y/o "?"‘," P A o, 5
que no es un solido de —_
revolucion /U" e f d / 6’\ T
2 um w.«.r M)-PQ"‘«GR .
Figura 5.73: Respuestas verbales incorrectas
8. Otras representaciones 19

incorrectas

Figura 5.74: Otras representaciones graficas

En la tabla 5.27 presentamos los tipos de representaciones que hemos evaluados

como parcialmente correctas.
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Tabla 5.27: Frecuencia de los diferentes tipos de representaciones parcialmente

correctas dadas como soluciones al sub-item 5c¢

Tipo de representacion Ejemplo Frec

Rectangulo distante del eje
pero ligado con rectas g——l

I PGJQ' (J-l mle\(,:o/(\“ 5

Figura 5.75: Rectangulos distantes del eje ligados con

rectas

Circulo distante del eje y {
unido con recta o circulo }
tangente al eje ;

! 5

!

|

Figura 5.76: Circulo distante del eje unido con recta y
circulo tangente al eje
Circulo y trayectoria circular
(sin eje)
® 2

Tigave 4 colecton .

Figura 5.77: Circulos con trayectorias circulares

Rectangulo distante del eje

= de

Figura 5.78: Rectangulo distante del eje

Enla figura 5.79 presentamos un ejemplo de respuesta correcta.

ll ge A‘r’o\L ‘“/(Q L\O\ cel™
‘}" Proar wn clrewto s.o/afe

! efe s“f‘iﬂ«c\o(lo wele cle
O e 4

U

Figura 5.79: Ejemplo de respuesta correcta dada al sub-item 5Sc.

— o e —
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En la tabla 5.28 resumimos las frecuencias absolutas (y porcentaje) relativas a los
valores de la variable cuantitativa “grado de correccion” de la respuesta por el sub-item

5c.

Tabla 5.28 Frecuencia absolutas (v porcentajes) de las respuestas al sub-item 5S¢

(n=241).

SUB-ITEM 5¢
Grado de correccion | Frec. (%)
Correcto 32 (13)
Parcialmente correcto | 19 (8)
Incorrecto 160 (66)
En blanco 30 (13)

Observamos que el sub-item 5c ha dado muchas dificultades: el 79% de alumnos
contestan de forma incorrecta o dejan la respuesta en blanco.

Las mayoria de errores identificados van asociados a una concepcion incorrecta de
cuerpo de revolucion, como so6lido generado por la rotacion de una figura alrededor de
un eje unicamente interior o tangente a ella.

Una posible causa de éste error puede ser las representaciones de los cuerpos de
revolucion en los libros de textos de primaria: se representan las figuras planas pegadas

a barras que giran.

Figura 5.80: Dibujos relativos a los cuerpos de revolucion presentados en libros de texto de escuela
primaria

4.6. SINTESIS DE CONOCIMIENTO AMPLIADO DEL CONTENIDO
Por lo que se refiere a la evaluacion del conocimiento ampliado del contenido, la
puntuacion total en la variable del grado de correccion de la respuesta c) observamos

que el 55% de los alumnos tuvieron una puntuacion total inferior a 5 sobre 10
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(considerado insuficiente), 27% entre 5 y 6 (suficiente), 14% entre 7 y 8 (bueno) y 4%

entre 9 y 10 (muy bueno).

En la tabla 5.29 y en la Figura 5.81 presentamos la distribucion de los valores

relativos a la puntacion total del conocimiento ampliado, su frecuencia (porcentaje) y la

valoracion que le atribuimos.

Tabla 5.29: Frecuencia (y porcentaje) y valoracion de la puntacion total relativa al

conocimiento ampliado del contenido

Total Conoc. . -
Ampliado Frec (%) | Valoracion
10 6(2)
9 6(2) Muy bueno
8 19 (8)
B
7 15 (6) ueno
2 42 32 ((198) ) Suficiente
3-4 50 (21) | Pobre
1-2 60 (26) | Muy pobre
0 20 (8) Nulo
Histograma
50
45
40 -
o 35
S 30
g 25 -
o 20
L g5
10
z -
0 1 2 3 a 5 6 7 8 9 10

Puntuacion Total Conocimiento Ampliado

Figura 5.81: Histograma de la puntuacion total relativa al Conocimiento Ampliado

En la Tabla 5.30 presentamos las frecuencias absolutas (y porcentajes) relativas a

los valores de la variable del grado de correccion de la respuesta.

Tabla 5.30. Frecuencias absolutas (v porcentajes) de las respuestas a los sub-items

tipo ¢ (n=241)

Grado de correccion

ftem

1c

2c

3¢ 4c 5¢
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Correcto 122(51) 36(15) 108(45) 87(36)  32(13)
Parcialmente correcto 10 4)  67(28) 64(27) 64(27) 19 (8)

Incorrecto 101 (42) 118(49) 59(24) 82(34) 160 (66)
En blanco 8 (3) 208)  10(4) 8 (3) 30 (13)

Estos resultados muestran muy pobre conocimiento avanzado relacionado con la
pregunta 2¢ (de coordinacion e integracion de las vistas para formar un objeto) y Sc

(generar un cuerpo de revolucion con eje exterior a la figura).

La puntuaciéon media de todo el grupo relacionada con la variable del grado de
correccion de la respuesta (conocimiento ampliado del contenido) es de 4,1 (sobre 10).
Observamos que la media de los chicos (5,3) es mayor de la media de las chicas (3,8), lo

que muestra una posible dependencia del conocimiento ampliado sobre VOT con el

Grafico Caja y Bigotes

10

Puntuacién Total Conocimiento Ampliado

Mujeres Hombres

Figura 5.82: Puntuacion Total Conocimiento Ampliado Mujeres y Hombres

Realizado un contraste de diferencia de medias (comparaciéon de dos muestras
independientes) a la variable puntuacion total en conocimiento ampliado hemos
obtenido un valor P = 0,00014, por lo que las diferencias entre hombres y mujeres en

esta variable es estadisticamente significativa.

5. ANALISIS DE RESULTADOS SOBRE CONOCIMIENTO
ESPECIALIZADO
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5.1. JUSTIFICACIONES DE LAS RESPUESTAS

El objetivo de esta seccidon es identificar los tipos de justificaciones que los
maestros en formacion proponen a las soluciones dadas a las tareas visuales de los sub-
items a), relativas al conocimiento comun del contenido. Las tareas presentadas tienen
una fuerte componente empirica, lo que puede suponer un mayor desafio a la hora de
argumentar las soluciones propuestas. La respuesta, “es asi porque lo veo” puede a
veces parecer la unica justificacion posible sin tener en cuenta “lo que se sabe”, esto es,
los conocimientos geométrico-espaciales puestos en juego (Parsysz, 1988).
Evidentemente este tipo de respuesta no se considera adecuado en el contexto de la
ensefianza donde no todos los alumnos tienen porqué “ver” la solucién propuesta.
Suponemos que una justificacion pertinente de la soluciéon pondria de manifiesto la
dialéctica entre lo visual y lo analitico presente en la tarea (Godino, Gonzato,
Cajaraville y Fernandez, 2012), o sea, articularia los conceptos y procesos visuales
necesarios para hallar la solucion, de forma deductiva.

En un primer momento describimos unicamente las justificaciones manifestadas por
los alumnos de forma cualitativas. Analizando las respuestas de los estudiantes,
podemos clasificar sus justificaciones en diferentes categorias:

0. Afirmaciones incorrectas o incompletas:

Justificaciones basadas en concepciones erroneas

Repeticion de la informacion presente en el enunciado

Afirmaciones generales sobre el aspecto mental del procedimiento

1. Explicaciones generales:

Descripciones de propiedades/condiciones visuales generales de la tarea

Descripciones de conceptos, propiedades o procedimientos aislados o
incompletos (aspectos analiticos)

2. Argumentaciones deductivo-informales:

Descripcion del procedimiento utilizado para resolver la tarea

Verificacion de las hipotesis dadas en el enunciado

[98)

. Pruebas deductivo-formales (incipientes)

Dichas justificaciones pueden manifestar una preponderancia de aspectos visuales,

analiticos, o bien integrar las dos componentes; lo que se explicitard en los siguientes
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apartados.

5.1.1. item 1 (Vistas)

El nivel elemental de la tarea, y la intervencion de unicamente situaciones
particulares (4 posiciones y fotografias), permite prever una predominancia de
argumentaciones discursivas de tipo deductivo-informales (Recio y Godino, 2001), en
las cuales intervienen argumentos practicos relacionados con el contexto.

La siguiente solucidon a uno de los casos de la tarea es un ejemplo de justificacion
deductivo-informal esperada.

“3-D: desde la posicion D el fotografo ve a su izquierda un plato y a su derecha un
Jjarron, lo que corresponde a la foto 3.”

Esta justificacion se basa en la interpretacion de la informacion grafica presente en
la figura 1 y en la aplicacion de los conceptos primitivos de derecha e izquierda con
respecto a un cuerpo orientado (el fotografo).

Analizando las respuestas de los estudiantes que contestaron correctamente al item
a) (que son el 94%), podemos clasificar sus justificaciones en tres categorias:

1. Explicaciones generales: descripcion de conceptos, propiedades o procedimientos
aislados o incompletos

2. Argumentaciones deductivo-informales:

- De cada sub-problema
- A algunos de los sub-problemas “ejemplares”

3. Intentos de pruebas deductivo-formales

En los siguientes sub-apartados describimos las tipologias de justificaciones a las
soluciones correctas en cada categoria, y su incidencia en la muestra de estudiantes.

Posteriormente describimos los principales errores encontrados en las justificaciones

dadas.

Explicaciones generales: descripcion de conceptos, propiedades o procedimientos
aislados o incompletos

El 23% de los estudiantes intentaron explicar la solucion de forma general,
describiendo aproximadamente conceptos o propiedades en la cual se basa. Sus
afirmaciones se refieren frecuentemente a la dependencia entre la posicion del fotdgrafo

y la posicion de los objetos, a veces repitiendo la consigna de la tarea. Ejemplo:
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Figura 5.83: Explicacion general dada al sub-item 1a’ (justificacion no pertinente)

Evaluacion de conocimientos sobre VOT en maestros en formacion

estéd de Jrecie, e =s?aJ-

Estas descripciones no justifican de forma explicita la solucion dada, sino que dan

unicamente explicaciones parciales de la tarea (aunque puedan contener proposiciones

verdaderas).

Argumentaciones deductivo-informales de cada sub-problema

La mayoria de los estudiantes (73%) presentaron, para cada solucion de los cuatro

sub-problemas (par numero/letra), una argumentacion deductivo-informal.

Clasificamos las justificaciones dadas a la soluciéon de cada sub-problema, en los

siguientes tipos (tabla 5.31):

Tabla 5.31: Frecuencia (y porcentaje) de los tipos de justificaciones deductivo-

informales de cada sub-problema

Tipo | Justificacion Ejemplo Frec
(%)
1 Descripcion ‘de ] e nimers ¥ A A aporece
fotolN re}ap}or;a(lda e L derechwe por e ge Se ha bomede deude
con l1a posicion P
p lo moxicidn B. 16 (10)
Figura 5.83: Descripcion de la foto N relacionada con la
posicion X
2 Descripcion de la @ Aomamos wia  dotocrafia  desde el
vista desde la prlo A lo plero g vedawos  gda
posicion X el (Io\::\o deteds ol ‘ajzov\ T o ‘\c:wo 8 (5)
relacionada con la | o Sk deloqofia correcla sedio o prineeo.
foto N Figura 5.84: Descripcion de la vista desde la posicion X
relacionada con la foto N
3 Soluciéon al  sub-
problema, dho €0\ foo A Lo oo ek ddowte del jaran
descripcidn de la | Figura 5.85: Solucion al sub-problema, descripcion de la 403)
p g p p
foto N foto N
4 Solucion al sub- | #- 8, @me podemos comprober sl ¥ omemes
problema ome Yologrifie dosde (e Posic.‘an 3, cf\i.,sT;-
N does o le doveche okl jerron plto
descripcion de la| o . o . 32 (19)
st desde la Figura 5.86: Solucion al sub-problema, descripcion de
VIS a ., ©s la vista desde la posicion X
posicion X
5 Solucion al sub- | 3p4 EL Pote ede a o logrerda 70 (42)
problema, Seb jende a s demcla
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descripcion Figura 5.87: Solucion al sub-problema, descripcion
6 Descripcion de la .
foto N & o isrmop 4, vomnae o foiren o la tapiends. y of ladilo o G doecha, | 17 (11)

Figura 5.88: Descripcion de la foto N

7 Descripcion de la | ¢. .., skbs o d F,,.Jo“_() 4 ?l,la ?u—ﬂb
s |

vista: ’ desde la o b oy | )}(, 13 (7)
posicion X . o . .
Figura 5.89: Descripcion de la vista desde la posicion X
Otros 53)
165
Total (100)

En los tipos 1-5 se hace una descripcion de la vista del fotografo o de la fotografia
(en el tipo 5 sin especificar si se refiere a la foto o a la vista del fotografo) y una
justificacion de la relacion entre el punto de vista y la respectiva foto. Observamos que
en los tipos 1 y 2 dicha relacion se argumenta de forma clara y precisa, mientras que en
los tipos 3, 4 y 5 se justifica esta relacion solo con la explicitacion de la solucion misma
(por ejemplo “1-A”).

Los tipos 6-7 presentan una descripcion de la vista del fotografo o de la fotografia
pero no manifiestan la relacion entre la foto y el punto de vista (posiblemente
considerada obvia, como ya presente en la solucion).

Observamos que la pregunta “;Desde qué posicion se ha tomado cada una de las
fotografias que ves a la derecha?” sugiere a los alumnos observar primeramente las
fotos (y describirlas) y luego relacionarlas con los puntos de vistas correspondientes. De
hecho casi todos los alumnos, presentaron en sus soluciones el par “foto-punto de vista”
(o sea “numero-letra”, y no “letra-nimero”). Sin embargo, el 31% de alumnos
decidieron argumentar su solucion describiendo, en lugar de la foto, la vista del

observador desde un determinado punto (tipos 2,4y 7).

Argumentaciones deductivo-informales a algunos sub-problemas “ejemplares”

El 4% de los estudiantes presentaron Uinicamente la justificacién a uno o dos de los
sub-problemas (con argumentaciones deductivo-informales de tipo 2, 4 y 5),
frecuentemente acompanada de una afirmacion relativa a la repeticion del método, o
procedimiento a los demds casos. Son ejemplos de alumnos que interpretaron el
conjunto de las respuestas de los sub-problema como una unica afirmacién “general”,
cuya justificacion se basa en un caso ejemplar (rasgos del esquema empirico-inductivo)

y en su supuesta generalizacion. Ejemplo:
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Figura 5.90: Ejemplo de argumentacion deductivo-informal a algunos sub-problemas “ejemplares”

Intentos de pruebas deductivo-formales

Una justificacion al conjunto de sub-problemas tiene que involucrar un argumento
que aunque expresado de forma general, sea valido para cada caso y permita asi probar
su veracidad.

Por ejemplo, un tipo de justificacion general pertinente, podria ser la siguiente:

Si asumimos que las direcciones de la mirada (simbolizadas con las flechas en el
dibujo) del observador en la camara son paralelas entre si y perpendiculares al plano
visual de la observacion (plano vertical que pasa por el lado de la mesa opuesto a la
posicion del fotografo), podemos considerar las fotografias como proyecciones
ortogonales de los objetos en dicho plano. Conociendo las propiedades de las
proyecciones ortogonales - la imagen de una figura puesta en un plano paralelo al
plano de proyeccion es isométrica a la figura y conserva la forma, tamario y posicion
relativa del cuerpo proyectado - se debe aceptar que los siguientes pares vista/puntos
de vista son correctos: (1, A), (2, C), (3, D), (4, B).

Esta justificacion de tipo deductivo-formal (formulada desde el punto de vista
institucional — experto) pone en juego conocimientos de geometria descriptiva, lo que
supone un conocimiento avanzado del tema.

So6lo una alumna intentd proponer este tipo de justificacion, dibujando, de forma

grafica los diferentes planos de proyecciones (figura 5.91):

Figura 5.91: Esbozo presentado por una alumna, que ilustra los diferentes planos de proyeccion

relativos a la tarea.

Se han observados errores/imprecisiones con respecto al uso de términos deicticos

con respecto a objetos no orientados (plato y jarrén).
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Afirmaciones como “a la izquierda del plato hay un jarrén” asume que el objeto de
referencia (el plato) tenga una orientacion bien definida (Lurcat, 1979), que en este caso
significa tener un plano de simetria, que se caracteriza por su lateralidad, 1o que no es
exacto. En este caso, como no hay objetos orientados, las relaciones con las cuales se
estructura el espacio tienen que estar relacionadas con las propiedades del cuerpo del
fotografo, que le dan un significado preciso (Verjat, 1994).

Entre los alumnos que describieron verbalmente las posiciones relativas de los

objetos, el 36% de alumnos manifestaron este tipo de error (ver figura 5.89).

5.1.2. item 2 (Sistema diédrico)

La tarea presentada en el item 2a pone en juego conceptos de geometria descriptiva
tales como alzados y planta. El término “vistas” presente en el enunciado se refiere a las
proyecciones ortogonales del objeto en determinados planos. Para justificar la respuesta
a la tarea es necesario interpretar correctamente dichos términos, o bien refiriéndose a
las hipotéticas vistas que tendria un observador colocado en determinadas posiciones
con respecto al objeto, o bien refiriéndose a las proyecciones en los diferentes planos
ortogonales. La primera interpretacion se asocia a una vision empirica-visual de la tarea
(relacionada a la accion de ver desde diferentes posiciones), mientras que la segunda se
refiere a un enfoque mas bien analitico.

En ambos casos, para justificar la respuesta es necesario argumentar que el dibujo
presentado como solucion corresponde al objeto que tiene las vistas dibujadas.

Por ejemplo, se puede afirmar que el objeto dibujado en la respuesta tiene las vistas
requeridas, puesto que si un observador se coloca en frente o a un lado del objeto
representado ve los “alzados”, mientras que si lo observa desde arriba ve la “planta”, o
sea las vistas representadas en el enunciado. Este tipo de justificacion se basa en la
verificacion de la hipotesis (“Este objeto es correcto puesto que cumple las condiciones
del enunciado™) y tiene rasgos del esquema/justificacion empirico-perceptivo (Harel y
Sowder, 2007; Marrades y Gutiérrez, 2000), por la naturaleza de los conceptos que
intervienen (ver el objeto de frente, de lado, o desde arriba).

En una justificacion mas detallada se puede describir el procedimiento que ha
permitido llegar a la solucion (descripcion del proceso ascendente, Arzarello et al.
(1998), a model...), por ejemplo, afirmando que el cuerpo correspondiente a las tres

vistas representadas se construye (y dibuja) colocando las vistas en tres planos
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ortogonales de manera contigua (juntando las aristas correspondientes), o sea
coordinando e integrando las tres vistas en determinadas posiciones, segin los nombres
que indican las vistas. Si dicha justificacion es precisa y general (puede ser facilmente
aplicada a otras vistas de forma de generar otro objeto) entonces tiene rasgos del
esquema deductivo-formal.

Por otra parte, si el procedimiento es descrito de forma aproximativa, con términos
ambiguos, solo podemos hablar de intento de justificacion deductivo-formal.

El nivel de los estudiantes nos permite prever una predominancia de
argumentaciones de tipo deductivo-informales (Recio y Godino, 2001) basadas en la
verificacion empirica de las hipotesis y en las cuales emerge el concepto de vista como
campo visual (y no como proyeccion).

Consideramos que dicha argumentacion de tipo deductivo-informal es un primer
paso para guiar a los alumnos desde una “geometria de la observacion” hasta una
“geometria de la demostracion” (Parzysz, 2006, p. 129).

Analizando las respuestas de los estudiantes observamos la presencia de otro tipo de
justificacion, que se basa en la interpretacion incorrecta de las “vistas” dadas en el
enunciado como “caras” del objeto. En estos casos, aunque la solucion al item a) pueda
ser correcta (en algunos casos se asocia al dibujo del objeto vacio), la justificacion nos
proporciona una informacidon suplementaria sobre el concepto (incorrecto) de “vistas”
sobre el cual se basa.

Analizando las respuestas de los estudiantes que contestaron correctamente al item
a) (209 alumnos de la muestra de 241, o sea el 87%), podemos clasificar sus
justificaciones en tres categorias:

0. Afirmaciones incorrectas: justificaciones basadas en concepciones erroneas

1. Explicaciones generales: descripcion de conceptos, propiedades o

procedimientos aislados o incompletos

2. Argumentaciones deductivo-informales:

- Basadas en la verificacion perceptiva de las hipotesis

- Basadas en la descripcion del proceso de coordinacion e integracion de las vistas

Observamos que el 11% de los alumnos, aunque contestaron correctamente al item
a), han dejado en blanco la respuesta relativa a la justificacion.

En los siguientes sub-apartados describimos las justificaciones dadas a las

soluciones en cada categoria, y su incidencia en la muestra de estudiantes.
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Afirmaciones incorrectas: justificaciones basadas en concepciones erroneas
El 23% de alumnos da una justificacion a la solucion de la tarea interpretando las
vistas del objeto dadas en el enunciado, como si fueran las caras del objeto. La mayoria
consideran que la planta es la base del objeto (y asi la nombran), mientras que los
alzados son las caras laterales del objeto, también nombradas como paredes. Ejemplo
(figura 5.92):
Rue bolla, orte Gapie Ue Seguida Qo tudicadoves goe 5o daun el

e - Co afede cov\'tz)fmdﬁ-\ o Ao Qodes de %8"6‘”‘*
~ Qn. ?Q&ULJ*C\ 3 cov‘rts[bcu\\,o o M—e‘z—% 00. 'D&'a& &t_ -Qi\
%A‘cdm’o. .

Figura 5.92: Justificacion de la tarea interpretada de forma incorrecta

Dicha interpretacion del enunciado confiere a la tarea un caracter ain mas empirico,
puesto que trabaja con conceptos, las caras del objeto, que se pueden materializar con
mas facilidad que “las vistas”.

Observamos que algunos alumnos utilizan el término “lados” para referirse a
“caras” del objeto y el término “altura” para referirse a las “caras laterales”.
Anélogamente Gorgorid (1998), trabajando con alumnos de escuela secundaria, refiere
el uso de palabras que corresponden a la geometria bidimensional para referir a partes
de objetos tridimensionales.

Aunque estas justificaciones se refieren a soluciones correctas del item a), su
analisis nos permite destacar errores conceptuales importantes, que habrian pasados
ocultos con el s6lo analisis de la solucion al item a), y que pueden dar lugar a errores en

otras tareas similares que involucran el concepto de vista.

Explicaciones generales: descripcion de conceptos, propiedades o procedimientos
aislados o incompletos

El 42% de los estudiantes intent6 argumentar su solucion describiendo conceptos,
propiedades o procedimientos aislados o imprecisos que no permiten justificar de forma
completa la respuesta. Identificamos las dos siguientes tipologias:

- Justificaciones que presentan una descripcion correcta de los conceptos de planta

y alzados dados en el enunciado, en términos de campos visuales desde
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determinadas posiciones, sin describir de forma precisa las relaciones que tienen con
el objeto dibujado en la soluciéon (27%). Ejemplo (figura 5.93):

o S & N G =l &SR anka, e ol s
A ~esxa Lo T T Ve cemy, oiRendy

WY
&@m%mm beske \______J
Q4 e aque U & @R coane) A tets S g RS
am\\wi\e\‘cxm-

Figura 5.93: Justificacion imprecisa dada por una alumna

- Justificaciones en las cuales se describen propiedades o procedimientos
correctos pero aislados, que no permiten argumentar de forma clara y logica la
solucion (15%). Ejemplo (figura 5.94):
:Demcu—\i:ﬁbet’ un OLGQ}’Q eu‘\m:) dweuHohesS o Loce
cbseevar R dopeudieudo e dade ue Gituo obserko

(e %&w& o do .(a&a&n, ?Qwi«@ P@'Uw)

Figura 5.94: Justificacion incompleta dada por un alumno

Dichas justificaciones no presentan un discurso deductivo, sino unicamente

afirmaciones locales, en la mayoria de los casos de tipo perceptivo.

Argumentaciones deductivo-informales basadas en la verificacion perceptiva de las
hipatesis

El 15% argumentan que el objeto dado en la solucion tiene las vistas requeridas,
apoyandose en la definicion de las vistas como diferentes campos visuales que tiene un
hipotético observador puesto en determinadas posiciones con respecto al objeto.

Como ya fue anticipado, dichas justificaciones se sitan en el tipo de geometria
Gldescrita por Parzysz y tienen rasgos del esquema empirico-perceptivo. Ejemplo

(figura 5.95):

5 :_; wiiranias: {/;3«02: e (/uft.a[ obd, cerresponds L primere ""‘5‘”17-“’&

g, [o nimamas & s Ler.s, [bmtlb e l«a dereche. come a 4: tesuierdy,, /a l'maj/%
g veriomes ser(a (L Se,gudajuzw%da tdac& un cuadra.da— /ufa@mo L
J';u-a s g;'me(hft « Serie igual mizede. descle deveck o e i ‘ero{afu

Y miranies /i « desole caribe | Gompe “ ' _
Lmooapw.w ’ UQ;WWC}M‘ ol/“{'SW-?U-(S('HOS

Figura 5.95: Justificacion deductivo-informal dada por un alumno
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Observamos que, aunque solo de forma implicita, dichas justificaciones llevan a
movilizar los dos polos identificados por Parzysz (1988): el polo de “lo que se ve” y el
de “lo que se sabe”. De hecho, en la representacion dada por los alumnos en la solucién
del item a) (esbozos del objeto en perspectivas caballera o isométrica) no se “ven” los
alzados dados en el enunciado. La interpretacion del dibujo en términos de vistas,
requiere una buena interaccion entre “lo que se ve”, o sea el objeto dibujado en
perspectiva (y en el cual, por ejemplo, el segundo alzado se “ve” con forma
romboédrica), y “lo que se sabe” (o sea las propiedades del dibujo en perspectiva y de
las proyecciones ortogonales?).

El maestro que justifica su solucion de esta forma, tendria que ser consciente de
dicha dialéctica, lo que formaria una importante transiciéon hacia G2. Sin embargo, los

alumnos no presentan dichos argumentos de forma explicita.

Argumentaciones deductivo-informales basadas en la descripcion del proceso de
coordinacion e integracion de las vistas

El 9% de alumnos presentaron pruebas deductivo-informales de sus soluciones,
describiendo el proceso de coordinacion e integracion de las vistas en tres planos
ortogonales de forma aproximada.

La mayoria de alumnos se apoyaron en la descripcion del proceso de dibujo seguido
para poder representar el objeto a partir de las tres vistas, lo que corresponde a una

validacion de tipo perceptivo (G1). Ejemplo (figura 5.96):

? De manera particular las siguientes propiedades: la forma y la dimension de los objetos dibujados en
perspectiva varian dependiendo de la inclinacion del objeto referente respecto al plano de proyeccion; en
la proyeccion ortogonal la imagen de una figura puesta en un plano paralelo al plano de proyeccion es
isométrica a la figura.
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Figura 5.96: Justificacion deductivo-informal dada por una alumna

Observamos que en algunas de dichas soluciones aparecen objetos conceptuales
relacionados con la geometria descriptiva (sistema diédrico, planos ortogonales,...),
aunque no vienen definidos de forma rigurosa, ni explicitadas sus propiedades.

Presentamos en la tabla 5.32 las frecuencias absolutas y relativas (porcentajes) de

los tipos de justificaciones dadas por los estudiantes.

Tabla 5.32. Frecuencias de los tipos de justificaciones

Tipo de justificaciones Frecuencia
(%0)
En blanco 22 (11)
1. Interpretacion incorrecta “vistas=caras” 47 (23)
2. Descripcion de conceptos, propiedades o procedimientos aislados 89 (42)
3. Verificacion perceptiva de las hipdtesis 32 (15)
4. Descripcion del proceso de coordinacion e integracion de las vistas 19 (9)
Total 209 (100)

Observamos que el 76% de los alumnos que dieron una respuesta correcta al item
a), manifestaron dificultades a la hora de dar una argumentacién (deductiva) a su
solucion (justificacion dejada en blanco, de tipo 1 o 2). Las principales dificultades
manifestadas se refieren a la interpretacion incorrecta de los términos tedricos presentes
en el enunciado (vistas, alzados y perfil) y a la incapacidad de formular un discurso
deductivo a partir de determinadas hipotesis, lo que supone una falta de conocimiento
especializado del contenido (Hill, Ball, y Schilling, 2008).

Por otra parte, las validaciones deductivo-informales de tipo perceptivo (tipo 3 y 4,
24%), aunque muestran escasas referencias a elementos tedricos (conceptos y teoremas
de geometria euclidea), las consideramos validas con respecto al contexto de ensefianza
en el cual se situan (educacion primaria). En términos de Parzysz (2006) se sitian

principalmente en el paradigma geométrico G1.
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5.1.3. item 3 (Desarrollos)

En la justificacion del item 3, relativo a la identificacion de desarrollos de un cubo
entre diferentes hexaminds, se espera que los alumnos argumenten sus respuestas de la
siguiente forma: de una parte justifiquen la eleccion dada de los hexaminds
identificados como desarrollos, y por otra parte justifiquen porqué no se han
seleccionados los demés hexaminos.

Las dos justificaciones tienen que explicitar de forma verbal y/o gréfica la relacion
que hay entre cada hexaminé (seleccionado o no) y el objeto que compone al plegarse
(cubo o no). Dicha justificacion se apoya en un procedimiento empirico (la accién de
plegar), y aunque sea ejecutado por los alumnos de forma mental, su explicitacion
necesita el empleo de un determinado lenguaje:

- grafico: representa la relacion de correspondencia entre las partes (aristas o caras,

ver capitulo 1)

- verbal: se apoya en términos de lenguaje relacionados con la accion de plegar:
doblar, unir caras, cerrar, dejar huecos, hacer coincidir caras,...

Nos podemos también esperar argumentaciones de cardcter general que justifiquen
el conjunto de los hexaminds seleccionados, refiriéndose a propiedades generales
(siempre relacionadas con la accion fisica de “plegar”) de los desarrollos de un cubo:
tener seis caras cuadradas, que al plegarse se cierran sin que las caras coincidan.

Analizando las respuestas de los estudiantes, podemos clasificar sus justificaciones
en las siguientes categorias y sub-categorias:

A. Justificaciones de los hexaminos identificados como desarrollos de un cubo:
0. Afirmaciones incompletas: afirmaciones generales sobre el aspecto mental del
procedimiento
1. Explicaciones generales:
- Descripciones de propiedades/condiciones visuales de la tarea
- Descripciones de conceptos, propiedades o procedimientos aislados o
incompletos (aspectos analiticos)
2. Argumentaciones deductivo-informales: descripcion del procedimiento
utilizado para resolver la tarea
3. Intentos de pruebas deductivo-formales
B. Justificaciones de los hexaminds que no se han identificados como desarrollos de un

cubo:
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1. Explicaciones generales: descripciones de propiedades/condiciones visuales
de la tarea
C. Justificaciones mixtas: con argumentaciones de tipo A y B.
En los siguientes sub-apartados describimos cada categoria de las justificaciones

dadas por los alumnos de los hexaminos identificados como desarrollos de un cubo.

Afirmaciones incompletas: afirmaciones generales sobre el aspecto mental del
procedimiento
Los alumnos que dieron este tipo de justificacion a sus respuestas solo presentaron
afirmaciones generales sobre el aspecto mental del procedimiento ejecutado para
resolver la tarea, frecuentemente acompanadas del reconocimiento de la no capacidad
para explicarlo verbalmente o graficamente.
Ejemplo (figura 5.97):
W0 o como xplicar. sdo me Me imeginedo @ prxeso g8 desafrollo Sd
Q0 .

Figura 5.97: Afirmaciones generales sobre el aspecto mental

Siguiendo Mariotti (1997), consideramos que la presencia de términos como
(134 b 99 13 99 b b b b .
imaginar”, “ver”,... en las justificaciones manifiesta la presencia de una componente
visual asociada a la resolucion de la tarea. Estos alumnos, aunque no consiguen
argumentar sus respuestas de forma clara, explicitan que sus soluciones han sido
obtenidas gracias a un proceso mental (asociado posiblemente a la visualizacion de la

accion de plegar los desarrollos).

Explicaciones generales: descripciones de propiedades/condiciones visuales de la
tarea

Algunos alumnos argumentan sus soluciones dando descripciones de
propiedades/condiciones generales de tipo visual que tienen que tener los hexaminds
para ser desarrollos de un cubo, o sea que al plegarlos todas las caras se cierran, y que
no coinciden caras.

Ejemplo (figura 5.98):
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Figura 5.98: Condiciones generales de tipo visual del desarrollo de un cubo

Aunque dichas explicaciones son correctas no aclaran de forma precisa la forma en

que efectivamente los hexaminds seleccionados se cierran sin solapamiento de las caras

Explicaciones generales: descripciones de conceptos, propiedades o procedimientos
aislados o incompletos (aspectos analiticos)

En dichas justificaciones se indican propiedades (analiticas) aisladas o incompletas
del cubo o del desarrollo del cubo (nimero y forma de las caras,...), sin relacionarlas
con el procedimiento de plegar/desplegar.

Ejemplo (figura 5.99):

S coa@prucle @ cste desatd lo 52 Qu el @y es un ?dx'et&/ci
A uede T & (mwodiodas  he esla wansa Laabl e, pade cuos

ideut:fi@ et we de dpa | verdtees g odalay Qe Yleve o caby

Figura 5.99: Propiedades analiticas del cubo/desarrollo
Argumentaciones deductivo-informales: descripcion del procedimiento utilizado
para resolver la tarea
Las argumentaciones deductivo-informales dadas son basadas en la descripcion
(verbal o grafica) de la relacion de correspondencia que hay entre los cuadrados del
desarrollo y las caras del cubo. Frecuentemente dicha correspondencia se explicita
refiriéndose a la organizacion del desarrollo con respecto a la organizacion de las caras del

cubo, describiendo la posicion de las “bases” (o una base y una tapa) y de la “superficie lateral”
en el desarrollo.
Ejemplo (figura 5.100):
€1 6 rel 2 cundrade e la base | los cuate waadiads que lesnuen sewlos lederales

Vredt o bt o ol Klhas de la deeda en b hapat d arda dil cube S wih dads
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[El (desarrollo) 6: el segundo cuadrado es la base y los cuatro cuadrados que le siguen son
los laterales trente y trasero y el Gltimo de la derecha es la “tapa” de arriba del cubo, visto desde
arriba]

Figura 5.100: Descripcion verbal de la correspondencia que hay entre los cuadrados del desarrollo y las
caras del cubo
Mariotti (1997) asocia este tipo de descripcion a una preponderancia del aspecto

visual, relacionado a una estructura fija del cubo (sus caras colocadas en una

determinada posicion fisica).

Intentos de pruebas deductivo-formales

Algunos alumnos intentan dar argumentaciones deductivo-formales basadas en la
explicitacion de la relacion de equivalencia que hay entre los lados del desarrollo del
cubo, ejemplo (figura 5.101):

’ £ B S temes s lade u uwomer @ su

s ]’ i wusro e(‘[”w d’:ﬂ\wm A adbo.
w3y ‘:’

Figura 5.101: Explicitacion grafica de la relacion de equivalencia que hay entre los lados

del desarrollo del cubo
También en dichas justificaciones emerge la componente visual: la representacion
grafica dada representa una de las condiciones analiticas que definen el cubo, o sea que
es posible emparejar todos los lados de los cuadrados que pertenecen al borde del
desarrollo de tal manera que cada par corresponde a una y s6lo una arista del cubo.
Por lo que se refiere a las justificaciones de los hexaminds que no se han
identificado como desarrollos de un cubo, hemos encontrado el siguiente tipo de

justificacion:

Explicaciones generales: descripciones de propiedades/condiciones visuales de la
tarea

Algunos alumnos solo explicitan propiedades/condiciones visuales que tienen los
hexaminos no seleccionados al plegarse: solapamiento de caras, caras vacias,...

Ejemplo (figura 102):
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Figura 5.102: Propiedades visuales que tienen al plegarse los hexaminos no identificados
Las justificaciones mixtas se refieren a argumentaciones de tipo A y B. O sea que
incluyen una justificacion relacionada a los hexaminds seleccionados como desarrollos
de un cubo y también una argumentacion de la no seleccion de los demas hexaminos.
Ejemplo (figura 5.103):

Ne = (= VS A e GuidiRon (& aadads 442
@s«n:\oﬁcu—w \\AQ‘Z e g d 3
&) No porge cinidita, @ Byel 4
e g ohcidifon & 54d 6
No SEES A egker \Zw&xg (ams.cgc_ (&c:m«ﬁ-rm,g:_s ﬁ"sj‘ﬁ»“%
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eaga:%f aéﬂriﬁug ek fo@m)"& o c=mb Co‘lw(louf'\\éi vuw%t‘M

Figura 5.103: Argumentacion mixta, Ay B

En la siguiente tabla (tabla 5.33) presentamos la incidencia en la muestra de

estudiantes de los diferentes tipos de justificaciones a las soluciones correctas.

Tabla 5.33: Frecuencia (v porcentaje) de los tipos de justificaciones dadas a respuestas
correctas del item 3a

. s . Frec (%) sélo A | Frec (%) C=A+B
Tipo de justificacion 0 B (o en blanco) (mixtas)
A | 0. Aspecto mental 5(7) 2 (3)
1.1 Condiciones generales
1. Explicaciones | de tipo visual 9(12) 2(3)
generales 1.2. Condiciones analiticas | 20 (28) 10 (13)
2. Argumentaciones deductivo-informales: 43(59) 17(23)
correspondencia cuadrados desarrollo y caras 4(5) 34
del cubo
3. Argumentaciones deductivo-formales: rel. 5(7) 0(0)
equivalencia lados del desarrollo
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B. Condiciones generales de tipo visual 10 (14) |
En blanco 3(4)
Total | 73 (100)

Observamos que la mayoria de las justificaciones dadas para los hexaminds que son
desarrollos del cubo (41%) se refieren a explicaciones generales de determinadas
propiedades analiticas del cubo y/o del desarrollo (nimero de caras, formas,...). Dichas
propiedades, aunque correctas, no permiten argumentar de forma precisa la respuesta.

El 59% de los estudiantes se limitaron a justificar Unicamente los hexaminds
seleccionados, sin considerar pertinente argumentar la no eleccion de los otros

desarrollos.

5.1.4. item 4 (Secciones de un objeto)

Las justificaciones dadas a este sub- item son frecuentemente incluidas en el sub-
item a). Consideramos entonces como justificaciones los elementos argumentativos
presentes en ambas respuestas. Como ya ha sido observado en el apartado 4.4, la gran
mayoria de las respuestas al sub-item a) son de tipo grafico: los alumnos intentan
representar los cortes en la figura dada en el enunciado o en otra representacion grafica
producida por ellos.

Esperamos que en la justificacion los alumnos expliquen el porqué los cortes
dibujados permiten dividir el cilindro representado en ocho partes.

Una forma de argumentar la respuesta es describir cada uno de los cortes que se ha
dibujado aproximadamente (se observe que los alumnos solo dibujan una parte de la
interseccion dada por el plano de corte con el cilindro), explicitado su posicion con
respecto al cilindro (principalmente cortes verticales y horizontales), y el resultado
obtenido en el cilindro con cada corte, o sea el numero de partes y su forma. La
descripcion verbal tiene que tener en cuenta la tridimensionalidad del objeto y la
relativa posicion de los cortes en el espacio. Observamos que aunque la localizacion
aproximativa de los cortes aparece frecuentemente en la solucion esperamos que en la
justificacion se describa con mas precision su ubicacion con respecto a planos verticales
y horizontales.

Analizando las soluciones dadas por los alumnos podemos diferenciar entre
justificaciones principalmente verbales (justificaciones verbales), justificaciones que se

apoyan en elementos dibujados e indexados en el sub-item a), y justificaciones que
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introducen elementos graficos para describir cada corte, su secuenciacion, las
particiones del cilindro,... (justificaciones grafico-verbales).

En las diferentes justificaciones propuestas emergen los siguientes elementos:

A. Descripcion de la posicion del (plano de) corte con respecto al cilindro

(vertical/horizontal)

B. Las localizaciones relativas de las intersecciones de los cortes con parte de la

superficie del cilindro (descripcion aproximativa del dibujo dado en la solucion:

cortes perpendiculares, en cruz,...)

C. Especificacion del nimero de partes obtenido con cada corte y sus formas

La presencia o no de dichas afirmaciones y el tipo de lenguaje utilizado, nos
permite describir la justificacion. En la siguiente tabla (tabla 5.34) presentamos las
principales afirmaciones dadas por los alumnos con respecto a la solucion prevalente (o
sea la solucidon que presenta dos cortes verticales que se intersecan y un corte horizontal

que parten el cilindro en ocho partes iguales).

Tabla 5.34: Tipos de afirmaciones verbales presentadas por los alumnos en referencia a

los cortes presentados en la solucion

B. Descripcion

Dibujo de . A. Descripcion de la posicion S o
referencia Lenguaje de los planos de corte aproximativa del d.l Puj ©
dado en la solucion
Dos cortes - Encruz
- Desde arriba hacia - Por (la base/cara
abajo de) arriba
Pertinente - Verticales - Cortes
- Por dos planos que perpendiculares
contienen el eje de - Planos que se
revolucion del cilindro cortan
No - Un coﬁe frontal/vertical _ Mitad del
pertinente y otro horizontal cilindro por un lado

- Ao ancho/ a lo largo

- Un corte horizontal

Pertinente - Un corte perpendicular - Por la mitad de

al eje de rev. del cilindro la altura
- Hacia/a lo ancho
No - Atraviesa por el lado/ a - Por la mitad/por
. lo largo de la cara el medio
pertinente rectangular/lateral/por el
grueso/trasversal

La variable relativa a la especificacion del “ntimero y forma de las partes” describe
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la secuencia de los cortes y la relacion entre el corte y el nimero de partes obtenidas.
Hemos encontrado las siguientes expresiones:
- Dos partes/dos cilindros, cuatro partes, ocho partes (iguales)
- Cada corte dobla la partes
- El corte horizontal redobla las partes
Observamos que frecuentemente esta descripcion es de tipo grafico (dibujo de las

partes obtenidas después del corte).

Para clasificar las justificaciones del item nos fijamos en los elementos descriptivos
dados en las respuestas, y en la pertinencia del lenguaje utilizado.

Por lo que se refiere a las justificaciones dadas a las respuestas correctas (160
alumnos) dadas al sub-item 4a, observamos que 25 alumnos no las argumentan,
mientras que los demas dan una argumentacion deductivo-informal del procedimiento

utilizado para resolver la tarea.

Argumentaciones deductivo-informales basadas en la descripcion del
procedimiento utilizado para resolver la tarea.

Dichas argumentaciones se refieren a la descripciéon, mas o menos precisa, del
procedimiento de particion (o de su resultado) necesario para ejecutar la tarea. Hemos
distinguido los siguientes tipos:

- 36 alumnos describen solo de forma aproximativa la localizacion de los cortes

dada graficamente en la solucion (B) omitiendo una descripcion precisa de la

posicion de los planos de corte y del nimero de las partes resultantes. Ejemplo

(figura 5.104) :

Se FafJ(’e desde aniba ew Y Féf‘&eS (\Sué&93,7 tUG‘SO se F“f%e
& 2ludve po¥ wolad

Figura 5.104: Descripcion aproximativa de la localizacion de los cortes

- 62 alumnos describieron correctamente la localizacion de los cortes (B) y/o el
numero de las partes obtenidas (C). No describieron de forma precisa la posicion de

los planos de corte. Ejemplo (figura 5.105):
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Figura 5.105: Descripcion correcta de la localizacion de los cortes y descripcion correcta del

numero de las partes obtenidas

- 37 alumnos describieron correctamente la direccion de los cortes (A) y del
nimero de las partes obtenidas (C), frecuentemente apoydndose en elementos
graficos para describir la secuencia de los cortes y las partes resultantes. Ejemplo

(figura 5.106):

%E@S

‘r’*‘“‘“@ S s
- M

S ownime el T A el By el C cbldiems o Nguiedte ‘g:‘:]vrk

dpse, G N 5L
:;\u‘:af:o :b\euv\w,@ @ @

e pumdio & e gura_ parkdo en
g pan w« 3 won A-B-C

Figura 5.106: Descripcion grafica-verbal correcta de la direccion de los cortes y del nimero de

las partes obtenidas

Por lo que se refiere a las justificaciones dadas a las respuestas incorrectas (56
alumnos) o parcialmente correctas (15 alumnos) dadas al sub-item 4a, observamos que

emergen los siguientes tipos segun las respuestas dadas.
0. Justificaciones basadas en concepciones erroneas

- Argumentacion, por medio de una propiedad aritmética, de la imposibilidad de

cortar el cilindro en 8 partes con 3 cortes (2), ejemplo (figura 5.107):
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Rages sweletene 8 no es wslids & 3 Al
ese Ak o &

Figura 5.107: Argumentacion con propiedad aritmética infundada

- Justificaciones que no consideran la tridimensionalidad del objeto (cilindro) o la
bidimensionalidad de los cortes (65 alumnos)
o Descripcion del “corte de la representacion” considerandola como figura
plana (23 alumnos). Esta justificacion esté relacionada al error descrito en el

apartado 4.4. Ejemplo (figura 5.108)

Vhrde A coste orxlica) W 2 Weleuwdealaon Lacamo ﬁ”“-\"“
f?\ovuc\m de é);ub\amq “ m?u\i\ W Swog W

Figura 5.108: Descripcion del “corte de la representacion”

o Justificacion asociada a unicamente los cortes de la base (circulo) (11

alumnos). Ejemplo (figura 5.109):

Byque on clrods pradde Golo com 3 s,
R il LSS VN

Figura 5.109: Justificacion asociada a inicamente los cortes de la base

o Descripcion incorrecta de tinicamente las direcciones de los cortes (A),
que considera los cortes como rectas en lugar de planos (Paralelismo de
cortes que son perpendiculares,...), sin explicitar el conteo de los cortes (31

alumnos). Ejemplo (figura 5.110):
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Figura 5.110: Justificacion que considera los cortes como rectas en el plano en lugar de planos en el
espacio (paralelismo de cortes que son perpendiculares)

Algunas de las justificaciones a las soluciones correctas (99 alumnos) presentan
determinadas secuencias relativas a los cortes. Una primera secuencia se refiere a los
cortes verticales primeros, seguidos del corte horizontal y es presentada por 57 alumnos;
una segunda secuencia describe primeramente el corte horizontal, seguido de los dos
cortes verticales, y es presentada por 35 alumnos; 7 alumnos dan una secuencia que

intercala los cortes verticales y horizontales.

5.1.5. item 5 (Cuerpos de revolucion)

En la justificacion del item 5 esperamos que los alumnos argumenten la eleccion de
cada par figura plana y eje de revolucion - cuerpo de revolucion, presentada en su
respuesta. Suponemos que emerjan los dos siguientes argumentos principales:

A. La rotacion de un rectangulo sobre su base genera un cilindro: los lados del
rectangulo perpendiculares al eje de rotacion, rotando, generan las dos bases circulares
del cilindro; el lado paralelo al eje de rotacion genera la superficie lateral del cilindro; el
lado perteneciente al eje de rotacion se queda fijo y representa la altura del cilindro.

La rotacion de un tridngulo rectdngulo sobre uno de sus catetos genera un cono: la
base del tridngulo (el lado perpendicular al eje de rotacidon) girando, genera la base
circular del cono, la hipotenusa del tridngulo genera la superficie lateral del cono. El
lado del tridngulo perteneciente al eje de rotacion se queda fijo y representa la altura del
cono.

B. El tamafio de las partes que componen la figura plana corresponde con el tamafio
de los elementos que componen el respectivo solido. Por ejemplo, por los casos A-3 y
B-4 el radio de la base del cono mide como la base del triangulo (el lado perpendicular
al eje de rotacion), la altura del cono mide como la altura del triangulo (el lado
perteneciente al eje de rotacion), la apotema del cono mide como la hipotenusa del
triangulo.

Como ya fue observado en el andlisis del sub-item a) es posible asociar

correctamente las representaciones sin conocer el significado de cuerpo de revolucion, o
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sea fijadndose tnicamente en las secciones longitudinales de los s6lidos que contienen el
eje de rotacion. Siendo tridngulos y rectdngulos de diferentes proporciones, dicha
correspondencia no resulta dificil. Sin embargo, la justificacion de este tipo de
procedimiento tiene que involucrar la relacion entre seccidon longitudinal del solido de
revolucion y figura plana. Por ejemplo se puede afirmar que las figuras planas que
rotando generan los so6lidos de revolucion son la mitad de las secciones longitudinales
del respectivo solido y que contienen el eje de rotacidon (obtenidas por la interseccion de
un semiplano generado por el eje de revolucion y el sélido). El hecho de que dichas
secciones son idénticas deriva de la misma definicion de so6lido de revolucion, y es
entonces ya supuesta por hipétesis en el enunciado.

Sin embargo, analizando las respuestas de los alumnos observamos que, en la gran
mayoria, s6lo replican la informacion ya presente en el enunciado o presentan
conceptos, propiedades o procedimientos muy generales y aislados, que no permiten
justificar la respuesta de forma completa.

Ademas se evidencian errores en la nomenclatura de los objetos tridimensionales
mencionados (prisma en lugar de cuerpo de revolucion, circulo o circunferencia en
lugar de cilindro, esfera en lugar de cono,...), concepciones incorrectas relativas al
significado de cuerpo de revolucién (el cuerpo girando genera la figura plana) o
fuertemente relacionadas a aspectos fisico de la rotacion (ilusion Optica de la rotacion,
necesitad de girar el gje,...).

Un andlisis mas detallado de las justificaciones propuestas por los alumnos nos
permite destacar diferentes tipologias de soluciones.

Observamos que las 14 respuestas incorrectas dadas al sub-item a) no estan
justificadas (4 alumnos), son argumentadas con la mera repeticion del enunciado (5
alumnos) o aunque tienen una justificacion imprecisa permite suponer que se refiere a la
solucion correcta (diferente a la dada, 3 alumnos). Sélo en dos justificacion se puede
identificar el motivo del error de la solucion a), en estos casos relativo a la falta de
considerar las diferentes proporciones en la figura de la misma familia (solo diferencian
entre tridangulos y rectdngulos).

Por lo que se refiere a las justificaciones de las soluciones correctas, identificamos
las siguientes tipologias (9 alumnos han dejado la respuesta en blanco):

0. Afirmaciones incorrectas o incompletas:

- Repeticion de la informacion dada en el enunciado
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- Justificaciones basadas en concepciones erroneas
1. Explicaciones generales: descripciones de propiedades visuales generales de la tarea
2. Argumentaciones deductivo-informales:

- Descripcion del procedimiento utilizado para resolver la tarea

Afirmaciones incompletas: repeticion de la informacion dada en el enunciado

45 alumnos simplemente repiten la informacién presente en el enunciado para
justificar sus respuestas (ejemplo en figura 5.111), y otros 11 afiaden condiciones
fuertemente relacionadas a aspectos fisicos/visuales de la rotacion: la figura plana tiene
que girar rapidamente (ilusion optica de la rotacion), en una determinada direccion,
repetidas veces, tiene que girar sin parar, o bien es necesario girar el eje de la figura

plana para permitir su rotacion, como se muestra en las figuras 5.112 y 5.113.

Figura 5.111: Repeticion de la informacion dada en el enunciado

Figura 5.112: Condicion visual de que la figura plana tiene que girar rapidamente

Figura 5.113: Condicion visual de que la figura plana tiene que girar sin parar cogida del palo

Afirmaciones incorrectas: justificaciones basadas en concepciones erroneas
9 alumnos intentan argumentar la relacion que hay entre figura plana y soélido,
basandose en una concepcion incorrecta de cuerpo de revolucion: afirman que el

cuerpo, girando, engendra la figura plana. Ejemplo (figura 5.114):

Figura 5.114: Concepcién incorrecta de cuerpo de revolucion: el cuerpo, girando, engendra la

347



Capitulo 5 Evaluacion de conocimientos sobre VOT en maestros en formacion

figura plana

Explicaciones generales: descripciones de propiedades visuales generales de la
tarea

- 46 alumnos mencionan conceptos relacionados a propiedades visuales de los objetos
involucrados (porque he mirado el perfil, la forma, las dimensiones, el tamafio) sin

describirlos. Ejemplo (figura 5.115)

Figura 5.115: Mencidn de conceptos aislados: grosor y tamafio.

- 54 alumnos describen propiedades potencialmente correctas pero expresadas con
lenguaje impreciso, relacionado a aspectos visuales: se da una relacion entre figura
plana y cuerpo, afirmando que la figura plana es “la mitad/ un lado/ la parte derecha
/el simétrico/...” del cuerpo de revolucion. No se mencionan el concepto de

“seccion”. Ejemplos (figura 5.116, figura 5.117)

Figura 5.116: Descripcion visual de la relacion entre figura plana y cuerpo de revolucion

Figura 5.117: Descripcion visual de la relacion entre figura plana y cuerpo de revolucion

Argumentaciones deductivo-informales: descripcion del procedimiento utilizado
para resolver la tarea

- 16 alumnos argumentan sus soluciones afirmando que la rotacion de un rectdngulo
sobre su base genera un cilindro y la rotacion de un tridngulo rectangulo sobre uno de

sus catetos genera un cono (argumento A, descrito arriba). Ejemplo (figura 5.118)
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Figura 5.118: Argumentacion deductivo-informal basadas en el argumento A

- 34 alumnos dan una justificacion deductivo-informal basada en los dos
argumentos, A y B, descritos arriba. Entre estos estudiantes 10 solo justifican uno o

dos casos. Ejemplo (figura 5.119)

Figura 5.119: Justificacion deductivo-informal basada en los dos argumentos, A y B

- Otras (3).

5.1.6. Sintesis de conocimientos sobre justificaciones

El problema que hemos abordado en este apartado es describir los tipos de
justificaciones que espontaneamente elaboran los futuros maestros en la resolucion de
tareas elementales enunciadas de manera grafica/visual, y que refiere a una situacion
espacial.

En las justificaciones dadas por los estudiantes emergen interpretaciones de las
tareas en términos empiricos, asociadas a validaciones de tipo perceptivo, en las cuales
hay una predominancia de la componente visual.

En la siguiente tabla (tabla 5.35) resumimos las frecuencias absolutas (y
porcentajes) relativas a las tipologias de justificaciones descritas, dadas por los alumnos

a las respuestas correctas de los sub-items a).
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Tabla 5.35: Frecuencias absolutas (y porcentajes) de las tipologias de justificaciones

dadas a las respuestas correctas.

Tipos de justificaciones de respuestas Sub-item
correctas 1a' 2a’ 3a’ 4a’ 5a' Total
0. Afirmaciones incorrectas/incompletas 0(0) 37(23) 7(10) 0(0) 65 (29) 109
(13)
1. Explicaciones generales 52 (23) 67(42) 51(70) 0(0) 100 270
@) (32
2. Argumentaciones deductivo- 174 38 (24) 7(9) 135 53 (23) 407
informales (77) (84) (48)
3. Pruebas deductivo-formales 0(0) 0(0) 5(7) 0(0) 0(0) 5(1)
Respuesta en blanco 0(0) 17 (11) 34 25(16) 9(4) 54 (6)
Total 226 159 73 160 227 845

(100)  (100)  (100)  (100)  (100)  (100)

Considerando las justificaciones de tipo 0 (justificaciones basadas en concepciones
erroneas, repeticion de la informacion presente en el enunciado, afirmaciones generales
sobre el aspecto mental del procedimiento) y de tipo 1 (descripciones de
propiedades/condiciones visuales generales de la tarea, descripciones de conceptos,
propiedades o procedimientos aislados o incompletos), insuficientes para argumentar las
respuestas, se puede observar que solo el 49% de las justificaciones totales dadas a las
respuestas correctas se pueden evaluar como pertinentes. La gran mayoria de dichas
justificaciones son argumentaciones de tipo deductivo-informales.

En las argumentaciones de tipo deductivo-informales dadas por los alumnos, la
sinergia entre lo visual y analitico propia de las tareas estd a veces presente de forma
implicita: en general para describir conceptos, propiedades y procedimientos visuales el
sujeto utiliza un vocabulario cotidiano, cuyos términos de lenguaje se refieren a
determinados objetos analiticos. Dicha relacion entre los objetos visuales (“ver”) y
objetos analiticos (“saber”), aunque no explicitada por el estudiante, le permite no
obstante hacer afirmaciones correctas sobre las soluciones presentadas, y justificar sus
soluciones

La carencia de pruebas deductivo-formales, con referencias a objetos
independientes del contexto y con potencial de generalidad a diferentes situaciones,
manifiesta que la interpretacion del término “justificar” por parte de los alumnos ha sido
estrictamente dependiente al nivel de las tareas (sub-items a). La gran mayoria de
estudiantes, no relacionan de forma espontinea la justificacion de dichas tareas con
otros temas mas avanzados del curriculo correspondiente, como puede ser el dibujo

técnico, propiedades de geometria analitica,...
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En términos de los tipos de geometrias propuestos por Parzysz (2006), las tareas
presentadas en los sub-items a) son propias de G1. Sin embargo, el maestro necesita
desarrollar un conocimiento especializado del contenido (Hill, Ball y Schilling, 2008;
Godino, 2009) que le sirva de base para planificar e implementar su ensefianza, en este
caso conocimiento propio del tipo de geometria G2 (proto-axiomadtica, que involucra
objetos teodricos y validaciones hipotético-deductivas).

Este conocimiento le permitira cumplir una de las finalidades de la ensefianza de la
geometria en los niveles educativos obligatorios, consistente en "hacer pasar a los
alumnos desde una 'geometria de la observacion' a una 'geometria de la demostracion'
(Parzysz, 2006, p. 129). Este paso debe hacerse de manera progresiva y conectarse con
el desarrollo de conocimientos y capacidades que permita discriminar las relaciones
sinérgicas entre lo visual y analitico (Godino et al, 2012), lo que le llevard a un
comportamiento mas experto en la enseianza de la geometria en la escuela.

De aqui la necesitad de promover acciones formativas que incluyan una reflexion
sistematica sobre la interaccién entre las concepciones empiricas de los objetos y
acciones visuales (que tienen los alumnos) y sus significados tedricos. Como hemos
visto, dicha interaccidn tiene un papel central en las argumentaciones de las soluciones

de tareas sobre visualizacion de objetos tridimensionales representados en el plano.

5.2. TIPOS DE CONOCIMIENTOS IDENTIFICADOS
En cada uno de los sub-items relativos a la identificacion de los conocimientos
puestos en juego en la tarea a), hemos clasificados los conocimientos identificados por
los alumnos en las siguientes categorias:
1 Conocimientos generales (conl)
2. Conceptos/Términos lingiiisticos (con2)
3. Propiedades (con3)
4. Procedimientos (con4)
5. Argumentos (con5)
En el Anexo 10 se presentan los diferentes conocimientos para cada item y cada
categoria.
Los conocimientos generales (conl) son contenidos o habilidades no especificos de

la tarea misma, sino que pueden corresponder a todas las tareas del cuestionario. Por
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esta razéon los consideramos aparte, notando el numero de dichos conocimientos
identificados por un alumno con “#conl”.

Los conocimientos pertenecientes a las demas categorias se consideran validos,
aunque puedan ser expresados con un lenguaje ordinario y a veces ambiguo (ver por
ejemplo el término “perspectiva”, capitulo 1, apartado 2.1.3). La suma del nimero de
conocimientos de las categorias 2, 3, 4 y 5 (notado con “sum”) identificados por un
alumno se considera un parametro orientativo del grado de correccion de su respuesta
(calificacion).

Para cada item hemos considerado y calificado los siguientes tipos de respuestas

(tabla 5.35):

Tabla 5.35: Calificacion y grado de pertinencia de la respuesta a los sub-item b, segun

los tipos de conocimientos identificados

Tipos Descripcion Calificacion Grz.ldo d?
pertinencia

Tipo 0 #conl= 0y sum=0 Nulo

Tipo 1 #con1>0 y sum=0 o #conl=0 y sum=I Muy pobre 0

Tipo 2 sum=1 y #conl>1 Pobre

Tipo 3 sum=2 Suficiente 1

Tipo 4 sum=3 Bueno 5

Tipo 5 sum>4 Muy bueno

Los ejemplos en la tabla 5.36 muestran algunas soluciones calificadas como muy

pobres o pobres, dadas por los alumnos a diferentes sub-items.

Tabla 5.36: Ejemplos de respuestas pobre/muy pobres

Sub-item Ejemplos de respuestas pobre/muy pobres

olas caoumendas e e c&amtd‘m\ cen <o
aclivdad s & dosercaags de '\miqeres \

1b -
Qo covaenae. b esfmu’eliclud.
Figura 5.120: Ejemplo de respuesta “muy pobre” dada al sub-item 1b
~ el espocasd
b s P

Figura 5.121: Ejemplo de respuesta “muy pobre” dada al sub-item 2b
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"?O\S?GC_‘U wa.
-~ Qrigkacidn EA?Q\\@Q—
Figura 5.122: Ejemplo de respuesta “pobre” dada al sub-item 2b

2 v d
Iu.\()j-w(uﬁf\ 5 3eou»<e~l(. &« 7 VCSG&\E“.(_;Q:\ &\ CS@_L\‘Q |
3b .
Figura 5.123: Ejemplo de respuesta “pobre” dada al sub-item 3b

4b

Figura 5.124: Ejemplo de respuesta “pobre” dada al sub-item 4b

Para un analisis més fino de las respuestas, dada la gran cantidad de conocimientos
de tipo conceptuales identificados por los alumnos, hemos decidido dividirlos en
categorias, segun su papel en la tarea:

1. Elementales:

o Basicos: se refieren a conceptos que aparecen de forma explicita en el
enunciado de la tarea, en forma verbal o grafica

o Descriptivos: términos que describen los conceptos basicos (generalmente de
forma perceptiva, relacionada al componente visual)

2. Avanzados: conceptos que no aparecen de forma explicita en el enunciado de la
tarea y que se refieren a elementos epistémicos que subyacen a los elementos
basicos (componente analitica)

3. Dimensionales: conceptos que se refieren a la dimension de los objetos
involucrados en la tarea

4. Sobre la representacion grafica: se refieren al dibujo y a la técnica de dibujo

utilizada

También definimos los siguientes conjuntos y subconjuntos de las categorias de
conocimientos identificados por los alumnos:

C= conjunto de los conocimientos conceptuales

P= conjunto de las propiedades;

R= conjunto de los procedimientos;

A partir de estas notaciones identificaremos diferentes sub-categorias de las
respuestas calificadas como suficientes, buenas y muy buenas, seglin las tipologias de

los conjuntos de conocimientos reconocidos  (prevalencia  conceptual,
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procedimental,...). Cada simbolo de un conjunto representard un elemento de dicho

conjunto identificado por el alumno.

5.2.1. item 1 (Vistas)

Como ya se indicé anteriormente el sub-item a) ha sido resuelto facilmente por los
alumnos. Esto puede suponer un mayor desafio a la hora de identificar los
conocimientos puestos en juegos en la tarea, ya que su resolucion no ha necesitado una
particular reflexion sobre términos y nociones involucrados en la tarea. Ademas en el
enunciado de la tarea solo se hace referencia a representaciones de una situacion fisica
espacial sin explicitar verbalmente los conceptos que subyacen. Sin embargo, en la
representacion en perspectiva se representan cuatro “puntos de vista”, descritos con
flechas que indican la “direcciéon de mirada” del fotografo haciendo la foto en esta
posicion hipotética. Consideramos estos conceptos presentes de forma grafica en el
enunciado como “basicos” de la tarea.

El procedimiento principal involucrado en la tarea es la coordinacion de las vistas,
que requiere cambiar mentalmente de perspectiva (imaginarse en otra posicidon con
respecto a los objetos) e interpretar la posicion relativa de los objetos en el espacio en
relacion a la posicion de la camara. Los alumnos que hacen referencia a dicho
procedimiento lo describen principalmente como “reconocimiento de objetos desde
distintas perspectivas”.

Resumimos en la tabla 5.37 las frecuencias (y porcentajes) de los diferentes tipos de
repuestas relativas a la identificacion de los conocimientos puestos en juego en el sub-
item la.

Tabla 5.37: Frecuencias (y porcentaje) de los tipos de respuestas al sub-item 1b

(n=241)

Tipos | Calificacion | Frecuencia (%)
Tipo 0 | Nulo 11(5)

Tipo 1 | Muy pobre 63 (26)

Tipo 2 | Pobre 41 (17)

Tipo 3 | Suficiente 73 (30)

Tipo4 | Bueno 40 (17)

Tipo 5 | Muy bueno 13 (5)
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Observamos que casi la mitad de los alumnos (48%) contestaron a la pregunta de
forma insuficiente, el 30% de forma suficiente y el 22% de forma satisfactoria. La
frecuencia de cada conocimiento presente en las respuestas de los alumnos nos
proporciona una informacion suplementaria, que resumimos en la siguiente tabla (tabla

5.38).

Tabla 5.38: Frecuencias (y porcentajes) de los elementos de conocimiento identificados

en el sub-item 1b

. Frecuencia o
Categ.o rl.a de Conocimiento (% sobre 7o sobre
conocimiento conoc.tot
alumnos tot.)
P}mto de 24 (10)
L . vista
Bésicos - Y 9
Direccion 42)
de mirada
1. Elementales Lateralidad 73 (30)
Perspectiva
Conceptos DQSCI‘iptiVOS /s 64 (27) 56 79
Posicion de
los objetos 427)
2. Avanzados Proyecciones 13 (5) 4
3. Dimensionales | Espacio/Plano 31 (13) 10
Forma/posicion del obj. depende de la posicion
: 18 (7)
. del subj.
Propiedades  'po o de objetos 7(3) ?
Conclusion espacial 3(1)
Reconocer objetos desde distintas perspectivas 20 (8)
Procedimient | Ponerse en diferentes posiciones 14 (6) 12
Relacionar dibujos con lo imaginado 6(2)
Conoc. totales mencionados por los alumnos 319 100

De forma general se puede observar que la mayoria de conocimientos encontrados
son de tipo conceptual (79% del total de los conocimientos identificados). Los alumnos
mencionan términos claves de conceptos involucrados en la tarea, aunque no los
definen. Entre estos, los términos mas identificados han sido de tipo descriptivo:

- “Lateralidad (del sujeto)/Izquierda, derecha, delante, atras”, identificados por el

30% de los alumnos.
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“Diferentes perspectivas (perspectiva en sentido de campo visual)/ Perspectiva/s
/ Campos de vision”, identificados por el 27% de los alumnos.

“Posicion de los objetos (donde estan situados los objetos)/ Posicion de los
objetos con respectos a otros/ Superposicion de los objetos”, identificados por el
17 % de los alumnos.

También estd presente en las respuestas de los alumnos la referencia a las
dimensiones de los objetos involucrados, o sea el concepto de “espacio” relacionado a la
situacion fisica representada en perspectiva, y el concepto de “plano” que hace
posiblemente referencia a las proyecciones ortogonales (fotografias) dadas en el
enunciado.

En la siguiente tabla (tabla 5.39) caracterizamos con mas precision los tipos de

respuestas de los alumnos que dieron respuestas suficientes, buenas y muy buenas (tipos

3,4y5).

Tabla 5.39: Frecuencias de los diferentes sub-tipos de respuestas suficientes, buenas y

muy buenas al sub-item 1b.

Tipos | Sub-tipo | Caract' | Frec Ejemplos

La peispectiva, Saber  cauocer la posteici
Concept CcC 51 (tquierda, dercia delaule, detsas .

Figura 5.125: Respuesta 1b suficiente, conoc. conceptuales

C:? mv\OCKW\‘\en{v C§€ 0& Kcmﬁec‘i&\fa e
CP 10 el Orineel qe Qovemony en e en
Mixto N R Dgediede dexde dande e

T N
vrose ({ceeahos Les Lna avle © ovna C(e,

Tipo 3

Figura 5.126: Respuesta 1b suficiente, conoc. mixtos

Otros 3

Lo aoncoptes de lante, ids, o\ \ado,
Concept CCC 17 .\We{&/ m’fha«‘b.‘ﬁ"\\n‘hs PSpetues
) ’P\X\&bs do \»S{a_

Figura 5.127: Respuesta 1b buena, conoc. conceptuales

CCP 6 Z Co/LaClm(&Cr;Q C& QL 17$\ueig -&L}V:JM.\, &:falw@’ afra)
ixto 'fé"@faai JL 5 aéa{f;; ésb_& é ve»{{é, U Lh\/()j,
Mixt CCR 9 a[ CbnoCl”‘“Ji; C& pﬂk l‘;s?/‘?bﬂflﬂﬁ &é f&mfjlfeolaﬁhj

{'hétﬂ/etd/om[l & %ovm qL:TmJu, jo onadecioc Q/maaé

O d f{auo,

Tipo 4

CPR 2
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CRR 4 Figura 5.128: Respuesta 1b buena, conoc. mixtos

otros 2

- Psidid de (s objedes
- Diskivtas  perspackivg
= \;i%iéﬁ g vsha de (e dojeles
- Aogples desde s e ©
lom b S,
- Compoticién e oids R Larrany
Tipo5 ) R e fa
Mixto | CCPR |9 - Stoidn dd Plogra®
- Wimen de ol de \a Rloggalia
- Plate en el R R etustkan
sdaden e decrenden g Roreans
otros 1 B Rotegrate

Figura 5.129: Respuesta 1b muy buena, conoc. conceptuales

Concept CCcCcC 3

' CC: Se reconocen 2 entidades conceptuales; CP: Se reconocen 1 concepto y 1 propiedad;
CR: Se reconocen 1 concepto y 1 procedimiento. Etc.

Observamos que, como ya hemos indicado para el conjunto de la muestra, también
la mayoria (71%) de las respuestas consideradas suficientes, buenas y muy buenas
presentan como conocimientos Unicamente elementos conceptuales, donde prevalen los
elementos descriptivos.

Consideramos que las respuestas mixtas de tipo 4 y 5 (30 alumnos) tienen una
riqueza de contenido mayor, puesto que presentan conocimientos de dos o mas
categorias diferentes. Dichas respuestas son el 24% de las respuestas suficientes y

unicamente el 12% de las respuestas totales.

5.2.2. item 2 (Sistema diédrico)

En el enunciado del sub-item 2a aparecen de forma verbal los conceptos de “vistas”,
“alzados” y “planta”, que consideramos como conocimientos bésicos de la tarea. Una
interpretacion descriptiva (visual) de dichos términos involucraria conceptos de punto
de vista, vistas desde arriba, adelante e izquierda, mientras que una interpretacion
analitica haria referencia a conceptos relativos a las proyecciones ortogonales sobre
determinados planos.

Los procedimientos visuales principales involucrados en la tarea son la
coordinacién e integracion de las vistas en tres planos perpendiculares (definidos en el
apartado 2.1.4 del capitulo 1), que permite la reconstruccion el objeto.

Resumimos en la tabla 5.40 las frecuencias (y porcentajes) de los diferentes tipos de
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repuestas relativas a la identificacion de los conocimientos puestos en juego en el sub-

item 2a.

Tabla 5.40: Frecuencias (v porcentaje) de los tipos de respuestas al sub-item 2b(n=241)

Tipos | Calificacion | Frecuencia (%)
Tipo 0 | Nulo 23 (9)
Tipo 1 | Muy pobre 45 (19)
Tipo 2 | Pobre 28 (12)
Tipo 3 | Suficiente 81 (33)
Tipo 4 | Bueno 31 (13)
Tipo 5 | Muy bueno 33 (14)

Observamos que el 40% de los alumnos contestaron a la pregunta de forma
insuficiente, el 33% de forma suficiente y el 27% de forma satisfactoria (buena y muy
buena). La gran mayoria de los conocimientos identificados se refieren a conceptos o
términos lingiiisticos, aunque los alumnos solo los nombran sin describirlos.

La frecuencia de la presencia de cada conocimiento en las respuestas de los
alumnos nos proporciona una informacion suplementaria, que resumimos en la siguiente

tabla (tabla 5.41)

Tabla 5.41: Frecuencias (y porcentajes) de los elementos de conocimiento identificados

en el sub-item 2b

Categoria Frecuencia
de A (% sobre % sobre conoc.
.. Conocimiento
conocimie alumnos Tot
nto tot.)
Bésico | Vistas/ Planta, 82 (34)
S Alzados
Poligonos
(cuadrado, 33 (14)
rectangulo, ...)
1: Soélido/Volumen/F
Conceptos | Flementales Descri ig.ur.a geométrica 15 (6) 59 84
) tridimensional
ptivos Perspectiva/s 99 (41)
Izquierda,
derecha, arriba, 25 (10)
abajo, delante,
atras
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Posicion/posicione 17 (7)
s, puntos de vistas
2: Perfil 18 (7)
Avanzados | proyecciones/planos 5(2) >
ortogonales
4: Espacio/tres dimensiones 42 (17) 1
Dimension | pjano 9(4)
5. Dibujo/ Dibujo en
Represent. | perspectiva/perspectiva 41.(17) 9
grafica caballera
Juntar, encajarlas pi.ezas, hacer un 27 (11)
puzle/plasmar el objeto/ (integrar las vistas)
o Coor.dinar, posicionar, organizar7 orientar 24 (10)
Procedimi | |55 vistas/ las figuras en el espacio 16
entos Representar en perspectiva 1305)
Pasar desde el plano hasta el espacio 11.(5)
Conoc. totales mencionados por los alumnos 461 100

También en este sub-item hay una predominancia de elementos conceptuales
elementales (59% de todos los conocimientos), relacionados con las representaciones
bidimensionales utilizadas en la tarea (vistas, poligonos, perspectiva). También
destacamos el concepto de “espacio” (manifestado por el 17% de los alumnos) y del
“dibujo en perspectiva”, que es asociado a la representacion grafica dada en la
respuesta.

No se han manifestados conocimientos relativos a las propiedades involucradas en
la tarea.

Observamos que los alumnos se refieren al procedimiento de integracion de las
vistas utilizan frecuentemente un lenguaje ambiguo: “juntar, encajar las piezas, hacer un
puzle”, términos que tienen una fuerte componente empirica, relacionada con la construccion
fisica del objeto, y posiblemente asociada a la concepcidon erronea, ya evidenciada en las
justificaciones, de que las tres vistas sean las “caras” del objeto.

Resumimos en la siguiente tabla (tabla 5.42) las frecuencias de los diferentes sub-

tipos de respuestas suficientes, buenas y muy buenas dadas al sub-item 2b.

Tabla 5.42: Frecuencias de los diferentes sub-tipos de respuestas suficientes, buenas y

muy buenas al sub-item 2b

. Sub- .
Tipos tipo Caract. | Frec. Ejemplos
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Concept

CC

56

Figura 5.130: Respuesta 2b suficiente, conoc. conceptuales
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Figura 5.131: Respuesta 2b suficiente, conoc. mixtos
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Figura 5.132: Respuesta 2b suficiente, conoc. procedimentales
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Figura 5.133: Respuesta 2b buena, conoc. conceptuales
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Figura 5.134: Respuesta 2b buena, conoc. procedimentales
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Figura 5.135: Respuesta 2b muy buena, conoc. conceptuales

Mixto

R(R)CCC

16

Ver figura 5.136
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En este sub-item también destacamos la preponderancia de conocimientos de tipo
conceptuales en las respuestas suficientes, buenas y muy buenas. El aspecto
procedimental también esta presente, aunque en menor grado, y es descrito de forma

aproximada, como se muestra en la siguiente respuesta (figura 5.136).

@ g\ Yuea Se yasen e | ocmiettos tales caxe: @ visvoltatm
de uvo cerie de vistus(aleado yRaute ¢ peqie) § so diereute raad
’Yos.m 5 ecu»ln [CETION Pifum Cchereatk. an fdos e&’g.s, Eoke €5 eC

CosOC meute Laas SZm:no& s OMiza. €x @ wsduttd de estec \Qchbfdod
Prleansls gﬁ \).QC\QK'(.CSdDQI Uec esitarnas Aelter (o auocmentos

Mt mos. © @do UM de Qus oishos Yeflnasdanc au ecke o

eonoccsfos, Sokbe Weublicaula s, Casacer desde ; denaen
3 N \ sde g fespecha o 3
0 alumuo ddbe ser @par 4@ Shay  ewtalnueuk {das estas
Osvas ﬁdmnns&n YT fij\(q cchereute al S0s Qubensdies o u’specb
A Qs viskus Pegucondes.

Figura 5.136: Respuesta 2b muy buena, conoc. mixtos

5.2.3. item 3 (Desarrollos)

El sub-item 3a presenta como conocimientos basicos el concepto de “cubo” y de
“desarrollo”, términos presentes en el enunciado de la tarea. En la resolucion de la tarea
emergen propiedades visuales y analiticas de dichos conceptos, asi como el
procedimiento de “plegar/desplegar” asociado al reconocimiento de los desarrollos. La
sinergia “analitico-visual” esta presente en cada uno de dichos conocimientos, como ya
fue ilustrado en el apartado 4.3.1 del capitulo 2.

Resumimos en la tabla 5.43 las frecuencias (y porcentajes) de los diferentes tipos de
repuestas del sub-item 3b, relativas a la identificacion de los conocimientos puestos en
juego en el sub-item 3a.

Tabla 5.43: Frecuencias (porcentaje) de los tipos de respuestas al sub-item 3b

Tipos | Calificacion | Frecuencia (%)
Tipo 0 | Nulo 17 (7)
Tipo 1 | Muy pobre 68 (28)
Tipo 2 | Pobre 34 (14)
Tipo 3 | Suficiente 68 (28)
Tipo 4 | Bueno 36 (15)
Tipo 5 | Muy bueno 18 (8)
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Observamos que casi la mitad de los estudiantes (49%) contestaron a la pregunta de
forma insuficiente, evocando Unicamente conocimientos muy generales (por ejemplo:
geometria,...) o relativos al aspecto mental de la tarea (conocimiento de tipo 1:
imaginacion, percepcion espacial,...); el 28% contestaron de forma suficiente y el 23%
de forma satisfactoria.

La frecuencia de la presencia de cada conocimiento en las respuestas de los
alumnos nos proporciona una informacidon suplementaria, que resumimos en la tabla

5.44.

Tabla 5.44: Frecuencias (y porcentajes) de los elementos de conocimiento identificados

en el sub-item 3b

Categoria Frecuencia
de .. (% sobre % sobre conoc.
. Conocimiento
conocimient alumnos Tot
0 tot.)
Desarrollo 49 (20) 34
Basicos
Cubo 85 (35)
Componentes
desarrollo/cubo 36 (15)
1:Elem. (cuadrados, lados,
) caras, aristas,...) 31
Conceptos Descrip. Perspectiva/Vista 42.(17) 72
Posiciones/Orient
aciones/Direccion 46 (19)
es
2 - 5(2) 1
Avanz. Superficie
3:. Espacio/tres dimensiones 22.(9) 6
Dimen.
Propiedades del cubo: el cubo tiene 6 17 (7)
Propiedades [ €a45,.. : 7
Existencia de diferente desarrollos 10 (4)
posibles
Reconstruir/Construir/Formar el cubo (a 56 (23)
partir del desarrollo)
Procedimie | Doblar/Plegar/Juntar los lados (del 11 (4) 21
desarrollo)
ntos Desplegar/Desarrollar/Descomponer un 17 (7)
cubo
Conoc. totales mencionados por los alumnos 396 100
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En general, podemos observar que la mayoria de los conocimientos identificados se
refieren a conceptos basicos presentes en el enunciado (cubo, desarrollos) o conceptos
que utilizan para dar una descripcion de su estructura espacial (componentes,
orientacion,...).

Analizando las respuestas observamos que el concepto de “perspectiva” es
posiblemente asociado a la imagen mental de la figura del cubo a las cuales se apoyan
en el momento de resolver la tarea.

Las pocas propiedades mencionadas por los alumnos describen unicamente algunas
caracteristicas del cubo (formas y nimero de caras) sin hacer referencia a sus
correspondientes propiedades después de la accion de “desarrollar” (invariantes).

El 21% de los conocimientos identificados se refieren a elementos procedimentales,
aunque la mayoria solo mencionan la acciéon general de reconstruir/construir/formar el
cubo. Solo el 11% de los estudiantes consiguen explicitar la forma con la cual asocian los
desarrollos al cubo, o sea plegando/desplegando la superficie.

En la tabla 5.45 presentamos las frecuencias de los diferentes sub-tipos de

respuestas suficientes, buenas y muy buenas dadas al sub-item 3b.

Tabla 5.45: Frecuencias de los diferentes sub-tipos de respuestas suficientes, buenas y

muy buenas al sub-item 3b

. Sub- .
Tipos tipo Caract. | Frec. Ejemplos

oo correscEafedtn en peoliiRa oo
G eceeclicSin da %l ms@

Concept cc 37 — W aco>es Qc:a_ dee
- da g%m %gyn—ulh:-mn

Tipo 3 Figura 5.137: Respuesta 3b suficiente, conoc. conceptuales
CR 18 + Qolors e & o ko
. ¢ Uistdu espesial
Mixto CP 6 . Seukde & &
PR 4

Figura 5.138: Respuesta 3b suficiente, conoc. mixtos

LOS Conolumt enkal §o€ Reol BN JUeQe  Sen el
Concepte  de  cobo. desaccale de wea S-‘\%oca Qotne’ e

Concept CcCC 13 lades, we'cHees, Caat de ond Dogca
Figura 5.139: Respuesta 3b buena, conoc. conceptuales
Tipo 4 CCR 13 :
’ CCP 3 Crtegls s ods, duandle do e ady, cectuecw
Mixto de
CRR 3 e ede .
CPR 4 Figura 5.140: Respuesta 3b buena, conoc. mixtos
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Tipo5
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Figura 5.141: Respuesta 3b muy buena, conoc. conceptuales
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5.2.4. item 4 (Secciones de un objeto)

El enunciando de la tarea 4a “; Cémo podemos partir este cilindro en 8 partes dando

solo 3 cortes?” presenta los conceptos basicos de “cilindro”, que se refiere a la figura

29 ¢

representada graficamente, “partes”, “cortes” y sus cantidades (“ntimeros de

partes/cortes”), asi como el procedimiento de “partir” el cilindro.

Una interpretacion empirica del concepto visual “corte” y de la accion visual

“partir” hace referencia a la realizacion de cortes fisicos en un objeto material, mientras

que una interpretacion analitica de dicho términos involucra conceptos como “planos de

2 ¢¢

cortes™,

secciones”,...

Resumimos en la tabla 5.46 las frecuencias (y porcentajes) de los diferentes tipos de

repuestas relativas a la identificacion de los conocimientos puestos en juego en el sub-

item 4a.

Tabla 5.46: Frecuencias (porcentaje) de los tipos de respuestas al sub-item 4b

Tipos | Calificacion | Frecuencia (%)
Tipo 0 | Nulo 55 (23)
Tipo 1 | Muy pobre 66 (27)
Tipo 2 | Pobre 27 (11)
Tipo 3 | Suficiente 55 (23)
Tipo 4 | Bueno 22 (9)
Tipo 5 | Muy bueno 16 (7)
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Observamos que el 61% de los alumnos contestaron a esta pregunta de forma
insuficiente, la mayoria evocando Unicamente conocimientos generales relativos al
aspecto mental de la tarea (imaginacion, percepcion espacial,...). El 23% contestaron de
forma suficiente y s6lo el 16% de forma satisfactoria (respuestas buena y muy buena).

Resumimos en la tabla 5.47 la frecuencia de cada conocimiento presente en las

respuestas de los alumnos.

Tabla 5.47: Frecuencias (y porcentajes) de los elementos de conocimiento identificados

en el sub-item 4b

Frecuencia
Categoria de .. (% sobre % sobre
A Conocimiento
conocimiento alumnos conoc.tot
tot.)
Cilindro 26 (11)
Basi Partes/Trozos 18 (7)
asicos
1. Cortes 94) 19
Elementale Numeros 94)
S o
Descriptivo Perspectnfa 17 (7) 0
S Formas/Figura 15 (6)
C ¢ s geomeétricas 60
onceptos Fraccion /Parte de un todo 39 (16)
2. Rectas 8(3) 18
Avanzados | Planos 6(2)
Horizontal/Vertical 6(2)
3. . . .
Dimension Espacio/Tridimensional 23 (9) 13
ales Volumen 18 (7)
Proporcionalidad/Proporcion 23 (9)
. Cortar por el medio genera 2
Propiedades partes/Doble/Mitad 10 (4) 11
Perpendicularidad 3(1)
Partes-Todo: Partir/Dividir; Division
/Particion 7230)
Procedimient | Suma 10 (4) 29
0s Multiplicacion 8(3)
Minimizar el nimero de cortes 2(1)
Conoc. totales mencionados por los alumnos 322 100

La identificacion de conocimientos de tipo procedimental evidencia el papel central

que juega la accion de “partir” en la tarea. El término “fraccién” se puede referir bien a
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la particion del cilindro que genera “partes de un todo”, o bien a la idea de division entre
nimeros naturales que se obtiene (con un corte tenemos dos medios de cilindro, con 2
cortes tenemos 4 cuartos de cilindro,...). Se observe que este ultimo aspecto puede ser
relacionado con las representaciones de fracciones dadas frecuentemente en la escuela
primaria, como trozos de una tarta. Sin embargo, muy pocos alumnos dan un
significado o una explicacion al término “fraccion” identificado como conocimiento

presente en la tarea. A continuacion presentamos dos ejemplos (figura 5.143 y 5.144):

Figura 5.143: Presencia del término “fraccion” en una respuesta 4b

Figura 5.144: Presencia del término “fraccidén” interpretado como “division” en una respuesta 4b
g

También el término “perspectiva” puede dar lugar a multiples interpretaciones,
como ya hemos visto anteriormente. Suponemos que en esta tarea sea considerado, o
bien en términos de vista espacial, que permite imaginar los cortes en tres dimensiones,
o bien con referencia a la técnica de dibujo que permite interpretar la representacion del

cilindro y dibujar correctamente los cortes (figura 5.145)

Figura 5.145: Presencia del término “perspectiva” como técnica de dibujo, en una respuesta 4b

Observamos que el 9% de alumnos identificaron el término “proporcion”, aunque
ninguno lo asocia a un determinado significado. En el contexto de la tarea, podemos
suponer que sea asociada a la disposicion o correspondencia debida de las partes del
cilindro con el cilindro en su globalidad (y por tanto estar también relacionada con el
binomio “parte/todo’).

Otro significado pertinente podria ser relativo a la equivalencia entre fracciones, o
sea: 1=2%*1/2=4*1/4=8*1/8. (Igualdad de razones).

También podria estar relacionado con el concepto, en general incorrecto, de
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proporcionalidad (directa) entre cortes y partes, implicitamente ya presente en algunas
de las justificaciones.
En la siguiente tabla (tabla 5.48) caracterizamos los tipos de respuestas de los

alumnos que dieron respuestas suficientes, buenas y muy buenas (tipos 3, 4 y 5).

Tabla 5.48: Frecuencias de los diferentes sub-tipos de respuestas suficientes, buenas y

muy buenas al sub-item 4b

Sub-

Tipos Caract. | Frec. | Ejemplos
tipo
Concept | CC 21

Figura 5.146: Respuesta 4b suficiente, conoc. conceptuales

CR 23
Tipo 3 | Mixto
CpP 4
PR 3 Figura 5.147: Respuesta 4b suficiente, conoc. mixtos
Proced | RR 4

Figura 5.148: Respuesta 4b suficiente, conoc. procedimentales

Concept | CCC 2

Figura 5.149: Respuesta 4b buena, conoc. concept

Tipo 4 CCR 11
Mixto CCP 3

CRR 3
CPR 3 Figura 5.150: Respuesta 4b buena, conoc. mixtos
CCC(O) | g
P/R
CCC(C)

Tipo5 Mixto | pR >
C(COR | 3
R(R) Figura 5.151: Respuesta 4b muy buena, conoc. mixtos

5.2.5. item 5 (Cuerpos de revolucion)
El sub-item 5a presenta en el enunciado diferentes elementos conceptuales (basicos)

y procedimentales: “figura plana”, “cuerpo de revolucion”, “eje”, “engendrar”, “girar”,

“corresponder”.
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Como ya se ha observado anteriormente, aunque no conociendo el significado de
cuerpo de revolucion, un alumno puede asociar correctamente las representaciones
fijdndose tnicamente en las secciones longitudinales de los s6lidos que contienen el eje
de rotacion. Destacamos entonces la importancia que tiene en esta tarea una de las
propiedades del s6lido de revolucion: las figuras planas que rotando generan los s6lidos
de revolucién son mitad de las secciones longitudinales del respectivo so6lido que
contienen el eje de rotacion.

Resumimos en la tabla 5.49 las frecuencias (y porcentajes) de los diferentes tipos de
repuestas del sub-item 4b, relativas a la identificacion de los conocimientos puestos en

juego en el sub-item 4a.

Tabla 5.49: Frecuencias (y porcentaje) de los tipos de respuestas al sub-item 5b

Tipos | Calificacion | Frecuencia (%)
Tipo 0 | Nulo 27 (11)
Tipo 1 | Muy pobre 63 (26)
Tipo 2 | Pobre 33 (14)
Tipo 3 | Suficiente 61 (25)
Tipo 4 | Bueno 37 (16)
Tipo 5 | Muy bueno 20 (8)

Observamos que en esta tarea mas de la mitad de los alumnos (51%) contestaron de
forma insuficiente. El 25% contestaron de forma suficiente evocando principalmente
conceptos elementares (basicos y/o descriptivos). El restante 24% contestd de forma
buena o muy buena.

En la siguiente tabla (tabla 5.50) resumimos la frecuencia de cada conocimiento

presente en las respuestas de los alumnos.

Tabla 5.50: Frecuencias (y porcentajes) de los elementos de conocimiento identificados

en el sub-item 5b

Frecuencia
Categoria de .. (% sobre % sobre
A Conocimiento
conocimiento alumnos conoc.tot
tot.)
Conceptos 1. Basicos Cuerpo de rev. 54 (22) ‘ 76
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Elementale Figura plana 29 (12) 28
§ Eje 27 (11)
Formas{Fl'gura 42 (17)
Lo S geometricas
Descriptivo Movimiento/V 20 (8) 19
s elocidad
Perspectiva 12 (5)
Cono/Cilindro/Cuerpo
geom./Volumen 43(18)
Eje de revolucion/de simetria 13 (5)
2. Lados/altura/Diametro/Radio 13 (5) 21
Avanzados -~ ; ;
Tridngulos/Rectangulos/Poli
12 (5)
gonos
Generatriz/Seccion 3(1)
3.
Dimension | Espacio/3Dimensiones 31(13) 8
ales
Simetria 21 (9)
Propiedades Mltad/Doble. 5(2) 7
Otras( Relacion entre tamafios 3(1)
/Proporciones (2D y 3D)/ Posicion del eje)
Girar/giro (de poligonos sobre un eje) 44 (18)
Procedimient Hacer una correspondencia/Relac.ionar 15 (6) 17
Pasar desde 2D hasta 3D/Construir un
os . 10 (4)
cuerpo a partir de una figura plana
Conoc. totales mencionados por los alumnos 396 100

Los conocimientos mas frecuentes en las respuestas de los estudiantes se refieren a
los términos presentes en el enunciado y a la nomenclatura de los cuerpos de revolucion
representados en la figura (cilindro, cono).

La falta de descripcion de los términos identificados por parte de los alumnos nos
ha dado dificultades a la hora de interpretar su pertinencia y significado.

Por ejemplo, suponemos que los términos “simetria” y “mitad/doble” indicados por
los estudiantes se refieren a la propiedad central de los sélidos de rotacion mencionada
anteriormente, aunque es probable que sean emergidos simplemente de la observacion
de las similitudes de las figuras presentadas en el enunciados y asi interpretados de
forma imprecisa (ver las justificaciones). Esto hecho se refleja también en la
caracterizacion que dan algunos alumnos del “eje” (nombrado en el enunciado y

representado en la figura) como “eje de simetria”.
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En la tabla 5.51 resumimos las frecuencias de los diferentes sub-tipos de respuestas

suficientes, buenas y muy buenas dadas al sub-item 3b.

Tabla 5.51: Frecuencias de los diferentes sub-tipos de respuestas suficientes, buenas y

muy buenas al sub-item 5b

Tipos | Sub-tipo | Caract | Frec Ejemplos
Concept CcC 40
Figura 5.152: Respuesta 5b suficiente, conoc. conceptuales
Tipo 3
CR 15
Mixto
CP 5
PR 1 Figura 5.153: Respuesta 5b suficiente, conoc. mixtos
Concept CCC 14
Figura 5.154: Respuesta 5b buena, conoc. conceptuales
Tipo 4 CCR 12
Mixto CRR 2 C::S COTRSS ch_. *:GNQ(L&Q)LQ’Q < m&‘\‘)&
CPR 4 Cc)ik’\e« ‘@&ms = c:%e’;cobﬂb& (Q_‘
RRP | 1 | U=tbs Gados fosos.
PPR 1 Figura 5.155: Respuesta 5b buena, conoc. mixtos
Concepls do HuxRngolo | Tedhtngits, cfzande
CCCC( elind, (R e~ T'?.e\bcq»\ s Cuapay AL
Concept 5
CO) Tecluss, (o veloutd | el qe las lodos
y LS donsfor mecsnes
Figura 5.156: Respuesta 5b muy buena, conoc. conceptuales
. CCC(O)
Tipo5 P/R 6
CCC(C) 6
Mixto PR
CC(C)R 3
R(P)

Figura 5.157: Respuesta 5b muy buena, conoc. mixtos
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Observamos que en algunas de las respuestas buenas y muy buenas emergen
interesantes conocimientos conceptuales avanzados, propios de la tarea, como el

concepto de generatriz y de seccion.

5.2.6. Sintesis de conocimientos identificados

A nivel global observamos que el grupo de alumnos ha conseguido identificar un
interesante conjunto de conocimientos puestos en juegos en las tareas visuales
seleccionadas. Resumimos en las siguientes tablas los conceptos (tabla 5.52),
propiedades (tabla 5.53) y procedimientos (tabla 5.54) principales identificados por los

alumnos en los diferentes items.

Tabla 5.52 Conceptos/términos lingiiisticos principales identificados por los alumnos

en los diferentes sub- items b)

Sub items b

Conceptos

Dibujo/ dibujo en perspectiva/perspectiva caballera
Vistas/ planta, alzados, perfil

Poligonos/figuras planas (cuadrado, rectangulo, triangulo,...)
Solido/volumen (cubo, cilindro, cono, cilindro)
Componentes solidos (caras, aristas,...)

Desarrollo

Componentes figura plana (lados, alturas, diametro, radio)
Partes (de un todo) /trozos/fracciones

Cortes/plano de corte

Numeros

Rectas

Horizontal/vertical

Formas/figuras geométricas

Cuerpo de revolucion

Eje/eje de revolucion/eje de simetria
Movimiento/velocidad

Generatriz/seccion

1/2(3[4(5

Direccion de mirada X
Proyecciones/planos ortogonales X | X
Lateralidad/derecha, izquierda, arriba, abajo, delante, atras X | x
Punto de vista X | X
Plano/2 dimensiones X | X
Posicion/posiciones X[ X|X
Espacio/3 dimensiones X | X|X|[xX|xX
Perspectiva/s X[X|x|x]|Xx

X

X

X

X

AP R[4 e

HoPA R

AP 4
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Tabla 5.53 Propiedades principales identificadas por los alumnos en los diferentes sub-

items b)

Propiedades

Forma/posicion del obj. depende de la posicion del subj. | x
Propiedades del cubo: el cubo tiene 6 caras,.. X
Existencia de diferente desarrollos posibles X
Proporcionalidad/proporcion X
Cortar por el medio genera 2 partes/doble/mitad
Perpendicularidad X
Simetria X
Mitad/doble X

o

Tabla 5.54: Procedimientos principales identificados por los alumnos en los diferentes

sub- items b)

. Items
Procedimientos

Reconocer objetos desde distintas perspectivas

Ponerse en diferentes posiciones

el

Relacionar dibujos con lo imaginado

Juntar, encajarlas piezas, hacer un puzle/plasmar el objeto X

Coordinar, posicionar, organizar, orientar las vistas/ las figuras en el
espacio

Representar en perspectiva X

Pasar desde 2d hasta 3d/construir un cuerpo a partir de una figura
plana

Reconstruir/construir/formar el cubo (a partir del desarrollo) X

Doblar/plegar/juntar los lados (del desarrollo)

b

Desplegar/desarrollar un cubo X

Partir/dividir; division /particion (partes-todo) X

Suma/Multiplicacién

o

Minimizar el nimero de cortes X

Girar/giro (de poligonos sobre un eje) X

Sin embargo, analizando los cuestionarios de forma singular, observamos que a
nivel individual los alumnos tienen un muy pobre conocimiento especializado
relacionado a la identificacion de conocimientos presentes en las tareas dadas.

En la tabla 5.55 y en la figura 5.158 presentamos la distribucion de los valores
relativos a la puntacion total de la variable “grado de pertinencia” de las respuestas
sobre el reconocimientos de los conocimientos (conocimiento especializado), su

frecuencia (porcentaje) y la valoracion que le atribuimos.
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Tabla 5.55: Frecuencia (porcentaje) y valoracion de la puntacion total relativa al

conocimiento especializado sobre la identificacion de conocimientos

Frecuencia

Total Conoc.
Especializado Frec (%) | Valoracion
(identific. conoc.)
10 3(1)
9 9 (4) Muy bueno
8 12 (5)
B
7 15 (6) Hene
g 2139 ((188) Suficiente
3-4 59 (24) Pobre
1-2 73 (30) | Muy pobre
0 28 (12) Nulo
Histograma
50
a0
30
20
10 -
. I
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Puntuacion Total Conocimiento Especializado:
Identificacion de Conocimientos

Figura 5.158: Histograma de la puntuacion total relativa al Conocimiento Especializado sobre la

identificacion de Conocimientos

En la Tabla 5.56 presentamos las frecuencias absolutas (y porcentajes) relativas a

los valores de la variable del grado de correccion de la respuesta.

Tabla 5.56: Frecuencias absolutas (porcentajes) de las respuestas a los sub-items tipo b

(n=241)
ftem
Grado de pertinencia
1b 2b 3b 4b 5b

Pertinente 53 (22) 64 (26) 54 (23) 38 (16) 57 (24)
Parcialmente pertinente 73 (30) 81 (34) 68 (28) 55(23) 61 (25)
No pertinente 104 (43) 73 (30) 102(42) 93 (38) 96 (40)
En blanco 11(5) 23 (10) 17 (7) 55 (23) 27 (11)
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Estos resultados muestran muy pobre conocimiento especializado relacionado con

la identificacién de conocimientos en todas las respuestas.

La puntuacion media de todo el grupo relacionada con la variable del grado de
correccion de la respuesta (conocimiento especializado del contenido sobre la
identificacién de conocimientos) es solo de 3,6 (sobre 10). Observamos que en estos
sub-items la media de las chicas (3,7) es ligeramente mayor que la media de los chicos

(3,2); esta diferencia no es estadisticamente significativa (valor P=0,139962).

5.3. VARIACIONES PROPUESTAS PARA LAS TAREAS
Entre las variaciones de las tareas propuestas por los alumnos distinguimos tres
categorias: variaciones no pertinentes, variaciones pertinentes pero imprecisas,
variaciones pertinentes, segin del tipo de cambio elaborado y su coherencia como
respuesta al aumento/diminucion del grado de dificultad pedido.
Por variaciones pertinentes describimos los tipos de cambios sugeridos por los
estudiantes, segiin la siguiente clasificacion, emergida del andlisis de las respuestas
(sefialamos con + el aumento de la dificultad, y con el — la diminucion de la dificultad):
1. Cambios en el lenguaje y artefactos visuales:
1.1. Omisién de elementos graficos (+): el elemento quitado tiene que ser
visualizado (imagen mental) o tiene que ser dibujado/ nombrado
1.2. Adicion de elementos gréaficos (-): el elemento que se afiade facilita la
visualizacién del procedimiento
1.3. Adicion de artefactos visuales (-): resolver la tarea con uso de material
manipulativo

2. Cambios en la descripcion de conceptos visuales
2.1. Pasar desde un vocabulario técnico/formal a wun vocabulario
cuotidiano/informal/empirico (-)
2.2. Pasar desde un vocabulario cuotidiano/informal/empirico a un vocabulario
técnico/formal (+)
2.3. Adicion de términos para aclarar el significado de elementos graficos (-)

3. Cambios en las propiedades del objeto
3.1. Cambios de la forma del objeto tridimensional (+/- segun el objeto)

4. Cambios en el procedimiento visual
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4.1. Procedimiento inverso (+/- segin el procedimiento)
4.2. Generalizacion del procedimiento (+)

5. Cambio en la longitud de la tarea
5.1. Diminucion de los casos (-)

5.2. Aumento de los casos (+)

5.3.1. item 1 (Vistas)

En el sub-item 1b’ se pide indicar como cambiar el enunciado de la tarea la para
que resulte mds dificil de resolver para un nifio de primaria.

Resumimos en la tabla 5.57 las frecuencias absolutas (y porcentaje) relativas a los
valores de la variable cuantitativa “grado de pertinencia” de la respuesta para el sub-

item 1b’.

Tabla 5.57: Frecuencia absolutas (porcentajes) de las respuestas al sub-item 1b’

(n=241).

Grado de pertinencia Frecuencias (%)
Variacion no pertinente 151 (63)
Variacioén imprecisa 17 (7)
Variacion/es pertinentes/s 63 (26)

En blanco 10 (4)

Las variaciones no pertinentes son por la mayoria (93%) enunciados muy parecidos
al original, donde unicamente hay cambios en la estructura de la pregunta y/o en los
términos utilizados. Los cambios propuestos no suponen un aumento de la dificultad de
la tarea y solo en pocos casos son justificados, como se muestra en los siguientes

ejemplos (figuras 5.158 y 5.159)

~Qde R 3 e AN
CL OGRS, s Qi% %\\‘&g e Q@Qg{,g caeedsiy,

: SRR
‘o BRI & oolal e @ B dedi\o waw a%%im\;d@c&
& -

SO N )
o & ey \ay Q\.\&\gﬁ R i el

Y

Q A a&? SRR, et R N e Qesiadn
\me\s;r} \@&“\Q S e ceuoede. all \ealtay

*= e :

o Pegea A2, _aY,

Figura 5.158: Ejemplo de variacion no pertinente de la tarea la
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[ “El enunciado de una tarea puede ser cambiado de manera que aumente la
dificultad de comprension para un nifio, por ejemplo, alargandolo y “dando varias
vueltas” para al final decir lo mismo que en pocas palabras. En este caso el problema
1) podria ser enunciado asi: La nifia que vemos en la fotografia pintada, ha tomado
fotos del jarron y el plato desde la posicion A, B, C y D. Al lado podemos observar los
resultados. Vuestra tarea consiste en relacionar, identificar desde que posicion se ha

sacada la muchacha nombrada anteriormente al realizar la fotografia 1, 2, 3y 4.”]

Cabbrndoros desde coGa LG e Gs resictones QLS SO ru.nf
t 3 « s

rec @i Gn Poiogrofdn SEGUN €€ aliSuyo - Rk il e

Corcespende ado wro A€ €os sTgwrendes image “

(e qoe hagy qoe hocer pacs QUe Qs @Esufe mos complicodo, o
perec ecanGodas Mas &1(‘303»/("0"\ POERSTes oS PG Bes rQTO
e dos. De esta morera Gy nires detemi e Coerf VCeias Utes

rase poderto comprender.

Figura 5.159: Ejemplo de variacion no pertinente de la tarea 1a

En dichos casos se puede observar que los alumnos han interpretado los términos
(13 : b 9 : . .o 7 .
cambio del enunciado” unicamente por lo que se refiere a aspectos lingiiisticos.

Las variaciones imprecisas son variaciones potencialmente pertinentes pero
expresadas de forma poco clara o incompleta.

Por ejemplo, en la siguiente solucion (figura 5.160) el alumno propone un buen
cambio (la omision de un elemento grafico, la primera imagen), pero no consigue

formular una buena pregunta que se relacione a esta nueva situacion.

‘ ’ L s ol en -e(
| < L en (N7 o(x:,re
Cl cisorma gnonceSe  peco SIO Ve, v 3

-

Wi LWW -
Figura 5.160: Ejemplo de variacion imprecisa de la tarea la

Clasificamos las variaciones pertinentes en las siguientes categorias segin los
cambios propuestos al enunciado (tabla 5.58). Los porcentajes se refieren al total de

variaciones pertinentes dadas por los alumnos.

376



Capitulo 5

Evaluacion de conocimientos sobre VOT en maestros en formacion

Tabla 5.58: Frecuencias (y porcentajes) de los tipos de variaciones pertinentes dados

o s Y Frec
Variacion Descripcion (%)
Quitar las fotografias y
preguntar que el alumno dibuje,
i 34 (38)
. por cada punto de vista, la
1. Cambios en :
. ., fotografia correspondientes
el lenguajey | Omision de elementos - -
. Quitar los puntos de vistas,
artefactos graficos
. marcados con flechas y letras, en
visuales . o
la imagen de la izquierda y
~ 14 (16)
preguntar de sefialar por cada
fotografia el punto de vista
correspondiente
3. Cambios en
las Cambios del nimero y Agregar otro objeto con forma
propiedades de la forma de los 818 d 15(17)
. . diferente
del objeto objetos
Quitar la imagen de la izquierda
4. Cambios en y preguntar que el alumno, a
cl .. Procedimiento inverso partir de? las f.otogr.a}ﬁas, dlb.uje 4 (5)
procedimiento una posible situacion espacial de
visual los objetos y los respectivos
puntos de vistas
5. Cambio de . .
. Aumento de los casos | Anadir otros puntos de vistas o
la longitud de f 22 (24)
otografias
la tarea
Total de variaciones propuestas por los alumnos 89 (100)

Se observa que algunos alumnos dieron mas de una variacién pertinente, lo que

supone un mayor grado de conocimiento especifico.

En el siguiente ejemplo de solucion (figura 5.161) el alumno propone dos tipos de

variaciones, una relativa a la omision de los puntos de vistas, y la otra en la cual se pide

a los alumnos dibujar las fotografias relativas a los puntos de vistas.

v

- umm.{nlc Seelq g,l "M esme
L]

de la M‘uk.ula i

?'-”0 stn dae lqs ]L\?q} l" l° 3'{"’3‘7}"*

o'l'lo cuwo:«L Y’biu( SG{\'&PtJ".\Cs qc.c J\'L?'u’q" el ulvllb.-lo 1.,.

Jﬂ*;v\olu'qms o.\ ft.\lct lc.) 80"‘05 Je. A. u. C rb

Figura 5.161: Ejemplo de variacion pertinente de la tarea la
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Dichas variaciones se consideran validas y nos proporcionan informacion sobre

como los futuros maestros realizan cambios en una tarea.

5.3.2. item 2 (Sistema diédrico)

En el sub-item 2b’ se pide indicar como cambiar el enunciado de la tarea 2a para
que resulte mas facil de resolver para un nifio de primaria.

En la tabla 5.59 presentamos las frecuencias absolutas (y porcentaje) relativas a los
valores de la variable cuantitativa “grado de pertinencia” de la respuesta para el sub-
item 2b’.

Tabla 5.59: Frecuencia absolutas (porcentajes) de las respuestas al sub-item 2b’

(n=241).

Grado de pertinencia Frecuencias (%)
Variacion no pertinente 133 (55)
Variacién imprecisa 33 (14)
Variacion/es pertinentes/s 49 (20)

En blanco 26 (11)

También en este item, mas de la mitad de los alumnos no proponen variaciones
pertinentes a la tarea; de hecho el 31% de los alumnos proponen s6lo pequefios cambios
lingiiisticos en el enunciado (de forma similar del item 1 y que no varian su dificultad),
mientras que el 19% dan variaciones que cambian el significado de los conceptos
principales presentes en la tarea (las vistas). Estas tltimas variaciones se refieren a la
incorrecta interpretacion del término “vista” ya observada en el andlisis de las
justificaciones. Dichos alumnos sugieren, en lugar de referirse a las “vistas” del objeto,
usar los términos ‘“caras”. A continuacion presentamos ejemplos de estas variaciones

(figuras 5.162, 5.163)

Ddxgu. el e\oge{b fenemlo en centa e b :p&mia cmeg:zo«de o b e
df Qi }rng\ 9 QO! af?olrjos cl ()a) caras QCLfP)dJCn

Figura 5.162: Ejemplo de variacion no pertinente de la tarea 2%, basada en la interpretacion

incorrecta del término “vista”
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..D‘\&N\S& oa e Rico Cq e \\u.;.u:\OS\ 5\3,_\.0»@0 XN
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Figura 5.163: Ejemplo de variacion no pertinente de la tarea 27, basada en la interpretacion

incorrecta del término “vista”

Aunque dichas respuestas se refieren a tareas mas faciles de resolver para un nifio
de primaria, no las consideramos variaciones pertinentes puesto que cambian de forma
sustancial el contenido de la tarea.

Un 6% de alumnos dan variaciones muy vagas y de dificil interpretacion.

Por otra parte, las variaciones pertinentes y parcialmente pertinentes manifiestan
interesantes cambios a la tarea: cambios en el lenguaje que designa las vistas, cambios
del objeto tridimensional considerado, y cambio en el procedimiento (siempre
manteniendo como contenido principal de la tarea “las vistas de un objeto
tridimensional’). Las variaciones parcialmente pertinentes, aunque manifiestan cambios
interesantes, los expresan de forma ambigua o poco clara.

Clasificamos las variaciones pertinentes en las siguientes categorias (tabla 5.60)
segin los cambios propuestos al enunciado. Los porcentajes se refieren al total de

variaciones pertinentes dadas por los alumnos.

Tabla 5.60: Frecuencias (v porcentajes) de los tipos de variaciones pertinentes dados al

sub-item 2a

Variacion Descripcion Frec (%)
1. Cambios en
el lenguaje y Adicion de artefactos Construccion del objeto
artefactos sual : L dibui 4(8)
visuales visuales (en lugar del dibujo)

Pasar desde un
vocabulario de dibujo

. Desde un vocabulario técnico (alzados y planta)
2. Cambiosen |, . .
. ., | técnico/formal a un a un vocabulario
la descripcion . 1 . 15 (31)
vocabulario cotidiano (vista de frente
de conceptos 1 . . )
. cotidiano/informal/empirico | o de perfil, vista desde
visuales .
arriba)
Adicion de términos para Agregar el término 4 (8)
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aclarar el significado de “Perfil” al segundo
elementos graficos alzado
3. Cambios en
las Cambios de la forma del .
. } Y s Dar las vistas de un
propiedades objeto tridimensional: dar un . \ ! 7 (14)
) . i 1 objeto mas sencillo
del objeto objeto mas “sencillo
Procedimiento inverso: a
4. Cambios en partir del objeto
cl .. Procedimiento inverso tridimensional 18 (37)
procedimiento (representado en
visual perspectiva), dibujar sus
vistas
Otras 1(2)
Total de variaciones propuestas por los alumnos 49 (100)

La mayoria de los cambios se refieren al uso de términos cotidianos (en lugar de
términos de dibujo técnico) relativos a las vistas, y a cambios en el procedimiento (a
partir de una representacion global del objeto tridimensional, dibujar sus vistas).

Presentamos dos ejemplos de dichas variaciones propuestas (figura 5.164, 5.165):
D\bd \Q w ob\eko en 5 A eNDINES de ol meaeros Qque

S \o miaoymoet  de feone. encanavwmor  esia ﬁﬁumo\. Lj]

Sl rokaoarnos PC(L(R dermal o '~1quc\em_\,°‘ encventnes estol

fgupo. L 3= lo minas desde ane. bo. enentees esto m

Figura 5.164: Ejemplo de variacion pertinente de la tarea 2%, cambios en la descripcion de conceptos

visuales

Pmo‘wkm CQL\YQQL&M).&Q boéﬁe_ €s2e% Qouguuum&mb

(e} ‘Gm{o‘xéeso ‘QA k\po\rur& Wa @Q‘\»{’Ut\rm
OLQ%Q\AO &b QQ

Figura 5.165: Ejemplo de variacion pertinente de la tarea 2%, cambios en el procedimiento visual

5.3.3. item 3 (Desarrollos)
En el sub-item 3b’ se pide indicar como cambiar el enunciado de la tarea 3a para

que resulte mds facil de resolver para un nifo de primaria.
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En la tabla 5.61 presentamos las frecuencias absolutas (y porcentaje) relativas a los
valores de la variable cuantitativa “grado de pertinencia” de la respuesta al sub-item 3b’.
Tabla 5.61: Frecuencias absolutas (y porcentajes) de las respuestas al sub-item 3b’

(n=241).

Grado de pertinencia Frecuencias (%)
Variacion no pertinente 80 (33)
Variacion imprecisa 61 (25)
Variacién/es pertinentes/s 87 (36)

En blanco 13 (6)

Observamos que en este sub-item las variaciones pertinentes son mas numerosas
(36%) que en los demds items. La mayoria de las variaciones no pertinentes son
enunciados muy parecidos al original, donde Uinicamente hay cambios en la estructura
de la pregunta y/o cambios de lenguaje sin interés. En algunas de las soluciones no
pertinentes se manifiesta la intencion de disminuir el grado de dificultad de la tarea
quitando el término “desarrollo” o sustituyéndolo por conceptos no apropiados, como
puzle, recorte, ... Ilustramos dos ejemplos de variaciones no pertinentes (figura 5.166,

5.167):

d ol s edoy diboe
B R CONRIPON e & G

Figura 5.166: Ejemplo de variacion no pertinente de la tarea 3a, omision del término “desarrollo”

sin pero explicarlo

Guizss carBado e paltkra desarallo por vecoctey o
@\rao\ear\o oo un @aRle | oo ave el aeiui doal G
esnfie MG it W ST s oden '

SCon cuddos e 0S fecoteS oderos ez va el P

Figura 5.167: Ejemplo de variacion no pertinente de la tarea 3a, sustitucion del término “desarrollo”

con otros términos no adecuados

Clasificamos las variaciones pertinentes en las siguientes categorias segin los
cambios propuestos al enunciado (tabla 5.62). Los porcentajes se refieren al total de

variaciones pertinentes dadas por los alumnos.
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Tabla 5.62: Frecuencias (v porcentajes) de los tipos de variaciones pertinentes dados al

sub-item 3a
Variacion Descripcion Frec.
P (%)
. Adicion de elementos Afiadir el dibujo d cun
1. Cambios en el , cubo en perspectiva o dar 8 (8)
. graficos
lenguaje y un cubo en 3D
artefactos Emplear material
visuales Adicion de artefactos (cartulina,...) y ejecutar la
) . 69 (70)
visuales tarea fisicamente (plegar y
pegar)
2. Cambios en la I?esde un vocabulario No nombrar el término
.., técnico/formal a un “ v .
descripcion de . desarrollo” sino explicar
vocabulario 6 (6)
conceptos - . .| suconcepto de forma
) cotidiano/informal/empir i
visuales o procedimental
Cambios de la forma del
3. Cambios en las | objeto tridimensional: Dar desarrollos de objeto 1 (1)
propiedades del dar un objeto mas mas sencillo (tetraedro)
objeto “sencillo”
4 Cambios en el Procedimiento inverso (y
. .. . con uso de material):
procedimiento Procedimiento inverso 10 (10)
. cortar y desplegar un cubo
visual 3
en cartulina
> Ce}mblo dela Diminucioén de los casos | Dar menos opciones de
longitud de la . 50)
plausibles desarrollos
tarea
Total de variaciones propuestas por los alumnos 99 (100)

Muchas variaciones pertinentes sugieren mas de un tipo de cambio, y en la gran

mayoria aparece la introduccion del uso de material manipulativo (cartulina). En las

siguientes soluciones (figura 5.168, 5.169), por ejemplo, se sugiere quitar el término

“desarrollo” explicdndolo a nivel manipulativo (visual):

Ronke cdvom oo b

U G

K v ol

o o ik Zl}w

OWG:C«WJndJ?J

Figura 5.168: Ejemplo de variacion pertinente de la tarea 3a, cambio en la descripcion del concepto

de “desarrollo”
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St bGstcasass  cos >moscm\(ossfb3ﬂ§é5%:«ms
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Figura 5.169: Ejemplo de variacion pertinente de la tarea 3a, cambio en la descripcion del concepto

de “desarrollo”, y uso de material manipulativo

Es interesante observar la presencia de variaciones que proponen a los alumnos
ejecutar el procedimiento inverso (siempre apoyandose en el material manipulativo), o
sea cortar un cubo y desarrollarlo en el plano de distintas maneras. Dicho cambio

involucra la definicion misma de desarrollo plano. Ejemplo (figura 1.170)

Medionle  rolerioley rror\‘\?\kix‘wm Po&;ri(m on wio 4 dosenyo. q g‘oe\xx
\ee AltMeton forrras en los que pede  deworrolol &\ daso.

Figura 5.170: Ejemplo de variacion pertinente de la tarea 3a, cambio en el procedimiento visual

(procedimiento inverso), con el uso de material manipulativo

5.3.4. item 4 (Secciones de un objeto)

En el sub-item 4b’ se pide indicar como cambiar el enunciado de la tarea 4a para
que resulte mas dificil de resolver para un nifio de primaria.

En la tabla 5.63 presentamos las frecuencias absolutas (y porcentaje) relativas a los

valores de la variable cuantitativa “grado de pertinencia” de la respuesta por el sub-item

4b’.

Tabla 5.63: Frecuencia absolutas (porcentajes) de las respuestas al sub-item 4b’

(n=241).

Grado de pertinencia Frecuencias (%)
Variacion no pertinente 142 (59)
Variacioén imprecisa 512)
Variacidn/es pertinentes/s 40 (17)

En blanco 54 (22)

Observamos que el 81% de alumnos no contestd o presentd una variacidbn no

pertinente. Entre estas ultimas, prevalen las relativas a pequefios cambios de lenguaje en

383



Capitulo 5 Evaluacion de conocimientos sobre VOT en maestros en formacion

la formulacién de la pregunta, que no suponen un aumento de la dificultad de da tarea,

ejemplo (figura 5.171):

Figura 5.171: Ejemplo de variacion no pertinente de la tarea 4°

Frecuentemente los alumnos proponen dar un significado material al cilindro
representado y orientar la tarea a un contexto de vida cotidiana, lo que puede suponer

una simplificacion de la tarea. Ejemplo (figura 5.172)

Figura 5.172: Ejemplo de variacion no pertinente de la tarea 4a, contexto cuotidiano

Otras variaciones no pertinentes se refieren a considerar como cortes unicamente
los planos perpendiculares a la base, o sea limitan la tarea a particiones del circulo

(quitando una dimension). Ejemplo (figura 5.173):

Figura 5.173: Ejemplo de variacion no pertinente de la tarea 4%, cortes en la base del cilindro

Clasificamos las variaciones pertinentes segun los cambios propuestos por los
alumnos (algunos de ellos presentan mas de un cambio), y los resumimos en la siguiente

tabla (tabla 5.64).

Tabla 5.64: Frecuencias (v porcentajes) de los tipos de variaciones pertinentes dados al

sub-item 4a
Variacion Descripcion Frec
p (OA))

1. Cambios en el
lenguaje y Omision de elementos | Omision del dibujo del

) , o 6 (15)
artefactos visuales | graficos cilindro
2. Cambios en la Desde un vocabulario Aclaracion del significado 3(8)
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descripcion de cotidiano/informal/empi | cortar en términos de

conceptos visuales | rico a un vocabulario planos de corte
técnico/formal

. Cambios de la forma

3. Cambios en las . . .

propiedades del dql 0 b cto C?‘mblo d.el objeto

objeto tr1c}1mensmnal: dar un tridimensional a cortar 11 (28)
objeto mas (cono, ...)
“complicado”

Generalizacion del proced.

) Aument herent
4. Cambios en el umento coherente de

procedimiento Generqhzgcmn del partes y cortes/ Minimizar 21 (53)
. procedimiento cortes para X partes/
visual I
Maximizar partes para X
cortes
Total de variaciones propuestas por los alumnos 40 (100)

La mayoria de variaciones pertinentes presentadas se refieren a cambios en el
procedimiento, aumentando de forma proporcional cortes y partes (ejemplo en la figura
5.174), o bien dejando una de las dos variable constante y preguntando por

minimizar/maximizar la otra.

Figura 5.174: Ejemplo de variacion pertinente de la tarea 4a, generalizacion del procedimiento

Otras variaciones pertinentes sugieren cambios en el objeto tridimensional

considerado, por ejemplo el cono, u otros objetos menos regulares.

5.3.5. item 5 (Cuerpos de revolucion)

En el sub-item 5b’ se pide indicar como cambiar el enunciado de la tarea 5a para
que resulte mas dificil de resolver para un nifio de primaria.

En la tabla 5.65 presentamos las frecuencias absolutas (y porcentaje) relativas a los
valores de la variable cuantitativa “grado de pertinencia” de la respuesta por el sub-item

5b’.
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Tabla 5.65: Frecuencia absolutas (v porcentajes) de las respuestas al sub-item 5b’

(n=241).

Grado de pertinencia Frecuencias (%)
Variacion no pertinente 127 (53)
Variacioén imprecisa 29 (12)
Variacion/es pertinentes/s 50 (21)
En blanco 35(14)

Observamos que el 53% de alumnos presentd una variacion no pertinente. Entre
estas, como para otros items, prevalen las relativas a pequefios cambios de lenguaje en
la formulacion de la pregunta, que no suponen un aumento de la dificultad de da tarea.

Ademas, entre las variaciones no pertinentes, destacamos aquellas que manifiestan
concepciones incorrectas relacionadas con los cuerpos de revolucion. 31 alumnos
propusieron, en sus variaciones, de asociar la figura plana al cuerpo tridimensional, sin
explicar en qué se basa dicha asociacion. Ademas, quitar la caracterizacion del sélido
como cuerpo de “revolucion”, supone una falta del reconocimiento del procedimiento
principal en el cual se basa la tarea, o sea el engendrar un cuerpo de revolucion a partir

de la rotacion de una figura plana. Ejemplo (figura 5.175):

Figura 5.172: Ejemplo de variacion no pertinente de la tarea Sa

Presumimos que con estas variaciones los alumnos pretenden alejarse del concepto
de cuerpo de revolucion y centrarse unicamente en relaciones de semejanza de forma y
proporciones entre figuras planas y tridimensionales. Lo que no corresponde al objetivo
de la tarea original.

Otros alumnos, afiadieron al enunciado original elementos superfluos, que ponen en
énfasis la caracterizacion fisica que dichos alumnos asocian a la tarea. Destacamos por
ejemplo la necesidad de que el eje “mueva” la figura, o que ésta gire muy rapida, como

se muestra en el siguiente ejemplo (figura 5.173).

Figura 5.173: Ejemplo de variacion no pertinente de la tarea Sa

386



Capitulo 5

Evaluacion de conocimientos sobre VOT en maestros en formacion

Por lo que respecta a las variaciones imprecisas, se refieren a potenciales

variaciones pertinentes, pero descritas con lenguaje ambiguo.

Clasificamos las variaciones pertinentes segun los cambios propuestos por los

alumnos (algunos de ellos presentan mas de un cambio), y los resumimos en la siguiente

tabla (tabla 5.66)

Tabla 5.66: Frecuencias (v porcentajes) de los tipos de variaciones pertinentes dados al

sub-item 5a
e s e s Frec
Variacion Descripcion (%)
Omision del dibujo de las figuras
. planas: dibujar/nombrar las figuras 17 31
L. Camblps 0 Omision de planas que girando generan los cuerpo
zitleeflellﬁ?ji ¢y clementos de revolucion proporcionados.
visuales graficos Omision del dibujo de los sélidos:
dibujar/nombrar los cuerpos de
., . 28 (51)
revolucion correspondientes a las
figuras planas proporcionadas
Cambios de la
3. Cambios en forma del objeto | Dar otros cuerpos de
la;s ropiedades tridimensional: revolucion/figuras planas “mas 4(7)
del I())b .1; to dar un objeto mas | complicadas”
) “complicado”
4. Cambios en
el Generalizacion Variar la posicion del eje con respecto 4(7)
procedimiento del procedimiento | a las figuras planas
visual
Otros 2(1)
Total de variaciones propuestas por los alumnos (1%%)

La mayoria de variaciones pertinentes presentadas se refieren a la omision de

elementos graficos presentes en la tarea, o bien las figuras planas o bien los cuerpos de

revolucion, ejemplos (figuras 5.173, 5.174)
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Figura 5.173: Ejemplo de variacion pertinente de la tarea Sa, omision de elementos graficos

Figura 5.174: Ejemplo de variacion pertinente de la tarea 5a, omision de elementos graficos

5.3.6. Sintesis de conocimientos sobre variaciones de las tareas

De forma similar que en el caso de la identificacion de los conocimientos, también
por lo que se refiere a las variaciones propuestas, podemos observar que a nivel global
el grupo de alumnos han conseguido proponer un interesante conjunto de cambios
relevantes.

Sin embargo observamos que a nivel individual los alumnos tienen muy pobre
conocimiento especializado también relacionado a la planificacion de posibles
variaciones de tareas visuales.

En la tabla 5.67 y en la figura 5.175 presentamos la distribucion de los valores
relativos a la puntacion total de la variable “grado de pertinencia” de las respuestas
sobre la planificaciéon de variaciones (conocimiento especializado), su frecuencia

(porcentaje) y la valoracion que le atribuimos.

Tabla 5.67: Frecuencia (porcentaje) y valoracion de la puntacion total relativa al

conocimiento especializado sobre la planificacion de variaciones

Total Conoc.
Especializado Frec (%) | Valoracion
(identific. conoc.)
10 3(1)
9 502) Muy bueno
8 12 (5)
B
- 9 (4) ueno
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Histograma de la puntiacion total relativa al Conocimiento Especializado sobre la

planificacion de variaciones

En la Tabla 5.56 presentamos las frecuencias absolutas (y porcentajes) relativas a

los valores de la variable del grado de correccion de la respuesta.

Tabla 5.56: Frecuencias absolutas (y porcentajes) de las respuestas a los sub-items tipo

b’(n=241)

ftem

Grado de pertinencia

1b 2b 3b 4b 5b

Pertinente 63 (26) 49 (20) 87 (36) 40 (17) 50 (21)
Parcialmente pertinente 17 (7) 33 (14) 61 (25) 512 29 (12)
No pertinente 151 (63) 133(55) 80(33) 142(59) 127 (53)
En blanco 10 (4) 26 (11) 13 (6) 54 (22) 35(14)

La puntuaciéon media de todo el grupo relacionada con la variable del grado de

correccion de pertinencia de la respuesta es solo de 3,0 (sobre 10). Observamos que en
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estos sub-items la media de los chicos (3,3), es ligeramente mayor que la media de las
chicas (2,9).
Estos resultados muestran muy pobre conocimiento especializado relacionado con

la planificacion de variaciones de tareas visuales.

5.4. SINTESIS DEL CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DEL CONTENIDO

Los resultados obtenidos a partir del andlisis cuantitativo y cualitativo de las
resoluciones que 241 estudiantes dieron a las tareas incluidas en el Cuestionario VOT,
seflalan que los futuros profesores muestran ciertas dificultades para resolver tareas
relacionadas con el conocimiento especializado del contenido. Las justificaciones
propuestas por los alumnos a tarecas visuales de nivel elemental se refieren
principalmente a validaciones de tipo perceptivo y argumentaciones deductivo-
informales expresadas con un vocabulario cotidiano. Aunque en el contexto de la
escuela primaria dichas argumentaciones se pueden considerar como pertinentes,
consideramos necesario que los futuros maestros puedan formular una prueba
deductivo-formal de referencia que justifique la validez de la proposicion y guie su
forma de argumentar en los diferentes niveles educativos. Parzysz (2006) indica que los
futuros profesores no tienen el conocimiento necesario para reconocer que una
argumentacion de tipo perceptivo y una demostracion rigurosa no se sitian en el mismo
plano. Consideramos entonces necesaria una formacion que incluya la reflexién sobre
los diferentes tipos de esquemas de pruebas, y la manera de articularlos de forma
progresiva, desde los primeros niveles educativos.

Consideramos conveniente preparar a los futuros profesores para realizar analisis
sistematicos de las variables didacticas que intervienen en una determinada tarea visual,
que oriente la reflexion sobre posibles generalizaciones, o particularizaciones, y las
conexiones con otros contenidos matematicos.

Las insuficiencias manifestadas en el conocimiento especializado relacionado con la
identificacion de conocimientos puestos en juego podrian obstaculizar una apropiada
gestion del conocimiento matematico de sus futuros alumnos sobre la visualizacion.
Estas carencias justifican la pertinencia de disefar acciones formativas especificas para
desarrollar la faceta epistémica del conocimiento didéctico-matematico de los futuros
maestros. El andlisis de las practicas matematicas, objetos y procesos (Godino, 2009;

Font, Godino y Gallardo, 2013), puede ser una herramienta potente para la
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identificaciéon y caracterizacion del conocimiento especializado, en tanto que

proporciona pautas y criterios para analizar dichos tipos de conocimientos.

6. SINTESIS DE CONOCIMIENTOS

En este capitulo hemos presentado los resultados obtenidos al analizar las
respuestas de 241 futuros profesores de educacién primaria a un cuestionario de
evaluacion de conocimientos comunes, ampliados sobre visualizacion de objetos
tridimensionales, asi como algunos aspectos relevantes del conocimiento especializado
del contenido (justificaciones de las respuestas a las tareas y elaboracion de nuevas
tareas relacionadas).

Observamos que el conocimiento comun sobre visualizacion de objetos
tridimensionales de los futuros profesores evaluados no es el esperado: el 62% de los
alumnos no contesta de forma Optima a las tareas tomadas de libros de textos de
primaria sobre los diferentes aspectos del tema. Solo dos tareas fueron resueltas por los
alumnos de forma satisfactoria (la y 5a); sin embargo, en las dos respectivas tareas
sobre el conocimiento ampliado los alumnos manifestaron diferentes dificultades.

Se observan considerables dificultades relacionadas con el conocimiento ampliado
sobre los contenidos “coordinar e integrar vistas de objetos” y “generar cuerpos de
revolucion”. De manera particular los estudiantes no estdn capacitados para la
resolucion de una tarea que requiere reflexionar sobre la pluralidad de objetos que
pueden corresponder a tres vistas ortogonales determinadas y de una tarea que requiere
generar un cuerpo de revolucion en el cual el eje de rotacion es externo a la figura plana
que lo engendra.

Observamos que dichos contenidos especificos no estdn contemplados en los libros
de textos de primaria. Los ejercicios relacionados con el contenido “coordinar e integrar
vistas de objetos” que proponen los libros de textos piden dibujar o identificar e/ objeto
correspondiente a tres vistas ortogonales, lo que excluye la reflexion sobre una posible
pluralidad de objetos. En las representaciones de la generacion de los cuerpos de
revolucion en los libros de textos se dibujan las figuras planas pegadas a barras que
giran, lo que involucra la “idea” de que el eje, girando, “permita” la rotacion de la figura
plana; procedimiento que no se puede generalizar para el caso de eje externo a la figura.

Puesto que los respectivos sub-items (2a y 5a) relacionados con el conocimiento

comuin de dichos contenidos han sido resueltos de forma correcta (o parcialmente
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correcta), seria interesante analizar si los conocimientos adquiridos por los estudiantes a
lo largo de su escolaridad sobre estos temas puedan resultar conflictivos en el momento
de resolver tareas que involucran conocimientos mas avanzados.

De forma general el conocimiento ampliado del contenido de estos estudiantes
puede ser calificado como insuficiente. Diferentes dificultades van asociadas a la
interpretacion de representaciones planas de objetos tridimensionales. Estas dificultades
pueden obstaculizar y a veces impedir un procedimiento de tipo visual sobre el objeto.
Por otra parte la incapacidad de producir de forma correcta una representacion plana de
un objeto tridimensional no siempre refleja una escasa habilidad de visualizar el objeto.
Sin embargo, consideramos que para un futuro profesor de escuela primaria sea
importante no solo visualizar el objeto sino también poder comunicar su forma con
diferentes tipos de representaciones planas, para desarrollar dicha habilidad en sus
alumnos.

Los resultados obtenidos sobre los conocimientos comuin y ampliado, sefialan
diferencias con respecto al género, observando que los chicos manifiestan mejores
conocimientos, resultados que concuerdan con otros estudios (Ben-Chaim, Lappan y
Houang ,1988; Guay y McDaniel, 1977; Fernandez, 2011).

De aqui el interés y la importancia de realizar futuras investigaciones centradas en
el desarrollo de la visualizacién de objetos tridimensionales en maestros en formacion
que incluya actividades de interpretacion y elaboracion de diferentes tipos de
representaciones planas y la reflexion sobre sus respectivas funciones y limites

Por lo que se refiere al conocimiento especializado del contenido, observamos que a
nivel individual los alumnos tienen un muy pobre conocimiento relacionado con las
justificaciones de tareas elementales.

Entre las justificaciones presentadas a las tareas emergen interpretaciones de las
tareas en términos empiricos, asociadas a validaciones de tipo perceptivo, en las cuales
hay una predominancia de la componente visual.

Consideramos importante que un profesor tenga el conocimiento necesario para
guiar las observaciones espontaneas, intuitivas y empiricas (propias o de sus alumnos)
sobre una situacion, hacia una justificacion deductiva, confiriendo un significado tedrico
a los objetos y procesos (visuales) intervinientes. Por lo que se refiere a la
identificacion de conocimientos puestos en juego en la resolucion de la tarea, y a la

planificacion de variaciones de las mismas, los resultados muestran que a nivel
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individual los alumnos tienen un conocimiento especializado muy pobre. Sin embargo,
a nivel global, observamos que la muestra de estudiantes ha conseguido manifestar un
considerable conjunto de conocimientos especializados pertinentes, lo que nos permite
prever que, la puesta en comun de los conocimientos especializados de los estudiantes,
con implementacion de acciones formativas especificas, podria resultar muy

constructiva.
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CAPITULO 6.
SINTESIS Y CONCLUSIONES

1. INTRODUCCION

En este capitulo describiremos las conclusiones a las que hemos llegado como
resultado de la investigacion realizada.

Para ello se recuperaran los objetivos y las hipotesis generales expuestas en el Capitulo
2. Ademas, se contrastardn las hipotesis especificas de cada item, formuladas en el Capitulo
4, con los resultados obtenidos en el andlisis de respuestas de los estudiantes.

Posteriormente incluimos una sintesis de las aportaciones realizadas con este trabajo al
ambito general de la didactica de la matematica, y en particular, al campo de la formacioén
de profesores, todo ello concretado en un conocimiento especifico: aspectos relativos a la
ensefanza de la visualizacion espacial.

Mencionamos también algunas limitaciones del trabajo, a fin de tener una perspectiva

contextual mas clara de los aportes e identificar futuras lineas de investigacion.

2. CONCLUSIONES SOBRE LOS OBJETIVOS
El objetivo general de nuestra investigacion era realizar un estudio de evaluacion del
conocimiento diddctico-matemdtico de los profesores de primaria en formacion sobre la

Visualizacion de Objetos Tridimensionales (VOT).

Esta claro que toda la investigacion ha estado orientada a cumplir este objetivo y
pensamos que lo hemos logrado de forma razonable, pues se ha proporcionado informacion
detallada sobre los diferentes tipos de conocimientos sobre la VOT de los futuros

profesores en la muestra.
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Sin entrar a discutir este objetivo, pasamos a detallar los objetivos especificos que estan

contenidos en el anterior.

Objetivo especifico OEIl: Reconstruir un significado de referencia sobre la
visualizacion espacial en geometria, analizando las investigaciones previas y organizando

la informacion distinguiendo las facetas epistémica, cognitiva e instruccional.

A través de una revision de antecedentes de investigacion, en el capitulol, hemos
identificado y organizado los elementos de significado relativos a la visualizacion espacial
en geometria, teniendo en cuenta tres facetas implicadas en los procesos de ensefianza y
aprendizaje: la faceta epistémica, la faceta cognitiva, y la faceta instruccional.

En la faceta epistémica hemos abordado la problematica relativa a la naturaleza de los
objetos geométricos, siguiendo estudios de diferentes autores (Duval, 1999; Fischbein,
1993, 1998; Laborde, 1996; Mesquita, 1992; Parzysz, 1988, 1991) que destacan la
importancia de distinguir entre el concepto, la forma y su representacion. La elaboracion e
interpretacion de representaciones de un objeto tridimensional requiere un control de las
propiedades del objeto que se preservan en la representacion y las que no se mantienen.
Esto justifica la necesidad del estudio de los diferentes tipos de proyecciones y otras
representaciones planas de objetos tridimensionales, sus reglas y las propiedades que
preservan. Ademas hemos descrito las investigaciones que analizan los procedimientos
involucrados en la interpretacion y produccion de representaciones planas de objetos
tridimensionales, presentando algunos procedimientos peculiares relacionados con la
“construccion” (mental) de objetos tridimensionales a partir de la interpretacion de
determinadas representaciones planas. Por ultimo se han detallado diferentes tipos de
justificaciones plausibles para argumentar proposiciones que involucran la VOT,
destacando en particular la perspectiva de Parzysz (2006), que distingue diferentes tipos de
validaciones en geometria segun el tipo de geometria al que se refieren.

Por lo que se refiere a la faceta cognitiva, hemos analizado las investigaciones
enfocadas al estudio de los significados personales atribuidos a la VOT por los estudiantes.
Hemos resumido la vasta bibliografia sobre las definiciones de procesos y descripcion de

habilidades espaciales propuestas por investigadores en el campo de la psicologia y de
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didactica de la matematica a lo largo del ultimo siglo. A continuacién hemos descrito
algunos trabajos generales centrados en describir etapas y niveles en el desarrollo de
conocimientos espaciales (Piaget, Inhelder, y Szeminska, 1960) y categorias de
razonamientos para la geometria de los so6lidos (teoria de Van Hiele; Guillén, 2004).
Ademas hemos resumido trabajos sobre la descripcion de etapas y niveles en la
interpretacion/produccion de representaciones planas de objetos tridimensionales y en
algunos procedimientos especificos asociados (coordinaciéon de las vistas 'y
plegar/desplegar desarrollos), aspectos centrales de nuestro trabajo. También se
identificaron y describieron las dificultades y errores encontrados por algunos
investigadores en alumnos enfrentados a determinadas tareas de VOT.

En la faceta instruccional hemos descrito algunas investigaciones sobre experiencias o
propuestas instruccionales, que pretenden promover el desarrollo de habilidades
relacionadas con la visualizacion espacial. Seguidamente hemos presentado algunas
investigaciones con profesores que tratan aspectos centrales de nuestra problematica,
identificando los aspectos principales en los cuales manifestaron dificultades.

Este andlisis se ha complementado con la recopilacion de un primer banco de tareas
descritas en las investigaciones, y su clasificacion atendiendo a determinados criterios.

Con este estudio de la bibliografia de investigacion, se ha resaltado la importancia que
tiene la VOT en la ensefianza/aprendizaje de la geometria espacial, de manera especial en
relacion con la interpretacion y produccion de diferentes representaciones planas. Ademas
este primer analisis nos ha permitido destacar la carencia de estudios globales relativos a
los conocimientos de los (futuros) profesores sobre visualizacion de objetos
tridimensionales y al mismo tiempo, fundamentar la construccion de nuestro cuestionario,
que incluye items tomados de diversas investigaciones previas.

Dada la diversidad de aproximaciones a la visualizacidon encontradas en la bibliografia,
el equipo de investigacion en cuyo seno se ha realizado este trabajo considerd necesario
elaborar una posicion propia sobre el tema wusando herramientas del “enfoque
ontosemidtico” del conocimiento matematico. Este estudio tedrico, cuyos resultados se han

descrito en el capitulo 2, responden al objetivo especifico siguiente:

Objetivo especifico OE2: Clarificar las nociones epistémicas y cognitivas implicadas
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en los procesos de visualizacion en educacion matemdtica desde la perspectiva

ontosemiotica.

El anélisis que hemos realizado de la visualizacién en el capitulo 2, usando algunas
herramientas del EOS, aporta una vision complementaria respecto de otras perspectivas
mas centradas en la descripcion de los estilos cognitivos visuales/analiticos y su influencia
en la resolucién de problemas. Hemos tratado de caracterizar la practica matemadtica en
tareas que involucran visualizacién, sean estas realizadas por un sujeto individual
(conocimiento subjetivo), o compartidas en un marco institucional (conocimiento objetivo),
identificando los tipos de objetos y procesos que se ponen en juego en la realizacion de
dicha practica.

En particular, la aplicacion de la dualidad ostensivo - no ostensivo a los distintos tipos
de objetos matematicos primarios (problemas, lenguajes, conceptos, proposiciones,
procedimientos y argumentos) nos ha proporcionado un punto de vista nuevo sobre el papel
de la visualizacién en la practica matematica. En un primer paso hemos visto necesario
asumir la distincion Peircena de los tipos de signos para distinguir entre lenguajes visuales,
caracterizados por la presencia de indices, iconos y diagramas, y lenguajes analiticos, los
cuales se basan en el uso de simbolos. Seguidamente hemos considerado necesario
distinguir entre problemas/tareas visuales de las no visuales o analiticas; las primeras se
refieren a situaciones en las que intervienen objetos del mundo sensible (cuerpos fisicos,
relaciones espaciales y representaciones visuales); en las segundas intervienen
esencialmente entidades logicas, numéricas, analiticas. Estas distinciones se trasladan
también al resto de las entidades primarias (reglas y justificaciones).

Se ha evidenciado que una tarea visual se puede abordar con medios analiticos y
viceversa, una analitica se puede abordar con medios visuales. Es mas, en la realizacion de
una practica visual intervienen de hecho objetos no visuales, y en la realizacion de una
practica analitica pueden intervenir objetos visuales, particularmente diagramas. Esta es una
consecuencia de la aplicacion de la dualidad ostensivo - no ostensivo a los distintos tipos de
objetos matematicos primarios, la cual da cuenta de la dialéctica entre lo visual y analitico.
Para cualquier tipo de objeto matematico primario se ha postulado la presencia o

intervencion en su constitucion y funcionamiento de una faceta ostensiva (publica,
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perceptible, simbdlica o visual) y otra faceta no ostensiva (normativa, logica, ideal, mental)
las cuales interaccionan de manera sinérgica. Esto es asi por la asuncion del presupuesto
antropologico sobre la naturaleza de los objetos matematicos: tales objetos son entendidos
como las reglas (gramaticales) de uso de los lenguajes simbolicos o visuales mediante los
cuales se describen los mundos que la matematica modeliza.

Puesto que consideramos que el significado de un concepto matematico varia segun la
institucion en la cual interviene y los instrumentos semidticos disponibles en la misma,
hemos considerado necesario caracterizar el significado que, de la visualizacion de objetos
tridimensionales se presentan en las orientaciones curriculares y en los libros de texto
destinados a la ensefianza primaria. Esto formara el significado institucional local para
nuestro trabajo. Por ello, consideramos pertinente contemplar el siguiente objetivo

especifico:

Objetivo especifico OE3: Analizar el tratamiento dado a la visualizacion de objetos
tridimensionales en las orientaciones curriculares internacional, nacional y autonomica,

asi como en una muestra de libros de texto de primaria.

Puesto que nuestro estudio tiene lugar en un contexto educativo especifico, la
formacion de futuros maestros de primaria en la Universidad de Granada, hemos
considerado necesario realizar un estudio curricular de matematicas de educacion primaria
y libros de textos en los cuales se concretan dichos curriculos.

Para dar cumplimiento a este objetivo se analizaron las orientaciones curriculares tanto
de Espana y de la Comunidad Auténoma de Andalucia, como a nivel internacional, y se
realizd un andlisis de libros de texto.

De manera particular se resumieron los contenidos principales relacionados con la
visualizacién de objetos tridimensionales (VOT) en geometria espacial presentados en las
diferentes orientaciones curriculares y se compararon después con los contenidos y las
tareas sobre VOT presentadas en una muestra de libros de textos de educacion primaria.

Las orientaciones analizadas coinciden en afirmar la importancia del desarrollo de la
visualizacioén espacial en la vida cotidiana, puesto que permite una mejor comprension,

conocimiento, descripcion y analisis del mundo fisico. Sin embargo, mientras el tratamiento
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de la VOT en las orientaciones curriculares regional y nacional es muy general y toca solo
aspectos aislados del tema, sin especificar su importancia en el contexto, en los Estandares
para la Matematica Escolar del “National Council of Teacher of Mathematics” (NCTM,
2000) se concede a este topico mayor atencion, describiendo varios elementos de
visualizacién espacial a lo largo del curriculo en los diferentes niveles educativos. De
manera particular, en este documento se subraya la importancia del pasaje desde las figuras
bi- y tridimensionales a sus representaciones, y viceversa, proponiendo trabajar con
diferentes representaciones planas: desarrollos planos de los sélidos, vistas laterales y desde
arriba, secciones. Ademds de los procedimientos visuales necesarios para dibujar e
interpretar dichas representaciones planas se mencionan otros procedimientos que tienen
connotaciones visuales, tales como: imaginar, predecir, experimentar y comprobar los
resultados de determinadas transformaciones (rotaciones, cortes,...) sobre una figura,
representar relaciones y transformaciones, componer y descomponer en partes.

El andlisis conjunto de los curriculos internacionales, nacionales y de la comunidad
autobnoma, nos ha permitido destacar algunas interesantes sugerencias sobre la forma y los
medios para desarrollar determinadas facetas de la VOT en la ensefianza de la geometria
espacial, en particular en la interpretacion, comunicacion y analisis de informaciones
graficas. Hemos destacado algunos interesantes ejemplos de tareas visuales, lenguajes y
acciones visuales que cubren aspectos centrales del tema.

Por otra parte hemos sefialado que muchas de las recomendaciones y problematicas
detectadas en las investigaciones y en los curriculos, vienen tratadas solo marginalmente en
la mayoria de libros de texto analizados; en particular se observa que los aspectos sobre
VOT no se insertan de forma armodnica y homogénea en los apartados de geometria
espacial.

Para dicho andlisis se tomaron 26 libros de texto de educacion primaria, de las
editoriales de mas amplia difusion en la Comunidad Autéonoma de Andalucia, que incluyen
entre sus temas contenidos relativos a la geometria espacial y se centrd la atencidon
principalmente en dos aspectos: la descripcion y clasificacion de las tareas de geometria
espacial, prestando particular atencidon a las que involucran determinados aspectos de la
visualizacion espacial, y el analisis de los tipos de representaciones planas utilizadas.

En lo que se refiere a las tareas presentadas, se sefiala una preponderancia de tareas de
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reconocimiento, descripcion y clasificacion de los solidos, en las cuales se requiere
principalmente relacionar un conjunto de propiedades analiticas con el nombre del
respectivo solido. Ademas, las tareas sobre VOT, que se apoyan en acciones visuales y/o
involucran representaciones planas que requieren una reorganizacion de la informacién
grafica para visualizar el cuerpo que representan, son frecuentemente presentadas como
actividades recreativas, en el margen de alguna pagina, o al final de una leccién, y
probablemente consideradas como facultativas por la mayoria de los maestros.

Con respecto a las acciones visuales sugeridas en las directrices, destacamos que en los
libros de texto analizados se presentan escasas tareas de composiciones, descomposiciones
de objetos tridimensionales, y de rotaciones.

Hemos sefialado que los diferentes tipos de representaciones planas descritas en los
curriculos (desarrollos planos de los solidos, vistas laterales y desde arriba, secciones,
plegados) son frecuentemente utilizados con tareas repetitivas, en las cuales el proceso
visual pierde fuerza. En la gran mayoria de libros de texto no se describen dichas
representaciones, o solo se hace referencia a propiedades aisladas, principalmente de tipo
visual. En particular no se aprovecha la potencialidad dada para el estudio de las diferentes
representaciones planas, tanto a nivel de propiedades y funciones que desempefian, como
por lo que se refiere a las técnicas de dibujos. Muy escasas son las tareas de construccion y
de dibujo en perspectiva.

Aunque en los curriculos se destaca la importancia del trabajo manipulativo, sobre todo
en los primeros ciclos, en los libros de texto analizados son muy pocas las actividades que
requieren el uso de representaciones tridimensionales de las figuras. Se trabaja
principalmente con representaciones planas de los solidos, generalmente representados en
perspectiva caballera o isométrica.

También este andlisis nos ha permitido determinar la incidencia de determinados tipos
de tareas y representaciones planas en los diferentes libros de texto, por afio, editorial y
curso, permitiéndonos destacar los ejemplares y colecciones de libros de texto que mas
promueven el desarrollo de la VOT sugerido en los curriculos.

Este estudio nos ha aportado informacioén para la construccion del instrumento de
evaluacion de los conocimientos de los futuros maestros y la interpretacion de los

resultados de la aplicacion de dicho instrumento.
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En consecuencia, se examina el siguiente objetivo especifico:

Objetivo especifico OE4: Construir un instrumento para evaluar aspectos relevantes
del conocimiento comun, ampliado y especializado sobre visualizacion de objetos

tridimensionales.

En el analisis de las investigaciones previas relativas al tema, no hemos encontrado un
cuestionario comprensivo que evaluase adecuadamente los conocimientos de los profesores
de educacion primaria sobre visualizacion de objetos tridimensionales. En consecuencia se
decidio iniciar la construccion de un nuevo cuestionario teniendo en cuenta dos criterios en
la seleccion de las tareas:

- Segln los aspectos de los contenidos principales relacionados con la visualizacion de
objetos tridimensionales que nos interesa estudiar.
- Seguln los aspectos del conocimiento didactico-matematico que se quieren evaluar.

El proceso de construccion del cuestionario se recoge en el Capitulo 4.

Con el fin de identificar los contenidos principales relacionados con la visualizacion de
objetos tridimensionales, hemos analizado las tareas incluidas en las investigaciones sobre
el tema en el campo de la educacion matematica y de la psicologia. Los contenidos
principales emergentes de dicho analisis se compararon con los contenidos presentes en las
tareas presentadas en los libros de texto de educacion primaria y en las directrices
curriculares para la educacion primaria. Para el cuestionario piloto se seleccionaron cinco
tipos de tareas relacionadas con diferentes aspectos de la VOT: la coordinacion e
integracion de las vistas de objetos, la rotacion de un objeto en el espacio, el plegar y
desplegar desarrollos, la composicion y descomposicion en partes de un objeto
tridimensional y la generacion de solidos de revolucion.

Para seleccionar los aspectos del conocimiento que hemos querido evaluar nos hemos
apoyado en el modelo del conocimiento didactico-matematico del profesor basado en el
“enfoque ontosemiotico” y descrito en Godino (2009), que articula y desarrolla otros
modelos sobre los conocimientos del profesor de matemadticas (PCK, Shulman, 1986;
MKT, Hill et al., 2008). Este modelo tiene en cuenta las diferentes facetas implicadas en la

ensefanza y aprendizaje de contenidos especificos. Hemos decidido centrarnos en el
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analisis de los conocimientos relacionados con la faceta epistémica del tema y evaluar
aspectos especificos del conocimiento del contenido comun, ampliado y especializado.
Cada item del cuestionario se ha compuesto de diferentes sub-items, segun el aspecto del
conocimiento que pretende evaluar: para evaluar el conocimiento comun sobre VOT
hemos seleccionado tareas de libros de texto de primaria; para evaluar aspectos del
conocimiento ampliado se ha propuesto resolver una tarea relacionada con la primera pero
de un nivel mas alto, que involucra un conocimiento mas avanzado del contenido
especifico. Para evaluar el conocimiento especializado se seleccionaron tres aspectos
especificos, la justificacion de la resolucion de la tarea elemental, la identificacion de los
conocimientos matematicos principales que se han utilizado en la resolucion y la variacion
de la tarea, para que resulte mas facil/mas dificil de resolver para un nifio de primaria

Cada item del cuestionario ha sido analizado por medio de la “Guia para el
reconocimiento de objetos y procesos”’, lo que ha permitido identificar los diferentes
objetos y procesos involucrados en las tareas, y elaborar una primera tabla con los
contenidos asociados a cada sub-item.
Esta primera version del cuestionario fue probada con 6 estudiantes de primer curso de la
Facultad de Educacion de la Universidad de Granada. El andlisis cualitativo de las
respuestas de los alumnos del grupo piloto nos ha permitido hacer una seleccion y cambios
de las tareas y elaborar un segundo cuestionario que fue evaluado por un grupo de expertos.
Las observaciones y sugerencias de los expertos nos han llevado a la version final del
cuestionario, cuyos items han sido nuevamente analizados, en términos de funciones
semioticas analitico-visuales, permitiéndonos identificar potenciales errores y dificultades

en las respuestas de los estudiantes (formulados en términos de hipotesis).

3. CONCLUSIONES SOBRE LAS HIPOTESIS

A continuacion se discuten las conclusiones obtenidas respecto las hipotesis iniciales
de la investigacion, formuladas en el capitulo 2, y las hipotesis emergentes del anélisis del

cuestionario, enunciadas en el capitulo 4.

Hipdtesis 1. Los futuros maestros, después de estudiar el tema de ‘“‘geometria para
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maestros”, presentan dificultades para resolver tareas sobre visualizacion de objetos

tridimensionales que involucran tanto conocimiento comun como ampliado.

Los estudiantes del segundo curso de la especialidad de Educacion Primaria tienen los
conocimientos previos de geometria espacial relativos a sus formaciones basicas y los que
profundizaron durante el afio anterior en el estudio del bloque tematico de geometria para
maestros. Estos conocimientos no resultaron suficientes para resolver con éxito la mayoria
de las tareas propuestas en los apartados a y ¢ de los diferentes items.

En particular, el conocimiento comun sobre visualizacién de objetos tridimensionales
de los futuros profesores evaluados no es el esperado: el 40% de los alumnos no contesta de
forma 6ptima (8 sobre 10) a las tareas tomadas de libros de textos de primaria sobre los
diferentes aspectos del tema. Solo dos tareas fueron resueltas por los alumnos de forma
satisfactoria (la y 5a); sin embargo, en las dos respectivas tareas sobre el conocimiento
ampliado los alumnos manifestaron diferentes dificultades.

Observamos que, aunque las tareas relacionadas al conocimiento comun del contenido
tienen en general un grado de dificultad bajo o muy bajo, resultan interesantes como tareas
base para el posterior andlisis de la justificacion, los conocimientos involucrados y la
planificacion de variaciones que aumenten/reduzcan su grado de dificultad.

La discusion de las siguientes hipotesis, formuladas especificamente para cada uno de
los sub-items a), nos permite confirmar la efectiva facilidad de resolver los sub-items 1a) y

5a) y describir las dificultades principales encontradas en cada una de las demas tareas.

Hipotesis Hla: Se supone que los estudiantes resuelvan de forma optima el sub- item
la) puesto que los conocimientos involucrados en su resolucion son elementales, y el

cardcter de la tarea es fuertemente empirico.

Esta hipotesis es corroborada por el porcentaje de aciertos (94%): el conocimiento
comin que tienen los alumnos para resolver dicha tarea elemental propia de GI es
satisfactorio. Los resultados permiten afirmar que los alumnos saben cambiar mentalmente
de posicion frente a una situacion cotidiana representada en perspectiva, interpretando

correctamente las relaciones espaciales (posiciones relativas) de los objetos

404



Capitulo 6 Sintesis y conclusiones

tridimensionales desde diferentes puntos de vista.

Los diferentes objetos visuales que aparecen en el enunciado y en el proceso de
resolucion de la tarea, posicion, punto de vista, direccion de mirada, fotografia, derecha,
izquierda, delante, detras, son familiares para los alumnos. No se presentaron conflictos

entre expresion y contenido.

Hipoétesis H2a: Dada la dificil materializacion del procedimiento de coordinar e
integrar vistas ortogonales, se prevé que los alumnos tengan dificultades para resolver el

sub-item 2a.

La hipdtesis ha sido confirmada con el andlisis de las respuestas de los alumnos:
aunque la tarea proviene de un libro de texto de educacion primaria, solo el 66% de los
alumnos consiguen resolverla de forma correcta, dando una buena representacion plana del
objeto tridimensional.

Ademas, en el analisis de las justificaciones dadas a dichas soluciones, emerge que el
23% de los alumnos interpretd las vistas del objeto dadas en el enunciado, como si fueran
las caras del objeto, la mayoria considerando que la planta es la base del objeto (y asi la
nombraron), mientras que los alzados son las caras laterales del objeto, también nombradas

como paredes. Ejemplo (figura 6.1):

ue hollon enta Qbfg\)u\ he S‘la‘f‘d“‘ Gy Tudi caoues Gue Se da: epreld
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Figura 6.1: Justificacion de la tarea interpretada de forma incorrecta

Aunque estas justificaciones se refieren a soluciones correctas del item a), su andlisis
nos ha permitido destacar errores conceptuales importantes, que habrian pasado
desapercibidos con el solo andlisis de la solucién al item a), y que podrian dar lugar a

errores en otras tareas similares que involucran el concepto de vista.
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Dicha interpretacion del enunciado confiere a la tarea un cardcter aun mas empirico,
puesto que trabaja con conceptos, las caras del objeto, que se pueden materializar con mas
facilidad que “las vistas™.

También se observaron errores en la terminologia de elementos geométricos: algunos
alumnos utilizaron el término “lados” para referirse a “caras” del objeto y el término
“altura” para referirse a las “caras laterales”. Analogamente, Gorgori6 (1998), trabajando
con alumnos de escuela secundaria, refiere el uso de palabras que corresponden a la
geometria bidimensional para referirse a partes de objetos tridimensionales.

Por otra parte las respuestas parcialmente correctas (21%) e incorrectas (11%), se
caracterizaron principalmente por dificultades técnicas y conceptuales relacionadas con la
representacion de objetos tridimensionales en el plano.

Las respuestas parcialmente correctas presentaron dibujos muy imprecisos del objeto
(correcto), y generalmente se relacionan con una correcta visualizacion del objeto asociada

a una incapacidad de representarlo de forma adecuada (ejemplo en figura 6.2).

o~
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Figura 6.2: Ejemplo de respuesta parcialmente correcta del sub-item 2a.

En lo que se refiere a las respuestas incorrectas, se asociaron a la incapacidad de
coordinar e integrar las vistas dadas en un Unico objeto y/o a grandes dificultades para

dibujarlo (ejemplo en figura 6.3).

Figura 6.3: Ejemplos de tres respuestas incorrectas del sub-item 2a

Hipotesis H3a: Apoyandonos en los resultados de investigaciones previas prevemos

que la mayoria de los estudiantes resuelvan el sub-item 3a, apoydndose a la simulacion
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mental del procedimiento visual de plegar fisicamente un papel de cartulina, y entonces
puedan:

- reconocer facilmente los desarrollos B, F'y G, cuyas estructuras prototipica (constan
de una “superficie lateral” y “dos bases”) permiten facilmente su reconstruccion visual;

- tener dificultades en reconocer el desarrollo D, puesto se necesita un tratamiento
visual mds complejo, que requiere la coordinacion de diferentes transformaciones para

reconstruir el objeto.

Entre los sub-items relacionados con el conocimiento comun del contenido, este sub-
item resultd el mas dificil de resolver. Es relativo al contenido “plegar y desplegar
desarrollos”, y se pide identificar los desarrollos correspondientes a un cubo: solo el 30%
de los estudiantes contestd de forma correcta a la pregunta.

La hipétesis H3a es corroborada, ya que:

- los hexaminds B, F y G han sido identificados como desarrollos por casi el 70% de los
alumnos;

- el desarrollo D, 3-3, fue de mas dificil reconocimiento: el 65% de los alumnos no lo
reconocieron como posible desarrollo de un cubo.

Dichos resultados concuerdan con otros estudios (Fishbein, 1993; Mariotti, 1997,

Mesquita, 1992).

Hipotesis H4a: Dada la fuerte componente empirica de la tarea, prevemos que algunos
alumnos intenten resolverla unicamente apoyandose en cortes longitudinales, que
materializan el procedimiento usual de cortar objetos cotidianos cilindricos (tartas,

quesos, ...).

En el andlisis de las respuestas al sub-item 4a), relativo a la “composicion y
descomposicion en partes de un objeto tridimensional”, se ha destacado que el 18% de los
estudiantes indicaron intentos de cortar inicamente la cara superior del cilindro (figura 6.4),

lo que confirma nuestra hipotesis.
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Figura 6.4: Ejemplo de una respuesta incorrecta del sub-item 4a, relativa a los intentos de cortar

unicamente la cara superior del cilindro

Otra dificultad encontrada fue relativa a errores en la interpretacion de la
representacion plana del objeto, que considera el dibujo como un objeto geométrico
bidimensional sin ponerlo en relacion con el objeto tridimensional que representa (el

alumno “corta la representacion” y no el objeto que representa, ejemplo en la figura 6.5).

Figura 6.5: Dos ejemplos del error “corte de la representacion” en la solucion del sub-item 4a.

Dichos errores pueden estar relacionadas con “dificultades de comprender la naturaleza
de los objetos tridimensionales representados en dos dimensiones”, dificultades ya
sefialadas por otros autores en estudiantes de escuela secundaria (Parzysz, 1991; Pittalis,

Mousoulides y Christou, 2009).

Hipétesis H5a: Dada la familiaridad con los objetos involucrados en la tarea a) y su
facil tratamiento visual, se prevé que los estudiantes resuelvan de forma optima el sub-

item Sa.

La forma de la figura plana, el tamafio de las partes que la componen y la posicion del
eje de revolucion, permiten asociarla a un determinado cuerpo de revolucion con facilidad.
La presencia del eje en la representacion del solido en perspectiva facilita la asociacion. De
hecho, aun no conociendo el significado de cuerpo de revolucidon, un alumno puede asociar
correctamente las representaciones fijandose inicamente en las secciones longitudinales de

los s6lidos que contienen el eje de rotacion. Siendo tridngulos y rectangulos de diferentes
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proporciones, dicha correspondencia no resulta dificil.

Estas ultimas observaciones nos han permitido anticipar los buenos resultados en las
respuestas de los alumnos. De hecho, el 94% de los estudiantes contestaron de forma
correcta.

En el estudio de los resultados de estos sub-items a) se complementa con el analisis de
sus justificaciones (sub-item a’), que nos ha permitido en muchos casos interpretar algunos

de los errores manifestados por los alumnos.

En lo que se refiere al conocimiento ampliado del contenido, se observan considerables
dificultades relacionadas con el conocimiento ampliado sobre los contenidos “coordinar e
integrar vistas de objetos” y “generar cuerpos de revolucion”. De manera particular los
estudiantes no estan capacitados para la resolucion de una tarea que requiere reflexionar
sobre la pluralidad de objetos que pueden corresponder a tres vistas ortogonales
determinadas y de una tarea que requiere generar un cuerpo de revolucion en el cual el eje
de rotacion es externo a la figura plana que lo engendra. Observamos que dichos contenidos
especificos no estan contemplados en los libros de texto de primaria. Los ejercicios
relacionados con el contenido “coordinar e integrar vistas de objetos” que proponen los
libros de texto piden dibujar o identificar e/ objeto correspondiente a tres vistas ortogonales,
lo que excluye la reflexién sobre una posible pluralidad de objetos. En las representaciones
de la generacion de los cuerpos de revolucion en los libros de texto se dibujan las figuras
planas pegadas a barras que giran, lo que involucra la “idea” de que el eje, girando,
“permita” la rotacion de la figura plana; procedimiento que no se puede generalizar para el
caso de eje externo a la figura.

Puesto que los respectivos sub-items (2a y 5a) relacionados con el conocimiento comtn
de dichos contenidos han sido resueltos de forma correcta (o parcialmente correcta), seria
interesante analizar si los conocimientos adquiridos por los estudiantes a lo largo de su
escolaridad sobre estos temas puedan resultar conflictivos en el momento de resolver tareas

que involucran conocimientos mas avanzados.
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Hipotesis Hlc: Se preve que en el sub-item Ic, parte de los alumnos pueda no asociar
de forma espontanea el concepto de vista con el de proyeccion ortogonal, y entonces dar

representaciones de la vista desde atrds con otras técnicas de dibujo.

Aunque el 51% de los alumnos dibujaron la vista correctamente, interpretando el

término “‘vista” como proyeccion ortogonal del objeto en el plano correspondiente, el
término “vista” presente en el enunciado ha generado en el 14% de alumnos conflictos
semiodticos, entre expresion y contenido. Estos se refieren a los diferentes significados que
se pueden atribuir al termino “vista” y que pueden estar condicionados por la interpretacion
de la representacion del edificio dada en la tarea y de los términos “angulo frente-derecha”
“FRENTE” y “DERECHA” presentes en el enunciado. Estos alumnos intentaron dibujar el
edificio