TEMA 3

Conjuntos ordenados. Reticulos y algebras de Boole

Ejercicio 1. Dibuja el diagrama de Hasse de (D(20), |).
1. Dado B = {4, 10, 2}, encuentra sus elementos notables.
2. Encuentra los elementos minimales de B = D(20) \ {1} (D(20) —{1}).

Ejercicio 2. Dibuja el diagrama de Hasse de P({a, b, ¢, d}). Encuentra los elementos minimales y max-
imales de P({a, b, c,d}) \ {0,{a,b,c,d}}.

Ejercicio 3. Consideramos en N la siguiente relacion binaria: a <iex b si y s6lo si a < b. Supuesto
definido <1ex en N™ 1 definimos <1ex en N™ de la siguiente forma: (ay, ..., an) <tex (b1,...,bn) si
ysblosiay; <bjo(a; =byy(az...,an) Stex (b2,...,bn)).

1. Demuestra que paratodon € N, (N™, <., ) es un conjunto ordenado. A dicho orden se le denom-
ina orden lexicografico.

2. Demuestra que si (ag,...,an) < (by,...,bn) (con el orden producto en N™), entonces también
(a1,...,an) Stex (b1,...,bn).

3. Demuestra que =14 €s un orden total.

Ejercicio 4. Se define la relacién binaria <{geq en N™ de la siguiente forma: (ay,...,an) =tdeg
(by,...,bn)siysélosi (aj+ - 4+an < by+---4+bpo(aj+--+an =by+---+bny
((11,...,0.n) lex (bb---abn))-

1. Demuestra que para todo n € N, (N™, <;4qeq) €s un conjunto ordenado. A dicho orden se le
denomina orden de grado total lexicogréfico.

2. Demuestra que si (ag,...,an) < (by,...,bn) (con el orden producto en N™), entonces también
(a1,..., an) Ztdeg (b1,...,bn).

3. Demuestra que <geg €s un orden total.

Ejercicio 5. Sea ) # X un conjunto y f : X — N una aplicacién de conjuntos. Definimos en X la
siguiente relacién binaria x <y siy sélo si f(x7) < f(x2).

1. (Qué propiedad debe verificar f para que <y sea una relacion de orden?

2. En el caso particular de X = N™ y si py, ..., pn son los n primeros primos, demuestra que para la
funcién
a 413
f(a]>-'~)an) :p1] Xowee pr'll )

<t es un orden total.

Ejercicio 6. Sea (A, <) un conjunto ordenado y finito. Demuestra que si < es un orden total, entonces
(A, <) es un conjunto bien ordenado.



2 Matematica Discreta

Ejercicio 7. Haciendo uso del Lema de Dickson, demuestra que (N™, <1y} y (N™, <¢qeg) son conjuntos
bien ordenados.

Ejercicio 8. Demuestra que un reticulo es un conjunto totalmente ordenado si y sélo si todos sus sub-
conjuntos son subreticulos

Ejercicio 9. Sea f : X — Y una aplicacién. Demuestra que el conjunto
{f«(S) IS X} C P(Y)
es un subreticulo.

Ejercicio 10. Demuestra que en un reticulo distributivo (L, V, /\) se verifica
(xAY)ViyAz)VizAx)=xVy AyVz)A(zVx),

pero que esta igualdad no es cierta en el reticulo de la figura 1

Figura 1:

Ejercicio 11. Sea f : L — L’ un homomorfismo de reticulos sobreyectivo. Demuestra que si L es un
dlgebra de Boole entonces L’ también lo es.

Ejercicio 12. Sea (B3, +, ) un dlgebra de Boole y sean a,b € B. Demuestra que las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(a) ab =0,

(b) a+b=,

() a+b=1,

(d) ab =a.

Ejercicio 13. Determina una expresion booleana cuya funcién booleana se corresponda con los circuitos
conmutadores que aparecen en las figuras 2, 3, 4

Ejercicio 14. Construye un circuito conmutados asociado a cada una de las funciones booleanas repre-
sentadas por las expresiones

(@ (AVB)V(AA(BVAVB),

b)) (AVB)ACA(AVBVC(),

() AABAC)V(AAB)V(AABAQ).

Ejercicio 15. Simplifica los circuitos conmutadores de las figuras 5 y 6.
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Figura 6:
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Ejercicio 16. Calcula la forma normal canénica disyuntiva (es decir, suma de minterms) y simplifica las
funciones booleanas dadas por las tablas

x|ylz|fl|g
0/0(0] 0|0
0j0j1]1]0
0110111
Oj1|1]1]|1
1{0]0|0]1
10111
1[110]0]1
1{1]10]1

Ejercicio 17. Demuestra que todo conjunto totalmente ordenado es un reticulo distributivo.
Ejercicio 18. Calcula la forma normal canénica disyuntiva de la aplicacién f(x,y,z) = (x Ty) V z.
Ejercicio 19. ;Cuéantos 4tomos tiene un dlgebra de Boole con 32 elementos?

Ejercicio 20. Expresa, utilizando sélo la funcién |, la aplicacion f(x,y,z) = (x V z) Ay.

Ejercicio 21. Sea L un reticulo complementado. Prueba que si L tiene tres o mas elementos, entonces L
no es totalmente ordenado.

Ejercicio 22. Demuestra que el producto cartesiano de reticulos distributivos es un reticulo distributivo.
Demuestra que el producto cartesiano de dlgebras de Boole es un dlgebra de Boole.

Ejercicio 23. Si para un dlgebra de Boole finita B conocemos el conjunto M de todos sus atomos,
asi como la expresion de un elemento x de B como supremo de dtomos, ;cémo podriamos obtener la
expresion de X como supremo de dtomos? Razona la respuesta.

Ejercicio 24. Un comité formado por tres personas toma decisiones mediante votacién por mayoria.
Cada miembro del comité puede "votar SI" pulsando un botdn. Disefar una red l6gica mediante la cual
se encienda una luz cuando y s6lo cuando haya una mayoria de "votos SI".

Ejercicio 25. Sea I el conjunto de los nimeros reales que pertenecen al intervalo cerrado [0, 1]. Para
todo a,b € I definimos a Vb = max{a,b}, a Ab = min{a,b}ya = 1— a (Es I respecto de estas
operaciones un dlgebra de Boole? Razona la respuesta.

Ejercicio 26. Se conocen los siguientes hechos sobre cuatro personas A, B, Cy D.

(a) Si A ve una pelicula entonces B también la ve.
(b) Cy D no ven la misma pelicula juntos.
(c) By C o bien ven la misma pelicula juntos o no la ve ninguno de los dos.

(d) Si A no ve una pelicula entonces B y C la ven.

(Quién estd viendo la pelicula?
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