Capitulo 1

Niimeros naturales y niimeros enteros

Empezamos aqui a estudiar los niimeros naturales. Todos sabemos que al hablar de los niimeros
naturales nos estamos refiriendo a los ndmeros 0,1,2,---. Sin embargo, para un estudio de algunas
propiedades de los niimeros naturales esta definicion de ntmeros naturales es totalmente insuficiente.
Necesitamos fijar una base como punto de arranque, a partir de la cual iremos desarrollando la teoria.

La primera cuestién que nos planteamos es donde situar el punto de partida. Las posibilidades son
varias. Por ejemplo, podemos empezar postulando la existencia de un conjunto (los nimeros naturales)
que satisface una serie de axiomas (los axiomas de Peano). A partir de estos axiomas podemos definir las
operaciones bésicas que todos conocemos (suma y producto) y el orden.

También es posible situar el punto de arranque en la teoria de conjuntos, y en el marco de esta teoria
construir un conjunto (N) del cual se demuestra que satisface los axiomas de Peano. En este caso, los
axiomas de Peano son una consecuencia de la construcciéon hecha de N, mientras que en el caso anterior
estos axiomas constituyen el principio de la teorfa. Una vez demostrados los axioms de Peano, se enlazacon
el caso anterior.

Estos planteamientos, sin embargo, no nos interesan en este momento. Nosotros supondremos que
tenemos un conjunto, representado por N, cuyos elementos son los ntimeros naturales, y que en este
conjunto tenemos definidas dos operaciones (suma y producto), de las que conocemos sus propiedades
bésicas. Tenemos definido también un orden de los niimeros naturales, y sabemos que los ntimeros natu-
rales satisfacen el axioma de induccién. En la secciéon siguiente recordaremos todas estas propiedades y
axiomas.

También supondremos la existencia de los ntimeros enteros (Z), los nimeros racionales (Q), los nimeros
reales (R) y los nameros complejos (C) con su estructura algebraica y de orden (salvo en C).

1.1. Principio de induccién y recurrencia

Como hemos dicho, comenzamos suponiendo que tenemos un conjunto N. Los elementos de este
conjunto se llaman nidmeros naturales.

Dados dos ntimeros naturales, m y n, hay definidos dos nuevos ntimeros naturales, llamados respecti-
vamente suma y producto de m y n, y representados mediante m +n y m-n (o simplemente mn). Estas
operaciones satisfacen las siguientes propiedades:

i) Para cualesquiera m,n,p € N, (m +n) 4+ p=m+ (n+ p) (es decir, la suma es asociativa).
ii) Para cualesquiera m,n € N, m +n = n + m (es decir, la suma es conmutativa).

iii) Existe en N un elemento, representado por 0 tal que para cada m € N se tiene que m +0 = m
(existencia de elemento neutro para la suma).

iv) Si m +mn = m + p entonces n = p (Propiedad cancelativa).
v) Para cualesquiera m,n,p € N, (m-n)-p=m- (n-p) (es decir, el producto es asociativo).

vi) Para cualesquiera m,n € N, m -n = n - m (es decir, el producto es conmutativo).
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vii) Existe en N un elemento, representado por 1 tal que para cada m € N se tiene que m -1 = m
(existencia de elemento neutro para el producto).

vili) Sim-n=m-p y m # 0 entonces n = p.

ix) Para cualesquiera m,n,p € N, m-(n+p) = m-n+m-p (la suma es distributiva respecto al
producto).

También en N hay definida una relaciéon como sigue:
m<mn siexiste peN talquem+p=n

que satisface las siguientes propiedades:

x) m < m para todo m € N.

xi) Sim <nyn <m entonces m = n.

xii) Sim < ny n < p entonces m < p,

xiii) Para cualesquiera m,n € N, m <n 6 n <m.

xiv) m < n implica que m + p < n + p para todo p € N.

xv) m+p < n+ p implica que m < n.

xvi) m < n implica que m -p < n - p.

xvil) Sim-p<mn-py p#0 entonces m < n.

Todo lo dicho anteriormente es igualmente valido para otros conjuntos, como Q, R™, los multiplos
positivos de %, etc. Lo que distingue a N de estos conjuntos es el Principio de induccion.

Principio de induccién:
Si A es un subconjunto de N tal que:
0ecAd

Sine€ Aentoncesn+1¢€ A
Entonces A = N.

Este principio es la base de muchas demostraciones en las que intervienen los ntimeros naturales.
Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.1.1. Vamos a demostrar que para todo n € N se verifica que

2042t 4o =2t g

Para esto, consideramos el conjunto A cuyos elementos son los niumeros naturales para los que se
verifica la propiedad anterior, es decir,

A={neN:20+...4 2" =2t 1}
Claramente se tiene que 0 € A, pues 20 = 20+1 — 1,
Supongamos ahora que n € A, y veamos que n+1 € A, es decir, supongamos que 20 +2 4 ... 42" =
2"+t _ 1 y comprobemos que 20 4+ 21 4 ... 427 fontl —ont2
20+21++2n+2n+1 :(20+21++2n)+2n+1 :2n+1_1+2n+1 :2.2n+1_1:2n+2_1

Por el principio de induccion se tiene que A = N, es decir, la propiedad es cierta para todo n € N.
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Una demostracién basada en el principio de induccién es lo que se conoce como una demostraciéon por
induccion.
Si queremos demostrar por induccion que P(n) es cierto para todo n € N (donde P(n) es una propiedad
que hace referencia a n), hemos de realizar dos pasos:
- Paso 1: Demostramos que P(0) es cierto.
- Paso 2: Demostramos que si P(n) es cierto, entonces también es cierto P(n + 1).
La suposicion de que P(n) es cierto es lo que se conoce como Hipdtesis de induccion.

Si quisiéramos demostrar que P(n) es cierto para todo n > k, el primer paso debera ser demostrar
que P(k) es cierto, mientras que el segundo no variaria.

Ejemplo 1.1.2. Demuestra que para todo n > 1 se verifica que

n(n+1)

L2+ 4n=——

Hacemos esto por induccion:

n Paso 1: Para n =1 el resultado es trivialmente cierto.

= Paso 2: La hipdtesis de induccion es que 1 +2+---+n = 7"(";1). A partir de ella hemos de probar
que 1 4+2+ -4 n+ (n+1) = Nt
n(n+1 n(n+1 2(n+1 n+1)(n+2
(1+2+~~+n)+n+1:7( 5 )+n+1: (2 )+ (2 ):( )2( )

El principio de induccién nos dice que si A es un subconjunto de N que satisface las dos siguientes
propiedades:

= 0 A
sneA=n+1lcA
Entonces A = N. Este axioma puede leerse de la forma siguiente:

Si A es un subconjunto de N que es distinto de N, entonces, o 0 € A, o existe n € N tal que
neAyn+1¢A.

Esta formulacion del principio de induccion (equivalente a la vista anteriormente) nos permite de-
mostrar una propiedad importante de los niimeros naturales.

Teorema 1.1.1. [Principio de buena ordenacion] Sea A un subconjunto de N distinto del conjunto vacio.
Entonces A tiene minimo.

Se dice que m es el minimo de A si m € Ay m <n para todo n € A.
Demostracion: Sea B el conjunto de las cotas inferiores de A, es decir
B={meN:m<n paratodon € A}

Claramente B #N (puessim € A, m+ 1 ¢ B).

También es cierto que 0 € B (;por qué?).

Por tanto, debe existir m e Ntalquem e Bym+1¢ B

Por pertenecer m a B se tiene que m < n para todo n € A. Queda entonces comprobar que m € A.

Ahora bien, supongamos que m ¢ A, entonces, para cualquier n € A se tiene que m < n (pues m € B)
y que m # n (pues m € A), luego m + 1 < n para todo n € A. Por tanto, tendriamos que m + 1 € B, lo
cual no es posible.

Deducimos por tanto que m € A, como queriamos. B

Hasta ahora hemos usado el principio de induccién para demostrar propiedades referentes a los
nimeros naturales. Veamos ahora como definir funciones con dominio en N.

Jesuis Garcia Miranda
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Definicion 1. Sea X un conjunto. Una sucesion en X es una aplicacion x : N — X.

Siz: N — X es una sucesion, denotaremos normalmente al elemento z(n) como .

A la hora de definir una sucesion en X, podemos optar, bien por definir explicitamente el valor de
x, para todo n € N, o bien, definir el valor de zq, y a partir de z,, definir lo que vale x,, 1. El principio
de induccion nos asegura que de esta forma se define una funcion z : N — X (aunque formalizar esto es
bastante engorroso, la idea consiste en considerar A el subconjunto de los ntimeros naturales n para los
que x,, esta definido. Claramente, 0 € A y sin € A entonces n+ 1 € A, luego A = N).

Esta forma de definir sucesiones se llama recursiva, pues para obtener el valor de x, necesitamos el
valor de x,,_1, que a su vez necesita el valor de x,_s, y asi, hasta xy. Es decir, la sucesiéon recurre a la
propia sucesion para obtener un valor determinado.

Ejemplo 1.1.3.
1. Dado a € R*, definimos la sucesion x, como sique:

33‘0:1

Tpyl = A Ty
Es fdcil comprobar que x, = a™.

2. Definimos la sucesion ¢, = 2"+ — 1. En este caso hemos dado explicitamente x,, para cada n € N.

Definimos ahora y, como sigue:

yo =1
Ynil = Yn + 2n+1

Que ha sido definida de forma recursiva.

En el ejemplo 1.1.1 se ha comprobado que x, =y, para todo n € N.
3. La sucesion x, =14+ 2+ ---+ n puede ser definida recursivamente como:
r1 =1 Tntl1 =Tp+n+1

También se podria comenzar con xg = 0.

En el ejemplo 1.1.2 se comprueba que x,, = w
4. Podemos definir n! de forma recursiva:
a) 0l=1
b) (n+1D)!'=(Mn+1)-n!
5. Sea m € N. Definimos la sucesion:
9 =0 Tpyl = Ty +M

Es facil comprobar que x, = m - n (hdgase). Vemos entonces como definir el producto de nimeros
naturales a partir de las suma.

Consideremos ahora la sucesion dada por

f0:1 f1:1 fn:fn71+fn72

Es facil calcular los primeros términos de esta sucesion:

fo=141=2; f3=142=3; f4=243=5; fs=3+5=38
y asi sucesivamente. Parece claro que esta bien definido el valor de f,, para cualquier n € N. Sin embargo,
esta definicion no se ajusta al método de recurrencia dado anteriormente (pues en este caso, para calcular
un término es necesario recurrir a los dos términos anteriores, mientras que en el método dado anteri-
ormente, inicamente necesitamos conocer el término anterior). Para subsanar este problema, veamos un
nuevo principio de induccion.
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Teorema 1.1.2. [Sequndo principio de induccion]
Sea A un subconjunto de N. Supongamos que se verifica:

1. 0€A
2. Para cualquier n, {0,1---n—1} CA=nec A
Entonces A = N.

Formalmente, la primera condiciéon no es necesaria, pues para n = 0 la segunda condiciéon afirma
) C A= 0 € A, y puesto que la primera parte es siempre cierta () C A), la condiciéon 2 implica que
0 € A. Sin embargo, en la practica suele ser necesario comprobar que 0 € A.

Notemos también que si la condiciéon 1 se cambia por una de la forma 0,1,--- |k € A, la tesis del
teorema sigue siendo cierta.

Demostracion: Supongamos que A # N. Entonces el conjunto B = N\ A es distinto del conjunto
vacio. Por tanto, por el principio de buena ordenacién tenemos que B tiene un minimo. Sea este ng. Esto
implica que {0,1,--- ,n9g—1} C A (pues ninguno de sus elementos pertenece a B), luego por la condicion
2 tenemos que ng € A, lo que es imposible, pues ng € B. Deducimos entonces que A =N B

Este segundo principio puede usarse, tanto para definir sucesiones como para probar propiedades de
los niimeros naturales.

Ejemplo 1.1.4. Sea x, la sucesion definida mediante

n
To=1 Tp+1 = E Tk,
k=0

Calculemos una formula general para x,,. Para esto, hallemos los primeros términos:

o =1, 21 =20 =120 =x9g+21 =141 =2, 23 =14+14+2;,24=1+14+2+4 =8;
r5=1+1+2+4+8=16.

Parece ser que x,, responde a la expresion

- 1 st n=0
T 2l g o p>1

Comprobémosla por induccion, utilizando el seqgundo principio

Paso 1: El resultado es cierto paran =0 yn = 1.

Paso 2: La hipotesis de induccion es

=1 x,=1 - x,=2""1!

A partir de esto tenemos que Tp11 = 1+1+2+--+2" 1 =14 (142427 ) =142 -1 =27,
COMO QUETiamos.

En esta demostracion se ha sustituido (1 + 2+ ---+2"71) por 2" — 1, algo que podemos hacer como
vimos en el ejemplo 1.1.1

Podemos comprobar que realizar esta demostracion usando el primer principio de induccion no es
posible. Nuestra hipdtesis de induccion seria que x, = 2”1, y a partir de ella, tendriamos que demostrar
que Tpi1 = 2". Sin embargo, lo inico que podemos hacer es

Tpp1 =To+T1+  + Ty +Tp =To+ 214+ Tpog + 277

y puesto que nuestra hipdtesis no nos dice nada del valor de x,_1, Tp_2, etc., no podemos demostrar
concluir que T,41 = 2".

Jestis Garcia Miranda
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1.2. Representacion de niimeros naturales. Sistemas de numeraciéon

Comenzamos esta seccion con un resultado de todos conocidos.

Teorema 1.2.1. [Algoritmo de la division] Sean a,b € N, con b # 0. Entonces existen unicos elementos
c,r € N tales que:
a=bc+ryr<b.

Obviamente, lo tinico que estamos haciendo es la divisién usual de a entre b.
Los ntimeros ¢ y r se llaman respectivamente cociente y resto de la divisién de a entre b.

Demostracion: Sea b # 0. Demostremos, en primer lugar, la existencia de ¢ y r para cualquier a € N.
Esta demostracion la haremos usando el primer principio de induccién.

Para a = 0 el resultado es cierto. Basta tomar ¢ =r = 0.

Supongamos que a = b¢’ + 1/ con r’ < b. Entonces a +1 = bc’ 4+ (r' +1). Dado que 7’ < b se tiene que
" +1 < b. Pueden ocurrir dos cosas:

a) r+ 1 < b. Entonces tomamos c=¢ yr=1r"+1,yse tienequea+1=bc+ryr <b.
b) r 4+ 1 =b. Tomamos ¢ = ¢ + 1 y r = 0. Claramente, a + 1 =bc+r y r < b.

Para ver la unicidad razonamos como sigue:

Supongamos que a = bc +r = bc’ + 1’ con r, 7’ < b. Entonces:

-Sir =17, bc=0bc y al ser b # 0 deducimos que ¢ = ¢'.

- Si r # 7’ podemos suponer 7 < r’, de donde se deduce que 0 < 1’ —r < b de donde 0 < 7/ —r =
b(c — ') < b, y esto tltimo no es posible, ya que b(c — ¢’) > b, ya que al ser ¢ — ¢’ # 0 se tiene que
c—cd>1). N

Definicion 2. Sean a,b € N. Se definen los nimeros naturales a mod b y a div b como los inicos nimeros
naturales que satisfacen que

a=1"b-(a divb)+ (a mdad b); a mod b <b

Es decir, a mod b es el resto que resulta de dividir a entre by a div b es el cociente de dividir a entre

Ejemplo 1.2.1. Se tiene que 13 méd 3 =1 y 13 div3 =4, pues 13 =3 -4+ 1.

Sabemos que el conjunto de los nimeros naturales es infinito. Sin embargo, para representar un nimero
natural, empleamos tnicamente los simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9. Con estos simbolos, llamados
digitos, combinados de manera adecuada podemos representar todos los nimeros naturales. Los nameros
0 y 1 representan los elementos neutros para la suma y el producto. El resto de los niimeros, representados
por estos digitos pueden obtenerse facilmente mediante 2 =1+ 1, 3 = 2 4 1, y asi sucesivamente hasta
9 = 8 + 1. El ndmero siguiente, es decir 9 + 1 es representado, como todos sabemos como 10.

En una representacién de un ntmero natural, el valor de cada uno de estos digitos depende de la
posicion que ocupe. Asi, en el nimero 1343 no representa lo mismo el digito 3 situado a la derecha que
el digito 3 situado entre los digitos 1 y 4. Analizando algo mas el valor de cada uno de los digitos, vemos
que el valor del 1 que se encuentra a la izquierda es 103, el valor del 3 que se encuentra inmediatamente
a la derecha es 3 - 102, el valor del 4 es 4 - 10, mientras que el valor del 3 situado a la derecha es 3.
El ntimero representado mediante 1343 es entonces la suma de todos estos resultados, es decir, 1343 =
103 +3-10* +4-10+ 3.

El origen de la elecciéon de 10 como base de la representacion de los nimeros naturales parece ser que
se encuentra en el nimero de dedos que tenemos en las manos. Nos planteamos ahora qué ocurriria si
en lugar de elegir como base a 10 eligieramos cualquier otro nimero b. La respuesta viene en el siguiente
teorema.

Teorema 1.2.2. Sean a,b € N con a # 0 y b > 2. Entonces existen unicos m € N y ag,a1 -+ ,a,, € N
tales que:
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= a, #0.
m

s a= > apb® = an,b™+ - +ab+ag
k=0

ma; <b.

Demostracion: Haremos la demostracion de existencia por induccion en a, usando el segundo principio
de induccién. La unicidad se deja como ejercicio.

El paso inicial consiste en este caso en probarlo para a = 1,2,--- ,b — 1. En estos casos basta tomar
m=0y ay = a.

Sea ahora a € N, con a > b. La hipotesis de induccion nos garantiza, para cualquier ¢ < a, ¢ # 0, que
se satisface la tesis del teorema.

Por el teorema 1.2.1 existen ¢, r tales que a = bc+1r y r < b. Ademas, por ser a > b tenemos que ¢ # 0,
y al ser b > 2 se tiene que ¢ < a. Le aplicamos a este nimero c la hipétesis de induccién y obtenemos la
existencia de un namero k£ € N y nameros cg, - - - , ¢x tales que ¢, # 0, ¢ = b 4+ -+ b+ ¢ v ¢; <b.

Tomamos ahoram =k + 1, a9 =7y a; = c;—1 para 1 <¢ < m y se tiene que:

a="bc+r=>blckb” +---c1b+co) +r=cpb" T4 b +cob+ 1= a,b™ + - Farb+ag
Ademaés, am =cx #0, a0 =r<byajy1 =c; <b. N

Ejemplo 1.2.2. Tomemos, por ejemplo, b =5 y hallemos los distintos nimeros que nos aparecen en el
teorema para diferentes valores de a.

a = 3. En este caso, al ser a < b tomamos m =0 y ag = a.

a = 17. Dividimos 17 entre 5; 17T =534 2, luego ag =1 = 2 y el resto de los numeros los hallamos de
los obtenidos para ¢ = 3. Aquim =0+ 1 y ay = 3. Fdcilmente se comprueba que 17 =3 -5+ 2.

a = 89. Dividimos nuevamente entre 5, y obtenemos 89 = 17 -5 + 4. Por tanto ag = 4 y el resto lo
obtenemos a partir de lo hallado para 17. Por tanto, k=14+1=2, a1 =cy =2 yas =c; = 3. Se
observa como 89 = 3-5% +2-5+4.

a = 441. Se tiene que 446 = 5-89+1, luego ag =1, m =2+1=3, a1 =cg =4, a2 =c1 =2 y
as = co = 3. Ahora se ve como 446 =3-524+2-52 +4-5+ 1.

Definicién 3. Sean a,b € N con b > 2. Elegimos b simbolos que se corresponden con los nimeros desde
0 hasta b—1, e identificamos estos nimeros con sus simbolos. Supongamos que a = apyb™ +- -+ a1b+ag
con a; < b. Diremos entonces que GmQm_1---a1a9 €S una representacton del numero a en base b, y
escribiremos

a= (amm—1---a100)p

Observaciones:
1. Cada uno de los simbolos que aparecen en la representaciéon de un nimero se denomina cifra.

2. Sia= (am---a1ag)p, podemos afniadir ceros a la izquierda y obtenemos también una representacion
de a. Normalmente, elegiremos como representacion de a aquella para la que la cifra de la izquierda
sea distinta de cero (si esto es posible).

3. Sia=(am---aiag)p y am # 0, diremos que el nimero a tiene m + 1 cifras en base b.

4. A la hora de especificar la base lo haremos en base decimal. Si la expresdramos en base b nos
quedaria siempre 10.

5. Cuando no se especifique la base en que esta expresado un nimero supondremos que esta en base
decimal, salvo que el contexto deje suficientemente claro la base en que estamos trabajando.

Ejemplo 1.2.3.

Jesuis Garcia Miranda
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1. Si queremos expresar el nimero 446 en base 5, necesitamos una expresion de este nimero en funcion
de potencias de 5. Sabemos que 446 =3 -53+2-52 4+ 4.5+ 1, luego
446 = (3241)5
Si analizamos como se obtuvo esta expresion podemos notar que la cifra de la derecha es el resto de
dividir 446 entre 5, mientras que el resto de las cifras resultan de la expresion de 89 = 446 div 5 en
base 5, por tanto la seqgunda cifra por la derecha es el resto de dividir 89 entre 5, y asi sucesivamente.
Por tanto, para expresar un numero en base b, lo dividimos entre b y tomamos el resto. El cociente
de la division lo dividimos entre b y volvemos a tomar el resto, y asi, hasta que el cociente sea
menor que b. En el ejemplo anterior se procederia como sigue:
446 =5-89+1
89=5-17+4
17=5-342
Tomando los restos y el ultimo cociente tenemos las cifras que forman el nimero 446 en base 5.
2. Vamos a expresar el nimero (23143)¢ en base 8. Para esto, podemos pasarlo a base decimal y
después pasarlo a base 8.
(23143)6 =261 +3-6% + 62 +4-64+3=2-1296+3 - 216 + 36 +4 -6 + 3 = 3303
3303 =8-412+7 412=8-51+4 51=8-6+3
Por tanto tenemos que (23143)g = 3303 = (6347)s
3. Vamos ahora a expresar el nimero (10101111011000001010100)2 en base 8 y en base 16. En primer

lugar lo pasamos a base decimal.
(10101111011000001010100)5 = 222 4220 4 218 4 217 4 216 4 915 4 913 4 9124 96 4 24 1 92 = 5746772
Realizamos las divisiones por 8 hasta obtener un cociente menor que 8

0746772 = 8- 718346 + 4
718346 = 8- 89793 + 2
89703 =8-11224 +1
11224 =8 -1403+ 0
1403 =8-1754+3

175 =8-2147
21=8-2+4+5

y de aqui deducimos que (10101111011000001010100)2 = (25730124)g

Para expresar un nimero en base 16 necesitamos 16 simbolos. Emplearemos los nimeros 0,1,---,9
junto con las letras A, B,C, D, E,F. Estas ultimas representan los nimeros 10,11,12,13,14,15
respectivamente.

Realizamos a continuacion las divisiones por 16.

5746772 =16 - 359173 + 4
359173 = 16 - 22448 4+ 5
22448 = 16 - 1403 + 0
1403 =16 - 87 + 11
87=16-5+7
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luego (10101111011000001010100)5 = (57B054)16

Ahora bien, dado que 8 = 23, podiamos haber procedido como sigue:
(10101111011000001010100)y = 2224220 4 218 4 217 4 916 4 215 4 913 4 912 4 96 4 91 4 22

= 2.221 4 (224+1)28 + (22 424+ 1)2P + (2+1)212 +26 4 2. 23 4 22

= 2.8"+5.80+7-8+3-81+8+2-8+4
y como 16 = 2*, podiamos haberlo hecho de forma andloga:

(10101111011000001010100); = 222 4+ 220 4 218 4 217 4 216 4 215 4 913 4 912 4 26 4 94 4 22
(22 4 1)2%0 + (22 + 24 1)26 4 (28 + 2+ 1)212 4 (22 + 1)2% 4 22
= 5.16°+7-16*+11-16%+5-16+4

y de aqui es fdcil obtener la representacion del nuimero dado en base 8 y en base 16.

Podemos apreciar como para pasar de base 2 a base 8 = 23 podemos agrupar las cifras del niimero
en base 2 de tres en tres (empezando por la derecha). Cada uno de estos tres grupos da lugar a una
cifra en base 8. De la misma forma, cada 4 cifras de un nimero en base 2 da lugar a una cifra del
mismo numero en base 16.

10101111011000001010100 101 0111 1011 00000101 0100
M S S N e e N N N S N N
2 5 7 3 0 1 2 4 5 7 B 0 5 4

En general, para pasar un nimero de base b a base b¥ basta con agrupar las cifras del mimero escrito
en base b en grupos de k cifras, empezando por la derecha. Cada uno de estos grupos determina una
cifra en base b*.

Reciprocamente, para pasar un nimero de base b* a base b es suficiente expresar cada cifra del
nimero en base b (completando con ceros a la izquierda para que nos de k cifras).

4. Vamos a encontrar una base b donde se de la igualdad 21 - 23 = 1033.
Obviamente, b debe ser mayor o igual que 4, pues en otro caso no podriamos tener el digito 3.

Al estar escritos los nimeros en base b lo que tenemos es la igualdad
(20+1)(20+3) =b> +3b+3

Operando nos queda b —4b*> —5b = 0, que podemos comprobar que tiene tres raices, que son b= —1,
b=0 yb=>5. La solucion es por tanto b = 5.

1.3. Numeros enteros. Divisibilidad

Al igual que con los nimeros naturales comenzamos recordando algunos hechos conocidos de los
nimeros enteros.

Los ntimeros enteros forman un conjunto Z que contiene a N. Dados dos ntimeros enteros, a y b, hay
definidos dos nuevos ntumeros enteros, llamados respectivamente suma y producto de a y b, y representados
mediante a + by a - b (o simplemente ab). Estas operaciones satisfacen las siguientes propiedades:

i) Para cualesquiera a,b,c € Z, (a +b) +c=a+ (b+¢).
ii) Para cualesquiera a,b € Z, a +b = b + a.
iii) El elemento neutro para la suma en N es también un elemento neutro para la suma en Z.

iv) Para cada a € Z existe un elemento en Z, representado por —a tal que a 4+ (—a) = 0 (Existencia de
opuesto para la suma).

v) Para cualesquiera a,b,c € Z, (a-b)-c=a- (b-c).
vi) Para cualesquiera a,b € Z, a-b=10>-a.

vii) El elemento neutro para el producto en N es también un elemento neutro para el producto en Z.
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10 NUMEROS NATURALES Y NUMEROS ENTEROS
viii) Sia-b=a-cy a# 0 entonces b = c.

ix) Para cualesquiera a,b,c € Z,a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Notese que la propiedad iv) implica que la suma es cancelativa. También esta propiedad permite definir
la resta o diferencia de dos nimeros enteros. Dados a,b € Z se define a — b como el namero a + (—b).
También en Z hay definida una relacién como sigue:

a<b si b—aeN

que satisface las siguientes propiedades:

x) a < a para todo a € Z.

xi) Sia <byb< aentonces a=b.

xii) Sia <by b < centonces a < c.

xiii) Para cualesquiera a,b € Z, a < b o b < a.

xiv) a < b implica que a + ¢ < b+ ¢ para todo ¢ € Z.

xv) a <byc¢>0implicaquea-c<b-c.

xvi) a <byc<O0implicab-c<a-c.

Xvii) a-c<b-cyc>0entonces a <b.

xvill) a- ¢ <b-cy c <0 implica que b < a.

Por tltimo, tenemos definida la aplicacion valor absoluto | | : Z — N como sigue:

a sia>0
jaf = —a sia<0

y que satisface las propiedades:
xix) |a| = 0 si, y solo si, a = 0.
) Ja-b] = |a] - [b].
xxi) |a + b| < |a| + |b].
xxii) |a|] < b si, y solo si, —b < a <b.
El teorema 1.2.1 tiene ahora una version para los niimeros enteros.

Teorema 1.3.1. Sean a,b € Z con b # 0. Entonces existen inicos nimeros enteros c,r tales que a = be+r
y0<r<Ibl.

A los nameros ¢ y r que nos da el teorema se les llama respectivamente cociente y resto de la division
de a entre b.

Para demostrar el teorema, lo que hay que hacer es distinguir casos segin sean a y b mayores o
menores que 0 y referirse al caso conocido (a,b € N). El siguiente ejemplo puede ayudar a analizar los
diferentes casos.

Ejemplo 1.3.1.

a= 86, b= 15. 86 =15-5+11
a= 86, b=—15. 86 = (—15) - (=5) + 11
a=-8,b= 15. -86=15-(—6)+4

a=—-86,b=—15.  —86=(—15)-(—6)+4

Departamento de Algebra



1.3. Nameros enteros. Divisibilidad 11
Al igual que se hizo con los nimeros naturales, podemos ahora, dados a,b € Z, con b # 0 definir los
ntmeros a div by a mdéd b como el cociente y el resto de la division de a entre b respectivamente. Notese
que a méd b = a méd — b para cualquier b € Z*.
Pasamos ya a definir la relacion de divisibilidad en Z.

Definicion 4. Dados a,b € Z, se dice que a divide a b, o que b es un mailtiplo de a, y escribiremos alb,
si existe ¢ € Z tal que b=a - c.

Hagamos un repaso de las propiedades mas importantes, y cuya demostracion es casi inmediata.
Propiedades:

1. Para cualquier a € Z se verifica que 1|a y a|0.
2. Para cualquier a € Z, ala.

3. Sialby bla entonces a = +b.

4. Sialby b|c entonces alc.

5. Sialby alc entonces a|(b + ¢).

6. Si a|b entonces albc para cualquier ¢ € Z.

7. albsi, y sdlo si, b mod a = 0.

Segun la definicion que acabamos de dar, si a|b existe un elemento ¢ tal que b = a - ¢. Este elemento,
salvo cuando a = 0 est& totalmente determinado por a y b. Lo denotaremos entonces como g
Aunque estamos usando una notaciéon de fraccién, en este contexto g solo tiene sentido cuando alb,

en cuyo caso es un elemento de Z.

Definicion 5. Sean a,b dos nimeros enteros. Se dice que d es un mdximo comin divisor de a y b si se
satisfacen las dos siguientes condiciones:

= dla y d|b.
= Sicla yc|b entonces c|d.

Notese que la primera condiciéon nos dice que d debe ser un divisor comtn de a y b. La segunda
condicién nos dice que de todos los divisores comunes es el "méas grande".

Notese también que si d es un maximo comun divisor de a y b, también lo es —d, de ahi que hayamos
hablado de un maximo comtn divisor y no de el maximo comin divisor. Ademas, si d es un méximo
comun divisor, no hay otro maximo comun divisor aparte de —d. Dados a,b € Z, denotaremos por
med(a, b) al tnico maximo comin divisor de a y b que pertenece a N.

De la misma forma que se ha definido el maximo comun divisor de dos ntimeros podria hacerse para
tres o maés.

La definicién del minimo comiin miiltiplo es semejante a la que acabamos de dar.

Definicion 6. Sean a,b dos nimeros enteros. Se dice que m es un mdzimo comin divisor de a y b si se
satisfacen las dos siguientes condiciones:

= alm y bjm.
» Sialn ybn entonces min.

Las mismas observaciones que se han hecho para el méximo comun divisor valen ahora para el minimo
comun multiplo.

Algunas propiedades referentes al maximo comun divisor son:

Propiedades:

1. med(a,b) = med(a, —b) = med(—a, b) = med(—a, —b) = med(|al, |b]).

2. med(a,0) = |a| y med(a,1) =1
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12 NUMEROS NATURALES Y NUMEROS ENTEROS
3. Si alb entonces med(a, b) = |al.

4. med(a, med(b, ¢)) = med(med(a,b), ¢) = med(a, b, ).
5. mecd(ace, be) = med(a,b) - ¢

6. Sid|ay d|bentonces med (%,%) = %(a’b).

Se deja como ejercicio enunciar las propiedades correspondientes al minimo comdn multiplo.

Hasta ahora hemos hablado del maximo comin divisor, y hemos dado algunas propiedades. Estas
propiedades podrian, en un principio, no tener sentido, pues el maximo comun divisor de dos nimeros
podria no existir. Veremos a continuacién que el maximo comun divisor de dos nimeros enteros existe, y
daremos un método para calcularlo. Comenzamos con el siguiente lema.

Lema 1.3.1. Sean a,b € Z. Entonces, para cualquier q € Z se tiene que mcd(a,b) = med(b,a — bg).

Demostracion: Sea d € Z, y supongamos que d|a y d|b. Entonces d|bq, luego d|b y d|(a — bq).

Por otra parte si suponemos que d|b y d|(a — bg) deducimos que d|bq, luego d|(a — bq + bq) y d|b, es
decir, dla y d|b. B

Notese que lo que hemos demostrado es que para cualquier g € Z, los divisores comunes de a y b, y
los divisores comunes de b y a — bg son los mismos, luego el maximo comin divisor de ambas parejas de
ndmeros sera el mismo (si existe).

Corolario 1.3.1. Sean a,b € Z, con a # 0. Entonces mcd(a,b) = med(b,a mdd b).

Algoritmo de Euclides para el calculo del maximo comiin divisor.
Sean a,b € Z. Puesto que mcd(a,b) = med(|al, |b|), podemos suponer que a,b € N. Comenzamos a
efectuar divisiones:

Obtenemos una sucesion de numeros naturales r1,75 - - -, que es decreciente. Debera por tanto existir
k € N tal que 1 # 0 y 741 = 0. Tenemos entonces:

a =b-c +1m

b =1ri-c + r

T = T2-C3 + T3
Ti—2 = Tj—1"C; + T
Thk—2 = Tk—1-Ck + Tk
Tk—1 = Tk Cpt1 1+ 0

Por el corolario anterior tenemos que los divisores comunes de a y b coinciden con los divisores comunes
de r; y 711, para cualquier ¢ < k. Como el méximo comin divisor de 7 y 0 existe, y vale 7y, deducimos
que med(a,b) = ri (el ultimo resto no nulo).

Con esto es posible disenar un algoritmo que calcule el maximo comin divisor de dos ntmeros enteros
ayb.

Algoritmo EUCLIDES(a, b)
Entrada: a,b € Z
Salida: d = mcd(a,b)
(a,b) = (|al, |b])
Mientras b # 0
(a,b) := (b,a mod b)
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1.3. Nameros enteros. Divisibilidad 13

Devuelve a

Ejemplo 1.3.2. Vamos a calcular el mdzimo comin divisor de 48 y 30. Al ser a y b positivos, no es
necesario ejecutar la primera sentencia.

(a,b) = (48, 30) Al ser b =30 # 0 hacemos
(a,b) = (30, 18) Como b = 18 # 0 hacemos
(a,b) = (18,12) Dado que b =12 # 0 hacemos
(a,b) = (12,6) Puesto que b =6 # 0 hacemos
(a,b) = (6,0) Y ahora b=0

Por tanto, el mdrimo comun divisor de 48 y 30 es a = 6.

Teorema 1.3.2. [Identidad de Bezout] Sean a,b € Z y d = mcd(a,b). Entonces existen u,v € Z tales
que d = au + bv.

Demostracion: Sabemos que para el cilculo del médximo comin divisor de a y b podemos realizar una
serie de divisiones

r_1 = 1r9-¢c1 + 11

rg = Tr1-C + 7o

TN = T2-C3 + T3
Ti—2 = Ti—1:C + T;
Tk—2 = Tk—1°'Cp + Tk
Th—1 = Tk Cky1+0

donde r_1 = a y 79 = b. Vamos a demostrar que para cada i tal que —1 < i < k existen u;,v; € Z tales
que r; =a-u; +b-v;.

Claramente, para i = —1 e i = 0 el resultado es cierto, pues

roi1=a-14+b-0yrg=a-0+4+b-1 (es decir, (u_1,v-1) = (1,0) vy (uo,v0) = (0,1)).

Supongamos que para todo j < ¢ existen Uj y vj tales que rj = a-u; +b-v;. Entonces:

Ty = Ti—2 = Ti-1"C
= (@ uig+b-vi2)—(a - u1+b vi1) ¢

a- (ui—g —ui—1-¢)+b-(vig —vi_1-¢)
Basta entonces tomar u; = u;_o —u;_1 ¢y v; =v;_9 —vi_1-¢; M
Esta demostracion ademaés nos dice como encontrar los coeficientes u y v.

Ejemplo 1.3.3. Vamos a hallar el mdzximo comin divisor de 1005 y 450, y a expresarlo en funcion de
estos dos numeros.
Realizamos las divisiones, y a la vez vamos expresando los restos en funcionde 1005 y 450.
1005 = 450 - 2 + 105 105 = 1005 - 1 + 450 - (—2)

450 = 105 - 4 + 30 30 = 450 — 105 -4 = 450 — (1005 - 1 + 450 - (—2)) - 4
1005 - (—4) 4450 - (1 — (=2) - 4)
= 1005 (—4) + 450 - 9

105 =30-3+ 15 15 = 105—30-3=(1005-1+ 450 - (—2)) — (1005 - (—4) + 450 - 9) - 3
1005 - (1 — (—4)-3) +450- (-2 —9-3)
= 1005 - (13) + 450 - (—29)

30=15-2+0
De donde deducimos que med(1005,450) = 15, y 15 = 1005 - 13 4 450 - (—29).
Estos datos pueden ser ordenados como sigue:
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14 NUMEROS NATURALES Y NUMEROS ENTEROS

a b r|ec U v

1 0

0 1

1005 | 450 | 105 | 2| 1 -2

450 | 105 | 30| 4| -4 9

1051 30| 15| 8| 18| -29
30| 15 0

Donde los valores iniciales son las dos primeras filas, asi como los dos primeros elementos de la tercera
fila. Es claro como se obtiene la tercera y cuarta columnas a partir de las dos primeras. También es
claro como un elemento de la primera columna coincide con el elemento de la segunda columna de la fila
superior. De la misma forma se obtiene la segunda columna. Por tltimo, para obtener un elemento de la
columna quinta, se toma el que esta en su misma fila y en la columna cuarta, se multiplica por el que
estd inmediatamente encima de él y el resultado se le resta al que estd dos posiciones encima suya. De
forma analoga se completa la sexta columna.

Veamos un algoritmo que recoge todos estos calculos. Este algoritmo calcula, dados a, b € Z su maximo
comun divisor d y los coeficientes u y v tales que d = au + bv.

Puesto que en el calculo de u; es necesario tener presente los valores de u;_1 y u;_o necesitaremos de
una variable z donde almacenar u;_s. De la misma forma necesitaremos una variable y para almacenar
Vi—2.

Algoritmo BEZOUT(a, b)
Entrada: a,b € Z
Salida: (d,u,v): d = med(a,b); d = au+ bv
Sib=0
Devuelve (a, 1,0);
Fin
(x,u) :=(1,0)
(y,v) == (0,1)
r:=a moéd b
Mientras r # 0
c:=adivb
(z,u) == (u,z —u-c)
(y.0) == (v, — v+ )
(a,b) := (b, 1)
r:=a mod b
Devuelve (b, u,v)
Fin
En el caso de que a 6 b valieran cero, en el resultado final podria devolver un valor para d negativo.

Bastaria entonces multiplicar d, u y v por —1.
Una consecuencia inmediata del teorema 1.3.2 es el siguiente corolario:

Corolario 1.3.2. Sean a,b € Z. Entonces existen u,v € Z tales que 1 = au+bv si, y sdlo si, med(a,b) =
1.

Demostracion: El teorema de Bezout nos dice que si med(a,b) = 1 entonces existen u,v € Z satisfa-
ciendo la igualdad deseada.

Reciprocamente, supongamos que tenemos u,v € Z tales que 1 = au + bv. Sea ahora d un divisor
comun de a y b. Entonces:

dla = dlau

dv — dlb } = d|(au+b) = d|1

De donde se deduce que mcd(a,b) =1. R
Dos niimeros cuyo méximo comun divisor vale 1 se dice que son primos relativos.
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1.4. Ecuaciones diofanticas 15

Corolario 1.3.3. Sean a,m,n € Z. Entonces med(a, mn) =1 si, y solo si, med(a,m) =1 y med(a,n) =
1.

Demostracion: Si med(a,mn) = 1 existen u,v € Z tales que 1 = au + mnv. Agrupando de manera
apropiada tenemos que 1 = au + m(nv) y 1 = au + n(mv), luego med(a, m) = med(a,n) = 1.

Reciprocamente, supongamos que mcd(a, m) = med(a,n) = 1. Existen entonces ty,, Upm, Un, Uy € Z
tales que 1 = au,, + mv,, y 1 = au, + nv,, luego

1 = aupy, + moy, (au, + nvy) = a(ty, + mogpuy,) + mn(vy,on)
lo que nos dice que med(a,mn) =1. A
Corolario 1.3.4. Sean a,b,c € Z. Si a|(bc) y med(a,b) =1 entonces alc.

Demostracion: Sabemos, por el corolario anterior que existen u,v € Z tal que au + bv = 1, y existe x
tal que bc = ax. Entonces:

¢ = c(au + bv) = cau + cbv = cau + azv = alcu + zv)

de donde se deduce que ¢ es multiplo de a. W
Utilizaremos este corolario para demostrar que dos ntmeros cualesquiera tienen también minimo
comun multiplo.

Lema 1.3.2. Sean a,b € Z. Si med(a,b) = 1 entonces ab es un minimo comin maltiplo de a y b.

Demostracion: Claramente ab es miltiplo comin de a y b.
Supongamos ahora que a|n y b|n. Entonces n = be, luego albe, y por el corolario anterior alc, lo que
implica que ¢ = ax. Por tanto, n = abx, de donde se deduce que abjn. W

Proposicién 1.3.1. Sean a,b € N y d = mcd(a,b). Entonces mem(a,b) = “2.
Demostracion: Sean a' = % y b’ = 4. Entonces med(a’,b') = 1, luego mem(a’, V') = a'b'.
Se tiene entonces que mem(a’d,b’'d) = a'b'd, o lo que es lo mismo

mem(a,b) = %b

Notese que med(a,b) - mem(a,b) = ab.

Ejemplo 1.3.4. Sabemos que mcd(4,6) = 2. Por tanto, mem(4,6) = 22—4 =12.

Sabemos que med(1005,450) = 15. Entonces mem(1005,450) = 1005 - 30 = 30150.

1.4. Ecuaciones diofanticas

Nos planteamos en esta seccion resolver en Z ecuaciones de la forma
ax+by=c

donde a, b, c € Z. Facilmente uno observa que estas ecuaciones no tienen siempre soluciéon. Por ejemplo,
la ecuacion

8z + 20y = 135

no puede tener soluciéon, pues para cualesquiera x e y nimeros enteros, el miembro de la izquierda es un
namero par, luego no puede valer 135. Dicho de otra forma, el miembro de la derecha es miltiplo de 2, y
el miembro de la izquierda no lo es.

Para tratar de generalizar este hecho, podemos verlo como que hemos encontrado un nimero d (d = 2)
que verifica que d|8, d|20, pero d f135.

Si pensamos ahora, por ejemplo en la ecuacion 18x 4 48y = 100, ese razonamiento para d = 2 no nos
sirve, pues todos los coeficientes que intervienen son multiplos de 2. Vemos, no obstante que para d = 3
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16 NUMEROS NATURALES Y NUMEROS ENTEROS
podemos razonar como en el ejemplo anterior (el miembro de la izquierda es multiplo de 3 y no asi el
miembro de la derecha).

Repetir este razonamiento a una ecuacion general de la forma ax 4 by = ¢ nos lleva a probar con todos
los divisores comunes de a y b, pero dado que en el maximo comin divisor de a y b estan recogidos todos
los divisores comunes de a y b, nos quedamos tinicamente con éste.

Dada la ecuacion ax + by = ¢, sea d = mcd(a,b). Hemos razonado que una condicién necesaria para
que tenga solucion es que d divida a c.

La siguiente proposicién nos asegura que esta condicién es también suficiente.

Proposiciéon 1.4.1. Sean a,b,c € Z y d = mcd(a,b). Entonces la ecuacion
ax +by=c

tiene solucion entera si, y sélo si, d|c

Demostracion: La condicion necesaria (ax + by = c¢ tiene solucion = d|c) es facil de probar.

Veamos la condicion suficiente (nos garantiza la existencia de solucion).

Supongamos que d|c. Sea z = §

Por el teorema de Bezout, existen u y v tales que d = au + bv. Multiplicamos ambos miembros por z,
y obtenemos que

c=dz = (au+bv)z = a(uz) + b(vz)

luego x = uz e y = vz es una soluciéon de la ecuacion. W
La demostraciéon anterior no sélo nos dice cuando una ecuaciéon de la forma ax + by = ¢ tiene solucién
sino que nos proporciona una forma de encontrar una.

Ejemplo 1.4.1. Vamos a encontrar, si es posible, una solucion a la ecuacion 105x + 465y = 195.
Calculamos el mdximo comun divisor de 105 y 465.

a b ric|lul|wv
110
1
105 | 465 | 105 | 0
465 | 105 | 45| 4
105 | 45 151 2
30 15 0

Vemos que med(105,465) = 15, que divide a 195 (pues 195 = 15-13). Completamos entonces la tabla

a b ric| ul| w

1| 0

0| 1

105 | 465 | 105 0| 1| 0

465 | 105 | 45| 4| 4| 1

105 | 45 15| 2| 9] -2
30 15 0

luego 15 =105 -9 — 465 - 2. Multiplicamos por 13 y nos queda

195 =105 - 117 — 465 - 26

Por tanto una solucion es x = 117, y = —26.

Sabemos ya, dada una ecuacion de la forma ax + by = c¢ decidir si tiene o no solucién, y en caso
afirmativo, encontrar una. Sin embargo, cuando existe una solucién a esta ecuaciéon pueden encontrarse
otras mas. Asi, por ejemplo, tenemos que

195 =105 - 117 — 465 - 26 195 =105-86 — 465 - 19 195 =105 - 55 — 465 - 12
195 =105-24 —465-5 195 =105 - (—7) + 465 - 2 195 = 105 - 148 — 465 - 33
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1.5. Nameros primos. Teorema fundamental de la aritmética 17

Proposicion 1.4.2. Sean a,b,c € Z y d = med(a,b). Supongamos que xo, yo es una solucion de la
ecuacion ax + by = c. Entonces todas las soluciones de esta ecuacion son:

r = x9 + k

kel
y =y — k

[SHISEWISH

Demostracion: Se tiene que a (xo + k§)+b (yo - k%) = az0+ak§+byo—bk% = aonrbyOJrak%fbk% =
¢, luego todas las parejas (z,y) de la forma dada en el enunciado son soluciones.

Veamos que toda solucion adopta esa forma. Sean o' = § y b’ = g.

Si x, y es una solucion de la ecuacion, entonces axg+byo = ax +by, de donde a(x—x9)+b(y—yo) = 0,
es decir, a(x — zg9) = b(yo — y), lo que implica que a'(x — o) = V' (yo — y)-

Se tiene entonces que b'|a’(z — o), y como med(a’,b’) =1 (jpor qué?) deducimos que V' |(x — xp), o
sea, existe k € Z tal que x — zg = kb, de donde

b
x:mOJrkb’:xOJrkg

(yo —y) =a' (x — ) = a’kb, luego yo — y = kd’, o, lo que es lo mismo, y = yo — ka’ N

Ejemplo 1.4.2. Una solucion de la ecuacion 105z 4+ 465y = 195 es g = 117 e yo = —26. Todas las
soluciones de esta ecuacidn son entonces

x =117 + 31k

y = —26— 7k ke
St la damos distintos valores a k obtenemos distintas soluciones:
k=1: r =148, y=-33.
k=2: x =179, y= —40.
k=—1: r=286, y=-—19.

k=—4: rx=-7, y=2.

1.5. Numeros primos. Teorema fundamental de la aritmética

En esta seccion vamos a demostrar el conocido teorema fundamental de la aritmética, que afirma que
todo nimero natural mayor o igual que 2 se expresa de forma tnica como producto de ntmeros primos.
Comenzamos definiendo los nimeros irreducibles.

Definicion 7. Sea p un nimero entero distinto de 0, 1 y —1. Se dice que p es irreducible si sus Uinicos
divisores son +1 y +p.

Ejemplo 1.5.1. Son irreducibles 2, 3, 5.
No es irreducible 4, pues 2 es un divisor suyo.

Claramente, si p es irreducible también lo es —p.
Veamos a continuaciéon una caracterizacion de los nimeros irreducibles.

Proposicion 1.5.1. Sea p un nimero entero distinto de 0, 1 y —1. Entonces:
p es irreducible < (plab = pla ¢ p|b)

Antes de hacer la demostraciéon veamos algin ejemplo.

Ejemplo 1.5.2. Sabemos que si el producto de dos nimeros es par, al menos uno de ellos debe ser par.
Puesto que ser par es equivalente a ser mailtiplo de 2, lo que estamos diciendo es que

2|ab implica 2|a ¢ 2|b

lo que de acuerdo con la proposicion es decir que 2 es irreducible (algo que ya sabiamos).
De la misma forma, si el producto de dos nimeros es mailtiplo de 3, uno de los factores debe serlo.
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Por otra parte, si tomamos a =8 y b =15, entonces ab = 120, que es maltiplo de 6, mientras que ni
a ni b lo son, luego la implicacion

6lab implica 6|la ¢ 6|b

es falsa, pues hemos encontrado a y b para los que se da la primera parte de la implicacion, pero no la
seqgunda. De acuerdo con la proposicion esto nos diria que 6 no es irreducible.

Vamos ya a la demostracion.

Demostracion: Hagamos en primer lugar la implicaciéon hacia la izquierda. Es decir, suponemos que
la implicaciéon plab = pla 6 p|b es cierta y queremos probar que p es irreducible.

Sea d un divisor de p. Esto implica que p = dz, de donde p|dz. Pueden ocurrir dos cosas: que p divida
a d o que p divida a z.

Si p|d, como d|p entonces d = +p.

Si p|x entonces x = py para algtn y € Z. Se tiene que p = dx = dyp, luego dy = 1 y por tanto d = +1.

Por tanto, si d es un divisor de p entonces d = +p o d = £1, lo que dice que p es irreducible.

Veamos ahora la implicaciéon hacia la derecha.

Supongamos que p es irreducible y que tenemos dos ntumeros enteros a y b tales que plab (es decir,
ab = pzx).

Puede ocurrir que p divida a a (en cuyo caso no hay nada que probar), o que p no divida a a. Veamos
entonces que p|b.

Es claro que med(p, a) = 1. El corolario 1.3.4 nos dice que p|b, como queriamos.

|
Como es bien conocido, a los niameros irreducibles los llamaremos también ntmeros primos.
Como ejercicio, demuestra que si p es un ntmero primo y tenemos ai,as, - ,a, € Z tales que
pl(aiaz - - - ay,) entonces existe i € {1,2,---,n} tal que pla;.

Estamos ya en condiciones de dar el teorema fundamental de la aritmética.

Teorema 1.5.1 (Teorema fundamental de la aritmética). Sea a € N, a > 2. Entonces, a es primo,
0 a se expresa de forma unica (salvo el orden y el signo) como producto de nimeros primos.

Observacion:

Sea a = 6. Sabemos que a lo podemos poner como producto de primos de la forma 6 = 2 - 3. Pero
también podemos ponerlo como 6 = (—2)-(—3). Aunque estrictamente hablando estas dos factorizaciones
son distintas, ambas podrian considerarse iguales. De ahi que digamos que la factorizacion es tnica salvo
el signo. De la misma forma, las factorizaciones 6 = 2 -3 = 3 - 2 son iguales salvo el orden.

Demostracion: Demostremos en primer lugar la existencia de la factorizaciéon. Esto lo haremos ha-
ciendo uso del segundo principio de induccion.

El primer paso consiste en demostrarlo para a = 2. Pero como 2 es primo, el resultado es cierto en
ese caso.

La hipotesis de induccion afirma que el resultado es cierto para todo ¢ < a. Bajo esa hipotesis hemos
de demostrar el resultado para a.

Si a es primo, ya tenemos que el resultado es cierto.

Si @ no es primo, entonces tendra un divisor que no serd ni @ ni 1 (ni —a ni —1). Supongamos que
es b, y ademés lo tomamos perteneciendo a N. Se tiene entonces que a = be, y ambos niimeros b y ¢ son
menores que a. Por la hipétesis de induccion b se expresa como producto de primos (b = py---ps) y ¢
también (¢ = ¢y -+ ¢s). Por tanto a = p; -+ - psq1 - - - ¢s. Es decir, a es producto de nimeros primos.

Demostremos ahora la unicidad. Esta demostracién también se hara por induccion.

Para a = 2 el resultado es trivialmente cierto.

La hipotesis de induccion dice ahora que todo niimero ¢ < a se expresa de forma tnica como producto
de ntimeros primos.

Supongamos que tenemos dos factorizaciones del niimero a como producto de nimeros primos posi-
tivos:

a=pip2-Pr =4q192" " (qs-

Entonces se tiene que p1|(q1 - - - ¢s), y por ser p; primo, debe existir algin i tal que p;|g;. Reordenamos
los primos ¢y, - - - , gs para que el primo al que divida p; sea el primero (es decir, p1|¢1). Como ¢; es primo,
entonces p; = ¢q1. Tenemos entonces que 1%1 =po--Pr = Q2 -(qs. Por hipétesis de induccion, los primos
que aparecen en la primera factorizacion de pil son los mismos que aparecen en la segunda.
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|
La factorizacién de un niimero como producto de primos permite de forma facil determinar los divisores
de un namero. Asi, si a = p{'ps? - -piry b= p{1p£2 -+ plr entonces bla si, y solo si, fi < e;.
De esta forma es facil comprobar que el conjunto

D(a) = {p{'pl* - pfr 10 < fi < e}
es el conjunto de todos los divisores positivos de a.

Ejemplo 1.5.3. Sea a = 180. Entonces a = 22325. Los divisores de a son entonces:

203050 =1 203051 =5 203150 =3 203151 =15 203250 =9 203251 = 45
213050 =2 213951 =10 213150 = 6 213151 =30  2'3%59 =18 213251 =90
223050 =4 223951 =20 223150 =12 223151 =60 22325 =36  22325! =180
Es decir,
D(180) ={1,2,3,4,5,6,9,10, 12,15, 18, 20, 30, 45, 60,90, 180}
También podemos calcular el maximo comin divisor y el minimo comtin multiplo de dos niimeros.

2

Proposicion 1.5.2. Sean a,b € N*. Supongamos que a = p{'ps?---pir y b = p{po -plr son las

factorizaciones de a y b como producto de irreducibles. Entonces:

min{e1,f1 }p;n'[”l{GQ,fQ} » .pim’n{er,fr}

med(a, b) = P

mem(a,b) = p;n(im{ehfl}p;ndf{emfz} .. .p;mif{emfr}

Esta proposicion puede generalizarse facilmente para el calculo del maximo comun divisor y/o el
minimo comdn multiplo de 3 6 mas ntameros.

Ejemplo 1.5.4. Sean a = 350 y b = 1155. Entonces se tiene que a =2-5%2-7 yb=3-5-7-11. Por tanto

med(350,1155) = 29395171110 = 5.7 =35  mem(350,1155) = 2'3'527 11! = 11550

1.6. Clases residuales moédulo m

En esta seccion vamos a construir, para cada m > 2 los conjuntos Z,,, de los que estudiaremos su
aritmética.

Definicion 8. Sean a,b,m € Z. Se dice que a es congruente con b médulo m, y se escribe a = b(mdd m)
6 a=m,b, sim|(b—a). Es decir:
a = b(mdd m) si existe k € Z tal que b —a = km

Notese que a = b(mod m) si, y solo si, a = b(mdéd —m). Por tanto, al hablar de congruencias médulo
m podemos suponer que m € N.

Ademas, la relacion de congruencia modulo 0 es la relacion de igualdad (a = b(mod 0) si, y sblo
si, a = b) que no nos aporta nada nuevo. En la relacién de congruencia médulo 1 todos los elementos
estan relacionados con todos los elementos, luego también carece de interés. Nos centraremos entonces en
moédulos m que sean mayores que 1.

Ejemplo 1.6.1. Claramente, 5 = 17(mdd 4) pues 17 — 5 es mailtiplo de 4. De la misma forma 5 =
17(mad 6). Sin embargo 5 # 15(mdd 8) pues 17 — 5 no es mailtiplo de 8.

Proposiciéon 1.6.1. Dado m > 2. Entonces la relacion =, es una relacion de equivalencia.

Demostracion: Hemos de demostrar que la relacion es reflexiva, simétrica y transitiva.

= Reflexiva: Dado que 0 = a — a es multiplo de m tenemos que para cualquier a € Z se verifica que
a = a(mod m).
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= Simétrica: Supongamos que a = b(mod m). Entonces m|(b — a), luego m|(a — b), es decir, b =
a(mod m).

= Transitiva:

a=bméd m) = m|(b—a) _ .
b=cmodm) —s ml(c—b) = m|[(b—a)+ (c=b)] = m|(c—a) = a=c(mdéd m)
|
Como ejercicio se pide probar que a = b(mo6d m) si, y s6lo si, a mé6d m = b mod m.

Puesto que para cada m la relaciéon =,, es de equivalencia, podemos considerar el conjunto cociente.
Este conjunto sera denotado por Z,,. La clase de un ntimero entero a en Z,, sera denotada por [al,, o
simplemente [a].

Veamos a continuacién qué conjunto es Z,,.

Ejemplo 1.6.2.
Comenzemos con el conjunto Zo. Para ello calculemos las clases de equivalencia.

02 ={a€Z:0=a(mdd 2)}

Ahora bien, 0 = a(mdd 2) si, y sdlo si, 2|(a —0), es decir, [0]2 estd constituida por todos los nimeros
maltiplos de 2 (nimeros pares)
De la misma forma se tiene que

e={a€Z:1=a(méd2)} ={a€Z:amdéd2=1mdod 2}

es decir, los nimeros impares.
Se tiene entonces que

[0]2: ’74772a05274767”'} [1]2:{ ?75773a71717375“'}

Y como todo nimero entero pertenece a [0]2 o a [1]2 deducimos que Za = {[0]2, [1]2}-
De la misma forma se comprueba que

[0]3:{"'7_67_3707?”6’"'} [1]3:{"'a_57_2a174777"'} [2]3:{"'7_47_1527578a"'}

y que Zsz = {[0]3, [1]5, [2]5}

En general, dado m > 2 y r tal que 0 < r < m se verifica que
[rlm ={a €Z:a médm=r}

es decir, en la clase de r estdn los numeros enteros que al dividir por m da resto r, y puesto que al dividir
un numero entre m el resto solo puede tomar los valores 0,1,--- ,m — 1 deducimos que

Loy = {[O]ma [Hm’ R [m - 1]m}

Vamos a continuacién a estudiar la estructura algebraica de estos conjuntos. Para ello necesitamos el
siguiente lema:

Lema 1.6.1. Sean a,b,c,d € Z y m > 2. Entonces:

a = ¢(mdd m) _ .
1. b:d(mo’dm)}:>a+bzc+d(m0dm)
a = ¢(mdd m) _ .
2. b= d(mdd m) } = ab = cd(mdd m)
Demostracion:

a=c(modm) = ml(c—a)

1. b=dmodm) = m|(d_b)} = ml(c—a+d-b) = ml(c+d—(a+b))

= a+b=c+d(moéd m)
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a=cmédm) = m|lc—a) = m|(c—a)b
9 b=dmédm) = m|(d—b) = mlc(d—Db) } = ml[e(d —b) + (c — a)b]
. = m|(cd — ab)
= ab = cd(méd m)
]

Notese que a partir de este lema se tiene que si [al, = [¢]m, ¥ [b]m = [d]m entonces [a+b],, = [c+d]m
y [ablm = [cd]m. Esto da pie a la siguiente definicion.

Definicion 9. Sean a,b € Z y m > 2. Se definen en Z,, las operaciones:
[a]m + [b]im = [a + B]m, [a]m[b]m = [ablm

El lema anterior nos asegura que estas definiciones no dependen de los representantes que se elijan
para [a]m ¥ [B]m-

Ejemplo 1.6.3. Sea m = 9. En Z,, se tiene que [5] + [7] = [12] = [3]. Si en lugar de [5] tomamos [23],
y en lugar de [7] tomamos [34] se tiene que [23] + [34] = [57] = [3] (pues 57 —3 = 9-6). Vemos como
la eleccion del representante del primer sumando (5 ¢ 23) como la eleccion del representante del sequndo
sumando (7 ¢ 34) no influye en el resultado final de la suma.

De la misma forma, [5] - [7] = [35] = [8], mientras que [23] - [34] = [782] = [8].

Supongamos que tenemos dos nimeros enteros a,b tales que bla, m > 2 y quisiéramos definir [a]m

. (bl
como sigue:
[a]m _ m
[B]m blm
Tomamosm = 8, a =6 y b= 2. Entonces tendriamos que % = [3]. Ahora bien, [6]s = [14]s, mientras
que % = [7], y claramente [3] # [7] en Zs. Es decir, el resultado final depende de los representantes

elegidos. Esta operacidn, por tanto, no estd bien definida.

Nota: A partir de ahora, dado a € Z, denotaremos por a al elemento [a],, € Z,,. En cada momento
debera quedar claro si a representa un ntmero entero o un elemento de Z,,. Asi, se tiene que

Zm:{0a1727"' 7m_1}

e igualdades como 446 = 3,5 =1 6 9 = 0 tendréan sentido en un contexto apropiado (la primera igualdad
es valida en Zr, la segunda en Z4 o Zs y la tercera en Zg o Z3).

Proposicion 1.6.2. Sea m > 2. Las operaciones suma y producto verifican las siquientes propiedades:
i)a+(b+c)=(a+b)+c
ii)a+b=b+a
i) a+0=a
i) Para cada a € Zy, existe b € Zyy, tal que a+b = 0.
v) a(be) = (ab)c
vi) ab = ba
vii) al = a
viti) a(b+ ¢) = ab+ ac

Estas propiedades nos dicen que Z,, es un anillo conmutativo.
Notese que en general, el producto no tiene la propiedad cancelativa. Asi, por ejemplo, en Zg se verifica
que 6-1=26-5,y sin embargo 1 # 5.

Ejemplo 1.6.4. Veamos las tablas de suma y producto en Zs y Zg-
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+[[o]1[2][3]4] - [o[1]2[3][4]
ofToli1]12]3]4 ofoJololo]o
T 112340 1ol 11234
22354 0]1 2l ol2[4]1]3
ss(4]0]1]2 slTols|1[4]2
J 4ol 112]3 JTol 41321

+llof1]2][3]4]5] Jolz][2]|8][4]5]
oNol112[8][4]5 ofololololo]o
T 1123450 ilol1]235[4]5
2 2(a[4]5]0]1 ol ol2[4 0] 24
s 345|012 slolslols]o]3
J 4150 1]2]3 Jol 4121042
550 1]2]3]4 slol51 4321

Definicion 10. Sea a € Z,,. Se dice que a es una unidad si existe b € Z,, tal que a-b=1.

Ejemplo 1.6.5.

1. Para cualquier m > 2, 1 es una unidad en Z,,.

2. El elemento 3 € Zy es una unidad (pues 3 -2 =1), mientras que 3 € Zg no es unidad. Puede verse
como en Zs todo elemento distinto de cero es una unidad.

Si a € Z,, es una unidad, entonces se puede simplificar por a (es decir, ab = ac = b = ¢). Razona el
por qué.

Como consecuencia de lo anterior, si a es una unidad en Z,,, hay un dnico elemento en Z,, que al
multiplicarlo por él da 1. Este elemento se llama inverso de a y se representa por a ™.

Denotaremos por U(Z,,) al conjunto de todas las unidades de Zy,

Si a,b € U(Zy,), entonces ab € U(Zy,), y (ab)~t = a~ 1ot

Todo lo dicho sobre unidades se puede hacer extensivo a cualquier anillo conmutativo.

Ejemplo 1.6.6.

U(Z2) ={1} U(Zs3)={1,2} U(Z5)={1,2,3,4} U(Z¢) ={1,5} U(Ze)=1{1,2,4,5,7,8}

Uz ={1,-1}  UQ =Q0\{0}

Los inversos de las unidades en Zg son 171 =1,271 =541 =7, 571 =2 71 =4y8! =38
Observa como, por ejemplo, 4-5=20=2 es unidad, y 4~ ' -5 1 =7-2=14=5=2"1,

Hemos calculado las unidades en algunos anillos Z,,. Hasta ahora, la tinica forma de ver si un elemento
en Z,, es unidad es multiplicarlo por los elementos de Z,, y comprobar si el algin caso de 1 6 no.
A la luz de los ejemplos anteriores vamos a comprobar la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.6.3. Sea a € Z,,. Entonces a es unidad si, y solo si, med(a,n) = 1.

En el enunciado de esta proposicion, las dos primeras veces que hablamos del elemento a hacemos
referencia a un elemento de Z,,, mientras que la tercera consideramos a como un numero entero. En
la demostracion que vamos a hacer de esta proposiciéon, también llamaremos de la misma forma a los
elementos de Z,, y a los elementos de Z. El contexto nos dira cual de los dos casos se esta considerando.

Notese que decir a = b (en Zj) es lo mismo que decir b = a + kn (en Z) para algin k € Z.

Puesto que mcd(a,n) = med(a + kn,n), no influye para nada el representante que tomemos para
comprobar, de acuerdo con la proposicién precedente, si a € Z,, es una unidad o no en Z,.

Demostracion: Comprobemos la condicién necesaria. Supongamos entonces que a es unidad en Z,.
Sea u = a1, lo que nos dice que au =1 (en Z,)), o que 1 = au + kn (en Z). El corolario 1.3.2 nos dice
ahora que med(a,n) = 1.

En cuanto a la condicion suficiente, suponemos que med(a,n) = 1. Existen entonces u,v € Z tales
que au + nv = 1. Vista esta igualdad en Z,, se tiene que au = 1 (pues n = 0), lo que nos dice que a es
una unidad con inverso u. W
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La proposicién anterior, junto con su demostraciéon, aparte de darnos una condicién necesesaria y
suficiente para que un elemento de Z,, tenga inverso, nos da una forma de calcularlo. Basta hacer uso de
la identidad de Bezout.

Ejemplo 1.6.7. De la igualdad 1 =11-11 4 15 (—8) deducimos que 11 es una unidad en Z15 y que su
inverso es 11.

También deducimos que 15 es una unidad en Z11, y que su inverso es —8. Puesto que 15 =4y -8 =3
tenemos que 4 es unidad y 4~' = 3.

Veamos a continuaciéon un algoritmo, basado en el algoritmo BEZOUT para determinar si un elemento
de Z, tiene o no inverso, y en caso afirmativo, calcularlo.

Algoritmo INVERSO(n, a)
Entrada: n,a € Z :n > 2
Salida: u: u = a~! en Z, (si existe)
(y,v) = (0,1)
r:=n mod a
Mientras r # 0
c:=ndiva
(y,v) == (0,y — v+ 0)
(n,a) := (a,r)
r:=nmod a
Sia#1
Devuelve "No existe inverso"
Fin
Devuelve a
Fin

Ejemplo 1.6.8. Vamos a estudiar si 391 tiene inverso en Zis42, Yy en caso afirmativo vamos a calcularlo.

n a r| ¢ v
0

1

1542 | 591 | 369 | 3 -3
391 | 369 | 22| 1 4
369 | 22| 17| 16| -67
22| 17 51 1 71
17 5 2| 81 -280

5 2 1| 2| 631

Luego 391 tiene inverso en Zys42 y éste vale 631.
Antes de teminar la seccidon estudiaremos la funcion ¢ de Euler.

Definiciéon 11. Sea m > 2 Se define o(m) como el nimero de elementos del conjunto {0,1,2,--- ,m—1}
que son primos relativos con m.

Notese que ¢(m) es el cardinal del conjunto U (Z,,)
Tenemos entonces definida una aplicacion ¢ : N\ {0,1} — N. Esta aplicacion se conoce como la
aplicacién ¢ de Euler.

Ejemplo 1.6.9. Vamos a dar los valores de ¢(m) para algunos nimeros naturales.

©(2) = 1 pues U(Z2) = {1}. De la misma forma podemos ver que p(3) = 2, p(4) = 2, ¢(5) = 4,
0(12) = 4.

Sip es un numero primo, y 1 <a < p—1 se tiene que med(a,p) = 1. Por tanto, o(p) =p — 1.

Las dos siguientes propiedades son utiles a la hora de calcular el valor de p(m).

Jesuis Garcia Miranda



24 NUMEROS NATURALES Y NUMEROS ENTEROS
1. Sip es un nimero primo, entonces ¢(p") = p™ — p" L.

2. Simed(m,n) =1 entonces p(mn) = @(m) - o(n).

La primera propiedad es facil de justificar. Es facil ver que med(a, p™) # 1 si, y s6lo si, p|a. Por tanto,
los elementos del conjunto {1,2,--- ,p™ — 1,p™} que son primos relativos con p son exactamente los que
no son miiltiplos de p. Puesto que en {1,2,--- ,p" — 1,p"} hay exactamente p"~! miltiplos de p (los del
conjunto {p-1,p-2,---,p-p"~'}) deducimos que p(p") = p" — p" L.

La segunda propiedad la demostraremos mas adelante.

Esta segunda propiedad se puede generalizar al siguiente caso:

Si my,ma,- - ,my son nimeros naturales tales que med(m;, m;) = 1 para i # j entonces

p(mimy - --my) = p(ma) - p(mz) - - (my)
Ejemplo 1.6.10.
1. Puesto que 12 = 223 se tiene que
p(12) = p(2%3) = 9(2%) - p(3) = (2° = 2)- (3 - 1) = 4
2. 30=2-3-5, luego p(30) = v(2) - ¢(3) - (5) = (2-1)(3—-1)(5—1) =8.
3. Sim = pi'ps?---ptr donde todos los primos que intervienen son distintos, y todos los exponentes

son mayores que O entonces:

6171

o(m) = e(pips? -+ per) = o(p5H) - 0(p52) -+ p(per) = (5 — PP~ ) (P — p5> 1) -+ (e —pir ™)

o0 si queremos expresarlo de otra forma,

s (-2) (2

Teorema 1.6.1 (Euler-Fermat). Sea a € Z, m € N* tales que mecd(a,m) = 1. Entonces a¥™) =
1(mod m).

Demostracion: Notese que lo que decir que med(a, m) = 1 es equivalente a decir que a € U(Z,,), luego
hemos de probar que si a € U(Z,,) entonces a¥™ =1 (en Z,,).

Consideramos la aplicacion f : U(Z,,) — U(Z,,) dada por f(z) = a - x. Claramente f es inyectiva,
pues al ser a una unidad se puede simplificar por a. Por tanto, f es sobreyectiva (pues va de un conjunto
finito en si mismo).

Si U(Zm) = {x1,22, -+, Ty(m)} entonces se tiene que

U(Zp) = Im(f) ={a-z1,0 -T2, ;0 Tym)}
Por tanto, 7122 -+ Ty(m) = (ax1)(axa) - - (aZym)) = a?(M gz - ““Ty(m), Y Puesto que todo lo que
interviene en el producto son unidades podemos simplificar y nos queda a¥™ =1. W
Ejemplo 1.6.11.
1. Se tiene que ¢(5) = 4. Por tanto 2* = 1(mdd 5).
2. o(7) =6 luego 3° = 1(mdd 7), 0 4° = 1(mdd 7).

3. Vamos a calcular el resto de dividir 31000 y 41000

31()0(] y 41000 en Z7.

Sabemos que 3% =1, y como 1000 = 166 - 6 + 4 tenemos que

entre 7. Es decir, vamos a calcular el valor de

31000 — 36-16634 — (36)16634 — 116634 — 34 — 8]. — 4
41000 _ 4616644 _ (46Y166,44 _ 116644 _ (42)2 — 92 _ 4
Ndétese que en este caso se tiene que 4% =1, luego se podria haber hecho

41000 —_ 43~33341 _ (43)3334 —_ 11664 —4
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1.7. Sistemas de congruencias

En esta seccion vamos a plantearnos resolver algunas ecuaciones, o sistemas de ecuaciones, con una
incognita, en donde esta incognita aparece en una o varias congruencias. Las soluciones, de existir, seran
numeros enteros.

Nos limitaremos a aquellas congruencias en las que la incégnita aparece en expresiones de grado 1. El
caso mas simple es la congruencia

x = a(mod m)

con a,m € Z, m > 1. Esta ecuacién claramente tiene soluciéon. De hecho, tiene infinitas soluciones y éstas
sonx=a+km: k€Z.

Por ejemplo, la ecuacion z = 2(mdd 5) tiene a = 2 como solucion, pero también z = 7, x = 12,
x = —3. Todas las soluciones son de la forma = = 2 + 5k, con k un ntmero entero. Para kK = 0,1,2,—1
obtenemos las cuatro soluciones que hemos dado.

Dadas dos congruencias, diremos que son equivalentes si ambas tienen las mismas soluciones.

Puesto que las congruencias con las que vamos a trabajar son de grado 1, sélo veremos congruencias
de la forma

ax +b = cx + d(moéd m)

Facilmente se ve que esta congruencia es equivalente a (a — ¢)z = d — b(mdd m), por lo que nos
limitaremos a congruencias de la forma az = b(mod m)

Nuestro primer objetivo es, dada una congruencia de la forma ax = b(mod m), estudiar si tiene o no
solucion, y en caso afirmativo, transformarla en una equivalente a ella que sea de la forma = = ¢(méd n).
Una vez hecho esto, ya tenemos las soluciones de la congruencia de partida.

Veamos a continuacion distintas transformaciones que podemos realizar en una congruencia, y que
dan lugar a una congruencia equivalente. Supondremos que partimos de una congruencia de la forma
ax = b(mod m)

1. Sia = d(modm) y b = b (moéd m) entonces la congruencia ax = b(mod m) es equivalente a
a'z = b (mod m).
Demostracion: Se tiene que @’ = a + kom, y V' = b+ kym.
Si zg es una solucion de ax = b(mod m) entonces axg — b = km, con k € Z. Entonces:
dxg =V = (a+kem)xg— (b+kym) = axg+ kemzo—b—kym = axg— b+ (kazo — kp)m
= km+ (kgxo — kp)m = (k+ kqzo — kp)m
es decir, a’xg — b’ es miltiplo de m, o lo que es lo mismo, xg es solucion de o'z = b'(mod m)
Por tanto, hemos demostrado que toda solucion de ax = b(mod m) es solucion de 'z = b/ (mod m)

De la misma forma de demuestra que toda soluciéon de ¢’z = b'(moéd m) es soluciéon de ax =
b(méd m) W

Esta propiedad nos permite, dada una congruencia, reducir los coeficientes modulo m, obteniendo
una congruencia equivalente con coeficientes menores. Por ejemplo, la congruencia

29z = 67(mod 7)

es equivalente a la congruencia
x = 4(mod 7)

pues 29 = 1(mo6d 7) y 67 = 4(mod 7).

o

2. Sid es un divisor comtn de a, b y m, entonces la congruencia §r =
az = b(mod m).

(mod %) es equivalente a

Demostracion: Sea xg una solucion de axz = b(mod m). Entonces axg—b = km, luego %xo—g = k7,

. ., a — b 2 m
luego ¢ es solucion de §z = 5(mod %)

La otra parte se demuestra de forma analoga. W
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Esta propiedad también permite reducir los coeficientes de las congruencias. Asi, por ejemplo, las
congruencias

6x = 14(mod 22) y 3z =T7(mod 11)
son equivalentes.

3. Simecd(c,m) = 1, entonces las congruencias axz = b(méd m) y cax = cb(modd m) son equivalentes.

Demostracion: Es facil comprobar que toda solucion de ax = b(mod m) es solucion de cax =
cb(moéd m) (si axg — b es miultiplo de m también lo es caxg — cb). Esto es cierto, aun sin que
med(c,m) = 1.

Sea ahora d tal que dec = 1(mod m). Este tal d existe. Basta tomar el inverso de ¢ en Z,,, que
existe pues med(c,m) = 1. Se tiene ahora que toda solucion de cax = cb(mdd m) es solucion de
dcax = deb(mod m), que tiene las mismas soluciones que ax = b(mod m) (ver propiedad 1). W

Esta propiedad se suele aplicar junto con la propiedad 1, para simplificar congruencias. Por ejemplo,
si tenemos la congruencia

6x = 16(mod 17)

podemos multiplicar por 3 los coeficientes a y b, ya que med(3,17) = 1. Obtenemos entonces la
congruencia

18z = 48(mod 17)

que es equivalente a la de partida. Por la propiedad primera, tenemos que esta congruencia es
equivalente a

x = 14(mod 17)
y de esta congruencia conocemos las soluciones.

El niimero 3 por el que se ha multiplicado no ha sido elegido al azar, sino que se ha tomado por ser
el inverso de 6 en Z7.

Parece claro entonces que el camino a seguir es multiplicar los coeficientes a y b de la congruencia
por el inverso de a en Z,,. El problema es que no siempre es posible.

Es importante que el nimero por el que multiplicamos sea primo relativo con m, pues en caso
contrario obtenemos una congruencia que no es equivalente. Por ejemplo, si consideramos la con-
gruencia

Tz = 5(mod 12)
y multiplicamos por 2, obtenemos

142 = 10(mod 12)

Vemos como z = 5 es solucion de la segunda congruencia (14 - 5 — 10 es multiplo de 12), pero no es
solucién de la primera (7 -5 — 5 no es maltiplo de 12).

4. Si ¢ es un divisor comun de a y b, y mcd(c,m) = 1, entonces las congruencias ax = b(mod m) y
2z = 2(méd m) son equivalentes.

Demostracion: Es semejante a la propiedad anterior. H

Proposicion 1.7.1. Sean a,b,m € Z, con m > 2. Entonces la congruencia ax = b(mdd m) tiene solucion
st, y sdlo si, med(a, m)|b.

Demostracion: Supongamos que la congruencia tiene solucién. Sea xy una tal solucion. Entonces
arg —b = km para algin k € Z. Entonces la pareja (z9, —k) es una solucion a la ecuacion diofantica
ax + my = b. La proposicion 1.4.1 nos dice que med(a, m)|b.

Reciprocamente, supongamos que med(a, m)|b. Entonces la ecuacion ax + my = b tiene solucion. Sea
(20, yo) una tal solucion. En ese caso g es una soluciéon de ax = b(mod m). B

A la hora de resolver una congruencia de la forma az = b(mdd m) podemos proceder como sigue:

= Reducimos a y b modulo m. Este paso no es necesario, pero puede facilitar los calculos.
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= Se comprueba si med(a, m)|b. Si la respuesta es negativa, entonces la congruencia no tiene solucion.
Si la respuesta es afirmativa, podemos dividir toda la congruencia por med(a, m) (ver propiedad 2).

Hemos transformado la congruencia en una de la forma ax = b(mo6d m), pero ahora se tiene que
med(a,m) = 1.

» Buscamos el inverso de a en Z,,. Llamémoslo wu.

= Multiplicamos ambos miembros de la congruencia por u. Por la propiedad 3 obtenemos una con-
gruencia equivalente, y ésta adopta la forma z = ¢(mod m).

Con esto ya hemos resuelto la congruencia. Las soluciones son x = c+ km : k € Z.

Ejemplo 1.7.1.

1. La congruencia 2z = 3(mdd 4) no tiene solucion, pues med(2,4) = 2, que no divide a 3. Claremente,

para cualquier valor de x, 2x es par, luego 2z —3 es impar, y un nimero impar no puede ser multiplo
de 4.

2. En cambio, la congruencia 4dx = 2(mdd 6) si tiene solucion, pues med(4,6) = 2 y 2|2. Dividimos
entonces todo por 2 y obtenemos la congruencia 2z = 1(mdd 3). Puesto que 2= = 2 (en Z3) la
congruencia es equivalente a x = 2(mdd 3), cuyas soluciones son r = 2 + 3k.

3. Vamos a resolver la congruencia 48z = 25(mdd 15). En primer lugar, reducimos mddulo 15. La con-
gruencia nos queda 3z = 10(mdd 15). Dado que med(3,15) = 3, y éste no divide a 10 la congruencia
no tiene solucion.

4. Resolvamos ahora 27z = 13(mdd 10).

Reducimos todos los coeficientes mdédulo 10.
Tx = 3(mdd 10)
Puesto que med(7,10) =1 la congruencia tiene solucion.

771 = 3. Multiplicamos entonces por 3.
x = 9(mdd 10)

Las soluciones son x = 9 + 10k.

5. Vamos a resolver la ecuacion diofdntica 48x + 21y = 75. Para ello planteamos la congruencia

48x = 75(mdd 21)

Reducimos mddulo 21 y nos queda 6x = 12(mdd 21).
Dividimos todo por 3 = med(6,21): 2 =4(mod 7).
Dividimos por 2: x=2(mdd 7).

Por tanto x = 2 4 Tk. Hallemos el valor de y.

A8(247k)+21y = 75 = 16(2+7k)+Ty = 25 = Ty = 25—16(2+7k) => Ty = —T—7-16k = y = —1—16k

Las soluciones son entonces © = 2+ 7k; y = —1 — 16k.

6. Consideramos la congruencia 6x = 12(mdd 27). Se tiene que © = 11 es solucion de esta ecuacion,
pues 6 - 11 — 12 = 54 que es maltiplo de 27.
Si dividimos ambos miembros por 3 obtenemos 2z = 4(mdd 27). En este caso tenemos que 11 no es
solucion, pues 2 -11 — 4 = 18 que no es maltiplo de 27.

7. Obviamente, si partimos de la congruencia 2x = 4(mdd 27) y multiplicamos ambos miembros por 3
obtenemos una congruencia que no es equivalente.

Jesuis Garcia Miranda



28 NUMEROS NATURALES Y NUMEROS ENTEROS
El siguiente algoritmo recoje esta forma de resolver una congruencia.

Algoritmo CONGRUENCIA(a, b, m)
Entrada: a,b € Z,meN:m >1
Salida: (¢,n): = ¢(mod n) y ax = b(mod m) son equivalentes.
a:=a moéd m
b:=b mo6d m
(d,u,v) == BEZOUT (a,m)
Sibmodd#0
Devuelve "No tiene solucion"
Fin
(a,b,m) := (a div d,m div d, m div d)
c:=a-umodm
Devuelve (¢, m)
Fin
Nos planteamos a continuacién como resolver sistemas de congruencias con una sola incégnita. Puesto

que toda congruencia que tenga solucién es equivalente a una de la forma z = a(mdéd m) nos planteamos
resolver un sistema de la forma

x = a1 (mod my)

x = az(mod ma)

Una solucién del sistema es un nimero entero que es simultdneamente solucién de todas las congruencia.

Ejemplo 1.7.2.

1. El sistema de congruencias

x = 2(mdd 6)
x = 5(mdd 9)

tiene a * = 14 como una solucidon, pues 14 — 2 es maltiplo de 6 y 14 — 5 es multiplo de 9.

2. Ll sistema
x = 2(mdd 6)
x = 6(mdd 9)

no tiene solucion, pues si v = 6(mdd 9) se tiene que x = 0(mdd 3), mientras que si x = 2(mdd 6)
entonces x = 2(mdd 3).

El siguiente teorema nos da una condicién suficiente para que un sistema de congruencias tenga
solucion.

Teorema 1.7.1 (Teorema chino del resto). Sean a1, a2,--- ,ap € Z, y m1,ma,--- ,m, € N*. Supong-
amos que med(m;, m;) =1 para i # j. Entonces el sistema de congruencias

x = a;(mdd mq)
x = ag(mdd ms)

tiene solucion. Ademds, si a es una solucion, dicho sistema es equivalente a la congruencia

x = a(mod M)

p
donde M = ] m;.

1=1
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Antes de hacer la demostraciéon del teorema, comprueba que si a, m1,mo,---m, € Z 'y med(a, my) =

med(a, mg) = --- = med(a, my) = 1 entonces med(a, mymz - --mp) = 1.
Demostracion: Sea M; = 2L = T m;.
b

Se tiene entonces que med(m;, M;) = 1. Por el teorema 1.3.2, existen u;, v; € Z tal que m;u;+M;v; = 1.
Es claro entonces que
M;v; méd m; =1 M;v; méd mj; =0 para j # 1

luego
a;M;v; moéd m; = a; moéd m; a;M;v; méd m; =0 para j #1¢
p . . .
Sea entonces a = > a;M;v;. Es facil comprobar que a es solucion del sistema.

i=1
Supongamos que b es otra solucion. Entonces se tiene que

b=a(mod m;) b=a(modmy) --- b=a(modm,)
es decir,
m|(b—a) ma|(b—a) - my|(b—a)
lo que es equivalente a que mem(mi, ma,--- ,mp)|(b — a). Y como mem(my, me,--- ,my) = M, lo que

tenemos es que M|(b—a), es decir, b = a+ K'm. Por tanto, todas las soluciones del sistema de congruencias
son de la forma a + K'm, las mismas soluciones que tiene la congruencia = a(moéd M). W
Notese que el teorema chino del resto, lo que nos dice es que la aplicacion f : Zys — Zpy, X Ly, X
“++ X L, dada por
f(z) = (z méd my, & mod ma, - - - 2 moéd my)

es biyectiva (realmente, lo que dice es que es sobreyectiva, pero al tener los dos conjuntos el mismo
cardinal eso es suficiente para ser biyectiva).
Nos centramos en el caso p = 2. Es facil ver (corolario 1.3.3) que la aplicacion f induce una biyeccion

[ U(Zapyms) = ULy ) X U (L)
Por tanto, los dos conjuntos, dominio y codominio, tienen el mismo cardinal. Deducimos entonces que
p(mamy) = (ma)p(ms)
si med(mq,ma) = 1.
Ejemplo 1.7.3. Consideramos el sistema:
(mdd 2)

1
2(mdd 5)
3(maod 7)

xT
x
xT

Es claro que med(2,5) = med(2,7) = med(5,7) = 1. Entonces tomamos My =5-7=35, My =2-7 =
14y My=2-5=10.
1=2-18435-(-1) = v, =-1
1=5-3+14-(=1) => vy =—1
1=7-34+10-(-2) = v3 =-2.
Por tanto, podemos tomar a =1-35-(=1)+2-14-(=1)+3-10- (-2) = —123.
El sistema de partida es equivalente a la congruencia x = —123(mdd 70), que a su vez es equivalente
a x = 17(mdd 70). Las soluciones son entonces

xr =17+ 70k

Ndtese que podriamos haber tomado vi =1, v =4 y v3 =5, en cuyo caso nos habria salido a = 297,
que también es solucion (297 = —123(mdd 70) ).

En un ejemplo anterior hemos estudiado dos sistemas con dos congruencias en los que med(my,ma) #
1. En un caso el sistema tiene solucion y en el otro no.
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Ejemplo 1.7.4. Consideramos la aplicacion f : Z1g — Zo X Zy dada por f(x) = (x mdd 2,z mdd 9).

f0)=1(0,0)  f(1)=(L1) [f(2)=(0,2) [B)=(1,3) [f(4)=(0,4) f(5)=(,5)
f(6)=(0,6)  f(7)=(L7) f(8) =(0,8) f(9)=(1,0) [f(10)=(0,1) f(11)=(1,2)
f(12) =(0,3) f(13) = (1,4) f(14) =(0,5) [f(15) =(1,6) f(16)=(0,7) f(17) = (1,8)

que claramente es una biyeccion, mientras que si definimos f : Z1s — Zs X Zg de la misma forma
obtenemos

f(O) (0’ 0) f(l) = (17 1) f( ) ( ) ) f(3) = (0’ 3) f(4) = (174) f(5) (27 5)
f[(6)=1(0,0) f(7)=(L1) [f(8)=(2,2) [f(9=(0,3) [f(10)=(1,4) [f(11)=(2,5)
f(12) =(0,0) f(13)=(1,1) [f(14)=(2,2) f(15)=(0,3) [f(16)=(1,4) f(17)=(2,5)

que claramente no es ni inyectiva ni sobreyectiva.

El teorema chino del resto nos proporciona una condicién suficiente para que un sistema de congruen-
cias tenga solucién, y en caso afirmativo nos proporciona una forma de hallarla, como acabamos de ver.
Sin embargo, cuando el sistema no se ajusta a las hipotesis del teorema no tenemos ninguna herramienta
para determinar si tiene o no soluciéon, y en caso de que la tenga, para resolverlo.

Vamos a desarrollar un método para resolver sistemas de congruencias, independientemente de que
satisfagan o no las hipotesis del teorema chino. En caso de que el sistema no tenga solucion, lo detectaremos
en el desarrollo del proceso.

El método consiste en resolver en primer lugar la primera congruencia (trivial).

Se introduce la solucion en la segunda, y se halla la solucion del sistema formado por las dos primeras
congruencias.

Se introduce en la tercera congruencia y se vuelve a resolver.

El proceso continda, bien hasta que terminemos con todas las congruencias, bien cuando lleguemos a
una congruencia que no tiene solucién.

Veamos algunos ejemplos.

1.
z = 1(mod 2)
x = 2(mod 5)
x = 3(mod 7)
x = 1(mod 2) Calculamos las soluciones x=1+2k
x = 2(mod 5) Introducimos la solucion 1+ 2k; = 2(mod 5)
2% = 1(mod 5)
Multiplicamos por 3 = 271 en Zs k1 = 3(mod 5)
k1 =3+ 5ks
Sustituimos x =14 2(3+4 5kg) =7+ 10ks
x = 5(mod 7) Introducimos la solucion 7+ 10ky = 3(mod 7)
10ks = —4(mo6d 7)
Reducimos modulo 7 3ky = 3(mod 7)
Multiplicamos por 15 = 37! en Z; ko = 1(mod 7)
ko =1+ Tk
Sustituimos x=T7410(1 4 Tke) = 17 4 70ks
Por tanto, la solucién es x = 17 + 70ks.
9 x = 2(mod 6) }
' = 5(mod 9)
x = 2(mod 6) Calculamos las soluciones x =2+ 6k
x = 5(mod 9) Introducimos la solucion 2 4 6k1 = 5(mod 9)
6k1 = 3(mod 9)
Dividimos todo por 3 = mced(6,3,9) 2k = 1(mod 3)
Multiplicamos por 2 = 271 en Z3 k1 = 2(mod 3)
k1 =24 3k
Sustituimos r=2+46(2+ 3kz) =14 + 18ks

Las soluciones son entonces x = 14 + 18ks.
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3 x = 2(mod 6)
‘ x = 6(mod 9)
x = 2(mod 6) Calculamos las soluciones x =2+ 6k;
x = 6(mod 9) Introducimos la solucion 2 + 6k = 6(mod 9)

6k1 = 4(mod 9)
Y el sistema no tiene solucion, pues med(6,9) = 3, que no divide a 4.

4. Vamos a calcular las dos ultimas cifras de 273636,

Es claro que tenemos que calcular el resto de dividir por 100 de dicho ntimero, o lo que es equivalente,
realizar la operacién en Zigg. Dado que med(27,100) = 1 se tiene que 27¢(100) — 1y como
©(100) = (4 - 25) = 2 - 20 = 40 tenemos que 274 = 1(mod 100).

Puesto que 3636 = 90 -40 4 36 nos queda que 273636 = (2740)902736 = 2736 Vemos que realizar esta
operacion no es facil. Procedemos entonces como sigue:

» Calculamos 273636 en Z,.

En ese caso se tiene que 27 = 3, y como ¢(4) = 2 entonces 3% = 1, luego 33636 = 1.

273636

= Calculamos en Zos.

En este caso hay que calcular 23636, Dado que ¢(25) = 20 y 3636 = 16(mdd 20) lo que hemos
de calcular es 26, que puede ser calculado como sigue:

22=4; 2=(22)%=42=16; 28=(21)?=162=256=6; 2'9=(2%)2=6>=36=11

= Resolvemos el sistema
x = 1(mod 4)
x = 11(méd 25)

x =1+ 4kq, de donde 1+ 4ky = 11(mdd 25), es decir, 4k; = 10(mod 25). Multiplicamos por
19 y nos queda k1 = 15(mod 25) de donde k1 = 15 + 25k. Finalmente sustituimos:

x=144k; =1+ 4(15+ 25k) = 61 + 100k
Deducimos que las dos tltimas cifras son 61.

Notese que empleando este método es indiferente que las congruencias estén expresadas de la forma
x = b(mod m) o de la forma ax = b(mod m).
El siguiente algoritmo utiliza esta idea para resolver sistemas de congruencias.

Algoritmo SISTEMA (p, (a1,b1,m1),- -+, (ap, by, my))
Entrada: a,be Z,me N:m >1

peEN: p>2

ai, - ,0ak,b1, - ,bp €Z

my,--- ,mg € N*
Salida: (¢, n).

El sistema

a1 = by (modd my)

asx = bo(modd mo)

apt = by(modd my,)
y la congruencia x = ¢(mod n) son equivalentes.

(¢,n) := CONGRUENCIA(aq,b1,m1)
Desde k = 2 hasta p
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(ak,bg) := (agn, b — agc)
(u,v) := CONGRUENCIA((ag, by, my)
(¢,n) := (¢ + nu,nv)

Devuelve (¢, n)

Fin
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