Capitulo 4

Combinatoria

La combinatoria trata del estudio de las posibles agrupaciones de objetos. Contar el nimero de objetos
que verifican ciertas propiedades es uno de los objetivos de la combinatoria. Problemas muy diversos,
como determinar el niimero posible de apuestas diferentes en una quiniela, el namero posible de posiciones
en que unos corredores pueden terminar una carrera, el nimero posible de matriculas de los coches de
un pais o las diferentes formas de distribuir una serie de objetos en cajas son problemas que se abordan
mediante las técnicas de conteo que veremos en este capitulo.

Lo que pretendemos es por tanto, contar los elementos de un conjunto, o mas precisamente, determinar
su cardinal. Dado un conjunto A denotaremos por |A| a su cardinal. Nosotros aqui trataremos tiinicamente
con conjuntos que tienen un ndmero finito de elementos. En tal caso, se dice que un conjunto A tiene
cardinal n si existe una biyeccion entre el conjunto A y el conjunto {0,1,--- ,n — 1}. Es claro que si dos
conjuntos son biyectivos tienen el mismo cardinal.

A la hora de contar ciertos objetos, lo que haremos sera identificar estos objetos con los elementos de
algn conjunto del cual sepamos determinar su cardinal (es decir, estableceremos una biyeccion entre el
conjunto de objetos que queremos contar y otro conjunto del cual hallaremos su cardinal).

Para comenzar, estudiaremos en primer lugar como determinar el cardinal de algunos conjuntos.

4.1. Meétodos elementales de conteo

4.1.1. Principio de inclusién-exclusiéon

Proposiciéon 4.1.1 (Principio de la suma). Sean A; y As dos conjuntos disjuntos (es decir, AyNAg =
@) Entonces |A1 @] A2| = |A1| + ‘A2|

Intuitivamente esta claro lo que significa este principio. No obstante, si quisiéramos una demostracion,
ésta se basarfa en que los conjuntos {0,1,--- ,m —1} y {n,n+1,--- ,n+m — 1} son biyectivos.

El principio puede extenderse a tres o méas conjuntos. En tal caso, dice que si Aj, As, -, A, son
conjuntos disjuntos dos a dos (es decir, A; N A; = () para i # j) entonces

Ay U Ao U~ U A,| = |Ay| + |Ag| + -+ + | An|

El principio de la suma podria enunciarse también como sigue:

Si una primera tarea se puede realizar de ny formas, y una segunda tarea se puede realizar de no
formas, y las dos tareas son incompatibles, entonces hay ni +ns formas de realizar una de las dos tareas.

Este principio de la suma es muy restrictivo, pues requiere que los conjuntos sean disjuntos, o que las
tareas sean incompatibles. Sin embargo, en general, la situacion es que los conjuntos no sean disjuntos.
En este caso se tiene:

Proposicion 4.1.2. Sean Ay y As dos conjuntos. Entonces |A; U Ag| = |A;1| + |A2| — |41 N As|.

La idea de este resultado esta clara. Si queremos contar los elementos que estan en Ay U A5, contamos
por una parte los que estan en A; y por otra parte los que estan en As, lo que nos da |A;| + |A4z]|. Sin
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98 COMBINATORIA
embargo, los que se encuentran en Ay N Ay los hemos contado dos veces, luego hemos de restar |A; N As|
a la suma anterior.

Una demostraciéon algo més rigurosa podria ser:

Demostracion: Es claro que A1 = (A1 \ A2) U (41 N Ag). Ademas, (A; \ A2) N (A1 N Ag) = 0, luego
[Ax| = A1\ Az| 4 [A1 N Aa], luego

| A1\ Az| = [Ar] — [A1 N Ag|

De la misma forma se obtiene que |As \ A1| = |A2| — |41 N A3
Dado que A1 U Ay = (A; \ A2) U (A1 N A2) U (A2 \ A1) v que estos conjuntos son disjuntos se tiene
que:

|A1UAs| = | A1\ Ao |+ A1NAs |+ A\ A1 | = [Ay]|—| A1NAz|+] A1 N A || Ao —|A1NAs| = |Ay|+|As|+]A1NAs)|

Ejemplo 4.1.1. Vamos a determinar, cuantos numeros entre 1 y 100 son, bien divisibles por 2, bien
divisibles por 3.

Sean Ay y As los nimeros que son maltiplos de 2 y 3 respectivamente. Ay tiene cincuenta elementos
(desde 2 -1 hasta 2-50), mientras que As tiene 33 (desde 3-1 hasta 3-33). Por otra parte, Ay N Az son
los mailtiplos de 6, luego tiene 16 elementos (desde 6 -1 hasta 6 - 16). Por tanto

Esta proposicion tiene una generalizacion a la unién de tres o mas conjuntos. El resultado se conoce
como principio de inclusion exclusion

Proposicion 4.1.3 (Principio de inclusién-exclusion). Sean Ay, As,--- , A, conjuntos. Entonces:
n
[ATUAs U UA,[ =3 A= 2 Ay NA [+ + (=) > |[Aiy M A |+ -
i=1 1<iy <ia<n 1<iy < <ip<n

+(=1)"" A N Az NN A,

La demostraciéon del principio de inclusién-exclusiéon se haria por inducciéon. Para n = 1 el resultado
es trivialmente cierto, y supuesto cierto para n conjuntos se demostraria para n 4+ 1 conjuntos poniendo
AjUAU---UA,UA, 11 = (A1UAU---UA,)UA, 1. La demostracion es bastante engorrosa. Veamos
aqui como se haria el paso de 2 a 3.
|[Ay UAs U As| = A1 UAs| + 43| — [(A1 U Ag) N As| =
= |A1] + |Aa| — |A1 N Aa| + |A3] — [(A1 N A3) U (A2 N As)| =
= |A1] 4 [Az] — A1 N Ag| 4 A3 — [|A1 N As| + A2 N As| — [(A1 N A3) N (A2 N A3)|] =
= |A1] 4+ |Aa| — |AL N Aa| + |A3] — [A1 N A3| — |A2 N As| + A1 N Aa N Ag| =
= |A1] + |Aa| + |As| — |A1 N Aa| — |A1 N Ag| — |A2 N As| + |A1 N A2 N As|

Ejemplo 4.1.2. Vamos a ver cuantos nimeros entre 1 y 111 son compuestos (lo que nos dard inmedi-
atamente cudntos numeros primos hay menores que 111.

Dado que V111 < 11, se tiene que si un numero menor o igual que 111 es compuesto, tiene un
divisor primo menor que 11. Por tanto, serd multiplo de 2, mailtiplo de 3, mailtiplo de 5 o mailtiplo de 7.
Consideramos entonces:

Ay = {Ndmeros compuestos maltiplos de 2} = {2 -z : 2 <z < 55}. Por tanto |A;| = 54.

Ao = {Nimeros compuestos multiplos de 3} = {3-x: 2 <z < 37}. Por tanto |As| = 36.

As = { Nimeros compuestos multiplos de 5} = {5-x: 5 < x < 22}. Por tanto |As| = 21.
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4.1. Métodos elementales de conteo 99
Ay = {Nameros compuestos maltiplos de 7} = {7-x: 2 < x < 15}. Por tanto |A4| = 14.
Luego AyN Ay ={6-2: 1<z <18}, que tiene cardinal 18. De la misma forma, obtenemos:
|A1 ﬂA3| = ].1, |A1 ﬂA4| = 7, |A2 ﬂA3| = 7, |A2 0A4| = 5; |A3 n A4‘ =3.
|A1 ﬂAQﬂA3| = 3; |A1 ﬂAQﬁA;L‘ =2; |A1 NAs ﬂA4| =1; |A20A30A4| =1, AANA;NA3NAy = 0.
Por tanto, deducimos que

|AyUAUAsUAy| = (54+36+21414) — (184 11+7+7+5+3)+(3+2+141)—0=125—5147 = 81

Es decir, entre 1 y 111 hay 81 ndmeros compuestos, de donde deducimos que hay 29 nimeros primos
(el 1 no es ni primo ni compuesto).

4.1.2. Principio del producto. Variaciones

Proposicion 4.1.4 (Principio del producto). Sean Ay, As dos conjuntos. Entonces, |A1 x As| =
|As] - [Az].

Aqui también el principio es intuitivamente muy claro. No obstante, si quisiéramos hacer una de-
mostracion de este hecho, deberiamos encontrar una biyeccion entre {0,1,--- ;mn — 1} y {0,1,--- ,m —
1} x {0,1,--- ,n — 1}. Esta biyeccion vendria dada por a — (a mod m,a div m)

Este principio puede generalizarse a tres o mas conjuntos, teniéndose en dicho caso:

|A1XA2XXAW|:‘A1||A2||AmI

El principio del producto podria enunciarse también como sigue:

Si una tarea podemos dividirla en dos (o mds) tareas consecutivas, de forma que hay ni formas de
realizar la primera tarea, y no formas de realizar la seqgunda tarea, entonces hay nins formas de completar
la tarea.

Ejemplo 4.1.3.

1. Vamos a ver cuantas apuestas diferentes de una quiniela pueden hacerse. La tarea de elegir una
combinacion la podemos dividir en catorce pasos. En cada uno de ellos hacemos una eleccion entre
tres posibilidades (1, X, 2). Por tanto, el nimero de apuestas es 3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3 =
314 = 4782969.

Notese que si A ={1,X,2} una combinacion es simplemente un elemento del conjunto

AXAXAXAXAXAXAXAXAXAXAXxAXxAXx A

cuyo cardinal es 3.

2. FEn el sistema de matriculacion vigente cada matricula se compone de cuatro digitos y tres conso-
nantes (salvo la "N"). Si consideramos los conjuntos

D:{0717273747576777879} C:{B,C,D,F,G7H7J,K,L,M,N,P,Q,R,S,T,V,VV,X,Y7Z}

cada matricula puede identificarse entonces con un elemento de D x D X D x D x C x C x C cuyo
cardinal es 10* - 21% = 92610000 (existe una biyeccion entre el conjunto de posibles matriculas y
DxDxDxDxCxCxC)

3. Vamos a calcular cuantos nimeros de 6 cifras, escritos en binario, contienen la secuencia 00. Los
numeros con estas caracteristicas pueden adquirir una de las cuatro formas siguientes:

100 1 00 100 1 00

Llamemos Ay al conjunto de los nimeros de la forma 100, Ay al conjunto de los nimeros de
la forma 1 00 y asi hasta Ay.
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100 COMBINATORIA

Por el principio del producto cada uno de estos conjuntos tiene 8 elementos, pues para elegir un
elemento de uno de estos conjuntos hemos de hacer tres elecciones con dos opciones para cada una.
Razonando de forma andloga se tiene que

|A1 N Ag| =|A2N As| = |As N Ay| =4 (un elemento de Ay N Az es de la forma 1000 ).
|A1 N As| = A1 N Ay| = |Aa N Ayl =2 (un elemento de Ay N Az es de la forma 10000 _ ).
|[A1 N Ay N A = AN As N Ay = 2.

[AiNAs N Ay =|A1NAsN Ay =[A1NANA3N Ay = 1.

Y ahora, el principio de inclusion-exclusion nos dice que

|A UAs UAsUA,| = (848+8+8)— (4+444+2+4242)+(24+2+1+1)—1=32—-1846—1=19

de donde deducimos que hay 19 numeros de seis cifras en binario que contienen la secuencia 00.

Como consecuencia del principio del producto se tiene:

Proposicion 4.1.5. Sean A y B dos conjuntos finitos. Entonces el nimero de aplicaciones de A en B
es |B|l4l.

Demostracion: Supongamos que |A| = m y |B| = n. Podria hacerse una demostracion a partir de la
representacion de un ntiimero menor que n™™ en base n.

Nosotros aqui emplearemos el principio del producto.

La eleccion de una aplicacion f : A — B podemos dividirla en m etapas. Cada etapa consiste en
definir la imagen de cada uno de los elementos de A, para lo cual tenemos n posibilidades (una por cada
elemento de B). Por tanto, el nimero posible de aplicaciones es n™.

De hecho, si A = {ay, a2, -+ ,am}, dar una aplicacion f : A — B es equivalente a dar un elemento de
B x B x -+ x B (en concreto, el elemento (f(a1), f(az), -, f(ay)). B

Notacién: En ocasiones se representa al conjunto de aplicaciones de A en B como B*, es decir:

BA={f:A— B; f es aplicacion}

Con esta notacion se tiene que |B*| = |B|I4l.

Ejemplo 4.1.4. Una apuesta quinielistica puede ser identificada con una aplicacion
f:{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14} — {1, X, 2}

por tanto, el nimero posible de aplicaciones es 3'4, como ya habiamos visto antes.
Vamos a ver también cuantas aplicaciones inyectivas podemos definir de un conjunto a otro.

Proposicion 4.1.6. Sea A un conjunto con m elementos y B un conjunto con n elementos. El nimero
de aplicaciones inyectivas de A en B esn(n—1)---(n —m+1).

Demostracion: Notese que si m < n no existe ninguna aplicacion inyectiva f : A — B. Por tanto,
supondremos que m > n.

Supongamos que A = {ay,az, - , 4y, . Para dar una aplicacion inyectiva f : A — B necesitamos dar
f(al)v f((lg), T ,f(am)~

Para elegir f(a1) tenemos un total de n posibilidades. Al ser f inyectiva, para elegir f(az) tenemos
n — 1 posibilidades (pues no podemos hacer la misma eleccién que para f(a;)). De la misma forma, para
f(a3) tenemos (n—2) posibilidades. Continuando con este razonamiento, llegamos a que para elegir f(a,)
tenemos n—m+1 posibilidades. Por tanto, el nimero de aplicaciones inyectivas es n(n—1)--- (n—m+1).

Notemos que en el caso de que m < n la expresién anterior es también valida, pues uno de los factores
esn—n=0 N
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4.1. Métodos elementales de conteo 101

Definicion 52. 1. Se llaman variaciones con repeticion de n elementos, tomados de m en m a cada
una de las posibles elecciones de m elementos, dentro de un conjunto de n elementos, pudiéndose
tomar elementos repetidos. Dos posibles elecciones se diferencian, bien en la naturaleza de los ele-
mentos elegidos, bien en el orden en que se han elegido.

2. Se llaman variaciones sin repeticion de n elementos, tomados de m en m a cada una de las posibles
elecciones de m elementos, dentro de un conjunto de n elementos, no pudiendo aparecer un elemento
mds de una vez. Dos posibles elecciones se diferencian, bien en la naturaleza de los elementos
elegidos, bien en el orden en que se han elegido.

El niamero de variaciones con repeticion de n elementos, tomados de m en m es igual a n'. El nimero

de variaciones sin repeticion de n elementos, tomados de men mesn(n —1)---(n—m+1) = (n_"iln),

Ejemplo 4.1.5. 1. Para hacer una quiniela, debemos elegir una lista de 14 elementos entre los ele-
mentos de un conjunto con 3 (1, X, 2). Son por tanto, variaciones con repeticion de 3 elementos
tomados de 14 en 14. El nimero total de posibles apuestas es por tanto 3'4.

2. En una carrera participan 35 personas. El ganador recibe una medalla de oro, el sequndo clasificado
una medalla de plata y el tercer clasificado una medalla de bronce.

El nimero de formas diferentes en que se pueden repartir las medallas corresponde al nimero de
variaciones sin repeticion de 35 elementos, tomados de 3 en 3. Por tanto es 35 - 34 - 33 = 39270.

4.1.3. El principio del palomar

Aunque su enunciado pueda parecer trivial, es conveniente recordarlo, pues de él deduciremos algunas
consecuencias.

Proposicion 4.1.7 (Principio del palomar). Si queremos repartir n objetos en m cajas, y n > m
entonces al menos una caja ha de contener 2 o mds objetos.

Notese que repartir objetos en cajas es equivalente a definir una aplicacion del conjunto de objetos en
el conjunto de las cajas (la imagen de un elemento nos dice en que caja se coloca). Decir que una caja
tiene dos o mas objetos se traduce en que la aplicacién no es inyectiva (pues esos dos elementos tendrian
la misma imagen). El principio del palomar se enunciaria entonces:

Sin > m no existen aplicaciones inyectivas de un conjunto de cardinal n en un conjunto de cardinal
m.

Ejemplo 4.1.6.

1. Si tenemos un grupo de 500 personas (bastaria con tener 367) debe haber dos que celebren el
cumpleatios el mismo dia (siempre y cuando todas celebren su cumplearios).

En este caso las cajas serian cada uno de los dias del afio, mientras que los objetos a repartir son
las personas.

2. Vamos a comprobar que cualquier nimero natural tiene un multiplo suyo que escrito en el sistema
decimal estd formado unicamente por ceros y unos.
Para esto, sea n € N y consideramos los n 4+ 1 nimeros naturales siguientes:
=1, 2o =10+1, 23 =102 +10+1, -+ 21 = 10" +---+10+1
cuya expresion en base decimal estd formada unicamente por unos.

Reducimos estos elementos mdodulos n (es decir, consideramos estos nimeros en Z,, ). Debe haber al
menos dos que coincidan (es decir, xj, = x;(mdd m)) si k <1 se tiene que 10F +10F+1 4 ... 4101
es maltiplo de n. La expresion decimal de este nimero estd formada por k ceros y | — k unos.
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102 COMBINATORIA
Vamos a realizar los cdlculos para n = 6. Tomamos los nimeros:

1 11 111 1111 11111 111111 1111111

Reducimos mddulo 6.

1 53 1 5 3 1

de donde deducimos que 1111 — 1 = 1110 es mualtiplo de 6.

3. Un razonamiento semejante a este permite probar que dado un conjunto formado por n niumeros
enteros, podemos encontrar un subconjunto suyo cuya suma sea mailtiplo de n.

Sea el conjunto de partida {x1,x2, - ,x,}, y construimos:

Y1 =171
Y2 = T1 + T2

Yn =21+ T2+ -+ Ty
reducimos modulo n, y obtenemos n elementos de Z,,.
Si alguno de estos elementos es cero, digamos yi, tenemos que x1 + - - - + T es maultiplo de n.

Si ninguno de ellos vale cero, entonces n elementos de Z,, \ {0}. Por tanto, dos de estos elementos
son iguales. Si estos son yi e y; se tiene que Y — Y, = Tp+1 + - -+ + x; es multiplo de n.

Notese que en el ejemplo anterior se ha empleado el mismo razonamiento, tomando los elementos
r1 =1, 2o =10, - -2 = 10F-1.

Proposicion 4.1.8 (Principio del palomar generalizado). Si queremos repartir n objetos en m
cajas, al menos una caja ha de contener al menos n/m elementos.

Obviamente, si n/m no es entero, se toma el ntimero entero inmediatamente superior.

Ejemplo 4.1.7.
Si tenemos un grupo de 200 personas, dado que hay 12 signos zodiacales y 200/12 = 16, 3... sabemos
que debe haber al menos 17 personas con el mismo signo del Zodiaco.

4.2. Combinaciones

En secciones anteriores estudiamos como, de un conjunto de n elementos podiamos extraer m, de
forma que el orden en que se extraian los elementos fuera significativo. En esta trataremos de encontrar
como extraer m elementos de un conjunto que tiene n, pero ahora no importa el orden en que se elijan,
sino tnicamente la naturaleza de estos elementos.

En términos de conjuntos, nos preguntamos cuantos subconjuntos de cardinal m tiene un conjunto
con n elementos. Vamos a denotar por (:1) a tal cantidad.

Es facil ver que (8) = 1, pues cada conjunto de cardinal n tiene un tnico subconjunto con 0 elementos,
a saber, el conjunto vacio. De la misma forma se tiene que (Z) = 1 (pues el Gnico subconjunto de cardinal
n de un conjunto de n elementos es el propio conjunto).

También es facil ver que (;) = (nfm) pues cada subconjunto de m elementos determina de forma
tnica un subconjunto de n — m elementos (concretamente, el de los elementos que no pertenecen a él) y
viceversa.

S 1Lt . . . n+1\ __ n n
Por dltimo, una tercera propiedad referente a estos ntimeros nos dice que ( - ) = (m—l) + (m)
Razonemos esto dltimo.
Supongamos que A = {ay,as, - ,ap,an+1} s un conjunto de cardinal n+ 1, y queremos ver cuintos

subconjuntos de m elementos tiene.
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4.2. Combinaciones 103

Si

queremos elegir un subconjunto X de A con m elementos, tenemos dos opciones, mutuamente

excluyentes: que a,+1 € X 0 que a,+1 € X. En el primer caso, esta determinado por los m — 1 elementos

de {a1,a9, -+ ,a,} que pertenecen a X. Podemos entonces elegir un total de (

n

) subconjuntos con
m—1

estas condiciones. En el segundo caso, esta determinado por los m elementos que pertenecen a él, y que
sabemos con seguridad que estan en el conjunto {a1,as, -+ ,a,}. Podemos por tanto hacer la eleccion de

(™) formas. El principio de la suma nos asegura entonces que (

n+1) :( n

™ )+ (1), como queriamos.

Estas tres propiedades nos permiten demostrar la siguiente proposicion.

Proposicion 4.2.1. Sean m,n € N con m < n. Entonces

() = 5 =y

Demostracion: Haremos la demostracién por induccién.

Para n = 0, y para m = n el resultado es cierto (lo que nos dice que es cierto para n = 1)

Supongamos que (Z) = ﬁlk), para cualquier k tal que 0 < k < n. Sea m comprendido entre 1 y n.
En ese caso se tiene que

(

n+1

n n n! n!

m ) - (m—l) + (m) - (m—=1)I(n—m+1)! + m!(n—m)!
o nlm n!l(n—m+1)

— ml(n—m+1)! + m!(n—m+1)!

_ n!(m+n—m+1

- ml(n—m+1)!

(n+1)!
— ml(nt+1-m)!

y para m = 0 o m = n + 1 sabemos que el resultado es cierto. W

Ejemplo 4.2.1.

1.

El nimero de subconjuntos con 2 elementos del conjunto {a,b,c,d, e} es

5 5! 5-4
(2)2!3!2110

Estos son:
{a,0} {a,c} {a,d} {a,e} {b,c} {b.d} {be} {c,d} {ce} {de}
Ndotese que de estos 10 sobconjuntos hay (‘11) =4 que contienen al elemento e

{a,e} {b,e} {c,e} {d,e}

Y (g) = 6 que no contienen al elemento e
{a,b} {a,c} {a,d} {b,c} {b,d} {c,d}

El niimero de cadenas de n bits que contienen exactamente m unos (y por tanto n—m ceros) es (17711)
Para justificar esta afirmacion numeramos los n bits desde 1 hasta n. Elegir una cadena en estas
condiciones es equivalente a tomar un subconjunto del conjunto {1,2,--- ,n} con m elementos.

Sabemos que si X es un conjunto con n elementos, entonces X tiene 2" subconjuntos (las dlgebras
de Boole B™ y P(X) son isomorfas). Deducimos entonces que, para cualquier n € N se verifica que

=30 - () () ()

Supongamos que un departamento estd formado por 7 mujeres y 9 hombres, y se quiere formar una
comision con cinco miembros, de forma que haya al menos un hombre y una mujer en la comision.
Vamos a determinar cuantas posibles comisiones pueden formarse con esas condiciones. Para esto,
vemos en primer lugar que pueden formarse (156) = 4368 posibles comisiones con 5 miembros. De
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104 COMBINATORIA
ellas, (g) = 126 no contienen ninguna mujer (estin formadas unicamente por hombres), mientras

que (g) = 21 no contienen ningun hombre. Por tanto, el nimero posible de comisiones es 4368 —

126 — 21 = 4221.

Notese que para realizar esta operacion se han considerado los conjuntos:
- Congunto de todas las comisiones con 5 miembros: X.

- Conjunto de las comisiones con al menos un hombre: A.

- Congunto de las comisiones con al menos una mujer: B.

Lo que queremos calcular es |AN B|, y sabemos que:

| X| =4368, |[A'| = |X \ Al =21, |B'| =126, AN B’ =0.

Por tanto, se tiene:

|IANB| = |X| - |[(ANB)| = |X| — |A UB'| = |X| — (|A'| + |B|) = 4368 — (21 + 126) = 4221

Teorema 4.2.1 (Teorema del binomio). Sea A un anillo conmutativo, y a,b € A. Entonces, para
cualquier n € N se verifica que:

(a+b)" = kZ::) (Z)a’fb”—’f = (g)w + (T)a”‘lb +o (Z) b

Demostracion: La demostracion la haremos por induccién en n.
Para n =0 0 n =1 el resultado es trivialmente cierto.

n
Supongamos que se verifica que (a +b)" = > (Z) a"~*b*. Entonces:

(a+b)"™  =(a+b)(a+b)™=a-(a+b)"+b-(a+0b)"

P (D)an e (a4 ()]
b [(an e+ () e (7t ()]

~—
Q

= (la™ + (arb -+ (an=HE - (Tab?
B P e T

= ()am + [(D) + ()] b+ [() + ()] @m0 e [(2) + ()] e (o
= ("gl)an+1 4 (”Tl)a”b 4+t ("Zl)an-i-l—kbk R (”:1>abn (Zi})bn-ﬂ

que es la expresion que buscdbamos. M

Ejemplo 4.2.2.

1. Sabemos que (a+b)? = a®+2ab+b2. Esta igualdad puede obtenerse a partir del teorema del binomio

teniendo en cuenta que (g) = (g) =1, muentras que (f) = 2.

2. Para exponente 5 se tiene que:

(a+b)® = (g) a’+ G) a*b+ @) a*b?+ (g) a’b>+ <Z) ab*+ (2) v’ = a®+5a*b+10a>b?+10a%b* +-5ab* +b°

3. El coeficiente de a"b® en (a+b)'0 es (§) = 35.
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4. Usando el teorema del binomio se tiene que:

@*@*"*(2):<1+1)n:2n

algo que ya habiamos obtenido anteriormente.

Hasta ahora hemos estudiado, como de un conjunto de n elementos podemos elegir m, sin que influya
el orden en que se pueden elegir los elementos, y sin que puedan repetirse los elementos. Es lo que se
llama combinaciones (sin repeticion) de n elementos tomados de m en m. Nos planteamos a continuacion
el caso en el que los elementos puedan repetirse. Por ejemplo, tenemos en una caja bolas rojas, negras y
blancas, y extraemos 4 bolas. ;Cuantas extracciones distintas podemos realizar?.

Se trata, de un conjunto de tres elementos ({ R, N, B}) elegir cuatro, pudiéndose repetir los elementos,
y sin que influya el orden en que los elegimos. Da igual la extraccion RNBN que RN N B. Lo tinico que
importa es que se han elegido una bola roja, dos bolas negras y una blanca.

En este caso, las posibles extracciones son (suponemos que tenemos al menos cuatro bolas de cada

color):
RRRR RRRN RRRB RRNN RRNB RRBB RNNN RNNB

RNBB RBBB NNNN NNNB NNBB NBBB BBBB

es decir, un total de 15.
Para encontrar una forma de generalizar esto, vamos a escribir las quince posibles extracciones como
sigue:

RRRRxx RRRxNx RRRxxB RRxNNx RRxNxB RRxxBB RxNNNzx RxNNzxzB

RxNxzBB RxxBBB xNNNNx xNNNxzB xNNxBB xNxBBB xzxBBBB

y vemos que cada extraccion esta determinada por la posiciéon que ocupan las dos x enlacadena
El namero de posiciones que quedan a la izquierda de las dos equis nos indican la cantidad de bolas rojas;
el nimero de posiciones que quedan entre las dos equis nos indican el nimero de bolas negras mientras
que el nimero de posiciones a la derecha de las dos equis nos indican la cantidad de bolas blancas. Asi,

colocando las equis en las posiciones 2 y 4 nos queda _z x _, lo que nos da una bola roja, una bola
negra y dos bolas blancas.
Puesto que entre las seis posiciones podemos colocar las dos equis de (g) = 15 formas diferentes

obtenemos que se pueden hacer un total de 15 extracciones diferentes.

Situémonos en el caso general. Supongamos que tenemos un conjunto con n elementos, que podrian
ser bolas de n colores diferentes, y extraemos m elementos (se supone que de cada color hay al menos m
bolas). Esto es lo que se llama combinaciones con repeticion de n elementos tomados de m en m. Para
determinar cuantas combinaciones con repeticion hay, identificamos cada combinacion con la elecciéon de
la posicién de m — 1 equis de un total de n +m — 1 posibles posiciones. El ntimero de combinaciones con

repeticién de n elementos, tomados de m en m resulta ser entonces <n+77:1171) = ("fff; 1).
Ejemplo 4.2.3.
1. Vamos a determinar cuantas soluciones naturales tiene la ecuacion © +y + z +t = 13. Para

resolverlo, planteamos el problema de otra forma. Supongamos que tenemos cuatro tipos de bolas
(rojas, negras, blancas y azules), y extraemos trece bolas. Cada extraccion la podemos identificar
con una solucion de la ecuacion anterior, donde x es el numero de bolas rojas, y es el numero de
bolas negras, z es el nuimero de bolas blancas y t es el niumero de bolas azules.

El nimero de posibles extracciones es el nimero de combinaciones con repeticion de 4 elementos
tomados de 13 en 13. Su valor es (13(’) = 560.

Supongamos ahora que queremos resolver la misma ecuacion, pero queremos que las variables tomen
valores mayores o iguales que 1. En ese caso, llamamosz' =z -1,y =y—1,2' =2—1,¢ =t—1,

Jestis Garcia Miranda



106 COMBINATORIA

con lo que la ecuacion se transforma en &' +y' + 2’ +t' =9, y estdn permitidas todas las soluciones

naturales. El numero de soluciones es (g'ﬁzl) = 84.

Por tanto, de las 560 soluciones de la ecuacion x +y + z +t = 13 hay 476 (560 — 84) en las que
alguna de las variables toma el valor cero.

2. Supongamos que tenemos 15 caramelos (iguales) y los queremos repartir entre 5 nirios. Podemos ver
que el nimero de posibles repartos es el de combinaciones con repeticion de 5 elementos tomados
de 15 en 15, que resulta ser (149) = 3876.

4.3. Permutaciones

En esta seccion estudiaremos las formas diferentes de ordenar los elementos de un conjunto. Dado
un conjunto X con n elementos, una permutaciéon en X es una ordenacion de los elementos de X. Otra
forma de definir una permutacién en X es como una aplicacion biyectiva X — X.

Por ejemplo, si X = {1,2,3}, hay seis permutaciones en X que se corresponden con las seis formas
de ordenar los elementos de X. Estas son:

123 132 213 231 312 321

Las seis biyecciones de X en X son:

| | ' < 4 .
[ < . '4 ﬂ X
132 213 231 312 321

123

Y vemos como cada biyeccion se corresponde con una ordenacion de los elementos de X y viceversa.

En general, si X es un conjunto con n elementos, el nimero de permutaciones en X es igual al ntimero
de aplicaciones inyectivas X — X, pues toda aplicacion inyectiva X — X es biyectiva. Este ntiimero fue
calculado en la seccion dedicada a las variaciones, y sabemos que vale n- (n —1)---2-1 =nl.

Algo méas complicado es ordenar los elementos de un conjunto cuando alguno de sus elementos aparece
repetido. Por ejemplo, nos preguntamos de cuantas formas podemos ordenar las letras de la palabra cara.
Para ordenarlas, supongamos que distinguimos las dos aes que aparecen en la palabra, escribiendo una
de ellas en negrita, y realizamos las 24 ordenaciones posibles:

cara caar Craa rcaa raca raac
cara caar craa rcaa raca raac
acra acar arca arac aacr aarc
acra acar arca arac aacr aarc

Vemos que cada 2 ordenaciones de las letras de cara da lugar a la misma ordenacion de las letras

de cara (la que resulta de intercambiar "a" con "a"). Por tanto, las letras de cara se pueden ordenar de

% = 12 formas distintas.

Si quisiéramos ahora estudiar de cuantas formas podemos ordenar las letras de la palabra rara, ten-

driamos, si distinguimos las dos letras "r" un total de 12 ordenaciones diferentes. Sin embargo, cada

dos de ellas da lugar a una sola ordenacion de las letras de rara. Tenemos entonces un total de 1—22 =6
ordenaciones diferentes.

Otra forma de razonar este resultado es como sigue:

Para ordenar las letras de cara, situamos en primer lugar las dos "aes". Esto podemos hacerlo de (‘21)
formas diferentes. Una vez situadas las dos "aes", colocamos la "c", para la que tenemos dos posibilidades.
Por tanto, hay (g) -2 = 12 formas diferentes de colocarla. La posicion de la "r" queda determinada por

la de la "c" y las "aes".
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Para ordenar las letras de rara, situamos en primer lugar las dos "aes", cosa que podemos hacer de
(3) formas diferentes. Puesto que esto determina el lugar en que van las letras "r", concluimos que hay

seis maneras de ordenar las letras de rara.
Situémonos en el caso general.

Proposicion 4.3.1. Supongamos que tenemos una lista de n objetos, de r tipos diferentes. Del tipo 1
hay un total de ny objetos, todos ellos indistinguibles. Del tipo 2 hay no objetos, y asi hasta el tipo r, del
que hay n, objetos. Entonces el nimero total de ordenaciones de estos objetos es

n!
Tll!’I’LQ! . nr'

Demostracion: Igual que hemos hecho antes, podemos razonarlo de dos formas diferentes.

1. Supongamos que todos los objetos sean distinguibles. Entonces, podemos ordenarlos de n! formas
diferentes. Sin embargo, de todas estas, cada ni! ordenaciones resulta ser la misma salvo en los 71
objetos del tipo 1 que estan reordenados entre si. Por tanto, si consideramos los n; objetos del tipo

1 indistinguibles tenemos un total de nn—l',

Razonando de la misma forma, cada ns! ordenaciones de las obtenidas resulta ser la misma salvo
en los no objetos del tipo 2 que estédn intercambiados entre ellos. Por tanto, considerando también
los ny objetos del tipo 2 indistinguibles tenemos un total de n’}i',

1:n2:
n!

Repitiendo el razonamiento, llegamos a que el niimero de ordenaciones diferentes es RTAEeTmE

2. Para situar los n objetos, situamos en primer lugar los n; objetos del tipo 1. Para esto, inicamente

hay que elegir el lugar en que van a situarse estos objetos, y eso puede hacerse de (7:‘1)

Una vez hecho esto, situamos los ny objetos del tipo 2. Ahora tenemos tnicamente n — ny lugares
donde colocarlos, luego podemos colocarlos de (”;;“)

Razonando de esta forma, el nimero total de ordenaciones posibles es:

G | Rl G

Desarrollando se obtiene

n! (n—mnq)! (n—ny —no)! (n—mny—-—mn,_1)! n!

nil(n —ny)! nal(n —ny —na)! nsgl(n —ny — ng — ng)! n,-10! nilng! -+ n,!
Como vemos, de las dos formas se obtiene el mismo resultado. W

Este problema es equivalente al de repartir objetos distinguibles en cajas distinguibles. Supongamos
que tenemos n objetos, y queremos repartirlos en r cajas, de forma que en la primera caja haya n; objetos,
en la segunda carta haya ny objetos, y asi, hasta la r-ésima caja, en la que debe haber n, objetos.

Los n; objetos que van a la primera caja se pueden elegir de (:1) formas. Nos quedan entonces
n — ny objetos, y de estos elegimos ny para la segunda caja, lo cual podemos hacerlo de (";:1) formas.
Repitiendo el razonamiento, y usando el principio del producto llegamos a que las formas distintas en
que podemos repartir los objetos en las cajas es

n n—ng n—mng—-—Np_1 n!
ny o Ny nilng! -+ n,!

Se deja como ejercicio encontrar una biyeccion entre las distintas ordenaciones de n objetos donde r
tipos de objetos, y del tipo k-ésimo hay ny objetos, y las distribuciones de n objetos distinguibles en r
cajas distinguibles, de forma que en la caja k-ésima haya ny-objetos.
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Ejemplo 4.3.1. Tenemos cuatro jugadores, y repartimos cinco cartas a cada uno de una baraja de 40
cartas. Vamos a calcular de cuantas formas distintas se pueden repartir. Para esto, consideramos las
cartas como las bolas, a las que hay que distribuir en 5 cajas: 4 por cada uno de los jugadores, y una
quinta por las 20 cartas que quedan sin repartir.

Se trata entonces de distribuir 40 objetos distinguibles en cinco cajas también distinguibles, de forma
que en las cuatro primeras haya 5 objetos y en la ultima haya 20. El nimero de formas de hacerlo es

40!
5!151515120!

= 1617318175088527591680

Definicion 53. Sean € N, yny,no, - ,n,. € N tales que ny +ns +---+n, = n. Se define el coeficiente
multinomial( " n) como
n B n!
nyng - ne)  nilmglecon,l

Ny ng -
En el caso r = 2 se tiene que ( n ) = (") = (" ) En este caso se denominan coeficientes binomiales.
niy ngz ny no

El teorema del binomio tiene ahora una generalizacion. Para ello, necesitamos el siguiente lema:

Lema 4.3.1. Sean € N, yny,ng, -+ ,n, tales que ny +ns +---+n, =n+ 1. Entonces
zT: n _ n+1
k‘il nl n2 .. nk —_ 1 ... ’,’Lr - nl n2 ... nr

(si para algin i entre 1 y r, n; fuera igual a cero, el sumando para k =i valdria igualmente cero).

Demostracion: Se tiene que

(n1—1 71:2 nr) + (n1 n2_”1 nT) +ot (n1 no " nr—l) =

n! n! n!

= Dt T mlme Ot T T mate Dt T

_ nin! + nan! IS nyn! —

nilng!---n,.! nilng!---n,.! nilng!---n,.!

(ni+ng+---+n)n! _ (n+1)!

nilna!---n,.! - -

nilngl--n,.!
( n+1 )
niy ng - Ny

Teorema 4.3.1 (Teorema Multinomial). Sea A un anillo conmutativo, y x1,xs,- -2, € A. Entonces,
para cada n € N se verifica que:

n
(x1+332+"'+17-)n: § x?lxgw...x:q.
nl n2 DR nr
nitnz+-+n,=n
Demostracion: La demostracion la haremos por induccion. Para n = 1 el resultado es cierto, pues dice
simplemente que

(14a2+ - +ap) =z1+224 -+ 2p

pues las tinicas formas de poner 1 como suma de r ntimeros naturales es 1 + 04 --- + 0 (que da lugar al
sumando x1), 0+ 1+ ---+ 0 (que da lugar al sumando xz3) y asi sucesivamente.

Supongamos que el resultado es cierto para un exponente n y vamos a demostrarlo para n+1. Entonces
se tiene que

(1‘1+$2+"'+x7.)"+1:(a:1—|—x2+"'+x7.)n(x1+$2+"'+J37»):a'(1‘1+$2+"'+$r)
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donde a = (z1 +x2 + -+ + )",

Dados nq,ng,---n, € N tales que ny + ng + -+ +n, = n + 1, el coeficiente de x7'x5%--- 2l en
) . -1 -1 , .
(z1+x24 - +x,)" ! se obtendra sumando los coeficientes de 7+~ ah? - - 2, Tt wy? T -+ a7 y asi hasta
ny, ma o na—1 -, . . ., . n n
Ty xrm~" en a. Por hipétesis de induccién, estos coeficientes valen (nﬁl ny - nr), (m oy 1 - nr)
n . n+1
y (n1 g m.il), y su suma, segun el lema precedente es (m g . n) |

Ejemplo 4.3.2. El nimero 3 se puede expresar de (322;1) = 10 formas diferentes como suma de 3

nimeros naturales. Estas son:
3+0+0 24140 240+1 14240 14141 140+2 0+3+0 0+24+1 04+1+2 0+0+3
Por tanto, en el desarrollo de (x +y + 2)* aparecen 10 sumandos. El desarrollo es:

3! 300+ 3! 210+ 3! 201+ 3! 120+ 3! 1,11

si00” Y Toamo YA T aom T Y Tt YA Tt Y AT
3' 1.0.2 3' 0. 3.0 3' 0 2.1 3' 0,12 3' 0,0_.3
oo YV T oot Y ot Y Tomat Y oot Y ¢

es decir,

(z+y+2)% =23 + 322y + 3222 + 3xy? + 6zyz + 322° + 9> + 3y’2 4 3y2° + 23

El teorema multinomial tiene también una demostracién combinatoria.

($1+$2+"'+$T)n=(xl-‘r-%'z+"'+$Cr)($1+$2+"'+l‘r)"'($1+$2+"‘+l’r)

C1 C2 Cn

Cada término de (x1 + 22+ --+x,)"™ se obtiene multiplicando un sumando de ¢, con un sumando de

¢o y asi hasta ¢,. El coeficiente de 7 'z5? - - - 2l en (x1 + 22 + - -+ + x,,)"™ se obtendra contando cuantos

T
términos (obtenidos como acabamos de decir) hay en los que ha elegido n; veces el sumando x7, ny veces
el sumando x5 y asi sucesivamente.

En definitiva, lo que hay que hacer es ver de cuantas maneras diferentes se pueden distribuir los

"objetos" ¢1,¢a,- - , ¢, en r cajas distinguibles (x1, 2, ,x,); y esto sabemos que se puede hacer de
( ” ) formas diferentes.
ny ng - Ngp
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