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Resumen

0.1. Integral de Lebesgue

Sumario

En esta leccion

El objetivo de esta leccién es presentar, a vista de péjaro, la integral de Lebesgue. En
ella vamos a resumir todos los aspectos a tratar en este curso. El contenido completo de esta
lecciéon se articula de la siguiente manera:

0.1.1 ;Por qué una nueva integral?

0.1.2 Conjuntos medibles.

0.1.3 Funciones medibles. Integral de Lebesgue.
0.1.4 Funciones Integrables.

0.1.5 Teorema de Fubini.

0.1.6 Interpretaciéon de la integral.

0.1.8 Cambio de coordenadas.

0.1.9 Relacién de ejercicios.



6 §0.1 Integral de Lebesgue
0.1.1. ;Por qué una nueva integral?

Hacia finales del siglo XIX result6 claro para muchos matematicos que la integral de
Riemann tiene importantes limitaciones, es sabido por ejemplo su mal comportamiento con
ciertos procesos de convergencia. Esta y otras limitaciones que ahora veremos, obligaron a
realizar nuevos intentos de construccién de otras integrales. Entre estos intentos destacan los
debidos a Jordan, Borel, Young y finalmente el de Lebesgue, que resulté ser el més exitoso.

En lo que respecta nosotros, nos interesa destacar las siguientes limitaciones:

1. El conjunto de funciones integrables es relativamente pequeno: Hay funciones sencillas
que no son integrables. Recuérdese por ejemplo que la funcion de Dirichlet, esto es, la
funcion, f:[0,1] — R definida por

f(z) 0 six es racional
T) = : ) i
1 sixz esirracional

no es integrable.
2. Su extension a varias variables tiene algunas dificultades.

Ambos problemas estan intimamente relacionados con el hecho de ampliar el concepto
de medida a otros conjuntos de niimeros reales no necesariamente intervalos y por extensiéon a
otros subconjuntos de R". Las cuestiones pues a resolver son varias: jqué conjuntos se pueden
medir?, jcémo medirlos? |, jqué funciones se pueden integrar? y ;jcémo hallar su integral?

Demostraciones

Las demostraciones de todos los resultados enunciados en el presente trabajo pueden verse
en

J.C. CABELLO, Integal de Lebesgue en RY: Analisis Matematico II. Grado en Ingenieria
Informéatica y Matematicas. Grado en Matematicas Godel, Granada (2016).

0.1.2. Conjuntos medibles

1.- Conjuntos que se pueden medir.

Veamos primero algunos conjuntos que deben estar forzosamente entre la
familia de los conjuntos "medibles".

Dado I un subconjunto de R™ diremos que es un intervalo (respectivamante
intervalo acotado), si existen Iy, I, ..., I, intervalos (respectivamante intervalos
acotados) de niimeros reales tales que

I=1 x1I x..x1I,.
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Veamos como anadir a partir de aqui nuevos conjuntos.

Se dice que una familia A de subconjuntos de R" es una o-algebra si

i) R" € A,
ii) Si {A,} es una sucesion en A, entonces UpenA, € A, y
iii) Si A € A entonces R"\ A € A.

Por otra parte, si S es una familia de subconjuntos de R", entonces
existe una menor o-algebra en R™ conteniendo a & , que denominaremos la o-
algebra engendrada por S.

En una primera etapa vamos a considerar la o-dlgebra engendrada por la
familia de los conjuntos de los intervalos acotados, familia que llamaremos o-
algebra de Borel, B, mientras que a sus elementos los llamaremos borelianos.
Para hacernos idea de lo grande que es esta familia tengamos en cuenta que los
todos los conjuntos abiertos son borelianos.

Nota

Obsérvese que los conjuntos que resultan de la intersecciéon numerable de abiertos
(conjuntos tipo G§), no necesariamente abiertos, y los conjuntos que resultan de la unién
numerable de cerrados, conjuntos tipo Fjs, no necesariamente cerrados, son también
conjuntos borelianos.

Veamos ahora Cémo medir dichos conjuntos.

Una vez elegida la familia de conjuntos medibles el problema es asignarle una
medida.

Es claro que si I es un intervalo acotado, entonces su medida debe coincidir
con su volumen, esto es, medida(I) =V (I), y claro esté

V(I) = U(1)I(1s)...1(1,),

donde I(I}) = by, — ay, siempre que Ij, = [ay, by].
A partir de aqui, podemos definir, para cada A € B, la medida )\, mediante

A(A) = ]nf{z v(1,); A € Upenly, I, intervalo acotado, Vn € N}.
n=1

A dicha medida A se le llama medida de Borel-Lebesgue.
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Sabemos que existen conjuntos A borelianos de medida cero, A(4) = 0, que
contienen subconjuntos no medibles. Parece pues conveniente anadir a la o-algebra
de Borel estos subconjuntos.

Consideremos pues M la minima o-dlgebra que contiene simultdneamente a
la o-algebra de Borel y a todos los subconjuntos de los elementos de ésta que son
de medida nula. Sus elementos se denominan conjuntos medibles-Lebesgue o
simplemente medibles.

Los conjuntos medibles se pueden representar por E = AU N, donde A es
un boreliano y N es un subconjunto de un boreliano de medida nula.

Podemos ahora definir una nueva medida, que notaremos igualmente por A
y que llamaremos medida de Lebesgue y que viene dada por

siempre que £ = AU N, y donde A(N) = 0.

Dicha medida posee la propiedad de la aditividad numerable, i.e., para
cualquier familia de conjuntos {A,, : n € N} de la o-algebra M, disjuntos dos a

dos, se verifica
AU An) =D AA).
n=1

neN

Como consecuencia de la definicién se pueden obtener las siguientes propie-

dades:

1. Si A,Be My AC B entonces \(A) < \(B).

2. MUX,A,) < 0% A (A,) VA, € Al

3. A extiende el volumen de un intervalo, esto es, si I = [[,_, Ix es un intervalo
acotado en R", entonces A\(I) = v(I) = [[o_; I(Ix)).

Se dice que una propiedad P relativa a un punto x € R™ se verifica casi
por doquier (c.p.d.), si el conjunto de puntos C' donde dicha propiedad no se
verifica es un conjunto de medida cero, esto es, A\(C') = 0.
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3.-

0.1.3. Funciones medibles. Integral de Lebesgue

Tipos de funciones que se pueden integrar

Una funcién f : R® — R se llama medible si f~!(I) € M para todo
intervalo abierto I.

Como ejemplos de funciones medibles, se pueden mencionar:

- las funciones continuas c.p.d.,
- funciones iguales c.p.d. a una funciéon continua,

- las funciones caracteristicas de los conjunto medibles.

Recuérdese que si A es un subconjunto de R”, se llama funcién caracteristica de A,
X4, a la funciéon x4 : R® — R, definida por

() = 1 sizeA
XA =10 siz g A

Como hallar su integral

Sea F C R" ysea f: E — R{. Representamos por G(f) a la grafica de dicha
funcioén, esto es,

G(f) ={(z, [(z)); z € E}
y por R(f) al recinto determinado por su grafica y la recta y = 0, esto es,
R(f) ={(z,y); v € E,0 <y < f(2)}.

. Es sabido que si E es un conjunto medible entonces G(f) y R(f) son dos con-
juntos medibles en RN+ v \(G(f)) = 0. Notese que, dado que M\(G(f)) = 0, si
las desigualdades estrictas que definen el conjunto R(f) se pueden sustituir por
igualdades.

Sea E C R" medible y sea f : F — R{ una funcién medible. Se define la integral
de f en E como la medida del recinto R(f), esto es,

/E faX = MR(f)).
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0.1.4. Funciones integrables

Dada una funciéon medible f : E — R, se dice que f es integrable en F si

LéUMA<m.

En tal caso se define la integral de f por

/Efd)\:[Eerd)\—/Ef_d)\,

donde f* = Maz{f,0} y f~ = Max{—f,0} (notese que ambas funciones son
medibles positivas).

Dicha integral recibe el nombre integral de Lebesgue de f en E.

Notaremos por L(FE) al espacio formado por las funciones medibles que son
integrables en F, esto es

LE)y={f:FE—R medible;/ |f| d\ < oo}
E

Propiedades

Comentemos algunas de sus propiedades més interesantes:

1) L(E) es un espacio vectorial y

/(rf+g)d)\:r/fd/\+/gd/\, (reR, f,ge€ L(E)).
E E E

| /E f N < /E SN, (f € L(E))

3) Si f y g son medibles e iguales c.p.d., entonces f es integrable en E si, y
solo si, lo es g, y en tal caso

LfM:AgM

4) Sean E, Ay B tres conjuntos medibles tales que £ = AUB y A(ANB) = 0.
Entonces f es integrable en E si, y solo si, f es integrable en A y B. Ademas,

en caso afirmativo
/fd)\—/fd)\—l—/fd)\.
E A B
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5)

6)

ME) = [, 1 d)\.

Teorema 0.1.1. ( del cambio de variable)

Sean U y V dos conjuntos abiertos de R", y ¢ : U — V una funcion
biyectiva de clase C1(U) cuyo jacobiano es no nulo en todo punto de U. Sea
E un subconjunto medible contenido en U y sea [ : ¢(E) — R una funcion
integrable. Entonces

/M) Fd\ = [Ef o @[ J|dA.

Relacion de ésta nueva integral con la integral de Riemann.

1)

Las funciones integrables de siempre son también integrables en el
sentido de Lebesgue

Sean =1ysea £ = [a,f], con (a, 8 € R). Si f es integrable en el
sentido de Riemann en E entonces f € L(E) y en tal caso

[EfdA:/jf(x)d:v.

Anadimos nuevas funciones

La funciéon de Dirichlet es integrable en el sentido de Lebesgue; de hecho,
dado que Q es de medida nula, se tiene que

Fdx=1.

[0,1]

También las funciones positivas impropiamente integrables quedan
bajo control

En el caso en que admitamos que « puede ser —oo y § a su vez +00, y
que f sea una funciéon continua en I =|a, f[, | f| es impropiamenteintegrable
en el sentido de Riemann en [ si, y solo si, f € L(I), y en tal caso

JIES /j!f(w)! .

Seguimos teniendo las propiedades mas interesantes de la integral
de Riemann

a)
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Teorema 0.1.2. (Regla de Barrow) Si f € L(I) y admite primitiva
G, entonces existen los limites de G en o y en 3, y ademds se tiene

fd\= h’r% G(z) — lim G(x).
I r—r

Tr—Q

En consecuencia,

Teorema 0.1.3. (de integracion por partes) Sean f,g : [ — R
dos funciones derivables tales que f'g y fg' € L(I). Entonces existen los
limites de fg en o y en 3, y ademds se tiene

/fg’ dA = lim f(2)g(z) — lim f(2)g(z) — /fg' dA.
I r—> T—a I
c)

Teorema 0.1.4. (del cambio de variable) Si ¢ : I — R es una
funcion derivable, con ¢'(t) #0 y f : ¢(I) = R es una funcidn medible,
entonces f € L(p(I)) si, y sdlo si, fop.p € L(I)y

/ fd)\:/ngp.gold)\.
w(I) I

0.1.5. Teorema de Fubini

Como era de esperar, la definicién de integral no es tutil para el calculo de
dicha integral. Recuérdese que este problema, en el caso de intervalos de niimeros
reales, se resolvid en R usando la regla de Barrow, pero esta herramienta no esta
disponible ni en R? ni en R3. Nuestro siguiente resultado trata de resolver esta
dificultad, relacionando la integral miltiple con sucesivas integrales en R. Para
ello, consideremos las siguientes observaciones:

Sea E C RPT? notaremos, para cada x € RP, por
E(@)={yeR": (z,y) € E}.
Anélogamente, notaremos, para cada y € RY, por

E(y) ={z € RP: (z,y) € E}.

Es facil probar que si E es un subconjunto medible de RP*?  entonces F(z)
y E(y) son subconjuntos medibles respectivamente de R? y R
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Teorema 0.1.5. (Teorema de Fubini.Casop=1,q=1)

Sea E C R? medible y sea f: E — R una funcion integrable, entonces

[t /ﬁ/ fxydy]dx—/52/ £ (@, y)daldy,

siendo oy = Inf Eq, 1 = Sup Ei, as = Inf Ey, [y = Sup Es, donde

E, ={z € R; E(x) # 0}
By ={y e R; E(y) # 0}

En particular, cuando E =1 X J, siendo I,J intervalos de R, entonces
[ s = (1] rewinas= [ ([ 5w v)dolay
E 1Jy JJr

Ejemplo: Calcular el area de la elipse de semiejes a y b.

Teorema 0.1.6. (Teorema de Fubini. Casop=2,q=1)

Sea E C R3 medible y sea f: E — R una funcion integrable, entonces

/fxy, (2,9, 2 /ﬁS/ f(z,y)d(z,y)|d=

siendo a3 = Inf FE3, P3 = Sup E3, donde

— (€ R; B[] 0}

Y a su vez
Elz] = {(z,y) €R% (z,y,2) € E}.

Anélogamente se podria hacer, para (p = 1, ¢ = 2) sin mas que considerar
los conjuntos E|x] y Ely].

Ejercicio: Calcilese el volumen del elipsoide de semiejes a, by c.
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0.1.6. Interpretaciéon de la integral.

Principio de Cavalieri

Sea E un subconjunto medible de R3, tal que
By ={z € R; E()# 0} = [a,].
Segtn hemos visto en la leccion anterior su volumen, A\(E), viene dado por

ME) = /El d(z,y, 2),

por lo que aplicando el teorema de Fubini y la definicién de area de subconjuntos
medibles de R?, se tiene que

Dicha igualdad es conocida como el principio de Cavalieri.
Ejemplo:

Un lenador corta una pieza C' con forma de cuna de un arbol cilindrico de
radio 50 cm mediante dos cortes de sierra hacia el centro del drbol: uno horizontal
y otro con un angulo 7/4. Calctlese el volumen de dicha cuna.

El volumen de un sélido de revolucion.

Obsérvese que si E es el solido de revolucion generado por la grafica de una
cierta f : [a,b] — R, aplicando el principio de Cavalieri, obtenemos que

v =r [ fa

como ya habifamos comentado anteriormente.

La integral en dos variables vista como un cierto volumen

Sea ahora A C R? medible y f : A — R un campo integrable en A tal que,
para cada (z,y) € A, se tiene que f(x,y) > 0. Obsérvese que como consecuencia
del teorema de Fubini, si

Ay ={z e R; A(x) # 0} = [a, 0],
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entonces

b b
/A f (e y)d(z,y) = / (f, Fw s = / S(z)da,

donde, para cada = € [a,b], S(x) es el area de la region del plano comprendida
entre el eje z y la gréfica de la funcion g : A(x) — R definida para cada y € A(x)
por g(y) = f(x,y). Aplicando finalmente el principio de Cavalieri, la integral

/Af(x, y)d(z,y)

puede interpretarse como el volumen del s6lido comprendido entre el plano
z =0y la grafica del campo escalar f.

Ejemplo:

Calctlese el volumen de madera eliminado al taladrar, hasta el centro, una
esfera de madera de radio 9 con una broca de radio 1.

0.1.7. Cambio de coordenadas

Es posible que convenga cambiar la funcién inicial por otra funcién. Este
cambio serd arbitrado por el teorema del cambio de variable, que suele usarse en
alguna de las siguientes formas concretas:

Coordenadas polares, n = 2

Tomamos U = R*x| —m,w[ , V = R*\{(z,0); = < 0}, y la aplicacion
¢ : U — V definida por

6(p,0) = (pcost), psen)).

En este caso
detJy(p,0) = p >0, Y(p,0) € U,

y por tanto

/ f(z,y)d(z,y) = / f(pcost, psend)pd(p, ).
E 6-1(B)

Ejercicio: Sea E = {(z,y) € R?* z°+y? <r?}. Calcilese [, 1d(x,y).
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Coordenadas cilindricas, n = 3

Tomamos U = RT x| — 7, 7[xR , V = R3\{(z,0, 2); # <0}, y la aplicacion
¢ : U — V definida por

¢(,07 07 Z) = (pCOS@, pSGTLQ, Z)

En este caso
detJy(p,0,2) =p >0, ¥(p,0,2) € U,

y por tanto

/ f(2,y, 2)d(,y, ) = / F(peosb, psent, 2)pd(p, 8, =),
E o~ 1(E)

Ejercicio: Sea E = {(z,y,2) € R% 22+ y?> <% 0< 2z < h}, con r,h > 0.
Calctlese [, 1d(x,y, z).

Coordenadas esféricas, n = 3

Tomamos U = RT x| — m, w[x] —7/2,7/2] , V = R3*\{(2,0,2); 2 <0}, yla
aplicacion ¢ : U — V definida por

o(p, 0, ) = (pcosbcosp, psenbcosyp, pseny).

En este caso
detJy(p,0, ) = p*cosp > 0, ¥(p,0,¢) € U,

y por tanto

/ [y, 2)d(x,y, 2) = / f(pcoscosp, psenfcosep, senp)p®cospd(p, 0, ¢).
E ¢=1(E)

Ejercicio: Sea E = {(z,y,2) € R? 2? + y* 4+ 2% < r?}, con r > 0. Calctlese su
volumen.

0.1.8. Relaciéon de ejercicios

a) Calculense las siguientes integrales:

a) /sean sen’y d(x,y), I =1[0,7] x [0, 7].
I
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lﬁ/T§;ﬂL%I:memﬂ.
/ybwdmy T=1ex[lel
/I:L"?’ygd ), I=1[0,1] x [0,1].

)/aiziawﬂw%I:MHxMH

f)[xwm@gﬂ%w,zngpqLﬂ

g) /y cos(zy) d(z,y), I =10,1] x [1,2].

1

b) Sea f: A — R, calctlese su integral en los siguientes casos:

a) f(x,y) =1 siendo A la region limitada por y* = 23, y = z.

b) f(x,y) = x?siendo A la region limitada por zy = 16,y = z,y = 0,2 = 8.

c) f(x,y) =z siendo A el triangulo de vértices (0,0), (1,1), (0,1).

d) f(z,y) = x siendo A la region limitada por la recta que pasa por (0, 2)
y (2,0) y la circunferencia de centro (0,1) y radio 1.

e) f(z,y) = ev siendo A la region limitada por y? = z,2 = 0,y = 1.

f) f(z,y) = 77157 siendo A la region limitada por y = %, Y=

g) f(x,y) = xy?® siendo A la region limitada por y* = 2z, z = 1.

h) f(z,y) = zy siendo A la region limitada por la semicircunferencia supe-

rior (z — 2)? + y2 =1yelejeOX.
i) flz,y)=4— y siendo A la region limitada por y? =2z y y> = 8 — 2w

j) fz,y) = ¢€° * siendo el conjunto A el tridngulo formado por las rectas
20=x,x=2yelejex

¢) Calctlese [ 4 f en cada uno de los casos siguientes:

a) flr,y)=1-2—y, A={(z,y) €[0,1] x[0,1]; z +y < 1}

b) flz,y) =2 +y* A={(z,y) €[0,1] x[0,1]; 2* +y*> <1}

o) fla,y) =2 +y, A={(z,y) €[0,1] x[0,1]; 2* <y < 227}

d) f(z,y) =2? 2A {(z,y) eR% 0<z <1, 0<y<a}

e) [(z,y) =y* A={(v,y) €eR* 2 +y* <r?}

f) flz,y) =1, A= {(z,y) € R*%2* +¢* < 1,2° +y* < 2z}

g) flz,y) =1, A={(z,y) €R? 2? +y* <r?}

h) f(z,y) = cos(z® +y?), A={(z,y) € R 2? +y? < m/2}

i) f(z,y) = m7 A={(z,y) eR* 2*+y* <1, >0}
i) flzy) = p7A=U%w€R%OSm§LOSny}
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1

k) f(z,y) = ———=, A={(x,y) €R* 2" +3* <1}

D) fla,y)=vy, A={(z,y) €eR* >0, y>0, 1 <a®+y*> <2}

m) f(z,y) =2y, A={(z,y) eR* 1 <2’ +y> <4, x>0}

n) f(z,y) =z, A={(z,y) eR?* >0,y >0, 2?+y* <1, 2*+y*—2z >
0}

d) Utilicese el cambio a coordenadas polares para el calculo de las integrales de
las Siguientes funciones en los recintos que se indican:

y)=+1—2>—y2, A=B((0,0),1)
b) f(x y)—y, A={(z,y) € B((3,0),5): y >0}
C) f(l’, )7$2+y7 A_B((170)7 )
) flay) =2+ A={(z,y) eR*: 4<2’+y* <9}

o,

e) Calculense las siguientes integrales dobles:

a) f(r,y) =2, A={(z,y) eR?: 2*+y* <2z}

b) f(l’,y):.’ﬂvl—an—yQ, A:{($7y)€R2: $2+y2§1, -TayEO}
o) flm,y) =exp(f), A={(z,y) eR?: y® < <y* 2>0,y>0}

d) flz,y) = (22+y2) 2, A={(z,y) €R?: z <y, a+y > 1, 2?+y* < 1}
e) flz,y) =22 +v% A={(z,y) e R?*: (2?2 +9*)? <4(2? —y?), 2 >0}
f) flz,y) =22 +y* A={(z,y) e R*: 2?2 +¢y* <2y, 22 +1y* <1, 2 >0}

f) Calculese el volumen de la region A definida por:

a) A= {(x,y,2) ER3 22+ >+ 22 <r? 2?+y*—ry <0}

b) A={(z,y,2) eR}2?+¢y> > 1, 22 +¢y* <2, 2(2?+y?*) <1, z>0}
o) A={(z,y,2) €R%2* <a? +y* < 2}.
d) A={(z,y, )€R3;O§z§1_(x2+y2)}_

g) Calcilense las siguientes integrales triples:

1
a) /I(1+x+y+z)3 d(z,y,z), I =10,1] x [0,1] x [0, 1].

b) / 2 e @) d(zy,2) A = {(x,y,2) € R%2(22 +92) < 22, 2 >
A
0, z <1},

c) / Vat4+y?+ 22 d(z,y, z2) , A={(z,y,2) e R% /a2 41?2 < 2 < 4}
A

d)/(a:—l—y—Qz) d(z,y,2), A={(x,y,2) e R} 22> 22 +y? 2>0, 2 <
A
3}.
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e) / (x/a:2+y2+z2 )n d(z,y,2z) , A= {(z,y,2) € R 22+ 4> + 22 <
af‘} (neN, aeR").

f) flz,y,2) = (x +y+2)?% A= {(r,y,2) € R3: 22 +¢y>+22 <
La?+y?+ 22 < 22}

g) flz,y,2) =2, A={(z,y,2) eR®: 2?2 +¢y*<220<2<1}

h) f(z,y,2) =2 A={(v,y,2) eR®: >0, 22 +y*+ (2 —1)? <
1, 422 > 3(2* + y*)}

i) flr,y,2) = 2y/22 +y2 A= {(z,y,2) eR}: 0<2<2?+4% 0<
y < V2x — 2%}

J) f(ﬂf,y,Z):Z, A:{(.T,y,Z)ER?)Z 5132+y2—|—z2§2, 372+y2§2}
k) f(z,y,2) =22, A={(z,y,2) eR®: 22+ 32 +22 <R? 22 +y?+22<
2Rz}

) f(r,y,2) = /22 +y2 +22, A={(z,y,2) €R®: /22 + 2 < 2 <3}
h) Demuéstrese que [~ e~%"/2dx = \/27/a, donde a > 0.
i) Calctlese [ 4 f en cada uno de los casos siguientes:
1) flzy) =1, A={(z.y) eER} L + 4 <1}
2) flz,y)=1, A= {(xy)€R2—+y <1, 22 <y}
3) flz,y,2) =z, A:{(x,y,)GR:”.x—I—I—I—%Sl,ZZO}
) [z,

4 )_eXp<y+§>’ A:{(x’y)ER2x7yZO7m+yS2}






CAPITULO 1

Sucesiones de funciones.

1.1. Sucesiones de funciones.

Sumario

En las aplicaciones del Anéalisis Matematico es frecuente que la solucién a un
cierto problema sea una funcién desconocida o no expresable en términos de funciones
elementales que conocemos. Si, en cambio, es frecuente que se conozcan funciones que
se “aproximan” a la funcién solucién; a menudo se puede disponer de una sucesion de
funciones {f,} obtenidas en sucesivas aproximaciones al problema y que se “aproxime”
en cierto sentido a la solucién. En esta leccion queremos dar sentido al concepto de
“aproximaciéon”. El contenido completo de esta lecciéon se articula de la siguiente manera:

1.1.1 Motivacion.

1.1.2 Tipos de convergencia. Criterio de Cauchy.

1.1.3 Convergencia, continuidad, derivacién e integrabilidad.
1.1.4 Series de funciones.

1. 1.5 Relacion de ejercicios.

91
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§1.1 Sucesiones de funciones

1.1.1. Motivacion

Hay diversas formas de aproximarse a una funcion. Para motivar este concepto
vamos a considerar varios ejemplos:

Ejemplo 1:

Para cada n € N, considérese la funcion f, : [0,1] — R definida por f,(z) = 2"
(x € [0,1]). Notese que las funciones f,, son continuas en [0, 1] y que, para cada
x € [0, 1], la sucesion {f,(x)} es convergente.

Definamos la funcion f : [0,1] — R mediante f(z) = lim,{f.(x)}. Es claro que
f(z) =0,Vz € [0,1] y que f(1) = 1.

Ejemplo 2:

Para cada n € N, considérese la funcion f, : [0, 1] — R definida por f,(x) = H%
para todo x €]0,1] y cero en z = 0.

Notese que, para cada x € [0, 1], la sucesion {f,(z)} es nula.
Ejemplo 3:

Para cada n € N, considérese la funcion f, : R — R definida por f,(z) =
2?2+ (1/n?) (x € R). Notese que las funciones f,, son derivables en R y que,
para cada = € R, la sucesion {f,(x)} es convergente.

Definamos la funcion f : R — R mediante f(x) = lim,{f.(x)}. Es claro que
f(z) = |z|,Vz € R.

Obsérvese que en este caso, puesto que y/22 + (1/n)? < |z|+1/n, deducimos que
la convergencia de la sucesion { f,,} depende de la convergencia de la sucesion de
nameros reales{1/n} pero es independiente del valor x considerado.

Ejemplo 4

Para cada n € N, considérese la funcion f, : [0,1] — R definida por f,(z) =
n?z(1 —nx) para todo = € [0,1/n] y cero en el resto de los puntos. Nétese que las
funciones f,, son continuas en [0, 1] y que, para cada z € [0, 1], la sucesion { f,,(x)}
es convergente.

Definamos la funcion f : [0,1] — R mediante f(z) = lim,{f.(z)}. Es claro que

f=o.
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1.1.2. Tipos de convergencia. Condicién de Cauchy.

En esta seccion precisaremos el concepto de aproximacion. Sea A un subconjunto

no vacio de nimeros reales y sea {f,} una sucesion de funciones reales definidas
en A.

a) Convergencia puntual.

Se dice que la sucesion de funciones { f,,} converge puntualmente en B C
A, si para cada x € B, la sucesion de ntumeros reales { f,,(z)} es convergente.
Al conjunto C := {z € A; {f.(z)} es convergente} se le denomina campo
de convergenciay ala funcion f : C' — R definida por f(x) = lim,{f.(z)},
se le denomina funcién limite.

Obsérvese que la sucesion de funciones del primer ejemplo converge pun-
tualmente en [0, 1] a la funcion f alli definida y que la sucesion del segundo
ejemplo converge puntualmente en R a la funcién valor absoluto. Otro tanto
se puede decir del ejemplo tercero.

b) Convergencia uniforme.

Dada una sucesion de funciones { f,,} que converge puntualmente en C' a una
funcion f , se dice que la sucesion de funciones {f,,} converge uniforme-
mente en B C C, si

Ve > 0 dng tal que n > ng implica que |f,(z) — f(z)| < &,Vz € B.

Obsérvese que la sucesion dada en el primer ejemplo converge uniformemente
en intervalos de la forma [0, 7] con r < 1. No existe el concepto de campo de
convergencia uniforme tal como se desprende del ejemplo considerado.

Damos ahora dos importantes caracterizaciones de gran utilidad de la convergen-
cia uniforme.
Proposicion 1.1.1.

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales, { f,} una sucesion de funciones
de AenRy f: A— R una funcion. Equivalen

a) {fn} converge uniformemente en A a la funcion f.

b) Dada cualquier sucesion {a,} de elementos de A se verifica que la sucesion
{fula,) — f(an)} es nula.

c) Eziste una sucesion de nimeros reales {r,} convergente a cero y un nimero
natural p tal que

|folz) = f(2)] <70,V > p,Va € A.

Como consecuencia, deducimos que la convergencia de la sucesion de funciones
del segundo ejemplo es uniforme en R.

El segundo criterio para la determinaciéon de la convergencia uniforme tiene la
ventaja de no tener que conocer la funciéon limite.
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Teorema 1.1.2. (Criterio de Cauchy)

Sea A un subconjunto no vacio de niumeros reales y sea {f,} una sucesion de
funciones de A en R . Equivalen

a) Existe f : A — R una funcidon tal que {f,} converge uniformemente en A a
f-
b) Ve >0 3Im tal que p,q > ng implica que |f,(x) — f,(z)| < e,Vx € A.

1.1.3. Convergencia, continuidad e integrabilidad.

En esta seccion enunciaremos los resultados que relacionan la convergencia uni-
forme con los conceptos clave del analisis: continuidad, derivaciéon e integracion.
Haremos so6lo algunas demostraciones, dejando las mas laboriosas para un poste-
rior estudio.

Tal como vimos en el primer ejemplo la convergencia puntual no garantiza la
continuidad de la funcién limite atin siendo continuas las funciones de la sucesion.

Teorema 1.1.3. (Continuidad y convergencia uniforme)

Sea A un subconjunto no vacio de mnimeros reales y sea {f,} una sucesion de
funciones de A en R. Si la sucesion {f,} converge uniformemente en B C A y
existe a € B tal que las funciones f,, son continuas en a entonces la funcion limite
f: B — R es continua en a.

El teorema sobre la continuidad se utiliza con frecuencia para probar que no hay
convergencia uniforme comprobando que la funcién limite no es continua (véase
primer ejemplo).

Conviene notar, por otra parte, que la continuidad de la funcién limite puntual
de una sucesion de funciones continuas no exige que la convergencia sea uniforme
tal como muestra el tercer ejemplo.

Como consecuencia de nuestro resultado anterior, vemos una condicién suficiente
para que el signo integral permute con el limite.
Corolario 1.1.4. (Continuidad, convergencia uniforme e integracion)

Sea {fn} una sucesion de funciones continuas (resp. integrables) que converge
uniformemente en un intervalo [a,b] de A a una funcion f : [a,b] — R. Entonces
f es continua (resp. integrable) en |a,b] y

lim/abfn:/abf.

La sucesion de las integrales de las funciones { f,,} del ejemplo (2) no converge a
la integral de la funcién limite. En efecto, las funciones f,, son continuas y por
tanto Riemann integrables con
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| ez = arctglaey/mly = aretg(/m).

y por tanto la sucesion { fol fu(z)dx} converge a 7/2 distinto del valor de la integral
de la funcion nula.

Veamos finalmente la relaciéon de la convergencia con la derivacion. Viendo los
precedentes, cabria esperar que la funciéon limite fuese derivable siempre que lo
fuesen las correspondientes funciones. Este hecho no es esperable tal como mues-
tra el ejemplo tercero. No obstante, obtenemos a continuacién un importante
resultado relacionando ambos conceptos. Obsérvese que en este caso exigimos la
convergencia de la sucesion de derivadas.

Corolario 1.1.5. (Derivacion y convergencia uniforme )

Sea I un intervalo acotado y sea {f,} una sucesion de funciones de clase uno
(resp. derivables) en I. Supongamos que existe a € I, tal que la sucesion { fn(a)}
es convergente. Si la sucesion de las funciones deriadas {f!} converge uniforme-
mente a una funcion g en I entonces { f,} converge uniformemente a una funcion
f:I — R. Ademds f es de clase uno (resp. derivable) en I con f'(x) = g(x),
para todo x € I.

Finalizamos esta seccién enunciando un profundo resultado sobre la aproximacion
de una funcién continua por polinomios.

Teorema 1.1.6. (Teorema de Weierstrass)

Sea f una funcion continua definida sobre un intervalo cerrado y acotado [a,b].

Entonces existe una sucesion de polinomios que converge uniformemente a f en
[a,b].

De las muchas demostraciones que hay de dicho resultado, merece la pena comen-
tar la que esta basada en los polinomios de Bernstein.

Dados f : [0,1] — R una funcién continua, se define el polinomio e Bernstein
de orden n de la funcién f mediante la expresion

Bugle) = ki:of(k/n) (7)o,

Se puede probar que la sucesion {B,, s} converge uniformemente en el intervalo
[0,1] la funcién f. Para un intervalo arbitrario |a,b] se considera la funcion ¢ :
[0,1] — R definida por g(t) = f(a +t(b—a)), y el polinomio buscado es p,(z) =
Bnug(xia)'

b—a

La demostracion puede verse en |?, Seccion 10.5]
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1.1.4. Series de funciones

El paso de la nocién de sucesion de funciones al concepto de serie funcional sigue
los mismos derroteros que el ya conocido para pasar de sucesiones de nimeros
reales a series de ntimeros reales.

Se llama serie de funciones a todo par ordenado de sucesiones de funciones
reales ({fn}, {Fn}), donde ({f.} es una sucesion arbitraria de funciones y, para
cada natural n, la segunda sucesion es tal que: F, := > | f,. La sucesion {F,}
recibe el nombre de sucesién de sumas parciales de la serie. Dicha serie suele
representarse por Z fn-

n>1
Las nociones de convergencia puntual y de convergencia uniforme se trasladan de
manera natural a las series de funciones, basta para ello referirlas a la correspon-
diente convergencia para las sumas parciales:

Se dice que la serie Z fn converge puntualmente (resp. uniforme-
n>1
mente) si la sucesion {F},} de sus sumas parciales converge puntualmente (resp.
uniformemente). Se llama campo de convergencia de la serie al campo de
convergencia de la sucesion de sumas parciales. Si C' es el campo de convergen-
cia de la serie Z fn, podremos construir una funciéon F' : C — R definida por
n>1

F(z) =37, fu(x), y que es denominada como suma de la serie.

En este contexto también podemos hablar de convergencia absoluta en un con-

junto A de la serie E fn si la serie E | fu| converge puntualmente en A. Como
n>1 n>1
regla practica para estudiar la convergencia puntual de una serie se recomien-

da empezar por el estudio de la convergencia absoluta de dicha serie. Para la
convergencia uniforme hemos de tener en cuenta

Lema 1.1.7. Sea an una serie de funciones cuyo campo de convergencia es
n>1

un conjunto A. Si dicha serie converge uniformemente en un subconjunto B C A

entonces la sucesion {f,} converge a cero uniformemente en B

Como consecuencia de los teoremas ya establecidos obtenemos el siguiente re-
sultado de facil demostraion teniendo en cuenta los teoremas que relacionan la
continuidad (Teorema ?7?), la integral (corolario ?7) y la derivacion (corolario ?77?)
con la convergecia uniforme.

Corolario 1.1.8. Sea A un conjunto no vacio de numeros reales y sea g fn una
n>1
serie de funciones en A. Entonces

a) Silas funciones f, son continuas en un punto a € A y la serie E fn converge
n>1
uniformemente en A entonces la funcion suma F' es continua en a.
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b) Si las funciones f, son continuas en [a,b] C A y la serie an converge
n>1

b
uniformemente en [a,b] entonces la serie E / fn es convergente y su suma
n>1v¢
b
es fa F.

c) Si las funciones f, son de clase uno en J C A intervalo acotado, la serie
E fn converge puntualmente en a € A y la serie E fr converge uniforme-
n>1 n>1
mente en J, entonces la serie E fn converge uniformemente en J a una

n>1

funcion derivable F' que verifica: F'(x) = Z fi(x) para todo x € J.
n=1

El criterio de Cauchy ya comentado proporciona una poderosa herramienta para
el estudio de la convergencia uniforme de una serie de funciones, a saber

Teorema 1.1.9. (Test de Weierstrass)

Sea A un subconjunto no vacio de niumeros reales y sea an una serie de fun-
n>1

ciones definidas en A y sea B un subconjunto de A. Supongamos que existe una

sucesion {a,} de nimeros reales tal que | f,,(z)| < a,,Vz € B. Sila serie ) -, a,

es convergente, entonces la serie Y -, fn converge absoluta y uniformemente en

B.

El problema que se plantea cuando el test de Weierstrass no es aplicable es similar
al que tenemos cuando una serie de ntimeros reales no es absolutamente conver-
gente y deseamos saber si al menos es convergente. De entre los varios criterios que
existen para las series de términos cualesquiera, nosotros nos habiamos quedado
con el criterio de Leibnitz.

Nosotros establecemos un criterio de Leibnitz para series de funciones. Antes
necesitamos probar el siguiente resultado técnico:

Lema 1.1.10. Sean ay,aqg, -+ ,ap,apr1 Yy b1, bo, -+ b, nimeros reales. Si repre-
k
santamos por By, 1= Y. b; entonces

p

p
Z akbk = Z Bk(ak — ak+1) + Bpap+1.

k=1 k=1

Proposicion 1.1.11. (Criterio de Leibnitz) Sea A un subconjunto no vacio de
numeros reales y sea {gn;n € N} una familia de funciones definidas en A. Supon-
gamos que la sucesion {g,(x)} es mondtona para cada v € A y que la sucesion
{gn} converge uniformemente a cero en A. Entonces la serie Z(—l)”gn converge

n>1
uniformemente en A.
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1.1.5. Relacién de ejercicios

a)

Estudia la convergencia uniforme en intervalos de la forma [0,a] y [a, +00],
donde a > 0, de la sucesion de funciones { f,,} definidas para todo > 0 por:

2nz?

- 1 4 n2zt’

fu()

Dado a € R, consideremos la sucesion de funciones { f,, }, donde f,, : [0,1] —
R es la funcion definida para todo x € [0, 1] por:

fulz) = n%2(1 — )"

(Para qué valores de « hay convergencia uniforme en [0, 1]7 ; Para qué valores
de « hay convergencia uniforme en [p, 1], donde p €]0, 1[7

Para cada n € N, sea f, : [0,7/2] — R la funcion dada por:
fa(z) = n(cosz)"senx.

Estudia la convergencia puntual de la sucesion de funciones {f,} y la con-
vergencia uniforme en los intervalos [0,a] y [a,7/2],1 donde 0 < a < 7/2.

Para cada n € N sea f,, :]0,7] — R la funciéon dada por:
2
fula) = 20D g g,
nsenx

Estudia la convergencia puntual de la sucesion de funciones {f,} asi como
la convergencia uniforme en intervalos del tipo ]0,al, [a, 7| v [a,b], donde
O<a<b<m,

Estudia la convergencia puntual y uniforme de la sucesion de funciones { f,, },
donde f,, : R — R estéa definida por:

folz) =V1+22"  (x €R).

Estudia la convergencia uniforme en intervalos de la forma | — oo, —al, [—a, a
y [a,4+0o0], donde a > 0, de la sucesion de funciones { f,,} definidas por

fo(x) =nsen(x/n) (x €R).
Estudia la convergencia uniforme en Ry, de la sucesion de funciones {f,}
definidas para todo z € R{ por:

n—+x
1+ nx

fn(z) = arctg( ).

Series de funciones
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h)

Sea, para cada n € N,

X

fa(z) = no (1 1 na?) (x >0).

Prueba que la serie Y f,, converge

1) puntualmente en R si a >0
2) uniformemente en semirrectas cerradas que no contienen al cero.

3) uniformemente en R si o > 1/2.

Estudia la convergencia puntual y uniforme de la serie > f,,, donde f, :
R — R es la funciéon dada por:

B x
14 n2a2

fa(z) (n=0,1,2,...).

Estudia la convergencia puntual y uniforme de la serie Y f,,, donde

folz) = e ™ (z>0).

En cada uno de los siguientes ejercicios se especifica un conjunto A C R y,
para cada n € N se define una funcién f,, : A — R. Se pide estudiar, en
cada caso, la convergencia puntual en A de la serie de funciones Y f,,, y la
continuidad de la funcién suma F =Y 7 | f,.

1) A=Ry fu(x) =e"".

2) A=Ry fulz) = Fl)"%'
3) A=R\Z" y fu(z) = s

4) A=R\{-1,1} y fo(z) = kaZH

Estudia la derivabilidad de la funcién de Riemann & :]1, +00[— R, definida
para todo @ > 1 por: £(z) = Y07 = Justifica también que lim,_,1£(z) =
+00.
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1.2. Series de potencias.

Sumario

Esta leccion esté dedicada al estudio de un tipo muy particular de series funcionales:
las series de potencias. Estas nos proporcionan un método expeditivo para construir
nuevas funciones de clase C* no racionales. En particular, reapareceran la mayoria de las
funciones elementales, lo que nos permitird un mejor conocimiento de éstas. La técnica
usada consiste en dar sentido al concepto de polinomio de Taylor de “grado infinito”. El
contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

1.2.1 Series de potencias

1.2.2 Funciones definidas por series de potencias.
1.2.3 Desarrollo en serie de potencias.

1.2.4 Aplicaciones: Suma de series de niimeros reales

1.2.5 Relacién de ejercicios.

1.2.1. Series de potencias

Sean a € R y {a,} una sucesion de numeros reales. La serie funcional

(fu(2) = an(x —a)")
Z an(z —a)"

recibe el nombre de serie de potencias centrada en a. A los términos de la
sucesion {a,}, se les denomina coeficientes de la serie de la serie de potencias.

Dado J C R, se dice que la serie de potencias converge

a) puntualmente en J, si la serie ) ., a,(x —a)" converge en J.

Se suele notar, para cada = € J, por
(o.9]
Z an(x —a)”
n=0

a la suma de dicha serie.

b) absolutamente en J si la serie ), . |an(z — a)"| converge en J.
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¢) uniformemente en J si converge puntualmente en J y si

para cada € > 0, existe un natural ng, de forma que si n > ng, entonces, para

todo x € J,
] Zak(:c —a)k - Zak(x —a)' <e
k=0 k=0

Como primer resultado, establecemos el siguiente importante resultado

Corolario 1.2.1. (Criterio de Weierstrass)

Sea J un subconjunto no vacio de nimeros reales, a € R y {a,} una sucesion de
numeros reales. Supongamos que existe una sucesion de nimeros reales {ay,} tal
que

lan(x —a)"| < ap, Yz e JVn

y tal que la correspondiente serie ano a, es convergente. Entonces la serie de
potencias centrada en a converge absolutamente y uniformemente en J

Este resultado nos proporciona un método general para estudiar la convergencia
puntual y uniforme de cualquier serie de potencias.

Lema 1.2.2. (Lema de Abel)

Sean a € R y {a,} una sucesion de nimeros reales. Supongamos que existe r > 0
tal que la sucesion {a,r"} estd acotada. Entonces la serie funcional ), <o an(x —
a)"™ converge absoluta y uniformemente en el intervalo [a — p,a + p|, siempre que
o< p<T.

La busqueda del namero positivo r "més grande posible"que cumpla la hipotesis
del Lema de Abel motiva el concepto de radio de convergencia. Concretamente:

Sean A := {r € R*; {a,r"} estd acotada}y ), .oan(r—a)" laserie de potencias
asociada.

a) Si A = (), diremos que el radio de convergencia de la serie Y ., a,(z—a)"
es igual a cero, R = 0.

b) Si A# Dy A no estd mayorado, diremos que el radio de convergencia de
dicha serie es infinito , R = cc.

¢) Si A+# Dy A estd mayorado diremos que el correspondiente radio de con-
vergencia es el supremo del conjunto A, esto es R = Sup(A).
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En lo que sigue, cuando hagamos referencia al conjunto A no seré otro que el
introducido aqui.

Observemos que el radio de convergencia es independiente del centro a de la
serie. Ademas, como veremos en el siguiente resultado, el conocimiento del radio
de convergencia proporciona ¢asi'"toda la informacion sobre la convergencia de la
serie.

Teorema 1.2.3. Sea ), ., a,(z —a)" una serie de potencias cuyo radio de con-
vergencia es R.

a) Si R es cero, entonces la serie solo converge en a.

b) Si R es infinito, entonces la serie converge absoluta y uniformemente en cada
intervalo cerrado y acotado de R.

c) Si R € RY, entonces la serie converge absoluta y uniformemente en cada
intervalo cerrado y acotado contenido en la — R,a + R[ y no converge en
ningin punto de R\[a — R,a + R].

Sea ) -, an(z — a)" una serie de potencias, cuyo radio de convergencia R
es no nulo (serie de potencias no trivial). Si R € R*, llamemos I al intervalo
la—R,a+ R[ eI =TRsiR es infinito. En adelante, nos referiremos al intervalo [
como el intervalo de convergencia de la serie de potencias ) ., an(z —a)".

Nota

Antes de proseguir, conviene resaltar, que si el radio es un niimero real positivo
R, nada se puede afirmar sobre la convergencia en los extremos del intervalo. De
hecho, existen series de potencias con idéntico radio de convergencia pero con
distinto caracter de convergencia en dichos puntos, piénsese por ejemplo en las
siguientes series cuyo radio de convergencia es uno,

1 -1
Zn+1(x—a)", Z%(x—a)”.

n>0 n>0

Este hecho motiva el siguiente resultado, cuya demostracion puede verse en .

Teorema 1.2.4. Teorema de Abel

Sea Y ~oan(x — a)” una serie de potencias, cuyo radio de convergencia R es
no nulo. Si la serie converge en el punto a + R (resp. a — R) entonces lo hace
uniformemente en el intervalo [a,a + R| (resp. [a — R, a)).

La demostraciéon requiere del siguiente
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Lema 1.2.5. Sea ) ., ay, una serie (no necesariamente convergente) cuya su-
cesion de sumas parciales {S,} estd acotada por un valor M > 0. Sea {bn} una
sucesion decreciente de numeros no negativos. Entonces para todo p € N, se tiene
‘Oélbl + OéQbQ + .- ,Oépbp| S Mbl

Busquemos ahora un procedimiento expeditivo para determinar el radio de
convergencia.

Proposicién 1.2.6. Sea ), ., a,(z—a)" una serie de potencias cuyos coeficientes
son no nulos y sea R su radio de convergencia.

an

a) Sila sucesion {|=|} converge a un nimero real positivo L, entonces R =
n

1
a T-

b) Sila sucesion {|*2+|} converge a cero, R = oo.

LV diverge positivamente, entonces R = 0.

an

c) Si la sucesion {|

De forma totalmente anéloga, haciendo uso del criterio de la raiz, se prueba el
siguiente resultado.

Proposicion 1.2.7. Sea ) . an(x — a)” una serie de potencias y supongamos

que la sucesion {{/|a,|} converge a L € [0,4o0c[. Entonces si L = 0 el radio de
convergencia de la serie es R = +00, si L = 400 el radio de convergencia de la
serie es R =0y si L € R™ el radio de convergencia de la serie es R =1/L.

1.2.2. Funciones definidas por series de potencias

Sea ), -, @n(7—a)" una serie de potencias no trivial cuyo radio de convergencia
es R, y sea I su intervalo de convergencia. Podemos definir la funcién suma:

f:I—R,

mediante la formula
o
f(z) = Zan(x —a)".
n=0
Veamos que dichas funciones son también derivables en I. Antes necesitamos
el siguiente

Lema 1.2.8. Las series Y, o an(z—a)" y > o na,(x—a)""! tienen igual radio
de convergencia.
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Teorema 1.2.9. Sea ) ., an(z — a)" una serie de potencias no trivial, I su
intervalo de convergecia y sea f la funcion suma, entonces f es de clase C*(I) y
para cada x € I y k € N, se tiene que

P =3 ot — =3 P e

n!
n==k n=0

En particular,

) (a) = Klay.

St ademds la serie es convergente en a+ R entonces f se puede extender al inter-
valo Ja—R,a+R], con f(a+R) =", a,R" resultando una funcion continua en
la—R,a+ R].

Veamos ahora algunas consecuencias de los tltimos resultados.

a) La suma de una serie de potencias puede derivarse como si se tratase de una
suma finita.

Notese que la formula del teorema anterior de las derivadas sucesivas
de la funcion definida por una serie de potencias, significa simplemente que
dichas derivadas pueden obtenerse derivando cada uno de los términos de la
serie de partida.

b) La serie de potencias esté totalmente determinada.

La misma féormula del teorema anterior nos dice que en caso de que una
funcién f pueda escribirse como suma de una serie de potencias, dicha serie
esta completamente determinada, de hecho, en cada punto a € I,

ay = f”)(a)/n!,

de ahi que la correspondiente serie reciba el nombre de serie de Taylor.

El siguiente resultado es otra consecuencia inmediata del teorema de derivacion
y nos dice que siempre podemos calcular una primitiva de una serie de potencias
expresandola por medio de otra serie de potencias.

Corolario 1.2.10. (Primitiva de una serie de potencias)

- - _ o\ a EPRVRE ; ;
Las series de potencias Y, an(v —a)" y 32, oo w2 (x — a)"* tiene igual radio
de convergencia. Supuesto que dicho radio de convergencia es no nulo y llamando
I al intervalo de convergencia, se verifica que la funcion suma

Pla)=) S(e—a)™  (xel)
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es una primitiva de la funcion suma

:Zan(x—a)” (x €l).

En otros términos, este resultado afirma que para cada x € I se verifica la 1gual-

dad:

oo

/;(Zan(t—a Z/ (t —a)"dt = Zn+1(m—a)”+1.

n=0

Ejemplo 1.2.11. Sabemos que para cada = €] — 1, 1[:
1 o0
l+x ;(_

por lo que integrando término a término se obtiene que la funcioén:

0 xn—&—l
h(z) = -1)"
0=
funcion que es derivable en ] — 1,1[ con derivada h/(z) = . Por tanto, las
funciones h y f(z) = log(1 + x) tienen la misma derivada en | — 1,1 y, como

h(0) = £(0), concluimos que h(z) = log(1 + x), esto es, para cada x €] — 1, 1] se

tiene que:
n n+1

log(1+4z) = Z n—i—l

n=0

Aplicacién a otras series funcionales

Obsérvese que la serie funcional a,r>" no es una serie de potencias, pero
n>0 9

que, sin embargo, podemos asociarle una serie de potencias, concretamente la
serie Zn>0 b,x", donde para cada n € N, se tiene que by, = a, y ba,—1 = 0. Si
notamos por {F,} a la sucesion de sumas parciales de > -, a,z*" y por {G,}
alade ) o b,2", es claro que, para cada n € N, Gg,11 =F,yGoy=F,, v
por tanto la serie converge D om0 a,x*" converge en un punto z, si, y sélo si, lo
hace la serie ) ., b,2", y lo mismo puede decirse de la convergencia uniforme.
Esto nos permite aplicar a este tipo de series funcionales las propiedades (acerca
de la continuidad, derivacion e integracion) vistas para las series de potencias.
La dificultad se presenta a la hora de calcular el radio de convergencia de la
serie de potencias asociada, ya que algunos de los coeficientes son cero. Asi, en
la practica, para estudiar su convergencia, previamente calculamos el radio de
convergencia R de la serie ) . a,2". Si R € R*, y deducimos que la serie
ano Cbnl’2n

funcional ) ., a,x

converge en z si 12 < R, es decir, si |x| < v/ R. Recapitulando, la serie
2n converge absoluta y uniformemente en cualquier intervalo

cerrado y acotado contenido en | — VR, \/}_%[ y no converge en ningin punto x tal
que |z| > R. Si R es infinito, la serie converge absoluta y uniformemente en cada
intervalo cerrado y acotado de R.
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1.2.3. Desarrollo en serie de Taylor

Hemos visto pues que toda serie definida por una serie de potencias es de clase
C™ en el intervalo de convergencia I. ;Es cierto reciproco? Es decir, si f es de
clase C*° en un cierto intervalo I, jse puede asegurar que la funcién es la suma
de una serie de potencias? En general la respuesta es no.

Existen funciones de clase C'*° para las cuales la serie de Taylor tiene radio de
convergencia cero

“ E. Borel afirma que dada cualquier sucesion {b,,} de nimeros reales y cualquier
nimero real a, existe 6 > 0 y una funcién f de clase C*(Ja — J,a + §]) tal
que, para cada n € N, f(a) = b,. Por tanto, si tomamos b, = (n!)?, y f(z) =
Y e gnl(z—a)™ obtenemos una funcion de clase C*(Ja—0d, a+9]) (para conveniente
d > 0) cuya serie de Taylor tiene radio de convergencia cero”.

Existen funciones para las cuales la suma de su serie de Taylor no coincide con la
funcién més que en el punto que la generd, por ejemplo,

flz) = e, Va #0, f(0)=0 (en este caso f™(0) = 0).

El siguiente resultado nos da una condicién suficiente para que una funcién sea
suma de una serie de potencias

Proposicion 1.2.12. Sea I un intervalo y f un funcion de clase C*° en I. Su-
pongamos que existe M > 0 tal que, para cada x € I y cada n € N, se verifica
que:

()] < M,

entonces, para cualesquiera a,x € I, se tiene que
oo
f(a)
fla) =) ——(@—a)"

n!
n=0

Y como consecuencia obtenemos los siguientes desarrollos en serie de potencias
de algunas funciones elementales.

Corolario 1.2.13.

Para cada x € R, se tiene:

a) e =y Lam

b) cos(z) =S CULom,

n=0 (2n)!

0o 1" n
¢) sen(w) = Y02, ksl
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Pero también podemos obtener desarrollos de otras funciones elementales.

Proposicion 1.2.14. Para cada x €] — 1, 1], se tiene:

= (_1)n+1 2n—1
arctg(x) = Z .

Notese que el desarrollo en serie de la funciéon arcotangente, recién obtenido, es
vélido so6lo en | — 1, 1[ y no en todo R como cabria esperar a primera vista, dado
que la funcién arcotangentes es de clase C*° en R.

1.2.4. Aplicaciones: Suma de series de ntimeros reales

Para finalizar, vamos a dar dos ejemplos de como sumar dos series de ntimeros
reales usando las series de potencias.

Sabemos que, para cada x €]0, 2],

log(x) = (=)

n+1

3

(z — 1)

Por otra parte, aplicando el teorema de Abel, el segundo miembro define la funcién
g :]0,2] — R definida por

—~

o) = > -y,

n=0

la cual es continua en 2, obtenemos asi que

~—
3

= (-1 , .
Z (n—l— = g(2) = limy_,og9(x) = lim,_slog(x) = log2.

n=0

Tal como advertimos en el comienzo del capitulo el conocimiento de las series
de potencias nos proporcionan un método de aproximaciéon de los valores log2.

1.2.5. Relacién de ejercicios

a) Calcula el radio de convergencia de cada una de las series de potencias) | a,z"

y estudia el comportamiento de la serie en los extremos del intervalo de con-
vergencia, en los siguientes casos:
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_ n_\/ﬁ _ log(n+1) _ n
an—m, an—(n—i—l)g s an—e—(1+1/n)

an=1+1/24..+1/n, a,=a"" (a>0).
1 1
= an: _—
log(n +2)’ 2n(n + 1)

b) Calctlese el radio de convergencia y la suma de las series:

2 n n—17°
an” ;an ,Zﬁx :

n>1 n>1 n>1

‘Z,Qn

¢) Calcula la funcién suma de la serie de potencias ) -, TR

n(z+3)3"

d) Calcula la funcién suma de las series de potencias | o (n+1) % VD ons1 g

e) Expresa la funcion suma de las series de potencias ), o, na" .y 3 "

por medio de funciones elementales y calcula el valor de > m

n>1 n+1

f) Calcula el radio de convergencia y la suma de las series:

3 3 1
wan 3 o
n-+1 n>11—|—2+...+n

n>0

g) Prueba que las funciones definidas por:

sen(x) e’ —1

g(x) = 90y =1 flx) =

T X

, f(0)=1.

son de clase C'* en su intervalo natural de definicién.

h) Calcula el desarrollo en serie de potencias centrada en un punto a de la

funcion:
f(x) 203 — x> + 20— 7
x) = :
xt— a3 =32+ 242
i) Demuéstrese, usando el desarrollo en serie de Taylor de la funcién arco-

tangente, que

% 1)
Zén#—)l = /4

n=0






CAPITULO 2

integral de Lebesgue

2.1. Medida de Lebesgue en RY

Sumario

El objetivo de esta leccién es contestar a la primera pregunta: jsobre qué tipo de
conjuntos se puede integrar?. Veremos que la respuesta esta relacionada con la respuesta
a otras tantas preguntas: ;qué conjuntos se pueden medir?, ;cémo medirlos? El contenido
completo de esta lecciéon se articula de la siguiente manera:

2.1.1 Conjuntos medibles

2.1.2 Construcciéon de la medida de Lebesgue. Medida exterior.

2.1.3 Teoremas de existencia y unicidad de la medida de Lebesgue.

2.1.4 Relaciones de la medida con las aplicaciones y con el producto cartesiano.

2.1.5 Relacion de ejercicios.

En todo lo que sigue N serd un ntmero natural.

A1
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2.1.1. Conjuntos medibles

L Qué conjuntos que se pueden medir?.

Veamos primero algunos conjuntos que deben estar forzosamente entre la
familia de los conjuntos "medibles".

Dado I un subconjunto de RY diremos que es un intervalo (respectivamante
intervalo acotado), si existen [y, I, ..., [y intervalos (respectivamante intervalos
acotados) de nimeros reales tales que

IT=1 xIy x .. xIy.

Veamos como anadir a partir de aqui nuevos conjuntos. Para ello necesitamos
introducir algunos conceptos.

Sea 2 un subconjunto no vacio. Se dice que una familia A de subconjuntos de €2
es una o-algebra si

i) Qe A,
ii) Si {A,} es una sucesion de elementos de A, entonces U,enA, € A, y
iii) Si A € A entonces A°=Q\ A e A

Al par (€, .A) se le denomina espacio medible. El conjunto P(2) de todos los
subconjuntos es un ejemplo de o-algebra. Es claro ademas que la interseccion
de o-algebras es una nueva o-algebra. Como consecuencia, si S es una familia
de subconjuntos de €2, entonces existe una menor o-algebra conteniendo a Sy
contenida en P(£2), que denominaremos la o-algebra engendrada por S.

Veamos algunas propiedades de las o-algebras.
Proposicion 2.1.1. Sea (2, A) un espacio medible. Entonces

a) ) e A

b) Si A, B € A entonces AUB € A.
c) Si A,B € A entonces ANB € A.
d) Si A, B € A entonces A\B € A.

e) Si {A,} es una sucesion de elementos de A, entonces NyenA, € A.

Ejemplos:
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a)

Sean (2, A) un espacio medible y F € A. Considérese el conjunto
Ap={ANE; Ac A}

Es facil probar que (F, Ag) es un nuevo espacio medible. En adelante, salvo
advertencia en caso contrario, entenderemos que la o-algebra considerada en
E no es otra que Ag.

Dado 2 un espacio topologico podemos considerar la o-algebra engendrada
por la familia de los conjuntos abiertos de €2, familia que llamaremos o-
algebra de Borel, B¢ (BY si Q = RY dotado con su topologia natural),
mientras que a sus elementos los llamaremos conjuntos borelianos.

Obsérvese que tanto los conjuntos que resultan de la interseccién nume-
rable de conjuntos abiertos (conjuntos tipo G , conjuntos no necesariamente
abiertos) como los conjuntos que resultan de la unién numerable de conjuntos
cerrados (conjuntos tipo Fj,

conjuntos no necesariamente cerrados) son también conjuntos borelianos.

Veamos ahora como medir conjuntos.

Una vez elegida la familia de conjuntos medibles el problema es asignarle una

medida.

Sea

(©,.A) un espacio medible. Se dice que una aplicacion

p: A— RYU {400},

es una medida sobre A si verifica las siguientes propiedades:

)
b)

Existe A € A tal que u(A) € RT.

Si {A,} es una sucesion de elementos de A, disjuntos dos a dos, entonces

(U2, Ay) =57 u(Ay). (propiedad de o-aditividad)

A la terna (€, A, i) se le denomina espacio de medida.

Ejemplo:

Sea

(2, .A) un espacio medible y sea p la funcion definida, en cada A € A, por

1(A) =ntmero de elementos de A, si A es finito, y u(A) = +00 en otro caso. Pues
bien, la terna (€2, .A, i) es un ejemplo de espacio de medida.

Veamos algunas propiedades de las medidas.

Proposicion 2.1.2. Sea (2, A, i) un espacio de medida. Entonces

a) p(@) =0
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b) Si A, B € A son disjuntos entonces (AU B) = p(A) + w(B) (propiedad de
aditividad).

c) Si A,Be Ay AC B entonces u(A) < u(B) (propiedad de monotonia). Si
ademds p(A) € RT entonces u(B\A) = u(B) — u(A).

d) Si{A,} es una sucesion de elementos de A creciente (A, C A1), entonces

M(UNENAH) = hmnp“(An) .

(propiedad de continuidad creciente).

e) Si{A,} es una sucesion de elementos de A es una sucesion de elementos de
A decreciente (A1 C Ay) con u(Ar) € RY entonces

p(Npendy) = lim,u(A,).

(propiedad de continuidad decreciente).
f) Si A, B € A entonces u(AUB) < u(A)+ u(B) (propiedad de subaditividad).

g) Si{A,} es una sucesion de elementos de A, entonces

M(UnENAn) < Z N(An)

(propiedad de o-subaditividad)

Notese que la condicion exigida en 5) sobre la finitud de la medida de A; es
esencial tal como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo:

Sea A la o-algebra generada por la familia {[n,+oo[; n € N} y sea  una medida
tal que restringida a cada intervalo I € A viene definida por p(1) = longitud([).
Tomese A, = [n,+o00|

Sea (€, A, 1) un espacio de medida. Un conjunto A € A se dice que de medida
nula si u(A) = 0. Como consecuencia de la propiedad de o-aditividad se deduce
que la uniéon numerable de conjuntos de medida nula es un conjunto de medida
nula.

Un espacio de medida (€2, A, i) se dice completo si todo subconjunto B de un
conjunto Z € A de medida nula es también un conjunto de la propia o-algebra

A).

Una propiedad P relativa a elementos del conjunto €2 se dice ser cierta casi por
doquier (c.p.d.) si es cierta salvo en un conjunto de medida nula.

Asi por ejemplo, dos funciones f, g : 2 — R se dicen que son iguales c.p.d. si el
conjunto {z € Q; f(x) # g(z)} es un conjunto de medida nula.
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2.1.2. Construcciéon de la medida de Lebesgue. Medida ex-
terior.

En esta secciéon vamos a construir una medida sobre una cierta o-algebra
contenida en P(RY) y que contiene a la familia ZV de los intervalos acotados. Es
deseable que si I € IV entonces su medida deba coincidir con su volumen, esto
es, medida(l) =V (I), y claro esta

V([) = 1(11)1(12)---1([N),
donde [(I}) = by, — ay, siempre que I, = [ay, bg]. Convenimos que 0.00 = 0.
Veamos pues si es posible encontrar una medida sobre RY, que extienda el
volumen. La idea intuitiva es ”cuadricular” el plano e imponer que la medida del
conjunto sea menor que la suma del volumen de todas las cuadriculas que recubren
(por exceso) al conjunto A. Es notorio que si las dimensiones de las cuadriculas

son de menor tamano, la suma de dicho volumen se ajusta mejor a la “medida”
del conjunto A. Asi pues, una primera idea seria tomar

medida(A) = Inf{z v(I,); A C Upenl, : n €N, I, € IV},
n=1

El problema a considerar es si la aplicacion A* : A — medida(A) es verdadera-

mente una medida en P(R”). Veremos enseguida que \* no es una medida en
P(RY). Sin embargo,

Proposicién 2.1.3.

a) \*(0) =0.
b) Si A C B son dos subconjuntos de RN entonces \*(A) < \*(B).

c) Si{A,} es una sucesion de subconjuntos de RY, entonces
n=1

(propiedad de o-subaditividad)

Tomando ocasion del resultado anterior, dado un conjunto €2, diremos que una
aplicacion
w i P(Q) = RY U {+oo},

es una medida exterior sobre P({2) si verifica las siguientes propiedades:

0
b) Si A C B son dos subconjuntos de € entonces p*(A) < p*(B).
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c) Si {A,} es una sucesion de subconjuntos de €2, entonces

:u nENA Z

(propiedad de o-subaditividad)

Asi pues, hemos probado que \* es una medida exterior sobre P(RY), a la que
denominaremos medida exterior de Lebesgue. De hecho, como veremos ense-

guida nos podemos quedar con los intervalos acotados abiertos para la definicion
de \* .

Proposicién 2.1.4. Dado A C RY

= ]nf{z ); A C Upenl, : n €N, I, € IV, abierto}.

Se puede probar que existe una mayor o-algebra contenida en P(RY) tal que \*
restringida a dicha o-algebra es una medida. Este hecho es més general:

Proposicion 2.1.5. (Teorema de Carathéodory)

Si Q es un conjunto y p* es una una medida exterior sobre P(€)). Entonces la
familia

Coy = {E C O 11"(4) = w*(ANE) + (AN EC),¥A € P(Q)},
es una o-dlgebra y p*/Cq i+ es una medida.

Sea a = (a1, as, -+ ,ay) € RN y sea § > 0. Un N-cubo de vértice a y lado 6,
Q(a,d), es un intervalo construido de la siguiente forma

Q(a,0) = [ar, a1 + §[x[ag,as + 6[x - -+ x [an, an + 6[.

Un N-cubo de vértice a y lado 1/2" se dice que es un cubo diadico si 2"a € ZV.

Lema 2.1.6. Dos cubos diddicos o bien son disjuntos o bien uno ésta contenido
en el otro.

Lema 2.1.7. Dado un numero natural n entonces

a) El conjunto AY = {z € RY; 2"z € ZN} es un conjunto numerable.

b) El conjunto de cubos diddicos {Q(a,1/2") : a € AN} es una particion de
RY.

Proposicién 2.1.8. Si G es un conjunto abierto de RY entonces existe una su-
cesion de cubos diddicos {Q,} cuyo cierre estd contenido en G, disjuntos entre si
y tal que G = U2 Q).
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El siguiente resultado es una importante consecuencia de la Proposicion 77.

Sea o € R. Escribiremos S, (resp. S,) para representar al semiespacio abierto
(resp. cerrado) de RY definido por

So = {(x1,29, - ,xN) € RY: x; < a}t (resp.S_a:: {(x1,29,-- ,xN) € RY: z; < al).

Corolario 2.1.9. La o-dlgebra de Borel BN de RN (dotado con la topologia usual)
coincide con la o-algebra generada por la familia de los intervalos aco-
tados de RY.

El siguiente resultado, altimo en la preparacion del teorema de existencia, es cono-
cido como la propiedad de regularidad de la medida exterior de Lebesgue.

Proposicién 2.1.10. Dado A C RY existe B € BY que contiene a A cuya medida
exterior de Lebesque coincide con la de A.

2.1.3. Teoremas de existencia y unicidad de la medida de
Lebesgue.

Sabemos que existen conjuntos borelianos en RY de medida exterior cero
que contienen subconjuntos no medibles. Parece pues conveniente anadir a la
o-algebra de Borel estos otros subconjuntos.

Ya podemos enunciar los resultados principales de esta leccion.

Teorema 2.1.11. (Teorema de la existencia de la medida de Lebesgue)

a) La familia MY :={BUZ; B € BN, \*(Z) =0} es una o-dlgebra contenida
en Cry y«.

b) A == X/ MY es una medida sobre MY tal que N(I) = v(I) para todo I
intervalo acotado.

c) Para cada E € MY,
ME) = Inf{\(G); G abierto E C G}. (2.1.1)

A la o-algebra MY se le denomina o-algebra de Lebesgue. La medida A
recibe el nombre de medida de Lebesgue de RY. A los elementos de la o-
algebra MY se les denomina conjuntos medibles-Lebesgue o simplemente
medibles de RY. Nétese que el espacio de medida (RY, M™ \) es un espacio de
medida completo.

Tal como hemos visto, los conjuntos medibles se pueden representar por
A = BUZ, donde B es un boreliano y Z es un subconjunto de un boreliano de
medida nula. Notese que en tal caso \(A) = A(B).

De hecho veremos que A es la tinica medida sobre M¥ verificando la segunda
propiedad. Antes necesitamos alguna notacion.



48

§2.1 Medida de Lebesgue en RY

Consideramos en RY la norma euclidea ||.||, esto es, para cada z = (z1, 72, ,N)
ey=(y1,y2, - ,Yn), se tiene que

[l =yl = V(s — 20)? + (g2 — 22)* + - + (yw — 2)2
Representaremos por B(a,r) al conjunto
B(a,r) ={z ¢ RY; ||z —a|| < r},

cona € RN yr e R*.

Es claro que todo intervalo acotado esta contenido en un conjunto de la forma
B(0,r), con conveniente r € R™.

El siguiente resultado, importante en si mismo, es fundamental en todo lo que

sigue.

Proposicién 2.1.12. Sea E C RY. Equivalen

a) Ee MV,

b) E € Cgn .

c¢) Para cada ¢ > 0 existe G abierto de RY tal que E C G y \*(GNE®) <e¢.
d) Existe un conjunto de tipo G5 A, tal que E C A y X*(ANE®) = 0.

e) Para cada € > 0 existe F cerrado de RN tal que F C E y M (ENFY) <e.
f) Existe un conjunto de tipo F,, B, tal que B C E y \*(EN B) = 0.

En tal caso,
AME) = Sup{\(K); K compacto K C E}. (2.1.2)

Lema 2.1.13. Si dos medidas en MY coinciden sobre los cubos diddicos, entonces
también coinciden sobre los conjuntos abiertos. Si ademds son finitas sobre los
intervalos acotados entonces también coinciden sobre los conjuntos compactos.
Teorema 2.1.14. (Teorema de unicidad de la medida

de Lebesgue)

La medida de Lebesgue es la tunica medida sobre la o-dlgebra de Lebesgue que
extiende al volumen sobre la familia de los intervalos acotados.

Maés tarde veremos en un ejercicio que M¥ es la mayor o- algebra sobre la que \*
es aditiva. Veamos ahora que la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones.

Teorema 2.1.15. (Caracterizacion de la medida mediante traslaciones)

a) Sip es una medida en MY invariante por traslaciones y tal que u([0,1]V) =
a entonces |1 = Q.

b) La medida de Lebesgue es la vinica medida p sobre MY invariante por tras-
laciones tal que pu([0,1]N) =1
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2.1.4. Relaciones de la medida con las aplicaciones y con el
producto cartesiano.

El resto de la leccion esta dedicada a estudiar la relacion de la medida de Lebesgue
con otros elementos. Comenzamos por estudiar su relaciéon con el el producto
cartesiano.

Proposicién 2.1.16. Sean E y F son dos subconjuntos medibles de RY y RM
respectivamente. Entonces E x F es un conjunto medible de RN+tM y

ME x F) = NE)A(F).

Notese que si T : RY — RY es una aplicacién continua entonces el conjunto
{AC RN : T7YA) € BN} es una o-algebra que contiene la o-algebra de Bo-
rel BY. En particular, la imagen inversa de cualquier boreliano es un boreliano.
Ademés se tiene que

Lema 2.1.17. Si T : RY — RY es una aplicacion continua y F es un conjunto
de tipo F, entonces T'(F') es un conjunto de tipo F,.

Sin embargo, es sabido que existen ejemplos de aplicaciones continuas de RY que
no conservan la medibilidad de algunos conjuntos (véase por ejemplo [?, Exercise
17, section 3|). Asi pues si queremos conservar la medibilidad debemos fortalecer
la propiedad de continuidad. Veamos qué todo va bien si 71" es lineal.

Proposicién 2.1.18. $i T : RY — RY es una aplicacion lineal y E € MY
entonces T(E) € MY y

MT(E)) = |det(T)|\(E).
En particular, si T es una isometria entonces N(T'(E)) = AM(E).

También podemos fortalecer la propiedad de continuidad de otra manera. Diremos
que una aplicacion T : RY — RY es lipschitziana si existe ¢ € RT tal que

IT(2) =TIl < cllz —yll, Y,y eR".

Al valor ¢ suele llamarse constante de Lipschitz de la funcién 7'

Las funciones lineales y las funciones con derivadas primeras parciales acotadas
son funciones lipschitzinas.

Proposicién 2.1.19. Si T : RY — RY es una aplicacion lipschitziana y E € MY
entonces T(E) € MY

Corolario 2.1.20. Sea G un abierto de RY y sea f € C'(G).

a) Si Z C G, NZ) =0 entonces \(f(Z)) = 0.
b) Si ECG, Ee€ M entonces f(E) € M.
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2.1.5. Relaciéon de ejercicios

a) Sea (€2, A, pt) un espacio de medida. Pruébese que si F € A entonces la terna
(E, Ap, u/Ag) es un nuevo espacio de medida.

b) Sea (€2, A) un espacio medible y sea €)' un nuevo conjunto. Sea f : ) — €’
una aplicacién. Probar que (', {B € ' : f~}(B) € A}) es un espacio
medible.

¢) Sea f:RY — RY una aplicacién continua. Probar que si B es un boreliano
de R entonces f~!(B) es también un boreliano de RY. Como consecuencia,
probar que los homeomorfismos preservan los borelianos.

d) Sea p* una medida exterior en un conjunto no vacio §2. Pruébese que la
restriccion de p* a la o-algebra Cq ,+ nos proporciona un espacio de medida
completo.

e) Probar que M es la mayor o-élgebra que contiene los intervalos acotados y
sobre la que \* es aditiva.

f) Probar que la unién numerable de conjuntos de medida nula es un conjunto
de medida nula. Dedtzcase que N y Q son dos conjuntos de medida nula.

g) Existencia de conjuntos no medibles

1) Probar que la familia {z + @ : = € R} es una particion de R.
(Indicacion: La relacion  ~ y si y—z € Q es una relacion de equivalencia
en R).

2) Pongamos {z +Q : v € R} ={A;; i € I} (A; # A;, parai # j) y, para
cada i € I, sea x; € A; N0, 1]. Probar que el conjunto E = {x;: i € I}
no es medible.

(Indicacién: Si {g, : n € N} es una numeracion de [—1,1] N Q, entonces

o0

0:1] € |J(gn + B) € [-1,2],
n=1
y los conjuntos ¢, + E son disjuntos entre si).
3) Probar que cualquier subconjunto medible de E tiene medida cero.

4) Sea M C R con A*(M) > 0. Probar que M contiene un subconjunto no
medible.
(Indicacion: M = {J o M N (¢ + E)).

h) Probar que la existencia de conjuntos no medibles equivale a la no aditividad
de \*.
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i) Sean A un abierto de RY y f : A — RM una funcién de clase C' con
N < M. Probar que f(A) es de medida cero.

7) Sea a,u,v € R? y sea P el paralelogramo
P = {(z,y) €R? (z,y) = a+tu+sv, t,s€U0;1]}.

Probar que si T': R? — R? esté4 definida por T'(t, s) = tu + sv entonces
A(P) = |detT| =base x altura.

Deducir de lo anterior el area del triangulo, del circulo y de la elipse.

k) Sea a,u,v,w € R3 y sea P el paralelepipedo
P:={(z,y,2) €R? (x,y,2) = a+tu+sv+rw, t srcU0;1]}

Probar que si T : R? — R3 esté definida por T'(t, s,r) = tu+sv-+rw entonces
A(P) = |detT| =area de la base x altura.

Deducir de lo anterior el drea de la esfera y del elipsoide.
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2.2. Integral de Lebesgue en RY

Sumario

El objetivo de esta leccion es contestar a las preguntas: jqué tipo de funciones
se puede integrar? y jcomo integrar? o si se quiere en orden contrario. El contenido
completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

2.2.1 Funciones medibles. Estabilidad. Teorema de aproximaciéon de Lebesgue.
2.2.2 Integral de Lebesgue en RY.
2.2.3 Funciones integrables.

2.2.4 Relacion de ejercicios.

2.2.1. Funciones medibles. Estabilidad. Teorema de aproxi-
macion de Lebesgue.

En esta seccion queremos ver ;jqué tipo de funciones se pueden integrar? Re-
cordemos que existen funciones tan importantes como la funcién de Dirichlet,
f:[0,1] — R definida por

f(z) 0 st x es racional
T) = . : .
1 six es irracional

que no es integrable en el sentido de Riemann.

Sean (92, A) y (€, A’) dos espacios medibles. Una funcion f : Q@ — Q' se
dice que es medible si f~!(B) € A para todo B € A’. Para probar la mediblidad
de f basta probar que f~!(A) € A para todo A € D, siempre que la o-algebra
engendrada por D sea A’

En efecto, sabemos por el ejercicio 2.1.5.(2). que el conjuntoC = {B C Q'; f~1(B) €
A} es una o-algebra. Si f7!(A) € A para todo A € D, se tiene que D C C y por
tanto A" C C.

En todo lo que sigue vamos a considerar 2 = R y como o-algebra A’ la o-algebra
de Borel de R. Sea (2, A) un espacio medible y sea E € A. Si no hay lugar a
confusiéon, diremos que una funciéon f : E — R es medible cuando el espacio
medible considerado de partida es (E, Ag).

Veamos ahora algunos ejemplos de funciones medibles.
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Ejemplo 2.2.1. :

Sea (2, A) un espacio medible.

a) Las funciones caracteristicas de cualquier conjunto medible. De hecho si A C
() entonces
A € A si, y solo si, x4 es medible.
Recuérdese que si A es un subconjunto de €2, se llama funcién caracteristica
de A, x4, ala funciéon y, : Q — R, definida por

(z) = 1 sizxeA
XA =90 six ¢ A

b) Toda funciéon de 2 en R tal que f~!(G) € A para todo abierto G (resp.
intervalo acotado, semirrecta, semirrecta abierta en el extremo u origen, se-
mirrecta cerrada en el extremo u origen) de R es medible.

c) Si (Q,A, ) es un espacio de medida completo, entonces toda funcion f :
) — R igual c.p.d. a una funcién medible, es medible. En particular si €2
es un espacio topoloégico entonces las funciones que son iguales c.p.d. a una
funcion continua (por ejemplo, la funciéon de Dirichlet) son medibles.

d) Toda funcién continua c.p.d. de RY en R (por ejemplo, la funciéon parte
entera) son medibles.

e) La composicion de una funcion medible de €2 en R con una funcién continua
de R in R es una funcion medible.

Veamos ahora algunas propiedades que avalan la estabilidad algebraica de las
funciones medibles. Antes necesitamos probar el siguiente lema, sabiendo que en
R? consideramos la o-algebra de Borel B2

Lema 2.2.2. Sea (2,.A) un espacio medible y sean f,g : Q@ — R dos funciones.
Si (f,g) : Q — R? es la funcion definida por (f,g)(x) = (f(z),g(x)) para todo

x € Q, entonces f y g son medibles si, y sélo si, (f,g) es medible.

Proposicion 2.2.3. Sea (2, A) un espacio medible y sean f,g : @ — R dos
funciones medibles. Entonces
a) f+g, f.gyaf (o €R) son funciones medibles.

b) |f| y 1/f (siempre que f no se anule en ) son funciones medibles.

fvg)(z) = Maz{f(z),g9(x)} y fAg definida

} son dos funciones medibles.

c) Las funciones fVg definida por
por (f A g)(x) = Min{f(z),g(x
d) Las funciones ft*=fVO0y f~=—fVO0 son dos funciones medibles.

e) Si ' € A entonces la funcion restriccion de f a F, f|p, resulta ser una
nueva funcion medible.

~_ T
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Veamos ahora algunas propiedades que avalan la estabilidad analitica.

Proposicion 2.2.4. Sea (2, A) un espacio medible y sea {f,} una sucesion de
funciones medibles definidas en §2 y con valores en R. Entonces

a) El conjunto
E={ze€Q: {f.(x)} estd mayorada (resp. minorada)}

es medible, y si dicho conjunto no es vacio, la funcion f : E — R, definida
por
f(x) = sup{fu(x);in € N} (resp. f(x) = inf{fu(x);n € N})
para todo x € E, es medible.
b) El conjunto

E={zeQ: limf,(x) €R} (resp. limf,(x) € R)

es medible, y si dicho conjunto no es vacio, la funcion f : E — R, definida
por o

f(x) =limf,(x) (resp. f(x) =limf,(z))
para todo x € E, es medible.

c) El conjunto
E={xeQ:{fu(x)} convergente}

es medible, y si dicho conjunto no es vacio, la funcion f : E — R, definida
por

f(@) = lim fn(2)

para todo x € E, es medible.

Una funcion medible s : 2 — R se dice simple si s6lo toma un niimero
finito de valores. Toda funcion simple s puede representarse por

n
§ = § aiXAm
=1

donde s(Q) = {aq,...,a,} (@ # a; siempre que 1 # j ) A, :=={z € Q: s(z) =
a;} ¥ xa, es la funcion caracteristica de A;.

El siguiente resultado, crucial en todo lo que sigue, nos asegura que toda
funcion f medible no negativa (f > 0) es limite de una sucesion creciente 0 <
s1 < 89 < ... < f de funciones simples que converge puntualmente a f.

Teorema 2.2.5. (de aproximacion de Lebesque)

Sea (9, A) un espacio medible y sea f : Q — RS una funcion medible. Entonces
existe una sucesion creciente {s,} de funciones simples no negativas que converge
puntualmente a f. Si ademds f estd acotada, dicha convergencia es uniforme en
todo 2.
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Corolario 2.2.6. Sea (2, A) un espacio medible y sea f : Q — R una funcion
medible. Entonces existe una sucesion {s,} de funciones simples que convergen
puntualmente a f. Si ademds f estd acotada, dicha convergencia es uniforme en

todo €.

2.2.2. Integral de Lebesgue en R".

En esta seccion abordamos el problema de como hallar la integral de una funcion
medible. Comenzamos con las funciones no negativas.

Sea £ C RY y sea f : E — RJ. Representamos por G(f) a la grafica de dicha
funcion, esto es,

G(f) ={(z, f(x)); v € E}

y por R(f) al recinto determinado por su grafica y la recta y = 0, esto es,

R(f) ={(z,y); = € E,0 <y < f(z)}.

Proposicion 2.2.7. Sea E un conjunto medible en RNy sea f : E — R{ una
funcion medible. Entonces G(f) y R(f) son dos conjuntos medibles en RN*1 y

AG(f)) = 0.

Notese que, dado que A(G(f)) = 0, si las desigualdades estrictas que definen el
conjunto R(f) se sustituyen por igualdades la tesis de la Proposicion no ha de
modificarse.

Definicién 2.2.8. Sea £ € MY y sea f : E — R{ una funcién medible. Se
define la integral de f en E como la medida del recinto R(f), esto es,

[E fdx = A(R(S).

Sea F' € MY . Podemos considerar la funcion f|gznr que ya sabemos medible (no
negativa) y aplicar el proceso anterior. En adelante, escribiremos [ wap ) A\ en

lugar de [, . flenr dA.

Notese que si E es de medida nula, entonces f r [ d\=0. En efecto,
Og/fd/\:)\(R(f)SA(E)xR):O.
E

Asociada a la funciéon f podemos considerar la funcién fyg : RY — R, definida
por

| flx) sizekE
fXE(x)_{ 0 sizgFE
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Es facil probar que si f es medible entonces fyg es también medible, y en tal
caso, dado que R(f) = R(fxg), se tiene que

/fd)\ = [ fymd
E RN

Veamos una primera consecuencia importante de la definicion que hemos hecho.

Teorema 2.2.9. (de la convergencia mondtona para funciones medibles no nega-
tivas)

Sea E C RN un espacio medible y sea {f,,}, una sucesion mondtona de funciones
medibles no negativas que converge puntualmente en E a una funcion f : E — R .
Entonces f es medible y

/E Fd\ = lim{ /E FadA}.

Comencemos ahora a calcular integral de las funciones més sencillas. Veamos
como calcular la integral de una funcién simple no negativa:

Corolario 2.2.10. Sea E un subconjunto medible de RY y sea s : E — R una
funcion simple. Si s(E) = {a1,...,an} cona; # o sii #jyA ={rek:

s(x) = «;} entonces
/ sdN = a;A(4)).
B i=1

Notese que si E' es un conjunto medible entonces

/ XEd/\:/ld)\:)\(E).
RN E

Como consecuencia del Teorema de aproximacion de Lebesgue y del Teorema
de la convergencia monétona para funciones medibles no negativas obtenemos el
siguiente resultado:

Corolario 2.2.11. Sea E C RY medible y sea f : E — R una funcion medible
no negativa. Entonces existe una sucesion creciente de funciones simples {s,} que
converge puntualmente a f y se tiene que

/Ef X = lim{/Esn d}.

Notese que la integral de f es independiente de la sucesion {s,} de funciones
simples considerada. A partir de aqui podriamos calcular la integral de cualquier
funcién no negativa f, hallando una tal sucesiéon. Sin embargo este método no
resulta practico por lo que necesitamos hacer otras observaciones



§2.2 Integral de de Lebesgue en RV

Proposicion 2.2.12. (propiedades de la integral para funciones medibles positi-
vas)

Sea E € MY y sean f,g: E — R{ dos funcion medibles. Entonces

a) [(f+g)d\= [, fdr+ [,gd\

b) [paf d\=o [, fd\ (a>0).

c) Si f < g entonces [, f dN< [, g d.

d) [, fd\=0 si, y sdlo si, f=0 c.p.d.

e) Si f=g cp.d. entonces [, f dX= [, g dX.

f) Si {E,; n € N} es una familia de conjuntos medibles de RY disjuntos dos a
dos tales que E = U, FE,,, entonces

+o0
/Efd)\:; EnfdA.

La propiedad (6) nos asegura que la integral de una funcién no depende de su
comportamiento en conjuntos de medida nula. De hecho, ya podemos calcular la
integral de la funciéon f de Dirichlet , a saber, puesto que Q es de medida nula,
se tiene que

/ fdAz/ Fdx=\[0,1]NR\Q) = 1.
[0,1] [0,1]NR\Q

2.2.3. Funciones integrables

Sea F € MY. Dada una funciéon medible f : £ — R, se dice que f es

integrable en F si
/ |f| dX < 0.
E

En tal caso se define la integral de f por

[Efd)\:/Ef*d)\—/Ef‘dA.

Sea ' € MY. Podemos considerar la funcion f|gnr que ya sabemos medible,
de hecho si f es integrable en F | claramente f|gnp es integrable en N F. En
adelante, en tal caso, escribiremos fEmF f dX\ en lugar de fEmF flenr dA.
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Observacion 2.2.13. Notese que si f = g — h, donde g,h : E — R son dos
funciones integrables entonces

/Ef d)\:[Eg dA—/Ehd)\. (2.2.1)

En efecto, es obvio que f* +h = g+ f~, luego dado que cada término es la
suma de dos funciones medibles no negativas, tenemos || pfT AN+ S ph d\ =
Jzg d\+ [, f~ dA, y por tanto

Afﬁzlﬁﬂﬂiéfﬁzlﬂﬁ_éhﬁ

Dado E € M, representaremos por L(E) al espacio formado por las funciones
medibles que son integrables en F, esto es

LE)={f:F—R medible;/ |f| dX < o0}
E
Podemos ahora ver las propiedades de la integral y de las funciones integrables.
Proposiciéon 2.2.14. Sea E un subconjunto medible de RN y sean f,g: E — R

dos funciones medibles

1) L(E) es un espacio vectorial y

/(af+g) d)\:a/fd/\—i-/gd/\, (a eR, f,g€ L(E)).
E E E

2)
| / f N < /E fldx (f € L(E))

2) Si f y g son integrables con f < g entonces fEf dX < ng dA.
3) [ € L(E) entonces |f| € L(FE) y

|[EfdA|s/E|f|dA.

4) Si f y g son medibles e iguales c.p.d., entonces [ es integrable en E si, y
solo si, lo es g, y, en tal caso,

Af&zég%

5) Sean A y B dos conjuntos medibles tales que E = AUB y A(AN B) = 0.
Entonces f es integrable en E si, y solo si, f|a es integrable en A y f|p es
integrable en B. Ademds, en caso afirmativo,

LfM—AfM+LfM
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6) Si {E,} es una sucesion de subconjuntos medibles, disjuntos dos a dos, en-
tonces f es integrable en U, E, si, y solo si, f es integrable en cada E, 1y la
serie Y >~ fEn f dX\ es convergente. En tal caso,

+o0o
/UE Fax=> ([ fad.

n=1 En

2.2.4. Relacion de ejercicios

a) Sean (2, A) un espacio medible y sea E € A.

1) Sif:Q — R esuna funcién medible entonces f|g es una funcion medible
cuando se considera el espacio medible (E, Ag).

2) Sea f : E — R una funciéon. Probar que f es medible si, y solo si, la
funcion fxg : 0 — R, definida por

flx) stx el
fXE(x):{ E)) siz¢ E

es medible. Ademas si Q = RY y f > 0, entonces

/fd)\ = [ fxs d\
E R~

3) Sea f: F — R una funcion medible. Probar que f es integrable en F si,
y solo si, fxg es integrable en R".

b) Sea f:RY — R una funcién integrable. Probar que

fz()c.p.d.<:>/f:0, VE € M.
E

c) Sea (€2,.A) un espacio medible. Probar que si {f,} es una sucesion de fun-
ciones medibles en (), entonces se verifican las siguientes propiedades:

1) El conjunto £ = {w € Q: > ., fu(w) < oo} es medible y, si dicho
conjunto no es vacio, la funciéon f : £ — R definida, para cada w € €2

por f(w) =>"7", fu(w), es medible.
2) El conjunto £ ={w € Q: > . [fu(w)] < oo} también es medible.

d) Dadas f,g,h: RY — R, probar que

1) Si f es integrable y g es medible y acotada entonces fg es integrable.

2) Pruébese que la condicién de acotacion es esencial en la afirmacion an-
terior.

3) Si f es medible y g,h son integrables con g < f < h, entonces [ es
integrable.
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e)

4) Si f es medible y g, h son integrables, entonces hV (f Ag) y h A (f V g)
son integrables, donde para cada par de funciones p, ¢, oV @y @ A ¢ se
definen, para cada w € €2, respectivamente por

PV o(w) = mar{p(w), ow)} v ¢ Adw) =min{p(w), ¢w)}.

Sean (€, A, ) un espacio de medida y f : Q@ — R medible con
0 < f < 1. Probar que existe una sucesion {4, } de conjuntos medibles tales
que la serie Zn21 2% X4, converge uniformemente en (2. Probar también que

o0

/Qfdﬂ = Z Q%M(An>‘

n=1

Sean (€2, A, 1) un espacio de medida y f : 2 — R medible. Supongase que
{fn} es una sucesion de funciones medibles de © en R tal que, para cada
natural n,

il €95 F) # falw)D) < o

Probar que {f,} converge a f c.p.d.

[Indicacion: Para cada natural n, considérese
Ay = {w € Q; f(w) # fn(w)} y Bn= U Ay
k=n

Probar que si B = (-, B, entonces p(B) = 0y que {f,} converge a f en
B¢ ]
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2.3. Teoremas de convergencia

Sumario

Es sabido que la integracién no tiene un buen comportamiento en los procesos de
convergencia. El objetivo de esta leccién es ver que tales anomalias desaparecen cuando
imponemos ciertas condiciones bien de monotonia bien de dominacién. El contenido
completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

2.3.1 Teorema de la convergencia monoétona.
2.3.2 Teoremas de la convergencia dominada y de la convergencia absoluta.
2.3.3 Aplicaciones: Teorema de Riesz e Integrales dependientes de un parametro.

2.3.4 Relacion de ejercicios.

2.3.1. Teorema de la convergencia monétona.

Comenzamos esta seccion haciendo patente que la integral no tiene un buen com-
portamiento en los procesos de convergencia.

Ejemplo:

Para cada n € N, considérese la funcion f,, : R — R definida por f,(x) = %X[—n,n}-
Notese que aunque la sucesion { f,,} converge puntualmente a la funcion nula, sin
embargo, la sucesion de las integrales de las funciones {f,} no converge a la
integral de la funcion limite. En efecto, las funciones f,, son integrables, de hecho

/R fulz)dz =2,

y asi la sucesion fR fn(z)dz converge a 2, distinto del valor de la integral de la
funcién nula.

Si hemos visto precedentes de buena avenencia para la integral de cuando hemos
considerado cierta condicion de monotonia de la sucesion de funciones, baste recor-
dar el Teorema de la convergencia monotona para funciones medibles no negativas
(Teorema ?7). Nuestro primer objetivo es seguir ahondando en esta circunstancia.
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Teorema 2.3.1. (Beppo-Levi 1906) (Teorema de la convergencia mondtona)(T.C.M.)

Sea E un subconjunto medible de RN y sea {f,} una sucesion monétona de fun-
ciones integrables en E. Si la sucesion { [, f, d\} de las integrales estd acotada,
entonces existe una funcion f integrable en E que es limite puntual c.p.d. de la
sucesion de funciones {f,} y se tiene que

/Ef d)\:lim{/Efn A}

Notese que si g es limite puntual c.p.d. de la sucesion {f,} del Teorema anterior,
entonces los mismos argumentos prueban que también g € L(E) y | g A\ =

lim{ [, fn dA}.

Como consecuencia del T.C.M. veamos que las funciones integrables en el sentido
de Riemann son también integrables en el sentido de Lebesgue.

Corolario 2.3.2. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Entonces

f es integrable en el sentido de Riemann si, y solo si, f es continua c.p.d.

En caso afirmativo, f € L(la,b]) y ademds
b
/ f(z)dx = fdA.
a [a,b]

Este resultado justifica que a partir de ahora Si I = [a,b] y f es una funcion
integrable en [a, b] escribamos f; f(z)dz en lugar de [, f dA.

El siguiente ejemplo nos muestra otra forma de usar el T.C.M.

Ejemplo:

Para cada n € N, considérese la funcion f, : [0,1] — R definida por f,(x) =
(1+ flj)" para todo = €]0, 1].

Notese que la sucesion {f,} es creciente y converge puntualmente en 0, 1] a la
funcion f(z) = ¢**. Por tanto, la sucesién de integrales esta mayorada por el
numero e.

Aplicando el T.C.M. obtenemos que la sucesion {f,} converge puntualmente en
el intervalo |0, 1], que su limite es integrable y que

1 1 22
/ e dr = limn{/ (1+ —)"dx}.
0 0 n
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2.3.2. Teoremas de la convergencia dominada y de la con-
vergencia absoluta.

En esta seccion nos interesamos por condiciones de dominacion. Comenzamos con
el siguiente resultado importante:
Proposicion 2.3.3. (Lema de Fatou)

Sea E un subconjunto medible de RN y sea {f,} una sucesion de funciones me-
dibles no negativas en E. Si la sucesion { [ 1 fn d\} de las integrales tiene
limite inferior finito, entonces el limite inferior de la sucesion de funciones

{fa} es finito c.p.d. y

[ timas) ax < tima [ g any.
E E

Teorema 2.3.4. (Teorema de la convergencia dominada)(T.C.D.)

Sea E un subconjunto medible de RY y sea {f,} una sucesion de funciones inte-
grables en E. Si la sucesion {f,} converge puntualmente a una funcion f
en E y existe una funcién g integrable en F tal que |f,| < g, entonces la
funcion f es integrable y

tim{ [ 14, - 1 dx} =0,

En consecuencia
/ fd\= lz’m{/ fn dX}.
E E

También las funciones absolutamente integrables quedan bajo control

En el caso en I =|a, B[ admitiendo que « puede ser —oco y 3 a su vez +00, y
que f sea una funciéon continua en I, |f| es impropiamenteintegrable en el sentido
de Riemann en [ si, y solo si, f € L(I), y en tal caso

J1s1ix- /f\f(xﬂ .

El siguiente ejemplo nos muestra como usar también dicho teorema.
Ejemplo:
Para cada n € N, considérese la funcion f, : [0,1] — R definida por

o) = sen(nx)

= 11 (x € 0,1]).
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Notese que las funciones f, son continuas en [0, 1] y que la sucesion f, converge
puntualmente a la funcién nula.

Notese que | f,,(z)] < 1y por tanto por el T.C.D.

lim { /0 (@) = /0 (i f, ()i = 0.

Teorema 2.3.5. (Teorema de la convergencia absoluta)(T.C.A.)

Sea E un subconjunto medible de RY y sea {f,} una sucesion de funciones in-
tegrables en E. Sila serie Y. . ([, |fa| d\) converge entonces la la serie
> .1 [n converge absolutamente en un subconjunto Ey de E, cuyo comple-
mento es de medida nula, y

lz’m{/E 1> fil da}=o.

L k=n

En consecuencia, (> " fu)XE € L(E) y

/E(g fa)xe, dX = g(/E Fa dN).

Algunos ejercicios propuestos mostraran la potencia del T.C.A.

2.3.3. Abplicaciones: Teorema de Riesz e Integrales depen-
dientes de un parametro.

Teorema de Riesz

Sea E un subconjunto medible de RY. Comencemos dotando de una seminorma
al espacio L(F) de las funciones integrables en E.

La aplicacion ||.|| : L(E) — R{ definida por ||f]| = [, |f] dX, para cada f € L(E)
es tal que

a) [lafl = lallIf]l (f € L(E]), a € R).

O) M+ gll <A1+ lgll (f, 9 € L(E)).

Pero, ||f|| = 0 si, y solo si, f = 0 c.p.d. Luego la aplicaciéon ||.|| no pasa de ser
una seminorma.

Con el fin de construir una norma, consideramos el conjunto
N:={f:E—R: fmedibley f=0c.p.d.}

. Es obvio que N es un subespacio vectorial de L(E]). Definimos L;(F) como el
espacio cociente de L(E) por N.
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Veamos que la aplicacion ||.||; : L1(E) — Ry definida por ||f + N||; = || f|| para
cada f € L(E), es una norma en L (E). De hecho, ||f|| = Inf{||f + h||,h € N}.

La convergencia en L;(FE) asociada a dicha norma recibe el nombre de conver-
gencia en media.

Probemos que el espacio (L1 (E), ||.]|1) es un espacio de Banach.

Teorema 2.3.6. (Teorema de Riesz)

Sea E un subconjunto medible de RN y sea {f.} una sucesion de funciones in-
tegrables en E. Si la sucesion {f, + N} es una sucesion de Cauchy en Li(F)
entonces existe f € L(FE) tal que

lim{ /E [~ ful dA[} =0,

Ademds existe una sucesion parcial { fym)} que converge c.p.d a f.

Integrales dependiendo de un parametro

Sea X un espacio métrico, A C X y E un subconjunto medible de RY. Considérese
una funcién f : A x E — R tal que, para cada t, la correspondiente funcion
fi(z) = f(t,x) es integrable en E, y asociada a ésta una nueva funciéon ¢ : A - R
definida por

o(t) = /E i dx.

El objetivo de esta seccion es el de encontrar condiciones sobre la funcion f que
nos aseguren distintas propiedades analiticas de la funcién .

Proposicion 2.3.7. Sean X, E, f y ¢ como arriba. St

a) para cada x € E, la funcion f* definida por f*(t) = f(t,x) tiene limite (resp.
es continua) en un punto a € A’ (resp. a € A) y

b) existe g € L(E) tal que |f(t,x)| < g(x) para todot € A yz € E,

entonces ¢ tiene limite (resp. es continua) en a y

— / f(t2) dA) = / (limysaf(t,)) dA.

Con idéntica argumentacion podemos probar que

Proposicion 2.3.8. Sea X = [ un intervalo de nimeros reales y sean E, f,
como arriba. Si

a) Para cada x € E, la funcion f* es derivable en I,
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b) Existe g € L(E) tal que lafm (t,x)| = [(f*) ()| < g(z) para todo t € I,x €
E

Y

entonces o es deriwable en I y para cada a € I,

¢'(a) :/Eafgt’ z) (a,z) d\.

2.3.4. Relaciéon de ejercicios

a) Sea (€, A, 1) un espacio de medida completo, { f,,} una sucesion de funciones
medibles y f, g dos funciones medibles. Probar las siguientes afirmaciones:

1) Si{f,} converge c.p.d a fy a g c.p.d. entonces f = g c.p.d.
2) Si{f.} converge c.p.da fy f=gc.p.d. entonces {f,} converge c.p.d a
g
b) Considérese, para cada n, la funcion f, : R — R definida por f,(z) =
n’ X[1/(n+1),1/n]-
Estudiese la convergencia puntual y comparese [ limfn con lim [ f,.
¢) Sea E C RY un conjunto medible de medida finita y sea {f,} una sucesién
de funciones medibles en E que converge puntualmente a una funcion f.

Supongamos que existe una constante M > 0 tal que |f,| < M ¥n € N.
Probar que f es integrable y que

lz’m/E\f—fn|:O.

Dar un ejemplo mostrando que la hipotesis de medida finita no puede ser
suprimida.

d) Calcular lim [ f, para cada una de las siguientes sucesiones { f,, } de funciones
de ]0,1[ en R:

D fn= oz
) Jn= l/n log(x +n)e *cos(x).
e) Sea E C RN un conjunto medible de medida finita y sea {f,} una sucesion

de funciones integrables en E' que converge uniformemente a una funcion f.
Probar que f es integrable y que

Dar un ejemplo mostrando que la hipdtesis de medida finita no puede ser
suprimida.



Anélisis Matemético I 69

f)

Para cada natural n, y para cada x € R, sea f,(z) = a,sen(nz) + b,cos(nx),
donde {a,} y {b,} son dos sucesiones de ntmeros reales. Pruébese que si la
sucesion { f,,} converge c.p.d. a uno en [0, 27] entonces la sucesion {|a,|+|b,|}
no esté acotada.

Sea E C RY un conjunto medible y f una funcién integrable en E. Probar
que

nA\{x € E: f(x) >n}) — 0.

LEs cierta la anterior afirmacion para funciones medibles positivas? En caso
negativo, dése un contraejemplo.

sen(az)

Pruébese que la funciéon es integrable en el intervalo [0, 1] y que

o0 TL

/sen Z
0 2n—|—1 2n—|—1)

:O

Pruébese que la funcion e*” es integrable en el intervalo [0, 1] y que

[e.9]

1
2 1
zedx § :
e = — .
/0 “— (2n+ 1)n!

Sean I, J dos intervalos abiertos de Ry f : I x J — R una funcién continua
verificando:

1) Para cada t € I, la funcién x — f(t,x) es integrable en J.
2) Para cada x € J, la funciéon t — f(t,x) es de clase C! en I.

3) La funcion z — |af (t:2)

J.
4) Sea g : I —» J una funcién de clase C! en I.

| estd dominada por una funcién integrable en

Probar que para a € J, la funciéon

9(t)
= / f(t, x)dx

es derivable en I y que, para cada t € I,

g9(z) T
e R )






CAPITULO 3

Técnicas de integracién.

3.1. Técnicas de integracién en una variable

Sumario

El objetivo de esta leccién es desarrollar técnicas que nos permitan el cilculo de la
integral de una funcién definida en un intervalo de R. Presentamos la herramienta mas
definitiva en este sentido: La Regla de Barrow. El contenido completo de esta leccion se
articula de la siguiente manera:

3.1.1 Teorema Fundamental del Célculo y Regla de Barrow.
3.1.2 Teécnicas de integracion.
3.1.3 Criterios de integrabilidad.

3.1.4 Relacion de ejercicios.

3.1.1. Teorema Fundamental del Calculo y Regla de Ba-
I'TOW.

Estudiaremos ahora la importante conexion entre los tres conceptos basicos
del analisis: continuidad, derivacion e integracion.

=1
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§3.1 Técnicas de integracion en una variable

En todo lo que sigue tomaremos « y ( tales que —oo < a < § < 400.

Se dice que una funcion f :]a, f[— R es localmente integrable si f es inte-
grable en todo intervalo cerrado y acotado contenido en |, (.

Obviamente,toda funcion continua en |a, 5[ es localmente integrable en |, .
Convenimos que si a,b €]a, 3] entonces escribiremos normalmente fab f(x)dx en
lugar de f[a . f d\. Entenderemos que faa f(z)dz = 0y si [a,b] Cla, 5] entonces

fy f@)de = — fab f(x)dx. Teniendo en cuenta estos convenios, la Proposicion
??7.(5), permite afirmar que si a, b, ¢ €]a, B[, entonces

/abf(x)dx+/bcf(m)dx+/Caf(x)dx =0. (3.1.1)

Recordemos también que si I es un intervalo de numeros reales y f : [ — R es
una funcion, f es integrable en I si, y solo si f es integrable en su interior 1" y

que [, f dX= [, f dX
Si ¢ €]a, B] llamaremos integral indefinida de f con origen en c a la funcion
F :]a, B[— R, definida, para cada x €|a, ([, por

Flz) = / " Ft.

Teorema 3.1.1. (fundamental del Cdlculo) (T.F.C.)

Sea f una funcion localmente integrable en |a, 5] y a €|, 5[. Definimos F :
la, B[— R, para cada x €a, B[, por

F(m):/ ft)dt.
Entonces

a) F es continua en |a, (.

b) F es derivable y F' = [ c.p.d. en |a,5[. De hecho, si f es continua en
b €la, B entonces F es derivable en b y F'(b) = f(b)

Como era de esperar, la definicion de integral no es tutil para el calculo
de dicha integral. El siguiente resultado es importantisimo ya que nos permitira
evaluar la integral de una funcién conocida su primitiva. Para enunciarlo, nece-
sitamos recordar que dada una funcién f definida en un intervalo I se dice que
f admite primitiva si existe una funciéon GG : I — R derivable tal que, para
cada x € I, G'(x) = f(z). Como consecuencia del teorema del Valor Medio, G
estd determinada de manera tnica, salvo una constante aditiva. En particular, si
F' es la integral indefinida de una funcién continua f definida en un intevalo I,
entonces F' es una primitiva de f. De hecho, en virtud de la igualdad (??),

/ f(z)dx = F(b) — F(a), (3.1.2)
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siempre que a,b € I.

Veamos que la continuidad de f no es esencial. Se dice que una funcion f :]o, f[—
R es localmente acotada si f esta acotada en todo intervalo cerrado y acotado
contenido en ]a, f].

Proposicion 3.1.2. Sea f :|a, B]— R una funcion que admite una primitiva G.
Entonces

a) f es medible
b) Si f es no negativa entonces f es de hecho localmente integrable.

c) Si f es localmente acotada entonces f es localmente integrable en [a,b] v,
para cada a,b €]a, [,

/ f(z)dz = G(b) — G(a) (3.1.3)

Teorema 3.1.3. (Regla de Barrow)

Sea f :]a, f[— R una funcion localmente acotada que admite una primitiva G.

a) Si f es no negativa entonces

B
/ f(z)dx = lim,—pG(x) — limy—,oG(x).

En particular, f es integrable en |a, B] si, y solo si, existe el limite de G en
ayenf.

b) Si f es integrable entonces existe el limite de G en v y en 3 y
B
/ f(x)dx = lim,—sG(x) — limy—oG(x).

La condicién de acotacion local impuesta en nuestro Teorema no es esencial,
pero una demostracion para casos méas generales excede nuestro ambito de trabajo
(véase por ejemplo [?]).

En ocasiones escrbiremos G(z)]? en lugar de escribir lim, 3G (z) — lim,_,G(x).

Ejemplo 3.1.4. La condicién de ser no negativa es esencial en 1) es esencial:
La funcion f : [r, +oo[— R definida por f(z) = %(‘T) admite primitiva (por
tratarse de una funcion continua)y pese a que dicha primitiva tiene limites
en 7 y,+00, sin embargo f No es integrable en [r,+o00[. En efecto, como
consecuencia del T.F.C., la funcién f (por tratarse de una funciéon continua) f
admite una primitiva GG. Obsérvese que

nm n—1 (k+1)m
/ ‘sen(x) o — Z/ ’sen(x) o >

T T
k=1 k7
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(k+1)m 2) n—1 1
dr =
k—i—l / |sen(z)|dx = Zk—l—l

+OO sen( x) |dl‘

n—1

k=1
de donde se deduce que f +00, luego f no integrable en |7, +00].

Comprobemos que tales limites existen. Sea F(z) = [7 2 sen®) gt una primitiva de
f. Notese que, usando el T.F. C. se prueba que, para cada b>m,

/ﬁb%d;p _ 50 gy /: X2 g,

T b 2

y puesto que 1/2? es una funcion integrable en [, b] (apliquese la Regla de Barrow
(Teorema ?7)), también la funcion < ( ) ¢s integrable en [r, b]. Tomando limites,
se tiene que

b 400
limb—>+oo(/ 867;< >d$) —1/7T +/ COigx) dxr < +o0.

Ocurre a menudo que si intentamos evaluar algunas primitivas no obtenemos nin-
guna informaciéon no trivial. Por tanto el problema de evaluar la integral de una
funciéon continua f, para aplicar la Regla de Barrow, consiste en conseguir una
primitiva de f susceptible de ser evaluada( o tener limite) en los puntos o y S.
Por tanto, algunas veces, conviene transformar la funciéon f en otra funciéon cuya
primitiva sea mas accesible; los siguientes resultados ofrecen algunas transforma-
ciones interesantes.

Corolario 3.1.5. (teorema del cambio de variable) Sean —oo < a < b < 400
y g :Ja,b[— R una funcién de clase C' en |a,b] con ¢'(x) # 0 para todo x.
Sea |a, B[= g(Ja,b]) . Si f :|a, Bl—> R es una funcion medible, entonces f es
integrable en |ov, B] si, y sdlo si, la funcion f o g.g' es una integrable en la,b|. En
tal caso,

B g (B
[ s@ie= " syt (3.1.4)
o g ()

La regla formal seguida en el resultado anterior consiste en sustituir g(¢) por
x 'y ¢ (t)dt por dz y los valores extremos t = a,t = b por los correspondientes

z = g(a),z = g(b).
Nota

Obsérvese que después de esta propiedad, podemos probar que la funciéon
F :RT — R, definida por

F(z) = /1 1/t dt.



Anélisis Matemético I 75

es derivable de hecho, es una biyeccion estrictamente creciente verificando que:

CF(1) =0
- F(ry) = F(z) + F(y)
-F(e) =1

Esto es, la funcién F' no es otra cosa que la funciéon logaritmo neperiano.

La siguiente técnica, consecuencia sencilla de la Regla de Barrow (Teorema
?7), es especialmente 1til cuando se trata de calcular la integral de un producto de
funciones o de una funcion facilmente derivable (basta ver ésta como el producto
de ella por la funcion constante uno).

Corolario 3.1.6. (teorema de integracion por partes)

Sean F,G :|a, B[— R dos funciones derivables y tales que F'G y FG' son inte-
grables en |a, 5. Entonces

B B
/ F(2).G'(x)dx = lim,_, F(x).G(z) — limy—o F (2)G(z) — / F'(z).G(x)dz.

«

3.1.2. Meétodos de integraciéon

En esta seccidon nos ocuparemos del problema practico de evaluar la integral
de toda funcién racional y de algunas funciones no racionales.

Integracion de funciones racionales

Daremos un método general para la evaluacion de la integral de una funcion
racional cuya "unica'"dificultad consiste en encontrar la descomposicion en factores
irreducibles de un polinomio con coeficientes reales.

Sea f : [a,b] — R una funcion racional y sean P,Q,: R — R las
correspondientes funciones polindmicas tales que, f(z) = ngg con Q(x) # 0, para
cada x € [a,b]. Podemos suponer sin pérdida de generalidad (en caso contrario se

manipula algebraicamente) que:

1) Py @ son dos polinomios primos entre si.
2) El polinomio Q(z) es de mayor grado que P(x).

3) El coeficiente lider del polinomio Q(z) es uno.
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En la situacion anterior, el problema de evaluar la integral de f se resuelve
usando sendos resultados algebraicos: la descomposicién en factores irreducibles
de un polinomio con coeficientes reales y la descomposicion en fracciones simples
de una funciéon racional con coeficientes reales.

Proposicion 3.1.7.

1) Descomposicion en factores irreducibles

Todo polinomio Q(x) con coeficientes reales y con coeficiente lider iqual a
uno puede escribirse en la forma:

(z—a1)"™ (x—a9)™...(x—ay)" (2*+b1z+c) )™ (2> +bax+09) ™ ... (27 +byz+cy) ™,

donde p y q son nimeros enteros no negativos,a, as, ..., Gy, b1, b, ..., by, c1,¢2, ..., ¢4
son numeros reales, donde ay < ap < ... < a, son las raices reales del poli-
nomio Q y para cada k € {1,2,...,p}, n, es el orden de multiplicidad de la
raiz ax; y finalmente my, mo, ..., m, son nimeros naturales.

La descomposicion anterior en factores es unica y
ny+ng+ ... +n, +2(my +mo+ ... +my)

es el grado del polinomio.

2)  Descomposicion en fracciones simples

Si el polinomio Q(x) se descompone en la forma dada en (1.) y P(x) es

un polinomio primo con Q(x) de grado menor que el de Q(x), la funcion

racional f(x) = gg puede escribirse de forma tnica como sigue:

All A12 A1n1

flz) = pra— + @ —a))? +...+m+
A21 A22 A2n2
T —ap i (x — ag)? o (x — ag)™ Tt
APL AP2 Apm
PN R R
Bz +C" B2z + C*? Blmig 4 Clm
x”+hx+q %@”+hx+qﬁ%_@2+hx+qﬁﬂ+
Bz +C* B%g + C* B¥m2g 4 Cm2
22+ box + o (22 + box + 9)? ¢ﬂ+@x+@W2+”+
Bty + C B®y + O Bimag 4 C9™a

ﬂ+@x+%+Kﬁ+@x+%P+Kﬂ+@x+%ww
donde Ay 1 <i<p (1<j<m,)y(BY, Cy (1<i<qyl<j<mgy
A1, Qg ..oy Ay By, Ba, ..., By, ¢1, Ca, ...y ¢g CY son miimeros reales. Se tiene ade-
mds que AF™ #£ 0 para k € {1,2,...,p} y (B™i)? + (C"™i)2 > 0 para
je{1,2,....q}.
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La principal dificultad a la hora de aplicar la proposiciéon anterior consiste,
como ya se ha dicho, en encontrar la descomposicién en factores del polinomio
Q(z). Salvado este problema, la descomposicion en fracciones simples dada por
la segunda parte de la proposiciéon puede ya obtenerse sin dificultad, aunque si
puede ser laboriosa.

La descomposiciéon en fracciones simples dada anteriormente, junto con la
linealidad de la integral nos permite limitarnos a considerar las integrales de cada
uno de los tipos de fracciones simples que aparecen en la descomposicion, a saber

Tipo 1
A

)
r—=cC

fz) =

para todo x € [a,b], y donde A, c € Ry ¢ no pertenece al intervalo [a, b]. En
tal caso tenemos que:

b—c

a—=c

/ f(z)dz = A.log( ).

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:
4 2
2 —
/ 2T
g o3 — 322+ 2x

Tipo 2
A
(x =)’

fz) =

para todo x € [a,b], y donde A, c € Ry ¢ no pertenece al intervalo [a, b]. En
tal caso tenemos que:

’ A 1 1
/a Jw)de = n—1 {(a e (. c)”*l]'

Ejercicio: Calcilese la siguiente integral:

1/2 2
0 T°—2x+1
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Tipo 3

Tipo 4

§3.1 Técnicas de integracion en una variable

Bx+C
f(x)_ $2+C$+d7
para todo z € [a,b], donde B,C,c,d € R. En este caso se procede de la
siguiente forma:

/abf(:c)dx:g/abﬂdx—l—(C—cB/Q)/ab de

2 4cr+d 24+cr+d

La primera integral se puede resolver haciendo el cambio de variable u =
2% + cx + d, con lo que nos queda

/b2+bc+d du b+ be + d
=log——.
a?tactd U 2 Y ac+d

La segunda integral se puede resolver escribiendo 2%+ cx +d = (z —r)? + b?

para hacer el cambio de variable u = ==, con lo que nos queda

1 b—r a—r

L e tg(P=0) — are ty(
s 1+u2—8a7“c g S arc g S

)l

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:

4
2¢ — 1
/ 1 * dx.
s i —r—1

Esto es,
r(z)
f(CL’) - (ZL‘Q—I—CI‘—f—d)"’
para todo = € [a,b], donde ¢,d € R, n € Nconn > 1y r(z) es un polinomio
de grado menor o igual que 2n — 1.

En este caso usaremos el método de Hermite que consiste en escribir

F(z) ,
* [(x2 +cx + d)”*l] ’

erH+f
f(x)_xQ—l—c:c—ird

donde F'(x) es un polinomio de grado 2n-3 a determinar. Por tanto, la técnica
exige derivar el cociente, multiplicar la igualdad por (2?4 cx+d)", y a partir
de aqui, calcular los coeficientes de dicho polinomio.

Asi pues

/ab F)de = /ab extf o F(b) B F(a)

2+ cx+d (B2+cb+d)t  (a®+ca+d)n

La integral que queda es una de tipo 3).
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Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

/4 1_1,2
P L
3 vt +4a* +4

Integraciéon de funciones no racionales

El problema de evaluar funciones no racionales se llevara a cabo utilizando
diversos cambios de variable hasta conseguir que la nueva funcién a integrar sea
racional. No hay un método general para ello, sino un recetario mas o menos
amplio, de hecho, la simple inspeccion del integrando sugiere el cambio de variable
adecuado.

Empezaremos fijando una notacién que nos permitird exponer de manera
rapida y sin ambigiiedad los distintos métodos de integraciéon que vamos a tratar.
En lo que sigue [ sera un intervalo del tipo [a,b] y f : I — R sera una funcion
continua. Para calcular la integral de f usaremos sistematicamente el cambio de
variable z = ¢(t), donde ¢ es una funcion biyectiva de un cierto intervalo J sobre
I y de clase C! en J. Si notamos por h(t) = f o g(t).¢'(t), para todo t € J,
transformaremos la integral de la funcién inicial en la integral de la funcion h
en el intervalo J. Si h es racional, aplicaremos los conocimientos dados en la
primera parte de la leccion. En las deméas ocasiones seré preciso un nuevo cambio
de variable. Encontraremos asi un nuevo intervalo K y una nueva funciéon ¢ tal
que t = ¢(u), donde ¢ es una funcién biyectiva de K sobre J y de clase C! en
K. Si notamos por k(u) = h o p(u).¢'(u), para todo u € k, transformaremos la
integral de la funciéon h en la integral de la funcién k en el intervalo K, y vuelta
a empezar.

a) Funciones trigonométricas

Sea f una funcion que es cociente de sumas y productos de las funciones
seno y coseno. Dado que f es una funciéon peridédica de periodo 27 podremos
limitarnos a considerar I C [—m, 7]. Hacemos en este caso el cambio de
variable

x = g(t) = 2arctg(t).

La funcién g que aparece es una funcién racional. De hecho,

1—¢ 2
T2 y sen(z) = Tz

COST =
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Ejercicio: Calculese f:/f Sefgw)

Podemos destacar algunos casos particulares en

b n
/ Mdm a,bel

cos™(x)

a) Sin es impar, se hace el cambio = = arccos(t), siempre que I C [0, 7).

b) Si m es impar, se hace el cambio x = arcsen(t), siempre que I C
[—7/2,7/2].
c) Siny m son pares se usan las formulas
1 2 11— 2
cos?(z) = +C+<w> sen?(x) = w

b) Funciones trascendentes

Sea f una funciéon f que es cociente de sumas y productos de la funcion e®
con ella misma. Hacemos en este caso el cambio de variable z = g(t) = log(t).
La funcién h que aparece es de nuevo una funcién racional.

dx

Ejercicio: Calcular ff gz

c¢) Irracionales en x

Sea f una funciéon que es cociente de sumas y productos de potencias

_ , pL P2 o .
racionales de z. Si f(x) = F(xa,x% ...,z ), entonces hacemos el cambio
de variable z = ¢, donde m = m.c.m.{q1, g2, ..., ¢, }. Asi pues, la funcion a
integrar que resulta después del cambio es una funciéon de tipo racional, que

ya sabemos resolver.

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:

/2 :
—=duz.
L Vr VT

d) Irracionales cuadraticas

Vamos a distinguir tres tipos fundamentalmente:

1) Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones x y

vz -1

En este caso, siempre que I C [1,4o0[ 6 I C] — 00, 1], hacemos
el cambio de variable 6 bien = g(t) = —— y por tanto la funcion
h que aparece es del tipo trigonométrico visto anteriormente, 6 bien
x = g(t) = ch(t) y la funcion h que aparece es una funcién de tipo
trascendente visto también anteriormente.
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Ejercicio: Calculese la siguiente integral:
[ =
——dx.
3 2 —1
2) Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones x y

V1—a22

En este caso, siempre que I C [—1, 1] hacemos el cambio de variable
x = g(t) = sen(t) y por tanto la funcién h que aparece es del tipo
trigonométrico visto anteriormente.

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:

1/2 1
/ N
0 \/1 — 33'2

3) Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones x y

V1+ 22

En este caso hacemos el cambio de variable 6 bien z = g(t) = tg(t)
y por tanto la funciéon h que aparece es del tipo trigonométrico visto
anteriormente, 6 bien z = g(t) = sh(t) y la funciéon h que aparece es una
funciéon de tipo trascendente visto también anteriormente.

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:

[
—dx.
3 V1422

Nota

Las funciones f(x) que son cociente de sumas y productos de z y de
Vax? + bx + ¢ se pueden reducir a uno de los tres casos anteriores ya que

az® 4+ bz + ¢ = a(x + b/2a)? — b? /4a + c,

y por tanto, si hacemos un primer cambio v = = + b/2a y posteriormente

. 2 . _ Yau
a) sia >0y b*— 4ac > 0, hacemos un nuevo cambio, t = N resulta

una integral del tipo v/t2 — 1

; 2 _ ; — __Vau
b) Sia > 0y b*—4ac < 0, hacemos un nuevo cambio, t oot resulta
una integral del tipo vt + 1.
c) Sia <0y b®—4dac <0, hacemos un nuevo cambio, t = —Yoau pegylta

\/c—b2/4a
una integral del tipo v/1 — t2
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3.1.3. Criterios de integrabilidad

De igual manera que sbélo sabemos calcular la suma de algunas series y por tanto
limitdbamos nuestro esfuerzo al conocimiento de si una determinada serie es o no
convergente, ocurre con la integral de funciones. En esta secciéon daremos algunos
criterios de integrabilidad para una cierta funcion.

Entre los distintos criterios distinguiremos el método de comparacion. Antes ha-
gamos notar que:

a) Por el T.C.D., si f,g :Ja, 5[— R son dos funciones medibles tales que g es
integrable y |f| < g entonces f es también integrable en |«, /3[.

b) Si ¢ €]a, B entonces f es integrable en |a, 5[ si, y solo si, f es integrable en
Ja, ] y f es integrable en [c, B]. En tal caso

Kf(@@:[f@)dw/ff(x)d;c.

Este segunda observacion nos permite dividir el problema en dos. Nosotros
nos centramos en intervalos de la forma [a, 3] con a € R.

c) Si f es locamente integrable en [a,b] con b € R y existe ¢ € [a,b[ tal que
f esté acotada en [c,b[ (en particular si f tiene limite en b) entonces f es
integrable en |a, b|.

Proposicion 3.1.8. Sea a € R y sean f, g : [a, f[— R dos funciones localmente
integrables tales que

a) g(z) # 0 para todo x € [a, B[ y
b) limgp| 59| = L.

Entonces

a) Si L € R, entonces f es integrable en |a, B] si, y sélo si, g es integrable en
[a, B].

b) Si L =0y g es integrable en [a, 5] entonces f es integrable en |a, B].

c) Si L =400y [ esintegrable en [a, ] entonces g es integrable en |a, (.

Es aconsejable que la funcién g que usamos en la comparacion sea lo més sencilla
posible (serfa conveniente una funciéon que sepamos integrar). En todo caso, ne-
cesitamos del conocimiento de la integrabilidad del maximo posible de funciones.
Con esta idea, estudiamos primeramente la funcién potencial:

Consideremos la funcion f :]a, f[— R definida por f(z) = 2%, donde a es un
ntmero real.
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En este caso, obtenemos que

Si 0<a<f< 400 entonces x* es integrable en [a, 5]
Si 0=a<f<+o0o entonces z% esintegrable en [a,3] &
Si 0<a<f =400 entonces x* es integrable en [a, &
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para  todo valor de a

a>—1
a< —1

[
Si 0=a,8=+00 entonces z* no es integrableen [a, 3| para ningun valor de a

Y en segundo lugar la funcién exponencial.

Consideremos la funcion f :]Ja, 8= R definida por f(z) = e**, donde a es un

nimero real.

En este caso, obtenemos que

ax

Si —oo<a<f<+4oo entonces €™ esintegrable en [a,5[ para
Si —oco=a <[ <+4oo entonces e* es integrable en [a, 5] &
Si —oco<a< =400 entonces e* esintegrable en [a, 5] &
Si a=-—00,0=+00 entonces e* no es integrable en [a, 5[ para

3.1.4. Relacién de ejercicios

a) Calctlense las siguientes integrales:

1 1
/ arctg(x) dz, / z2e” dr,
0 0

too dx /4
2 3
/2 W /0 sen“x cos’x dx,
w/2 w/4
/ cosz log(senx) dz, / senf dx.
/A 0 cos’x
/37r/2 dr /1 dr
o 2+cosz’ o coshz’
/3 1+ 22 — 22 p /“/2 dx
x. _
o xt —d4xd + 72?2 —6x+2 7 o4 Sent —tgx

P dw 3/2 dx 2 dx
=T M = e
b) Hallense las derivadas de cada una de las funciones siguientes:

xz 3 l’2 1
a) F(l‘):/a sen”(t) dt. D) F(:E):/3 mdt

Jeenlsd gg
c) F(z) = 1/(sen*(t*) + 1) dt

3

todo valor de «a
a>0
a<0

ningtn valor de a
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d) F(z) = / ’ ! dt.

1412 4 sen?(t)

b t b tx
°) F(x):/a T+t sen) Y F@):/a T2+ sent)

c¢) Probar que existen las siguientes integrales y que tienen el valor que se indica
en cada caso:

) fy? e = aresen(2/3) — arcsen(7/12), [} 125 =1+ In(%).
3 24 1 224z

2) Jo vs =7/2,  [f, 5% =7/6.

8) [\ mprrsde = (31 +n2)/10, [ gfedr = (V3r/12).

4) f+;° ezfg - =7/2, f_tr cos*(z)dr = f_tr sen?(x)dx = T.

5) fOJFOOe COS(ﬁ[E)d[E — ﬁm’ f0+oo efaxsen(ﬂx)dx — %,32 (O{ >

0,8 € R).

6) [} VI—a%dz =37 f+7r/2 |sen(z)|3dx = 4/3.

7) Jy'? sen?(a)cos*(x ) r =7/16, fo v/ adz = 8/35.
+oo dzx _ T

8) 0 1+x2+y2 2\/77’ fO ln(l —+ \/—)
+o00 dx o +o00 d B 1 B

? e R (y - 0>’ o =T o in(@)de =
Jﬁ;o Ay +o0 x? 2in(x)

10) 0 (1+y)(iy+y12) —Jo ﬁ(ﬁ - 1+ymz)dy = 2 ( 7é :|:1)

d) Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:
1) M en |0, 7.

2) x° _bz(a €R,b>0)en RT.

3) z/(e* —1) en RT.

4) z%ln(z)(a € R) en RT.

5) 1/\/5 sen(1/z) en |0, 1].

6) 22 1(1—x)"(a,b €R)en0,1].

7) In(x)ln(l+x) en ]0,1].
8) z%sen(z)(a € R) en |1, 4o00].

e) Justificar, haciendo uso en cada caso de un conveniente teorema de conver-

gencia, las siguientes igualdades:

) lim fol "IZ"”(;”) dr = 0.

2) lim fo %dw =0.
3) lim fo ﬂ—j;dx =0

)
)

[e’e) —1)ntl
4> 1—5—@1c d.flf = anl %
)

5 +Oo 1;31 de =5 EU (g b > 0) y deducir que

n=0 a+nb’

oo n oo _1)"
Z2<n+1 4 ;%E”L—F)l = n(2).

n=0
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—ax

1 xe oo
6) [y imdr = 32000 e (@,0 > 0).
f) Estudiar la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones:

1) F(t) = [ <="dz Vt € R".
2) F(t) = [y In(1+tcosz)de Vt €] —1,1].

3) F(t) = [,/ 2 dz vt € RY.

g) Probar que a funciéon f: R — R definida por
+oo 22
F(t) = / cos(txr)e” 2 dx,

es derivable. Utilizar el método de integraciéon por partes en la expresion de
F’ para obtener F'(t) = —tF(t), Vt € R. Deducir de ello que la funcion de
R en R dada por t —s F(t)e /2 tiene derivada nula. Por wltimo concluir,
usando el Teorema del valor medio, que

F(t)=Ce /% Vit eR,

donde C' = [ e ¥/2q1
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3.2. Técnicas de integracién en varias variables

Sumario

En esta leccion vamos a introducir la integraciéon en varias variables. Considera-
remos métodos que proporcionan la integrabilidad de una funcién aunque no el valor
de la integral, métodos que proporciona ambas cuestiones y métodos que, asegurada la
integrabilidad, nos proporcionen el valor de la integral. Con respecto al problema del
célculo, nos encontramos con el hecho de que no se dispone de ningin procedimiento ele-
mental comparable a la Regla de Barrow. Esta contrariedad se resolvera relacionando la
integral en R™ con integraciones sucesivas en espacios de menor dimensién. El contenido
completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

3.2.1 Teorema de Fubini.
3.2.2 Teorema de Tonelli.
3.2.3 Teorema del cambio de variable: Cambio de coordenadas.

3.2.4 Relacién de ejercicios.

3.2.1. Teorema de Fubini

Recuérdese que el problema del calculo de la integral de una determinada
funcién, en el caso de intervalos de niimeros reales, se resolvié usando la regla
de Barrow. Sin embargo, no disponemos de una tal regla en RY con N > 2.
Nuestro siguiente resultado trata de resolver esta dificultad, sabido que la funcién
es integrable, relacionando la integral multiple con sucesivas integrales en R.

Dada una funcién f : RPxR? — R, consideramos la funcion f, : R? — R que viene
definida por f,(y) = f(z,y). Andlogamente, consideramos la funcion f¥ : R? — R
que viene definida por f¥(z) = f(x,y).

Convenimos que si ¢ € I, donde I es un intervalo de R”, entonces escribiremos
normalmente [, f(z)dz en lugar de [, f dA.

Teorema 3.2.1. (de Fubini) Sean p,q dos nu ‘meros naturales y sea f : RP X
RY — R wuna funcion integrable. Entonces

a) Para casi todo y € RY, la funcion fY es integrable en RP y si g es la funcion
definida c.p.d. en R por g(y) = pr fY dX\ entonces gxra es integrable en RY.

b) Para casi todo x € RP, la funcion f, es integrable en R? y si h es la funcion

definida c.p.d. en RP por h(x) = qu fe dX\ entonces hygre es integrable en
RP.
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c) prqu fdx= qu g dA = pr h dA.

Apliquemos nuestro teorema para calcular la integral en un subconjunto medible
de RP x RY. Para ello, consideremos las siguientes notaciones:

Sea E C RPTY notaremos, para cada x € RP, por
E(x)={yeR?: (z,y) € E}.
Analogamente, notaremos, para cada y € RY, por
E(y) = {zr € R": (a,y) € B},

Corolario 3.2.2. Si E es un subconjunto medible de RP x R? entonces, para casi
todo x € RP, E(x) es subconjunto medible de R?, y, para casi todo y € R?, E(y)
es subconjunto medible de RP

Demostracion. Es obvio que, para todo z € RP e y € R?, se tiene xp(z,y) =
XE(z)(y). Supongamos primeramente que E es de medida finita. En este caso, la
funcion Xg es integrable y puedo aplicarle el Teorema de Fubini, para asegurar que
XE@) = (X£)e es integrable c.p.d. en R?, luego medible c.p.d., y por consiguiente,
E(x) es medible para todo z salvo un subconjunto de medida nula de RP.

Si F no es de medida finita, construimos los consabidos conjuntos FE,, = E N

B(0,n). A partir de aqui construimos los conjuntos Z,, := {z € RP; E,(z) no es medible.}

que son por construccion de medida nula. Notese que si © ¢ U, Z,, entonces E(x)
puede escribirse como unién numerable (£ = U, E,,) de conjuntos medibles. Por
tanto E(z) es medbible para todo = salvo posiblemente en el subconjunto de
medida nula U, Z,, de RP.

Teorema 3.2.3. (Teorema de Fubini. Casop=1,q=1)
Sea E C R? medible y sea f: E — R una funcion integrable, entonces

[ 1) /ﬁ/ fa:ydy]d:v—/&/ (e, y)deldy,

siendo oy = Inf Ey, 1 = Sup FEi, as = Inf E,, Py = Sup Es, donde
Ey={z eR; E(z) # 0}

Ey,={yeR; E(y) #0}

En particular, cuando E =1 x J, siendo I, J intervalos de R, entonces

/fxy //fxydydx—//fxydx
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Demostracion. Basta caer en la cuenta de que, para cada x € RP, (fxg). =
faXE(z), y que para cada y € RY, (fxg)” = fYXgq) y aplicar el Teorema de Fubini
a la funcion fyg.

Ejemplo: Calctlese el area de la elipse de semiejes a y b.
Analogamente podemos aplicar el Teorema de Fubini para obtener el siguiente
resultado.

Teorema 3.2.4. (Teorema de Fubini. Casop=2,q=1)
Sea E C R? medible y sea f: E — R una funcion integrable, entonces
B3

éf@%@ﬂ%%dz/ [ faydie ),

3 JE(z)
siendo az = Inf FEs, B3 = Sup E3, donde
By ={z € R; E[] # 0}
Y a su vez

Elz] = {(z,y) €R% (w,y,2) € E}.

Anélogamente se podria hacer, para (p = 1, ¢ = 2) sin mas que considerar
los conjuntos Flz| y E[y].

Ejemplo: Calculese el volumen del elipsoide de semiejes a,b y c.

Observacion 3.2.5. Recuérdese que la integral en dos variables de una funcién no
negativa puede ser vista como un cierto volumen. Ademaés, si £ un subconjunto
medible de R?, tal que

E,={z €R; E(x) # 0} = [a,b].

el teorema de Fubini nos asegura que
b b
NE) = [ i = [([ a9 = [ AE@)
E a E(z) a

Dicha igualdad es conocida como el principio de Cavalieri.

Sea f : [a,b] — R una funcién integrable en [a, b]. Supongamos que el recinto
R(f) se hace girar alrededor del eje x. El conjunto asi generado es llamado sélido
de revolucion generado por f al girar sobre el eje x, S,(f), esto es,

S(f) ={(z,y,2) €R? a <z <by*+2° < f(x)?}.
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Obsérvese que, aplicando el principio de Cavalieri, obtenemos que

b
A(So(f) =7 / f2(2)dz.

3.2.2. Teorema de Tonelli

En esta seccion abordamos los métodos que nos permitan dilucidar la integrabi-
lidad de la funcion.

Teorema 3.2.6. (de Tonelli) Sean p,q dos nimeros naturales y sea f : RP xRY —
R una funcion medible. Consideremos las siguiente integrales iteradas:

a) [op g dX donde la funcion g : R? — RY viene definida por g(y) = [g, [fY] dA
para todo y € RY,

b) Jaa b dX donde la funcion h : R? — Ry viene definida por h(z) = [5, | f| dA
para todo x € RP.

St alguna de las integrales iteradas es finita entonces f es integrable en RP x RY.

Notese que si f es no negativa entonces podemos aplicar simultaneamente los
Teoremas de Fubini y Tonelli. De hecho,

Corolario 3.2.7. Sean p,q dos mimeros naturales y sea f : R? x RT — R} una
funcion medible. Entonces f es integrable en RP x R? si, y solo si, es finita alguna
de las las siguiente integrales iteradas:

a) [z 9 dX donde la funcion g : R — R viene definida por g(y) = [g, f¥ dX
para todo y € RY,

b) [ga b dX donde la funcion h : R? — R viene definida por h(z) = [, fo dX
para todo x € RP.

En tal caso, existen las integrales iteradas y estas coinciden con la integral de la

funcion f.

3.2.3. Teorema del cambio de variable: Cambio de coorde-
nadas

En algunas ocasiones interesa cambiar la funcién inicial por otra funcién.
Este cambio viene arbitrado por el siguiente teorema del cambio de variable:
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Teorema 3.2.8. Sean U y V dos abiertos de RN y sea ¢ un difeomorfismo de
clase Ct de U sobre V. Si ECV y f: E — R es una funcion medible, entonces
[ es integrable en E si, y solo si, f o p|det(J,)| es integrable en ¢~ *(E). En tal
caso

/fd/\:/ Fopldet(J.)] dx.
B )

e (B

Este teorema suele usarse en alguna de las siguientes formas concretas:

Coordenadas polares, n = 2

Tomamos U = Rt x] — w7 , V = R*\{(z,0); z < 0}, y la aplicacién
¢ : U — V definida por

o(p,0) = (pcost, psend).

En este caso
detJy(p,0) = p >0, Y(p,0) € U,
y por tanto

/ fz,y)d(x,y) = / f(pcost), psend)pd(p, ).
B 6= 1(E)

Coordenadas cilindricas, n = 3

Tomamos U = RT x| — 7, 7[xR , V = R3\{(z,0, 2); * <0}, y la aplicacién
¢ : U — V definida por

(b(pa 97 Z) = (p60597 p56n97 Z)
En este caso
detJ,(p,0,2z) = p >0, ¥(p,0,2) € U,
y por tanto
[ ey z) = [ fpeoss,psent 2p(p,6.2),
E ¢~H(E)

Coordenadas esféricas, n = 3

Tomamos U = RT x| — m,w[x] —7/2,7/2[ , V = R\{(x,0,2); x <0}, y la
aplicacion ¢ : U — V definida por

o(p, 0, p) = (pcosbcosp, psenbcosyp, pseny).

En este caso
detJy(p, 0, p) = p*cosp > 0, Y(p,0,p) € U,
y por tanto

/ flz,y,2)d(z,y,2) = / f(pcoscosp, psenfcosep, senp)p®cospd(p, 0, ¢).
E ¢=1(E)
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3.2.4. Relaciéon de ejercicios

a) Calculense las siguientes integrales:

a) /sen x sen’y d(z,y), I =1[0,7] x [0, 7].

/1+ _ ), T=10,1] x [0, 1.

/ylogxd:v y), I =11,e] x[1,¢€].
I

/x3y3d ), 1=10,1] x [0,1].

/ 1+x—|—y d(z,y), I =10,1] x [0,1].
f) /Ix log(zy) d(z,y), I =[2,3] x [1,2].

g) /y cos(zy) d(z,y), I =10,1] x [1,2].

1

b) Sea f: A — R, calcilese su integral en los siguientes casos:

a) f(x,y) =1 siendo A la region limitada por y* = 23, y = =z.

b) f(x,y) = z*siendo A la region limitada por zy = 16,y = z,y = 0,z = 8.

c) f(x,y) =z siendo A el triangulo de vértices (0,0), (1,1), (0,1).

d) f(z,y) = x siendo A la region limitada por la recta que pasa por (0, 2)
y (2,0) y la circunferencia de centro (0,1) y radio 1.

e) flz,y) = ev siendo A la region limitada por y?> = z,2 =0,y = 1

f) flz,y) = mQJ’T?ﬂ siendo A la region limitada por y = %, y=x.

g) f(z,y) = xy? siendo A la region limitada por y* = 2z, z = 1.

h) f(x,y) = zy siendo A la regiéon limitada por la semicircunferencia supe-

rior (z — 2)? —|—y2 =1yeleje OX.

i) f(z,y)=4— y siendo A la region limitada por y* = 2z y y* = 8 — 2w
j) flz,y) = ¢€° * siendo el conjunto A el tridngulo formado por las rectas

20=x,x=2yelejex

¢) Calcilese [ 4 f en cada uno de los casos siguientes:

a) flr,y) =1—z—y, A={(z,y) €[0,1] x[0,1]; v +y <1}

b) f(z,y) =2 +y*, A={(z,y) €[0,1] x [0,1}; 2* +y* < 1}
c) f(z,y) =x+y, A={(z,y) €[0,1] x[0,1]; 2* <y < 227}
d) f(x,y)=a: A={(z,y) eR} 0<2 <1, 0<y<ua}
e) flz,y) =y A {(z,y) € R* 2% +y* <%}

f) flz,y) =1, A={(z,y) e R%2? +y* < 1, 2% +¢* < 2z}
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g) flz,y) =1, A={(z,y) € R% z*+y* <r?}
h) f(z,y) = cos(z® +y?), A={(z,y) e R* 2 +y> < 7/2}
1 2. 2 2
) S = e A= () R a1 yP< L2 0)

K) flry) = e A= {(2,y) €R% 2> 12 < 1)

D) fla,y) =2y, A={(z,y) €eR* >0, y >0, 1 <2’ +y*> <2}

m) f(z,y) =2y, A={(z,y) eR* 1 <2?+y*<4, x>0}

n) flr,y) =z, A={(z,y) eR} >0,y >0, 22 +y> <1, 2?+y*—2z >
}

d) Utilicese el cambio a coordenadas polares para el calculo de las integrales de
las siguientes funciones en los recintos que se indican:

a) f(x>y): Vl_xZ_yza A:B(<070>71)

b) flz.y) =y, A={(z,y) € B((3,0).5): y=0}
C) f(:v,y) :l‘2+y2, A:B((l,O),l)
d) flz,y)=2*+y* A={(v,y) eR?*: 4<2?4+¢y* <9}

e) Calculense las siguientes integrales dobles:
a) f(x,y) =7, A= {(m,y) € R?: 22 +y2 < QZL'}

b) f(l',y):l'\/1—$2—y2, A= (%?J)GRQZ $2+y2§1, 357920}
&) fry) =exp(E), A={(r,y) €R: y <z <y? #>0,y >0}

d) flzy) = @+y?) 72, A={(z,y) eR?: v <y, a+y > 1, 2®+y? < 1}
e) flx,y) =2 +y*, A={(v,y) €eR*: (2* +¢*)* <4(a® —y?), © >0}
f) flz,y) =22 +y* A={(r,y) e R?: 22 +y* <2y, 2’ +y* <1, x >0}

f) Area de la cardioide. La curva en R?, cuya ecuacién en coordenadas po-
lares viene dada por p = 2a(1 + cosf) (a € RT; —m < 6 < 7 se llama una
cardioide. Sea E = {(pcos(0),sen(0)) : —m < 0 < 7,0 < p2a(l + cosb)}.
Calctlese A\(E).

t sen(z)

g) Probar que lim_,o [, =% dx = m/2.

Indicaciones:

a) Probar, usando los Teoremas de Fubini y Tonelli, que la funcion F(z;y) =
e~ zysenx es integrable en |0, n[x]0, +oo[ y que

/0" 867;;(:6)“ - /0 h [ /0 " esen(w)doldy.

b) Para cada natural n, sea f, :]0, +00[— R la funcion definida por

faly) = /On e"sen(z)dz.
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Pruébese, integrando por partes, que { f,(y)} converge a ﬁ Pruébese ade-
mas que |f,(y)] < ﬁ, Vn € N.

c) Deducir finalmente, utilizando el teorema de la convergencia dominada
que limy_o0 fg %(x)dx =7/2.

h) Calctlese el volumen de la region A definida por:
a) A={(z,y,2) eR% 2? +y* +22 <0’ 2’ +3* —ry <0}
b) A={(z,y,2) eR% 2 +y? > 1, 22 +y* <2, 2(2®+y") <1, 220}
c) A={(z,y,2) e R} 22 < 2?2+ ¢y < 2}
d) A={(z,y,2) eR}0<2<1— (2 +9%)}.
(e) Boveda de Viviani A = {(z,y,2) € R? (z —1/2)* + 4> < 1/4} N
{(z,y,2) € R 2? + 9% 422 < 1,0 < 23}
(f) cucuruchu de helado invertido

A={(z,y,2) €R* 2> +9* < (1 —2)? 2 +y* < 2/2, 2 <1}

(g) Volumen del toro de radios r y R (flotador).

i) Solidos de revoluciéon generados por un giro alrededor del eje OY'.
Sea E C R{ x R un conjunto medible. Consideremos el conjunto

S ={(z,y,2) €R? (/a2 +42 2) € E}

o (solido de revolucion obtenido al girar el conjunto E contenido en el plano
XY en torno al eje OY). Probar que S es medible y que

A(S) = QW/Exd(x,y).

7) Un lenador corta una pieza C' con forma de cufia de un arbol cilindrico de
radio 50 c¢m mediante dos cortes de sierra hacia el centro del arbol: uno
horizontal y otro con un adngulo 7/4. Calctlese el volumen de dicha cuna.

k) Calctlese el volumen del solido de revolucién generado por la curva y =
sen?(z), x € [0, 7], cuando ésta gira en torno al eje x.

) Hallese el volumen generado al girar alrededor del eje OX la grafica de

18z
flo) = 2249
m) Una bola de madera de radio 9 cm es tralada con una broca de radio 1 cm.
Si la apertura ha completado un eje de la bola, jcuanto material de la bola

ha sido eliminado con la broca?

n) Calculense las siguientes integrales triples:

1
) /[(1+x+y+z)3 d(z,y,2), T=[0,1] x 0,1] x [0, 1].
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b) / 2 e @) d(zy,z) A = {(@y,2) € RE2(a2+42) < 2, 2 >
A
0, z<1}.

A

d) / (r4+y—22)d(z,y,2), A={(x,y,2) e R} 22> 22+ 2>0, 2 <
A
51,

o [ (VETEEE) dwys) A= () e Bt 42
A
a’} (n €N, a € RT).

f) flz,y,2) = (x+y+2)?% A= {(r,y,2) € R : 22 +¢y>+22 <
La? +y? + 22 <2z}

g) flr,y.2) =2 A={(z,y,2) eR’: 2?+y* <22 0<2<1}

h) flz,y,2) =2 A={(z,y,2) eR®: 220, 2 +y*+ (¢ - 1)* <
1, 42% > 3(2? + ¢*)}

i) fz,y,2) = 2y/22+y2 A={(z,y,2) eR}: 0<2<2?+4% 0<
y < V2x — 2%}

) Sy ) =2 A={(z,y2) eR’: 2? +y* +22 <2, 2? +y* <2}
k) f(z,y,2) =22 A={(z,y,2) ER®: 22 +y? +22 <R? 22 +y?+22<
2Rz}

) f(r,y,2) = Va2 +y2 +22, A={(z,y,2) €R®: /22 + 2 < 2 <3}
n) Demuéstrese que [~ e~ 2dy = \/2n/a, donde a > 0.
0) Calcilese [, f en cada uno de los casos siguientes:
1) flz,y)=1, A={(x,y) eRL % + & <1}
2) flay) =1, A={(x.y) ER% T +2 <1, 2? <y}
3) flz,y,2) = 2, A:{(x,y,z)€R3. T +I+%§17320}
4 fay) =ep (2), A={@y R 2y>0, 24y <2}
p) Estudiese la integrabilidad de las siguientes funciones:
1) f:R? — R definida por f(x,y) = e V(@,y) € R? (a > 0).
2) f:R? — R definida por f(z,y) = @@ vz ) e R2 (1 < a < 2).

(z2+y2)a )
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