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CAPDTULO 1

INTRODUCCION GENERAL

En la segunda década de este siglo W.M. Slipher y otros astrdénomos
descubren un desplazamiento al rojo en los espectros de la radia-
cidn procedente de la mayoria de las galaxias lejanas. Una inter-—
pretacién de este fendmeno (posteriormente denominado ''desplaza -
miento al rojo cosmolbgico'") como efecto Doppler en el marco de

la relatividad especial permite asignar a estas galaxias una velo
cidad de recesidn con respecto a la Tierra. En 1929 E. Hubble
descubre una relacidén més o menos lineal entre esta velocidad y
la distancia a que se encuentran dichas galaxias; esta observacidn
sienta la base experimental para los modelos cosmoldgicos expansi-
vos (véase [6], cap. 5; [10], caps. 14 vy 15; [13], caps. 27 al 30)
y lleva posteriormente a A. Einstein a suprimir de sus ecuaciones
de campo la llamada "constante cosmoldbgica', que habia introduci-
do afios atréds con el exclusivo propdsito de posibilitar la exis-
tencia de soluciones que correspondieran a cosmologias no expansi
vas. En favor de los modelos expansivos estd hsy en dia no sbélo

la abrumadora evidencia originada por el descubrimiento de la ra-
diacidén de fondo en 1968 y por la moderna fisica de particulas
elementales, sino también el hecho de que dichos modelos siguen
proporcionando la explicacidn més satisfactoria del desplazamiento
al rojo cosmoldgico, hasta el punto de que el binomio desplazamien
to ¢ expansidn del universo ha arraigado firmemente como idea

intuitiva en la cosmoldgia fisica actual.

En 1976, y tras varios articulos previos sobre el tema, I.E. Segal
publica un libro ([2]) en el que plantea un modelo cosmoldgico al

ternativo caracterizado, en esencia, por ser un modelo conforme,



Nno expansivo en un cierto sentido y en el que, sin embargo, pare-

ce predecirse un desplazamiento al rojo cosmoldgico que depende

cuadraticamente de la distancia al observador. Concretando més,

en el modelo de Segal:

i) E1 espacio-tiempo viene modelado por una variedad di-
ferenciable (C%, Hausdorff, paracompacta) conexa, de
dimensién 4 y dotada de una nocién de causalidad indu—
cida por una estructura conforme de signatura (=+++).
No se da a priori relevancia fisica a ninguna de las
métricas lorentzianas compatibles con la estructura
conforme.

ii) Cada sistema de referencia (campo de vectores C%® futu-
ro) metriza de forma peculiar dicho espaclio-tiempo con
forme. Se postula que, a gran escala, las trayectorias
de la materia en promedio corrésponden a curvas inte -
grales de un cierto sistema de referencia cuya métrica
asociada goza de buenas propiedades de simetria, en
particular, homogeneidad e isotropia espaciales y homo
geneidad temporal (grupo de isometrias a 7 parametros
como minimo). Estos postulados conducen esencialmente
a un Unico modelo para el cosmos a gran escala, difeo-
morfo conforme a (ExSS,[thQQh]), donde [—dtz@h] indi-
ca la estructura conforme asociada a la métrica lorent
zlana ~dt2@h (con dt2 y h las estructuras riemannianas
estandar sobre R Y% 83 respectivamente).

11i) Si las cartas en las que se realiza el anilisis de las
observaciones experimentales (andlisis que necesariamen
te tiene lugar en el espacio de Minkowski de la relati-
vidad especial) fueran cartas normales de la métrica
~dt2@h, la apariencia observacional de las trayectorias
de la materia en promedio seria "estética" y no existi-
ria posibilidad de explicar en este modelo el desplaza-

miento al rojo cosmoldgico. Pero Segal propone una coor



dinatizacidn alternativa, basada en una cierta aplica-
cién conforme entre (EXSB,[~dt2®h]) y el espacio (mé -
trico) de Minkowski, como la tinica "antropomérficamen-
te posible", y en términos de la cual dicha apariencia
observacional deja de ser estatica. Segal sostiene que,
debido a esta "expansidn aparente", su modelo predice
un desplazamiento al rojo cosmoldgico y, al calcular
éste, encuentra que su relacién con la distancia es (pa

ra distancias cosmoldgicas pequeflas) cuadréitica (y no

lineal como en la observacidén de E. Hubble). Segal de-
dica la mitad del 1libro a intentar mostrar que un ani-
lisis estadistico cuidadoso de los datos observaciona-

les favorecen el ajuste cuadritico frente al lineal.

La amplia evidencia experimental a que antes haciamos referencia
en favor de los modelos cosmolbgicos (métricos) expansivos, junto
a la complejidad matematica del modelo de Segal, han sido proba-
blemente las causas de que hasta la fecha este modelo no haya re-
cibido mucha atencidén por parte de los cientificos dedicados a
cuestiones de cosmologia (mencidn aparte merecen varios articulos
de Segal y colaboradores aparecidos con posterioridad al citado
libro; véase {12]). Recientemente R.M. Soneira ([11]) ha puesto
en tela de Jjuicio la validez del andlisis estadistico llevado a
cabo por Segal para apoyar su resultado de que el desplazamiento

al rojo cosmoldgico depende cuadriticamente de 1la distancia.

Pero al margen de la posible relevancia fisica del modelo cosmold

gico de Segal, su interés estribaria en el mismo hecho de que

prediga un desplazamiento al rojo cosmoldgico por efecto de una

expansién que es sblo observacional. El presente trabajo se dedi-

ca a demostrar que ello no es cierto, esto es, que en el modelo

de Segal no existe desplazamiento al rojo cosmoldgico.




En el capitulo 2 se dan las definiciones basicas de espacio-tiem-
po conforme (ETC) y de orientacidn causal infinitesimal (ocI),
junto a una serie de resultados mas o menos estandar, como el de
que un ETC orientado-tiempo queda automiticamente dotado de una
OCI "compatible" con la estructura conforme. En la introduccién
al capitulo se trata la cuestidbdn de 1la posible relevancia fisica
de una métrica lorentziana, en base al formalismo desarrollado
por J. Ehlers ([1]), que considera una conexidén lineal, simétrica,
que preservara la estructura conforme y que diera la dindmica de
las particulas "en caida libre", y argumenta que dicha conexidn
(a la que en sucesivo nos referiremos como "conexidn de Weyl") no

tendria en principio por qué ser métrica.

En el capitulo 3 se dan las definiciones de observador y sistema
‘de referencia @R) en un ETC, asi como las nociones de sincroniza-
bilidad y sincronizabilidad a tiempo propio para un SR. Se esta—
blecen los resultados de que un SR metriza univocamente la regidn
del ETC en la que estéd definido y de que un SR sincronizable a
tiempo propio es geodésico para la conexidén métrica que induce.

Se demuestra que una condicidn suficiente para el carécter métri-
co de la conexidén de Weyl es la existencia de un SR global sobre
el ETC, sincronizable a tiempo propio y geodésico para dicha co-
nexién. Se definen los sistemas de referencia factorizadores (SRF)
y las nociones de homogeneidad e isotropia espaciales y de homoge-
neidad temporal, estableciéndose el resultado de que un SRF homo-

géneo temporal es paralelo para la conexién métrica que induce.

En el capitulo 4 se formalizan las cuestiones relativas al despla-
zamiento al rojo en un ETC. Dadas dos métricas lorentzianas compa-
tibles con la estructura conforme, cualquier geodésica-luz de 1la

primera puede reparametrizarse convenientemente para ser geodési-
ca-luz de la segunda; en base a esto, se define la "razdn de tiem-—

pos propios" r entre dos observadores conectados por trayectorias



luminosas. A continuacidén se da un método para evaluar dicha ra-

zbn como cociente de productos escalares y se establece el resul-

tado de que la homogeneidad temporal de un SRF implica que entre

dos observadores cualesquiera del mismo 1la razdén de tiempos pro

pios vale la unidad, no existiendo por tanto desplazamiento al

rojo en la radiacidn emitida por uno y recibida por el otro.

Anticipéndonos al capitulo 6, hay que hacer aqui las siguientes

observaciones:

a)

b)

c)

El cdlculo que Segal hace del supuesto desplazamiento al
rojo cosmoldgico en su modelo se reduce al cilculs de 1la
razdn de tiempos propios entre cierta pareja de observado-

res. Segal obtiene un valor distinto de 1; el cllculo que

proponemos como correcto da un valor r = 1, y es este re-—
sultado el que nos lleva a afirmar que no existe tal des-

plazamiento al rojo.

Segal lleva a cabo su calculo en el marco de la mecéanica

cuédntica. Y como no parece (desde un punto de vista fisico)

que un analisis del desplazamiento al rojo cosmoldgico pre-
cise de un tratamiento cuéntico (tratamiento que ademés es-
caparia del marco de nuestro trabajo), nuestro objetivo ha

sido dar una versidn geométrica (clésica) del célculo de

Segal.

Podria pues pensarse que las definiciones y resultados que
hemos establecido como "anadlogo clésico" del formalismo de-
sarrollado por Segal han sido dados ad hoc con vistas a ob-
tener un valor r = 1 alll donde Segal obtiene un valor dis-
tinto de 1. No es asi; de hecho veremos en el capitulo 6
que el formalismo puesto a punto en el capitulo 4 (apoyado
fundamentalmente en los resultados del capitulo 3) permite

reproducir exactamente el calculo de Segal; el error en el

calculo que comete Segal (y que, una vez corregido, conduce

al valor r = 1) nada tiene que ver con que el tratamiento



seguido sea de tipo cudntico o cléasico (geométrico).

En el capitulo 5 se estudia el modelo cosmoldgico de Segal, encon-
tridndose que la aplicacidén conforme entre (ExSB, Edtgeh]) y el es-
pacio (métrico) de Minkowski con la que Segal define 1la coordinati
zacidédn del cosmos por los observadores locales (coordinatizacidn
que Segal postula ser la Unica "antropomdérficamente posible')
1) coincide con la dada en [6], pags. 118-121
2) define cartas que son cartas normales, no de la métrica lo-
rentziana global ~dt2@h, sino de métricas lorentzianas loca-
les, inducidas a su vez (en la terminologia del capitulo 3)
por ciertos SRF homogéneos temporales y localmente definidos,

para 1los que se obtiene su expresidn explicita.

En el capitulo 6 se aborda la cuestidén de la existencia de desplaza

miento al rojo cosmoldgico en el modelo de Segal. La respuesta es

negativa, y ello es consecuencia inmediata de 1o0s resultados del
capitulo 4 y del caracter homogéneo temporal que Segal postula pa-
ra el sistema de referencia cuyas curvas integrales corresponden a
las trayectorias de la materia en promedio. E1l resto del capitulo
se dedica a analizar en detalle el calculo que Segal hace de dicho
desplazamiento al rojo y a poner de manifiesto los errores del mis
mo ,que, esquematicamente, podrian resumirse diciendo que el despla
zamiento al rojo no tiene nada que ver con una "evolucibn temporal"

sino con una propagacidn de la luz ("evolucidn espacio-temporal').

En el apéndice se da la demostracidn de un resultado del capitulo 2.
Se resumen algunos aspectos de los grupos U(2) y ﬁ?é), utilizados

en el capltulo 5 para una representacidn alternativa del ETC del
modelo de Segal en términos de grupos de Lie. Finalmente se estudian
diversas acciones del grupo Sﬁ?§,2))que resulta ser el grupo de
transformaciones del ETC de Segal que preservan la 0OCI definida en

P

el.



CAPITULO 2

CONFORMALIDAD Y CAUSALIDAD

2.7. COMENTARIO GENERAL SOBRE EL ESPACIO-TIEMPO

A la hora de formular una teoria macroscdpica y relativista de 1la

gravitacidén es habitual suponer para el espacio-tiempo una estruc-
tura de variedad diferenciable C¥, de dimensidn cuatro, Hausdorff,
paracompacta y sin borde. En 1o que sigue aceptaremos estas hipbte
sis sin entrar a discutir su Jjustificacidn, que estid a mitad de ca

mino entre la experimentacidn fisica y la idealizaciédn.

La necesidad de dar cuenta de ciertos fendmenos localmente observa
bles asociados a la propagacidn de la luz (constancia de 1la veloci
dad de la luz en todos 1los sistemas de referencia fisicos localmen
te inerciales, segin se desprende del experimento de Michelson-Mor
ley) hace razonable suponer ([1], pag. 24 y sig.) una estructura
conforme £ de signatura (- + + +), esto es, una clase de equiva-

lencia de (pseudo)métricas lorentzianas localmente definidas so-

bre la variedad espacio-tiempo M. Dicha estructura (que introduce
restricciones a la topologia de M) permite clasificar 1los vectores
tangentes a M en tres tipos, denominados tiempo, luz y espacio,

asi como definir Aangulos y ortogonalidad entre vectores. En este
contexto, pueden darse argumentos ([1], pag. 28-29 y 99-101) en fa
vor de que las curvas que van a representar las trayectorias segui
das por la luz en su propagacidén sean precisamente aquéllas que ad
miten reparametrizaciones que las hagan geodésicas-luz de cualquier

métrica lorentziana compatible con ¥ .

Es interesante hacer notar que el estudio de la propagacidn de la
luz sélo identificaria sobre M la estructura conforme 15 : y aunque

matemdticamente siempre es posible definir una (pseudo)métrica
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lorentziana global g, sobre M, compatible con dicha estructura (vé-
se lema 2:1), esta métrica ni seria univoca ni la correspondiente
conexién de Levi-Civita v° (caracterizada por ser simétrica y prex
servar el producto escalar bajo el transporte paralelo que define
la conexidn) tendria por qué ser a este nivel fisicamente relevan—
te. Podria pensarse que la cuestidn de 1la posible relevancia de 1la
conexidén de Levi-Civita correspondiente a una cierta (pseudo)métri-
ca lorentziana global sobre M compatible con & quedaria resuelta
por el analisis de la dindmica de las llamadas "particulas en caida
libre". Sin embargo, si se abordara el estudio de dichas particulas
(suponiendo la existencia de una unica particula de esta clase por
cada punto de M y por cada vector tiempo tangente a M en dicho pun-
to) y de sus trayectorias sobre M (suponiendo valida una versidn -
local de la ley de inercia, que implicaria la existencia de cartas
en torno a cada punto de M en las que aquellas trayectorias que pa-
san por &1 se verian rectilineas), se llegaria a identificar ([
sobre M una "estructura proyectiva'" (esto €S, una clase de conexio--:
nes lineales globalmente definidas, simétricas Yy proyectivamente
equivalentes). Una hipdbtesis posterior de compatibilidad entre las
estructuras conforme y proyectiva, sugerida por exgerimentos a al-
Wna wnLea
tas energias, singularizaria ([1]) en esta tGltimalconexidn lineal
global y simétrica cuyo transporte paralelo conservaria el caracter
luz de los vectores de este tipo (esta conexidn es la llamada por
algunos autores conexidn de Weyl, que denotaremos por de. Pues bien,
tampoco a este nivel aparece claro por qué dicha conexidn, que daria
la "dindmica'" de las particulas en caida libre y de los rayos de luz
sobre M, tendria que ser métrica, esto es, por qué dicha conexidn
tendria que ser la de Levi-Civita asociada a alguna (pseudo)métrica

lorentziana global compatible con ¥.

En la Teoria general de la relatividad de Einstein se parte de 1la
existencia en M de una (pseudo)métrica lorentziana global cuya co-
nexién de Levi-Civita asociada da la "dinamica" de las particulas

en caida libre. En realidad, esta hipétesis (avalada por cuestiones



de simplicidad y porque suministra, via las ecuaciones de Einstein,
predicciones importantes confirmadas por los experimentos) supone,
desde un punto de vista constructivista, la introduccidn de elemen
tos "extrafios" a la teoria ([1]). En este trabajo renunciamos a dar
a priori un significado fisico a las posibles métricas sobre M com
patibles con la estructura conforme 12, y adoptamos L como la es-
tructura béasica con significado fisico intrinseco sobre el espacio
~tiempo. En el siguiente capitulo retomaremos la discusidbdn (véase
3.1) sobre la relevancia fisica de la conexidn de Levi-Civita co-

rrespondiente a una métrica compatible con 32.

E1l presente capitulo estudia la estructura conforme j? y su rela-
cibén con las cuestiones de causalidad. En § 2.2 se define la estruc
tura conforme sobre una variedad y lo que entendemos por espacio-
tiempo conforme (ETC) (definicidn 2.1); también se establece 1la
existencia de métricas lorentzianas globales compatibles con la
estructura conforme (lema 2.1) y la posibilidad de "trasplantar"
dicha estructura a cualquier variedad recubridora (lema 2.2). En

§ 2.3 se define una orientacidén causal infinitesimal (0OCI) sobre
una variedad (definicidn 2.2); se define la orientabilidad-tiempo
para un ETC (definicidn 2.3) y se establece el resultado de gue un
ETC orientado-tiempo queda autométicamente dotado de una OCI (lema
2.5); se comenta la llamada "condiciébén de causalidad"; se introdu-
cen los conceptos de difeomorfismo causal (definicidén 2.4) y de
campo causal (definicidn 2.5) y se establece el importante resul-
tado de que el grupo de todos los difeomorfismos causales de un
ETC orientado-tiempo posee estructura de grupo de Lie de dimensidn
menor o 1lgual que quince (lema 2.6),En § 2.4 se consideran tres

ejemplos de interés para este trabajo.

En lo sucesivo, utilizaremos la terminologia de "variedad'" para

designar una variedad diferenciable (C%), Hausdorff, paracompacta

y sin borde.
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2.2. CONFORMALIDAD

Definicidn 2.1

(a)

(b)

(c)

(d)

Sea L un espacio vectorial real de dimensidn finita. Una

estructura lineal conforme sobre L es una clase de equiva-

lencia C de formas bilineales simétricas no degeneradas SO
bre L, mediante la relacidén de equivalencia: b~b' sii
b'=ab para algin a (real)> 0 (8i bien en la definicidn
dada por Segal ([2], pag. 37) se exige solamente que a#0,
para los casos que nos interesan no se pierde generalidad
tomando a»>0). Escribiremos [b]:[bﬂ . Llamaremos al par

(L,C) un espacio vectorial conforme. Si beC diremos que b

induce la estructura conforme C y que b y C son compatibles.

Sea M una variedad. Una estructura conforme £ sobre M es

una asignacién, para cada punto peM, de una estructura 1li-
neal conforme ﬁp sobre TpM con la condicién de diferencia-
bilidad siguiente:
¥peM, 3 entorno U de p y una estructura (semi)
riemaniana ("(pseudo)métrica") g, definida en
U, tales que [gq]zéq, YqeU

Diremos que (M,f) es una variedad conforme y que g vy g

son compatibles; escribiremos geZﬂU.

En el caso en que M sea conexa y de dimensién 4, y de que
las métricas g que intervienen en la definicién del aparta-
do (b) sean lorentzianas (esto es, de signatura (- + + +)),

se dira que (M,%) es un espacio-tiempo conforme (ETC).

Sean (M,f) un ETC, peM, veTpM y g una métrica lorentziana
compatible con £ y cuyo dominio contenga a p. Diremos que
vV es

¢ de tipo tiempo (o temporal) si g(v,v)<O

« de tipo luz si v#0 y g(v,v)=0
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«de tipo espacio (o espacial) si v=0 6 g(v,v)>»0

Estas definiciones (obviamente independientes de la g compa
tible con ¥ elegida) nos permiten clasificar los vectores
de TM en tres conjuntos disjuntos: el de vectores tempora-

les %, el de vectores luz £ y el de vectores espaciales £.

Se verifica TM=%vlbvi,

Una curva C° 1: R>A —> M, se dice temporal (respectivamen-

te luz, espacial) si se verifica 1;(s)e% (respectivamente,

4, &), ¥seh.

Un campo de vectores Cw, X: M>oU —= TM, se dice temporal

(respectivamente, luz, espacial) si se verifica X(p)e %

(respectivamente, ¢, &), ¥p eU.

Una subvariedad N de M se dice espacial si 1

%(TN)CZ, con i

la inclusidn candbnica.

Al conjunto 4p:=£nTpM le llamaremos cono de luz en p. Tanto

zp como %p:zinTpM poseen dos componentes conexas ([3], ejer

cicio 1.1.9).
Destacamos los siguientes resultados sobre variedades conformes:

Lema 2.1.(a) Toda variedad dotada de una estructura semi-riemanniana
(M,g) admite una estructura conforme.
(b) Toda variedad conforme (M,§) admite una estructura semi-
riemanniana global g compatible con §¥. Esta métrica es

’ . . o, [+2] . .
unica salvo un factor f, con f una funcidn C° definida

positiva.

Demostracidén: (a) se sigue inmediatamente considerando 1la

estructura conforme compatible con g.

Para la demostracibén de (b), véase apéndice A.1.

Lo anterior muestra que 10s espacio-tiempos con métricas lorentzia-

nas globles son los "mismos'" como variedadesqﬁe los ETC.

Del lema 2.1(b) se obtiene, an&dlogamente al conocido resultado para

variedades lorentzianas ([3], 8.2.2) el siguiente
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Corolario. Un ETC admite siempre un campo de vectores C“ (no nece-

sariamente temporal), global y sin ceros.

Otro resultado ([2], pag. 39), que permite obtener variedades con-
formes con idéntica estructura local pero con distinta topologia

global, y que se utilizard posteriormente, es el siguiente

Lema 2.2. Sea (M, £ ) una variedad conforme. Si ¢: M —> M es un
recubridor de M, entonces (M, ®#*£) es una variedad confor-
me, siendo @fﬁim:£§*g] (con g una métrica global sobre M

compatible con E ).



2.3. CAUSALIDAD

La constancia de la velocidad de la luz en todos 1los sistemas de
referencia fisicos localmente inerciales pone un limite superior a
la velocidad de propagacidén de las interacciones (cualesquiera que
éstas sean) entre sucesos del espacio-tiempo. La consecuencia de
ello es que la estructura conforme % sobre el espacio-tiempo go-
bierna también las relaciones de '"causalidad" (esto es, las rela-
ciones de orden parcial que expresan la posibilidad de que un su-

ceso influya sobre otro) entre los puntos del mismo.

A continuacidn damos la definicién general de oriéntacidn causal
(l2), pag. 22-23); posteriormente nos centraremos en las orienta-

ciones causales que provienen de ciertas estructuras conformes.

Definicidn 2.2

(a) Sea L un espacio vectorial real de dimensidn finita. Un

cono convexo en L es un subconjunto (no vacio) Fel, tal

que
v,weF = av+bweF, ¥a,b (reales)» 0
Consideremos L como variedad afin. El1 cono F se dira ¢ si

existe un conjunto finito {@7""’@ni de funciones C% so -

¥

bre L, tal que ve¢F sii ii(v)zo, ViG{W,...,nr.

El cono se dira trivial si F=L 6 F={0}.

(b) Sea M una variedad diferenciable C%. Una orientacidn cau-

sal infinitesimal (OCI) % sobre M es una asignacidn, para
cada punto peM, de un cono convexo‘?p no trivial en T M
de forma que

¥peM, J entorno U de P vy n funciones

e, ..

t

(con qeU) sii¢ (q,v)70 Vie{1,...,n}.

L8 f C* sobre TU, tal que veF
n q

Diremos que (M,%) es una variedad causal.

Notese que un cono C° convexo F en L define una OCI sobre el propio L

3

considerado como variedad, definiendo VYvel, ¥ :1weL: w—veF}.
v
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Lema 2.3. Una variedad admite una OCI sii admite un campo de vecto

res C*, global sin ceros.
Yy

Demostracién: Véase [2], escolio 2.7, pag. 26.

Este resultado, junto con el corolario al lema 2.7, nos dice que un
ETC admite siempre una OCI; pero ésta no guarda en general relacidn
con la estructura conforme. Sabemos que, en un ETC (M,Y%) (conexo),
el conjunto Tc¢TM (véase definicidn 2.1) constituye una subvariedad
ablerta con una o dos componentes conexas ([3], proposicidén 1.2.1);
veamos ahora que, en el caso de que ¢ posea dos componentes conexas

se puede definir una OCI sobre M "compatible'" con ¥.

Definicidbén 2.3

(a) Un ETC (M,¥%) se dice orientable-~tiempo si 1l tiene dos

componentes conexas. Si designamos una de ellas como el
v F -
futuro T (y la otra como el pasado % ), obtenemos una

orientacidn temporal para el ETC éste se dird orientado-
p : 140

tiempo.

(b) Sea (M,£) un ETC orientado—tiempo. Un vector temporal ve¥

(con peM) se dird temporal-futuro (resp., temporal-pasado)

. N+ : o= g
si vel i=t'AT M (resp., vet =TT M).
P + P P p
Dado v<?p, cualquler vector w temporal-futuro (resp., tem-
poral-pasado) en p verifica g(v,w)<0O (resp., g(v,w)>0), con
g compatible con ¥; por otra parte, cualquier vector u de

tipo luz en p verifica g(v,u)<0 6 bien g(v,u)> 0. Un vector

luz ueZ% se dira luz-futuro (resp., luz-pasado) si se veri-
fica g(v,u)< 0 (resp., g(v,u)>0), VV&?; ([3], 1.17.9). E1 con
juntocig de vectores luz-futuro en p verifica Eizvé;u{O}UZ;Q/
andlogamente para el conjuntoof; de vectores luz-pasado.

Los anteriores conceptos se aplican en la forma obvia a cam—

pos de vectores y a curvas.
Lema 2.4

(a) Un ETC es orientable-tiempo sii admite un campo de vectores
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c®, global y temporal. Elegida una orientacidn temporal
p

dicho campo es necesariamente futuro en todo punto o pasa-

do en todo punto.
(b) Todo ETC simplemente conexo es orientable-tiempo.

Demostracidn: Véase [4], pag. 17-19.

Lema 2.5. Sea (M,f£) un ETC orientado-tiempo. Entonces la asigna-

., o+ '
cion p +=—— ep es una OCI sobre M.

Demostracidn: Sea g una métrica lorentziana global compa-

tible con £ (véase lema 2.1) y sea X un campo global ¥y

rd +
temporal-futuro (véase lema 2.4), esto es, X(p)e?p, ¥peM.
Si definimos funciones ii: ™ — R (i=1,2) tales que

¥peM, veTpM, éj(V):z-g(v,X(p)), i2<v)::—g(v,V>

se obtiene una OCI ¥, en la gque el conoc convexo no trivial
¥ viene dado por aquellos vectores de TpM que verifican

g(v,X(p))<0, g(v,v)s0; pero éstos son precisamente los vec-

. + + . -
tores del conjunto ?p, ya que Tp viene definido por las de-

sigualdades g(v,X(p))<0, g(v,v)<0.

Lo anterior nos muestra que, en un ETC orientado-tiempo, la estructu
ra conforme induce directamente una OCI. Pero la orientabilidad-tiem
po no sdlo es matemdticamente conveniente; responde también a nues-

tra intuicidén fisica, basada por ejemplo en el conocimiento que tene
mos de los procesos termodinamicos (crecimiento de la entropia) aqui
en la Tierra y ahora, que hace razonable suponer la existencia de un
campo de flechas temporales definidas en todos los puntos del espa -

clio-tiempo.

La exlstencia sobre un ETC de una OCI compatible con la estructura
conforme (garantizada, como hemos visto, por la orientabilidad-tiempo
y que determina el conjunto de vectores no espaciales que apuntan
hacia el futuro, Gnicos admisibles como tangentes a las trayectorias
de las particulas fisicas que se mueven en dicho ETC) no es la Unica
condicidén que razonablemente puede imponerse a la estructura confor-

me. En este sentido resulta habitual suponer que se verifica la l1lla-
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mada condicidn de causalidad, consistenté en la no existencia de

curvas no espaciales futuras cerradas (respondiendo a la idea de
que ningin suceso puede ser '"causa de si mismo"). Otras exigencias
mas restrictivas (por ejemplo la "causalidad fuerte" y la "causall
dad estable") no seran discutidas aqui (véase a este respecto [QL
§8.3; (6], capitulo 6; v [7], pag. 217-255); mencionaremos simple—

mente la llamada condicidén de hiperbolicidad global, equivalente a

la existencia de superficies de Cauchy, y que 1implica, ademds de la
condicién de causalidad, el que la variedad espacio-tiempo sea home
omorfa a RxS (siendo S una superficie de Cauchy); los modelos cosmo
l6gicos, tanto los clésicos como el de Segal, verifican la condiciédn

de hiperbolicidad global.

Los difeomorfismos relevantes entre variedades causales son los anéa
logos de las isometrias en el caso métrico, esto es, aguellos que

respetan la estructura causal.

Definicidn 2.4

(a) Sean (M,¥) vy (M',%') variedades causales. Un difeomorfismo
$: M —> M' se dice causal si se verifica
¥peM!', ‘F*I'):@*F&;E_q (p)
En el caso de que las OCI ¥ y %' vengan inducidas por sen-
das estructuras conformes g y ', es claro que el difeomor-
fismo @ serd causal sii verifica

- ¥ s . ., .
¥gel', ¢ gely v conserva la orientacidn tiempo.

(b) Sea (M,%) una variedad causal. Se define el grupo causal de

(M,%) como el grupo de todos los difeomorfismos causales de

(M,9) en si misma.

Lema 2.6. Sea (M,¥) un ETC orientado-tiempo. Entonces su grupo causal

es un grupo de Lie de dimensidn menor o igual que 15.

Demostracidn: Véase [5}, ejemplo I.2.6 y teorema I.5.1.

Es claro que si dos ETC orientados—-tiempo son difeomorfos causales,

Sus grupos causales son isomorfos como grupos de Lie.



En analogla con los campos de Killing en el caso métrico, se tiene

la siguiente

Definicidén 2.5. Sea (M,¥ ) una variedad causal. Un campo de vecto-

res X sobre M se dice causal si el grupo local a un para-
metro de difeomorfismos locales generado por X es causal.
En el caso de que la OCI venga inducida por una estructura
conforme ¥ , es claro que el campo X serd causal sii veri-
fica

¥ge £ con Dom X~ Dom g no vacio, Lngvg

(siendo ¢ cierta funcidn C® definida en 1la

interseccién de los dominios de X y g);
el nimero méximo de campos causales R-linealmente indepen-
dientes sobre cualquier abierto de M serd menor o igual

que 15 (véase lema 2.6).

Mencionaremos, por (ltimo, el siguiente resultado ([2], pag. 26 y
39) sobre la posibilidad de obtener variedades causales (en parti-

cular ETC's orientados-tiempo) con idéntica estructura local, pero

con distinta topologia global.

Lema 2.7. Sea (M, ¥ ) una variedad causal; si&: M — M es un recu
bridor de M, entonces M admite una OCI % , definida de mane
ra que los difeomorfismos locales inducidos por @ sean lo-
calmente causales. En particular: sea (M, ¥ ) un ETC orien-

tado-tiempo; si¥: M —> M es un recubridor de M, el ETC

(M, @*g£) (véase lema 2.2) es orientado-tiempo.
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2.4. EJEMPLOS

Ejemplo 2.1. Dada cualquier variedad conexa de dimensidn cuatro y

con métrica lorentziana, se obtiene (lema 2.1.a) un ETC
sin méas que considerar la estructura conforme asociada a

dicha métrica.

El espacio de Minkowski modela el espacio-tiempo en la Re-

latividad espec%al. Su variedad de base es K4 y la métrica
o) o) 1 1 . 0 1 2 :

es N =-dx ®dx +£§%dx edx (siendo x , x , X , X3 las funcio

4
nes coordenadas usuales en R ).

Denotamos por (E4,[ﬁ}) el ETC asociado. E1 campo global
O
9/9x  es un campo de vectores temporal, con 10 que (E4,[n1)
. . . 0
es orientable—-tiempo; si declaramos a ?/2x '"futuro",
- . . . +
(R4,Pﬂ]) queda orietado-tiempo, siendo entonces szp:{ngpm4:
O . . ’
N(v,2/2x )<0 y M(v,v)<0f,¥p. (E4,[n}) verifica ademés la

condicidén de causalidad y es globalmente hiperbdlico.

El numero de campos causales linealmente independientes es
15, el maximo numero permisible, perc cuatro de ellos no
son completos; en efecto, es inmediato ver que 1o0s cuatro
campos X ::Xga/aXO—QXOS v X.::129/ﬁxi+2xis (i=1,2,3), con
2 0.2, 12,622 32" SRR
L=(x) -(x ) ~(x ) =(x7)" vy Sz;ggx 0/0x", son campos cau-
sales (verifican van:4XW],v =0,1,2,3), y sin embargo sus
curvas integrales no estan definidas sobre todo R, por 10
que no generan difeomorfismos globales de R4 en R4, esto
es, no generan elementos del grupo causal de (E4,[n]). De
hecho, el grupo causal de (m4,[n}> es de 11 dimensiones
([8]), de las que diez corresponden a las isometrias de 7]
(grupo de Poincaré o de Lorentz-inhomogéneo) y la restante
a la transformacién de escalas generada por el campo (com-
pleto) S; resulta notable el que dicho grupo causal actle

afinmente sobre B ([8ly.

. 1 1 2 2 2
Ejemplo 2.2. S XSSW con $ ::{(u_j,uo)ém D u +u0:ﬁ v 83

» ::{(u ,u

17727
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4 2 2 2 2 2
u.,u J¢R : u_ +u _+u_+u =1 en coordenadas usuales para B
52Uy Jrugrugrug=1f P

y B respectivamente), es una variedad conexa de dimensiédn
cuatro. Si denotamos por 1 yv h las respectivas estructuras

. . . .o 1 3
riemanianas estandar definidas sobre las esferas S vy S

. . . . . 2 4
(sendas restricciones de las métricas euclideas en R vy R ),

3

. . . 1
entonces g:=-1®h es una métrica lorentziana sobre S x S
Con la estructura conforme [g], asociada a g, obtenemos el
1 -
ETC (S xs3,Lg])-

A

Sea ®: B — S con d(s)=(cos s, sen s ). Q*S(::<§(d/dtjg})
. 1
define un campo de vectores sobre S . Denotemos por X al
1 .
campo de vectores sobre S x 83 definido como X(x(s),p) =
1 3
(e, (s),0 )eT (s xSB), con O el vector cero en T S .
p° («(s),p) p p
X es un campo temporal global (se comprueba facilmente que

1 i
g(X,X)z»ﬂ, al que declaramos '"futuro'", quedando S X83 orien

tado-tiempo.

’

Este ETC no verifica la condicidn de causalidad pues, por
1

3 2

ejemplo, la curva ¥: R —> S *87, 7(s)=(«s),p), con pesS”

fijo, es una curva temporal cerrada. En cambio, su recubri-
. : 1 .

dor universal Exsg, T: prs°® —> S }83, ¥(s,p)=(«(s),p),

con la estructura conforme heredada, ﬂ@*g} (¥"g=—dtedteh,

siendo t la carta identidad sobre B), resulta orietado-tiem

po, verifica la condicidn de causalidad y es globalmente

hiperbdlico.

. . . . 2
En lo sucesivo denotaremos indistintamente dt®dt por dt .

Ejemplo 2.3. Sea G un dgrupo de Lie y G su Aalgebra de Lie de campos
invariantes por la izquierda. Sea F<G un cono Geconvexo; no
trivial, en G. Obtenemos una 0CI, ¥, sobre G, definiendo
%p::{veTpM: v=X(p), con XeF}. (G,¥) es una variedad causal
que, en general, no es definible via una estructura confor-
me. Si1 Fe¢G estd compuesto de campos invariantes también por

la derecha, la OCI ¥ se dice invariante (véase [2], [11]).
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Sea GL(2,C) el grupo general lineal complejo de matrices
2x2, GL(2,C) su &algebra de Lie asociada. U(Q):iAeGL(Z,m):
Ahq:A+f es el grupo de matrices unitarias 2x2, su 4lgebra
de Lie es gigl:?AeGL(Z,E): A+A+:O§ que es i1somorfa a H(2),
el algebra de Lie de las matrices hermiticas 2x2, via la

aplicacidén A — iA.

Definimos F:zfAeH(Q): det A20 y tr AZO%. Se comprueba fé&a-
clilmente que F es un cono c® convexo, con 1o que (U(2)%F)
es una variledad causal. Dado que F es invariante bajo la

representacidon adjunta de U(2), la OCI F es invariante.
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CAPITULO 3

OBSERVADORES Y SISTEMAS DE REFERENCIA

3.7. INTRODUCCION

A la hora de contrastar una teoria cosmoldgica con los datos obser
vacionales es de fundamental importancia precisar las nociones de
observador y sistema de referencia. Dichas nociones cobran ain ma-
yor relevancila en el presente trabajo, en el que son 1los sistemas
de referencia los que imponen sus concepciones métricas al espacio-

tiempo, respetando la estructura conforme.

Retomando la discusidén abordada en §2.1, en el presente capitulo
veremos cbédmo un sistema de referencia Q (campo de vectores tempo-
ral futuro, véase definicidén 3.2), con dominio un abierto UM,
identifica una Gnica gcﬁ%u via la condicidén de que los parémetros
("tiempos propios") asociados a las curvas integrales de Q (las cua
leg satisfacen ecuaciones diferenciales de primer orden) vengan da-
dos por las longitudes de arco dadas sobre dichas curvas por ¢ (vé
ase lema 3.4). Esta métrica, que denotaremos por gQ, representa 1la
"metrizacidn" que el sistema de referencia Q realiza sobre la re-
gién del espacio-tiempo en que estd definido, y la correspondiente
conexibébn de Levi-Civita da la ley de transporte de vectores que
elige Q. Dicha conexidén no tendrad por qué coincidir con la conexidn
de Weyl, VW}U (caso de que postulemos que la dinémica del espacio-
tiempo venga gobernada por una conexidn de tal tipo):
i) Para que ésto sucediera, se deberia satisfacer la condi-

'¢ibn de Compatibilidad,vmegQ:O, lo que implicaria, entre

otras cosas, que los "tiempos propios'" asociados a las

trayectorias de las particulas en caida libre (las cuales

satisfacen ecuaciones diferenciales de segundo orden) en U
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serian proporcionales a las longitudes de arco dadas sobre
dichas trayectorias por gQ.

i1) Aun en el caso en que Q fuese un campo geodésico para‘vw,
Y gQ verificase por tanto trivialmente dicha condicidén pa-
ra las-geodésicas de VW‘U que son curvas integrales de Q,
no tendria en general por qué cumplirla para las restantes
geodésicas de VW‘U'

iii) En el caso en que Q sea geodésico para VW, si ademés Q es
"sincronizable a tiempo propio" (definicidn 3.4), hemos de
mostrado (lema 3.7) que se tienen condiciones suficienes
para garantizar que VW coincide con la conexidn de Levi-

-Civita asociada a gQ en el dominio de Q.

Afiadamos, por otra parte, que en el tratamiento que nos ocupa no
postularemos una dindmica basada en la conexidn de Weyl, ya que

tan sblo estamos interesados en estudiar los fendmenos relativos
al desplazamiento al rojo cosmoldgico. Bastari postular la existen
cia de un sistema de referencia factorizador (véase definicidn 3.5)
global (el "sistema acompafiante'®*en los modelos cosmoldgicos estéan-
dar) cuyas curvas integrales representen las lineas de universo de
la materia en promedio con la parametrizacidn dada por la marcha

de un reloj fisico que siga tales trayectorias (esto es, con la pa
rametrizacidn obtenida al elegir un determinado proceso fisico féa-
cilmente reproducible a lo largo de dichas trayectorias). En caso

de existir una conexidn de Weyl que rigiera la dinémica del espacio
~tiempo, el sistema de referencia factorizador postulado Q deberia
ser (por coherencia del modelo) un campo geodésico de dicha cone -
xién'Vw y, por lo dicho antes vy dado que un sistema de referencia
factorizador es sincronizable a tiempo propio,ﬁ7w seria la conexidn

Q

de Levi-Civita correspondiente a g .

En el presente capitulo precisaremos$ los conceptos relativos a ob-
servadores y sistemas de referencia (SR) y analizaremos algunos

ejemplos que son cosmoldgicamente relevantes. En §3.2 se definen

* . ’ .
del inglés fcomoving frame'



observadores (definicidén 3.1) y sistemas de referencia (SR) (defi-
nicién 3.2); se establece la existencia de SR globales en un ETC
orientado-tiempo; se definen para los SR los conceptos de sincroni
zabilidad (definicién 3.3) y sincronizabilidad a tiempo propio (de
finicién 3.4), con los consiguientes lemas que establecen las pro-
piedades que cada uno posee (lemas 3.2 y 3.3); el lema 3.4 estable
ce la existencia de una Unica métrica '"asociada" a un sistema de
referencia; en el lema 3.5 se da una caracterizacidn métrica de

los SR sincronizables a tiempo propio y en el lema 3.6 se demues-
tra que un SR sincronizable a tiempo propio es geodésico para la
conexidén métrica que induce. En el lema 3.7 se demuestra (como se
anunciaba arriba) que la existencia de un SR sincronizable a tiem-
po propio y geodésico para una conexidén de Weyl hace que ésta coin
cida con la conexidén métrica inducida por dicho SR. A continuaciédn
se definen 1los SR factorizadores de su dominio (definicidén 3.5) y
se dan sus propiedades (lema 3.8). En §3.3 se introducen 10s con-
ceptos de homogeneildad temporal y espacial e isotropla espacial
para factorizadores (definicidén 3.6) y se demuestra que un SR fac-
torizador y homogéneo temporal es 'paralelo" para la conexibdn mébfg
ca que induce (lema 3.9). En §3.4 se ofrecen tres ejemplos del tra-

tamiento desarrollado en este capitulo.



3.2. OBSERVADORES Y SISTEMAS DE REFERENCIA

Un observador es bésicamente un individuo que identifica los suce-
sos de su historia con la hora gque marca su reloj; inevitablemente
un observador "se mueve'" en el espacio-tiempo hacia el futuro. La
representacidén matemdtica mas simple de un observador es la dada
por una curva temporal futura, cuya trayectoria representa toda su

historia y cuyo parametro representa la nocidn de tiempo que posee.

Definicidn 3.1. Sea (M,%) un ETC orientado-tiempo. Un observador

en M es una curva temporal futura v: R»4 —> M, cuya para

metrizacidén define el tiempo propio del observador.

Cualquier reparametrizacidédn de la curva T representa un cambio en
la forma de medir el tiempo por parte del individuo que observa vy,
en definitiva, un cambic de observador; si un individuo elige un
determinado proceso fisico féacilmente reproducible a lo largo de
su trayectoria en el espacio-tiempo (por ejemplo una determinada
transicidn atdédmica en un fragmento de materia que 1lleva consigo)
como reloj, estd parametrizando univocamente su trayectoria y defi

niendo con ello un observador 7 .

Un observador sbélo puede, en rigor, registrar sucesos que tienen
lugar sobre su trayectoria espacio-temporal. Para obtener informa-
cibébn de otros sucesos precisa de la cooperacidn de otros observado

res que, Jjunto con é1, proporcionen un sistema de referencia.

Definicidén 3.2. Sea (M,Y) un ETC orientado-tiempo. Un sistema de

referencia (SR) en M es un campo de vectores Q temporal fu

turo definido en un abierto UcM. Cada curva integral de Q

se dird un observador de Q. E1 SR se dira global si U=M;

en otro caso se dira local.
Un corolario del lema 2.4 es el siguiente
Lema 3.1. Un ETC orientado-tiempo admite un SR global.

Para que un sistema de referencia Q sea operativo debe poder ofre-



cer una nocidédn de "simultaneidad'". Ello exige que la regién U del
espacio-tiémpo en la que Q esti definido admita una foliacidn por
subvariedades 3-dimensionales, espaciales y ortogonales a todos 1los
observadores de Q, de tal manera que resulte posible parametrizar
las hojas de foliacidén como "superficies de nivel" de una cierta
funcidén tiempo t definida en U; en tal caso, Q se diri sincroniza-
ble. Puede ocurrir que la funcidn tiempo coincida, sobre cada ob-
servador de Q, con el tiempo propio de dicho observador; en tal ca
so Q se diré sincronizable a tiempo propio. En general, no se daréa
tal coincidencia; no obstante los observadores de Q dispondréan de
una férmula explicita que les permitird calcular, a partir de las
lecturas de sus respectivos relojes (y suponiendo que hubieran
ajustado la hora de éstos a un valor esténdar sobre una cierta su-
perficie de simultaneidad), cual es la superficie de simultaneidad

que en cada momento van "atravesando'". Precisamos las definiciones

a continuacidn.

Definicidn 3.3. Sea (M,¥%) un ETC orientado-tiempo. Un SR Q con do-

minio U¢M se dice sincronizable si, dada geﬁﬂU, podemos en

contrar funciones h, t sobre U, con h»0 y tales que se ve-

rifique g(Q,-)=-hdt. Llamaremos a t funcidn-tiempo para Q.

N6étese que si se cumple la condicién de sincronizabilidad para una
geﬁ}U, se cumplird también para cualquier otra g'eﬁlU. En efecto,
[

puesto que g'=fg, con f una funcibdn positiva, se tendrd g'(Q,:) =

= ~h'dt, con h'=fh>0.

El sigulente lema justifica la terminologla empleada en esta defi-

nicién.

Lema 3.2. Sea (M,}) un ETC orientado-tiempo y sea Q un SR con domi
nio UcM y sincronizable. Sea t una funcidn-tiempo para Q.
Entonces por cada punto meU pasa una Unica subvariedad 3-di
mensional, ortogonal a Q (por tanto, espacial) y maximal en

U. La subvariedad en cuestidén corresponde a la hipersuperfi

cie de nivel t=t(m).
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Demostracidn: Sea geﬁlU tal que g(Q,+)=-hdt; claramente se
verifica (designando por Q la 1-forma g(Q,+)) QadQ=0. Pero
entonces (teorema de Frobenius) la distribucién 3-dimensio
nal anulada por Q (que no es otra que szziveTU: g(Q,v)=0})
es integrable y las subvariedades integrales maximales se-
ran las buscadas.

Por otra parte, dado cualquier campo de vectores X tangen-
te a una de estas subvariedades, se verifica

0=Q(X)=-hdt (X)=-hX(t) = X(t)=0;
por tanto, las subvariedades en cuestibn corresponden a las

hipersuperficies de nivel de la funcidn t.

Definicidn 3.4. Sea (M,¢) un ETC orientado-tiempo. Un SR en M sin-

cronizable, Q, se dice sincronizable a tiempo propio si

existe alguna t funcidbén-tiempo para Q tal que Q(t)=1.
Llamaremos a t (que ahora serd Unica salvo una constante

aditiva) funcidn-tiempo propio para Q.

Lema 3.3. Sea (M,f) un ETC orientado-tiempo y sea Q un SR en M sin
cronizable a tiempo propio, con t una funcidén tiempo-pro-
pio para Q. Entonces t coincide sobre cada observador de Q
con el tiempo propio de dicho observador (salvo una cons+

tante aditiva).

Demostracidn: Sean ¥ un observador de Q y © su tiempo pro-

pio asociado. Entonces se verifica

tel
120(£)eT=(0e1) (£)=7, (1) =2

ct

¥ =T+a, acek.

Vamos a ver ahora cémo un SR arbitrario "metriza'" univocamente la
regidén del ETC en la que estd definido, de forma tal que el tiempo
propio de cada uno de sus observadores coincida con la longitud de

arco medida a lo largo de las correspondientes trayectorias.

Lema 3.4. Sea (M,¥Y) un ETC orientado-tiempo y sea Q un SR con domil
nio UecM. Existe entonces una Unica métrica lorentziana ng

ﬂ'U sobre U tal que gQ(Q,Q):—?.



Demostracidn: Sea ge ﬁh}; se tendra -g(0Q,Q)=f, con f una

cierta funcidn positiva definida en U. Entonces la métrica
. ]

gQ buscada sera — g.

La unicidad de g  es clara.

Notese que siT:A —> M es un observador de 0, dados tO,tqu, la

t
longitud de arco entre t_ vy t, (::Xt1/~§<1%t’1;t> dt) coincide
0

con el tiempo propio transcurrido (t1—to>'

Lema 3.5. Sea (M,Y) un ETC orientado-tiempo y sea Q un SR con domi

nio Ue¢M. Entonces Q es sincronizable a tiempo propio sii

Q

existe una funcidén t sobre U tal que g (Q,«)=-dt.

Demostracidn:

La condicidén es necesaria. En efecto: sea geftU y sea t la
funcidén tal que g(Q,:)=-hdt v Q(t)=1 (véase definicidn 3.4);
entonces se tendréa gQ(Q,'):—fhdt (siendo f>0 tal que gQ:fg};
pero en tal caso se verificara

“1=¢%(0,0)==FhQ(t)==fh = ¢°

<Q7'):"’d—t'

.. . ) . Q
La condicidn es suficiente. En efecto, si g (Q, -)=-dt, es
claro que Q es sincronizable, y se tendra

0(t)=-g"(0,0)=1.

A continuacidn deducimos algunas propiedades de los SR en relacidn
con las conexiones métricas asociadas a éstos. Sea Q un SR, denota
Q . . . : Q \

remos por V a la conexidn de Levi-Civita correspondiente a g°. En
. , . Q

primer lugar notese que la condicidn g (Q,Q)= constante es necesa-
. o . Q

ria pero no suficiente para que Q sea un campo geodésico de V . Una

de las propiedades de un SR sincronizable a tiempo propio es ser

geodésico de la conexidn métrica que induce:

Lema 3.6. Sea (M,%) un ETC orientado-tiempo y sea Q un SR en M sin

cronizable a tiempo propio. Entonces VgQ:O.

.Demostracidn: Sea UcM el dominio de Q.'VQ es, por definicidn,




la Gnica conexidn lineal definida en U, simétrica y compa-
tible con gQ. Se deduce, pues, que
67 (70, 0=0(57(0,30)-%(0, 72x)=
:Q<gQ<Q,x>)—gQ<Q,v§Q>—gQ<Q, [0,x])=
=a(g(0,x)- 2x(¢%(0,0))-9%(0, [gx])
para todo campo X definido sobre U.
Por hipdtesis 5%Q,Q):~1 v S%Q,-):wdt (lema 3.5), luego
Q

g (VSQ,X):—Q(Xt)+[Q,th:—X(Qt):O, para todo campo X sobre

U. Concluimos que VSQ:O.
Retomamos ahora la discusidn de §3.1 relativa a las propiedades de
.. W ., .
la llamada conexidén de Weyl V' sobre (M,Z), en la hipbtesis de que
una tal conexidn diera la dindmica sobre el espacio-tiempo (véase
§2.1). Aunque el anélisis del desplazamiento al rojo cosmoldgico

no precisa en absoluto (véase capitulo 4) un andlisis basado en 1la

conexidn de Weyl, el siguiente lema (marginal por tanto, en nues-

tro trabajo) cierra la discusidn en torno a dicha conexidn, al mos

trar que,si existe un SR sincronizable a tiempo propio y geodésico
Y

W W ) . ., , . . .
para V , entonces V coincide con la conexidn métrica inducida por

dicho SR.

Lema 3.7. Sea (M,¢) un ETC orientado-tiempo y VW una conexidn de
Weyl en (M,%). Sea Q un SR con dominio UeM, sincronizable
a tiempo propio y geodésico de VW. Entonces la conexidn VW
coincide (sobre U) con la conexidn de Levi-Civita VQ aso—
ciada a gQ

En lo que sigue usaremos letras griegas para los indices que toman

los valores 0,1,2 & 3, letras latinas para los indices que toman

los valores 1,2 &6 3, y aceptaremos el convenio de Einstein sobre

sumatorios implicitos cuando hay indices repetidos.

Demostracidén: Si Q es un SR sincronizable a tiempo propio,

se sigue (teorema de Frobenius) que para todo peU existe
« : ' O
una carta (V,x*) en torno a p tal que 0/dx = Q\ y

- v
le(B/axl):O ¥i (siendo g::gQ(Q,e)).
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Tenemos que go V:gaﬁdxigdxﬁ:~dXQ®ng+gijdx%gdxj, esto es
goozui, goi:O, y necesariamente g O:-?, g01:O, ¥i (definien
do g*P por la condicibn gﬂ3gﬂ(:6?, Yo 7).

La relacidén que existe entre una conexidn de Weyl y una co-
nexibén métrica compatible con ¥ (en particular, ¥ Q)

expresada en cualquier carta es ([1], pag. 32):

T o o o ELS
(oy = ﬂw+5957+57ﬂ3—g Gy £ 0 ¥pd,

con P;,,fgy los simbolos de Christoffel respectivos de las
conexiones métrica y de Weyl, vy ﬂx cilertas funciones que
dependen de la carta elegida.

En la carta (V,x%) las condiciones‘ng:O (véase lema 3.6)

W ., . ! A
yVVQQ:O (por hipbtesis) se expresan por PSO:O v POO:O, Yo,

Bajo dichas condiciones, la relacidén de arriba para p=Y=0

queda:
“6%% 0% g™ Vo
0=C0f 4 00f0m0 gt ¥
Para =0, obtenemos:
oA
=2f =f .
0 O+g £ fo
Para ®«=1i, obtenemos:
iA 1] .
O=g ?A-_g fj, vi

3 o
y, puesto que det(glj):—det(g %)#O, necesariamente fi:O, Vi,
. o T W
Se sigue que ngrrgY, luego VQ\V:V )V'

. O
Trivialmente V*=V".

Cilertos sistemas de referencia sincronizables a tiempo propio "fac
torizan' su dominio de definicidn en parte temporal y parte espa-

cial, respetando la estructura conforme, como precisamos en la si-

guiente

Definicibén 3.5. Sea (M,¥) un ETC orientado-tiempo. Un SR sincroni-
zable a tiempo propio Q con dominio UcM se dice un factori-

zador (SRF) de U si existe un difeomorfismo &: TxS — U,

con T un cierto intervalo abierto de B, y § una cierta va
riedad diferenciable 3-dimensional y tal que

i) se verifica §¥Dt:Q, siendo Bt(s,p)::(d/dtis,op)

con t, la carta identidad sobre T vy Op el vec-

tor cero en TpS, Y(s,p)eTxs.
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i1) existen estructuras riemanianas 1 y h sobre T
y S respectivamente, que hacen de @ un difeomor

fismo causal entre (TxS, [-1eh]) vy (U,KWU).

La definicidén de SRF se ajusta a la nocidn de '"observador métrico"
dada por Segal ([2]) y contiene a su vez la de "sistema acompafian-

te" (comoving frame) de los modelos cosmoldgicos clasicos.
Las propiledades de los factorizadores se resumen en el siguiente

Lema 3.8. Sea (M,¥) un ETC orientado-tiempo vy sea Q un SRF de UcM.
Con las notaciones de la definicidn 3.5, se tiene:

(a) §*ng~dt2®fh, con f una cierta funcidén definida
positiva gue depende exclusivamente del primer
factor de TxS. Por tanto, tcﬁ_1 es una funcién-
tiempo propio para Q. (Notamos indistintamente
a la carta identidad t v a la aplicacibn toﬁq,
con ﬁq: TxS — T.)

(b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) las traslaciones en T, a: TxS —> T«x8
(t,s) —> (t+a,s)
son causales en (TxS, [Fleh]).
11) las traslaciones en ¥ son isometrias de
la métrica @*gQ
iii) la funcién f del apartado (a) es constan
te.
Nota: Un SRF que verifique las afirmaciones de (b) se dira

que es un SRF homogéneo temporal (véase definicidn 3.6).

‘Demostracidn:

L 2
(a) Es claro que verifica @*QQ:Q(—L$h):QW(—dt ® 5 h), con
Sl (respectivamente ¥ ) una funcidn positiva sobre T xS

(resp. sobre T).

Ahora bien: —W:gQ(Q,Q):gQ(i;Ut,§%3t):(§¥gQ>(@t,at):

2
=-ily; por tanto, Q*ng—dt ®fh, con f=1/¢y.

(§?’rgQ):L,a <~dt29fh):0@<zkf) h, se tendra:
t t

(b) Dado que L,(>



(@S]

(1)&(ii) En efecto: si para todo ge[—l@h] exis
te una funcidén o tal que L® g=6_ g, se veri
ficaré en particular para g;&ﬁgol Por lo di
cho arriba,<7q sblo puede valer cero; enton
ces LD (?*QQ);O.

Reciprgcamente, si Lo (§*g )=0, se tendré:
Ly 9=y (F1879 )20, £1) (#"a")=0g,
con o’q:tm/ft)(’dtf'), £150.

(ii)¢(=>(11i1) En efecto:

La (@*go):o sii f es constante sobre T.
t
El caracter factorizador de los "sistemas acompafiantes" en 1os mode

los cosmoldgicos clédsicos surge de la sincronizabilidad a tiempo
propio de dichos sistemas y de las hipétesis, apoyados en el llama
do "Principio cosmoldbdgico" y en los datos observacionales (véase

(3] v [10]) de homogeneidad e isotropia espaciales (véase 3.3).
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3.3. HOMOGENEIDAD E ISOTROPIA

Los sistemas de referencia de mayor relevancia a nivel cosmoldgico
son aquellos cuya métrica asociada goza de mayor nUmero de isome-
trias. Las definiciones que siguen clasifican los SRF atendiendo al

nuamero y tipo de isometrias.

Definicién 3.6. Sea (M,f) un ETC orientado-tiempo. Sea Q un SRF de

U (como en la definicidn 3.5).

(a) Q es homogéneo temporal si se verifica cualguiera de |

las afirmaciones contenidas en el lema 3.8.(b).

(b) Q es homogéneo espacial si (S,h) posee un grupo de

isometrias transitivo de tres dimensiones.

(c) Q es isdOtropo espacial alrededor de un punto seS si

(S,h) posee un grupo de isometrias de tres dimensiones

que dejan fijo a s.

Resaltemos que la isotropla espacial alrededor de cualquier punto
implica la homogeneidad espacial y, viceversa, la homogeneidad es-
pacial e isotropia alrededor de un punto implica la isotropia alre
dedor de cualquier otro punto ([10], §13.1). E1 resultado que sigue
establece la correspondencia natural entre isometrias en (7,1) ©

en (S,h) (relativos a cierto SRF) y difeomorfismos causales.

Lema 3.9. Sea (M,f) un ETC orientado-tiempo y sea Q un SRF de UecM.

Con las notaciones de la definicidén 3.5, definamos
Y: Dif (s) —— Dif (U)
a ——> X (a), con x(a)f(t,s):=%(t,as)
y £: Dif (T) — Dif (U}

b —— E£(b), con E(b)P(t,s):=Hbt,s)
siendo Dif ( ) el conjunto de difeomorfismos de la varie-
dad de la que se trate, en sl misma.

Entonces se tiene:
(i) a es una isometria de (S,h) sii X(a) es causal en

<U’ﬁ7U> sii X(a) es una isometria de (U,gQ)

(i1) b es una isometria de (§,1) sii £(b) es causal en
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Q

Ujpﬁhﬂ sii &(b) es una isometria de (U,g").

Demostracidn: Haremos sd6lo la demostracidn de (i); la de

(ii) es anadloga. Utilizamos que iff=[~1@hj y que (X(a)P)=
=®(idxa)
X(aYf =L (a) &)E =[-1eh]
©(1dxa)" [-leh]|=[-1eh]
& a’h=h
1o que demuestra la primera equivalencia del apartado (1i).

Por otro lado, de

—W:gQ<Q,Q)=<@*gQ><at,Z>% (definicidén 3.5.(1i))

T el Tdra) ) @ ) _
=[(® <1an>> g J(9,,0)  ((Idra), D =2
=[X(a) g7 ](0,0)

se sigue que X(a)*ngfIU sii )ﬁ(a)*gQ Q

‘:g , 10 gue demuestra

la segunda equivalencia del apartado (1i).

Se sigue del lema anterior que si un SRF estd en las condiciones

de la definicidbdn 3.6.(b) y (c), entonces la variedad métrica (U,gQ)
poseera un grupo de isometrias de al menos seis dimensiones. Si
ademés es homogéneo temporal, se sigue que dicha dimensionalidad
sera como minimo siete. Por Gltimo, digamos que el nGmero maximo

de dimensiones del grupo de isometrias es diez ([10]).

En el lema 3.6 vimos que un SR Q sincronizable a tiempo propio es
geodésico para VQ. El siguiente lema muestra que si Q es, ademés,
factorizador y homogéneo temporal, entonces es paralelo paravC

(esto es, Q es transportado-paralelo a 1o largo de cualguier curva

en su dominio).

Lema 3.10. Sea (M,f) un ETC orientado-tiempo y sea Q un SRF con
dominio U<M, homogéneo temporal. EntoncesY]iQ:O, para to-

do campo X definido sobre U.

Demostracidn: Por ser Q un SRF se deduce directamente del

lema 3.8.(a) que alrededor de cada punto de U existen coor

O 1 2
denadas (x ,x ,x ,x3) de tal forma que

gQ:—dXQ®dxo+f(xo)h--(xq,xz,xa)dxl@ﬂxJ, i,3=1,2,3

L4
y Q:9/0x0.



En dichas coordenadas, los coeficientes de la conexidn mé-

trica VQ son:

-~ 0 i
ZOOWFO«"O ?on o :0,1,2,3
-1 1 i f.
103‘” 25j f
O 10
. .= — f ..
Plj 2 hlj
-1 1 hil(h h h ) Lk
| jk— 5 jl,k+ kl,j—ljk,l con 1,J,k,1=1,2,3

‘ ot of
Sea X un campo sobre U, en coordenadas X=X J/0x

0, BB o, B il Jo i E o jE i i
V Q=X n0/0% =X PiOE/ZJx =X" 3 Si’a/dx = S7X J /0 x
Por ser Q homogéneo temporal, f = 0 (lema 3.8.(b)iii)), lue-

Qo
go VXQ—O.

Por Giltimo, tengamos en cuenta antes de abordar los ejemplos que un
difeomorfismo causal transforma un SR en otro SR con idénticas pro-

piedades de sincronizabilidad y simetria:

Lema 3.11. Sean (M,f) v (M',¢') dos ETC orientados-tiempo, sea &
un difeomorfismo causal de M en M', y sea Q un SR en M.
Entonces @*Q es un SR en M' y cada una de las sigulentes
propiedades es cierta para §¥Q si es cierta para Q:

1) ser sincronizable
11) ser sincronizable a tiempo propio
iii) ser factorizador
) ser homogéneo temporal
v) ser homogéneo espacial
)

ser isdtropo espacial alrededor de un punto.

La demostracidén es una mera cuestidn de calculo. Diremos que dos

sistemas de referencia Q, Q' en M son conjugados si existe un di-

feomorfismo causal & tal que é*Q:Q'.



3.4. EJEMPLOS

Ejemplo 3.1. En el espacio-tiempo de Minkowski en su versién con—

forme (E4,[Q]) (véase ejemplo 2.1), el campo de vectores
5/DXO es un SR global, con g&/axwzn, y sincronizable a
tiempo propio, con funcidn tiempo-propio la coordenada XO
Este sistema de referencia es ademés factorizador y comple
to, via ¢: EXE3 E— E4, ?(XO,(XW,XZ,XB)):<XO,X1,X2,X3),
con 1 y h las estructuras riemanianas estandar sobre R y
E3. Posee las propiedades de homogeneidad temporal, y homo
mogeneidad e isotropia espaciales. No se conocen otros fac
torizadores globales completos en (E4,[?]) con las mismas
propiedades de simetria que no sean conjugados (véase le -

0 r . - . .
ma 3.11) a 0/dx  ([2], pag. 46). Llamaremos SR inerciales

. 0 . .
a los SR conjugados a 2/)x mediante transformaciones del
grupo de isometrias de 7 (grupo de Poincaré de dimensién
10).

. 2 . .
Ejemplo 3.2. Sea (EKSB,[—dt @hj) como en el ejemplo 2.2. Sea

Q: IRxS3 —_— T(Rxsg) el campo de vectores tal que Q(s,p)-=

:(d/dt}S,Op)::gt(s,p), con t la carta identidad sobre R, vy

Op el vector cero en T 83. Es facil verificar que Q es un

3 Q

SR global en (R*S ,[~dt2@h]) con g :—dtzéh; Q es, pues,

sincronizable a tiempo propio, con t como funciédn tiempo-

propio; aln mds, Q es un factorizador completo, via

§: EXS3 — ExSB la aplicacidén identidad. Dado que@ng:gQ:

2 L4 - .
=-dt eh, Q es homogéneo temporal. La homogeneidad e 1sotro

pia espacial de Q se sigue de que h es la métrica riemaniana

habitual sobre 83; la expresidén de h en coordenadas angula-
- 1 2

res (¢,0,¢) (dadas por u =sengsengseny, u =senpgsengcos¢,

3 4 ] 1 2 3 4
u =senpcosé, u =cose, con (u , u, u, u') coordenadas usua-

2 2 2 2
les en E4, verificando uq +u2 +u3 +u4 =1) es

h=dpe@df + sengp(dé®dd+sen2@d¢@d¢0. No se conocen otros fac-

torizadores globales completos en (EXSB,[Mdtg@hI) con las
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mismas propiedades de simetria que no sean conjugados (véase

lema 3.11) a Q ([2], pag. 48).

3.3. Consideremos el espacio-tiempo métrico, 1llamado "esti-

3

) . : . 2 .
tico de Einstein", (Mj,gq):(ExS ,—dt @&h). Sea el ETC orien-

u), Con’u::{(s,p)emx83g—ﬂ/2<5<n/2§.

Sea Q,I el campo de vectores sobre Y dado por (s,p) +—

tado-tiempo (ﬂ,[gﬂ{

— ((coss)é%)s,op) (t designa, como siempre, la carta

identidad sobre R); obviamente se tiene Q :costQ}u (Q, como
en el ejemplo anterior) y gQT:(cosgt)*qthL. Q,| es sincroni
zable a tiempo propio, con funcibdn tiempo-propio

rcpT:’u — R (siendo p1 la proyeccidn sobre el primer fac
tor W —— (-/2,/2) y r la aplicacidén (-/2,n/2) —> R,

s — 1n tg <§ + %)). Ahora bien, la aplicacién éj:IEXS3 — U,
(s,p) +— (r (s),p), es un. difeomorfismo causal, si conside-
ramos la estructura conforme [-leh] sobre ExSB, con
lzz(coshgt)th2 una estructura riemaniana sobre R y h la
métrica riemaniana habitual en 83; por otra parte se verifica
éj*}tzQ?; consecuentemente Q1 es un factorizador global com-
pleto de (ﬁ,[édtg@hjiu). Dado que &;goqr—dtg@(coshgt)h, Q1

no es homogéneo temporal, aunque si es homogéneo e isbtropo

2 2 . . . .
3,—dt @(cosh " t)h) es un espacio-tiempo métrico,

espacial. (PExS
llamado de de Sitter, cuyo grupo de isometrias es maximal,
esto es, de 10 dimensiones ([6], pidg. 124). En este sentido

la aplicacidén ¢ nos da el difeomorfismo causal del espacio-

1
tiempo de de Sitter sobre la regidén U del espacio-tiempo es-

tdtico de Einstein a que se hace referencia en ([6], pag. 127).

Consideremos ahora el espacio-tiempo métrico de de Sitter
3
(M_,g,)=(RxS
2 72 3
de M_ (con coordenadas (£,¢0,¢) sobre S° como en el ejemplo

2
anterior):

,~dt2@(cosh2t)h). Definamos la siguiente regidn

’J::{(t,p,9,¢)¢Misenht+coshtcosg>0}

(V,g ) constituye el espacio-tiempo (métrico) del modelo

2}U
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cosmolbgico del "estado estacionario". La aplicacidn

iwhf (@1 como_arriba) nos da el difeomorfismo causal

del espacio-tiempo del modelo del estado estacionario

sobre una regidén (contenida en el U anterior) del es-

pacio-tiempo estatico de Einstein a que se hace refe-

rencia en ([6], pag. 127).

Sea ahora el ETC orientado tiempo (ﬂﬁ[g2llu). La apli-
cacién szmxm3~—a”v, (t',p',0,9) + (t,¢,8,9) con

t'=1n(senht+coshtcosp), p‘:coshtsene/(senht+coshtcosp)
es un difeomorfismo causal, si consideramos la estruc-—

Cget h'] sobre mxm3, con h' la mé-

tura conforme [-dt'
trica riemaniana esténdar en E3 (en coordenadas pola-
. 2 2 2 2 2
res p', 6, ¢ se tiene h'=dp' +p' (de"+sen@gd¢”)). Es
1 J = 3
claro pues que el campo 02 §%¥at,
es un factorizador global completo de <@;[g2}{v). Por

definido sobre V,

.. 2
otra parte, se demuestra facilmente que @;g t' @

e o Jy=d

#e”  h', de donde se sigue inmediatamente g 2:g2}4§~
v

)
(esto implica, dado que g, | _=g‘t, que gQZ:gﬁt; los cam

ol
pOS Q2 vy at sin embargo no coinciden). E1 campo 02 no
es pues homogéneo temporal, aunque si es homogéneo e

isbtropo espacial.

El siguiente diagrama resume en cierto modo el presen-

te ejemplo

~ campo Q=79
po Q .

|
|
v
(MW,QW) = (mxs3,—dt2eh)

U

3

(M, ,g.) = (BxS -dfg@(coshzt)h) =t (U,g.1,.)
2’72 ’ n 1hk
U Lﬂcampo
' Q. =costqQ
(Rxm3,"dt'2682t h') —g2+ (%ngglv) ! iu

L campo =% 0
P Q2 2% t!



CAPITULO 4

DESPLAZAMIENTO AL ROJO (O AL AZUL) EN UN ETC

4.17. INTRODUCCION

supongamos que, acompafiando a cierto observador Y, hay un fragmen-

to de materia en el que tiene lugar una transicidén atdmica concre-

ta vy fija con emisidén de luz, dispositivo al que en lo sucesivo 1lla

maremos '"nuestra fuente luminosa'". En un cilerto intervalo AT de

tiempo propio de 7 se emiten n pulsos luminosos*; la frecuencia de
n

emisidn, observada por 7, sera, pues, UE Y: AT

Supongamos ahora que 10s n pulsos son recibidos por otro observador
Y' en un intervalo A1' de su tiempo propio; la frecuencia de recep

.. : n
cidén, observada por Y', ser'a, pues, Vv ]‘: .
| RiT AT
Ve ly AT

frecuencias serd r:= elp AT E1l hecho de que sea r»1 (respecti
] L

vamente, r<1) estd significando que la frecuencia de emisidn, ob-

La razdn de ambas

servada por Y con respecto a su tiempo propio, es mayor (resp., me
nor) que la frecuencia de recepcidn, observada por 7' con respecto
a su tiempo propio. Dicho de otro modo, el observador 94 ' encuentra
que la frecuencia de la 1luz se halla desplazada hacia valores mas ba+
jos (resp., mis altos) que los hallados por 7 en emisidn. Puesto
que la luz roja se caracteriza por ser de menor frecuencia que la

azul, se dice que ¥' observa un '"desplazamiento al rojo'" (resp. al

azul) con respecto a las observaciones hechas por 7.

* No parece que un anélisis del desplazamiento al rojo cosmoldgico
precise de un tratamiento cuéntico de la radiacidén. De hecho el
tratamiento cuantico que hace Segal en su modelo posee, por 1o
que al desplazamiento al rojo respecta, un anadlogo geométrico

(clidsico) inmediato. (Véase capitulo 6.)
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En observaciones astrofisicas el emisor es una estrella o galaxia
y el receptor es algin observador terrestre. Pero dado que la ob-

servacién directa en el lugar de emisidén resulta imposible, con 1o

que realmente se compara la frecuencia de la 1luz que recibimos es
con la frecuencia de la luz emitida en el propio observatorio te-

rrestre y por la misma fuente luminosa gque causa la emisidn en la

galaxia. A la hora de interpretar esta razdn de frecuencias se hace
la hipdtesis fisica de que el tiempo propio que dura la emisidn de
un pulso es el mismo para cualquier observador, siempre y cuando

la emisidén se produzca por el mismo proceso fisico y los relojes
que midan los tiempos propios sean fisicamente idénticos. Esta
hipbtesis es razonable, pues es de esperar que la distinta posi-
cibn en el espacio-tiempo afecte, si fuera el caso, de igual ma-

nera al proceso fisico emisor de luz y al reloj que lo cronometra.

En ciertos casos, un valor r#1 en la razdén de frecuencias puede in
terpretarse como efecto Doppler (véase ejemplo 4.1) debido al movi
miento observado pcr la fuente luminosa con respecto al observato-
rio terrestre (por ejemplo, en el caso de seflales procedentes de
satélites artificiales analizadas en ausencia de gravedad en el
marco de la relatividad especial; véase [ﬁo], $2.2, v [3], £5.4.2)
o como debido al campo gravitatorio existente en la regidn recorri
da por las seflales luminosas (por ejemplo, en el caso de sefiales
que se propagan a través de campos dgravitatorios estacionarios in-

tewsos, analizados en el marco de la teoria de Einstein; véase [10]

e

§3.5, v [3], §7.2 v §7.4.3). Sin embargo la observacidén sistemiti-
ca de valores r>1 para los espectros de la luz procedente de 1la ma
yor parte de las galaxias y quasares (observacidn conocida con el

nombre de desplazamiento al rojo cosmoldbgico) no parece que pueda

interpretarse en el sentido arriba indicado; la interpretacidén hoy
dia generalmente aceptada estd basada en los llamados modelos cos-
molbgicos "expansivos" ([10], capitulos 14 y 15; también, ejemplo

4.2).

Afirmamos que un ETC orientado-tiempo (M,¥) proporciona un marco
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apropiado para analizar el desplazamiento al rojo cosmoldbdgico; para
ello basta postular la relevancia cosmoldgica de un sistema de refe
rencia factorizador global, Q. En concreto, cualquier galaxia de
las 1llamadas "tipicas" (esto es, cuyas trayectorias sean aproximada
mente las de la materia en promedio; véase [TO], capitulo 14) segui
réd una linea de universo representada por una curva integral ¥ del
SRF postulado, Q, y nuestra galaxia (que se puede considerar "tipi-
ca"; véase [10], pag. 110) estaréd representada por otra de tales
curvas Y'. La parametrizacidén de ambas curvas representard la que
se obtendria sobre las respectivas lineas de universo con sendos re
lojes fisicamente idénticos acompafiando a cada una de las galaxias.
En cuanto a las curvas que representan las trayectorias seguidas por
la luz en su propagacidn, la filosofia del modelo basado en un ETC
(véase §2.1) autoriza a supornier que son precisamente aquellas que
admiten parametrizaciones que las hacen geodésicas-luz de cualquier

métrica lorentziana dada vy compatible con la estructura conforme.

El presente capitulo lo destinamos a formalizar las cuestiones rela-
tivas al desplazamiento al rojo y a establecer algunos resultados in
teresantes a este respecto. En §4.2 se define la razdén de tiempos
propios r (definicidén 4.1); se ofrece una alternativa para el calculo
de r via una métrica cualquiera compatible con la estructura conforme
(lema 4.1 y corolario); y se establece el importante resultado (teo-
ma 4.1) de que la homogeneidad temporal de un SRF, Q, 1mplica que los
observadores de Q no apreciaréan desplazamiento al rojo si ellos son
emisores y receptores. Por ultimo, en §4.3, se tratan con este forma
lismo dos ejemplos clésicos de célculos de desplazamiento al rojo en

espacios tiempos métricos de la relatividad especial y general.
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4.2. RAZON DE TIEMPOS PROPIOS

Definicibn 4.1. Sea (M,£) un ETC orientado-tiempo.

Sean los observadores 1:6& — M, y':8!' —> M Yy sean

[c,d]c&, [c',d ] .

Supongamos que existe una funcién C° biyectiva f: [c,d]

— [c¢',d'] tal que ¥te[c,d], Fcurva luz-futura entre

Ty Y'ft que es geodésica para alguna g.{.

En tal caso definimos la razdn de tiempos propios r re-

lativa a Y v Y' en ¥'fT

(con Ioe[c,d}) como

Notas: a)

0

ES
dt tb

Es sabido que, dadas g,g'<l, cualquier geodésica-luz de
g puede reparametrizarse convenientemente para ser geo-
désica-luz de g' (v ' ease [3], pag. 132), con 1lo que es

obvio que la definicién anterior no depende de 1la g ele-

gida.

Como ya se dijo en 4.1 (véase también 2.1) las curvas
luz-futuras que representan las trayectorias seguidas
por la luz en su propagacidn son aquellas que admiten
reparametrizaciones que las hacen geodésicas de cualquier
gelL. En la definicién anterior se garantiza por tanto que

existe alguna trayectoria luminosa entre YT vy Y'fT, YT e

ﬁ[C,d].
No estd garantizada la unicidad de dicha trayectoria (ni,

por tanto, la de la funcidn f).

La razédn de tiempos propios r arriba definida depende
pues solamente de 7, de ¥', de Tb y de la(s) f existen-
te(s). Dicha r representa la versidn infinitesimal del
cociente f%g; si r»1, sera observado por el receptor un
desplazamiento al rojo. (En cosmologia es usado conven-—

cionalmente el "indice de desplazamiento al rojo'" z:=r-1.



El siguiente lema proporciona un mé&todo para calcular r via un co-

ciente de productos escalares.

Lema 4.1. Sea (M,£) un ETC orientado-tiempo. Sean” , Y, f,’IO como
en lal!definicidn 4.1. Sea ge¢l y sea A: [a,b] — M, con Aa=
:YIO, Ab:Y'fTC, la geodésica luz-futura de g cuya existencia
viene garantizada por la definicidén 4.1. Entonces se tiene:

Q(A*as Y’K' T’O)
_Q(/\*b,’(’*(f’fo))

r

.. T - )
Demostracidon: Sea A : La,b] — M, con Xta:Vﬁ,/ka:Y‘fT, la

correspondiente geodésica luz-futura entre YT y Y'FT, ¥TE€
e[ c,d] (con AL0=)). Seanfb::[a,b}x[c,d]cmz y 7:d —> M de-
finida por o(u,T):=A"u. Entonces se verifica: g(q;a/ﬂxq,
040/0x1>:o (constante); se sigue (véase [3], §5.0.3) que
g(G}D/dx1,G;a/axz) es constante a lo largo de cada geodési-

1

2 , 2
ca AT (x , x, coordenadas estandar en P ).

Es inmediato verificar

¥ | ) |
g%( - ) :A*u, 0, ——5‘ :’ﬁIO y
0x (u,LO) 0% (a,LO>
0 ) ar
Ok =(Y'e ) T =Y'(fT )==
2 , d
(ax (b,T,) x 0 x0T,
"Asi, podemos escribir i
daf

g()\%asﬁ'rr[o):g()\% b’Y'

de idonde se deduce

df h_g(’)\*a,{*»[())
AT ity g by Y FT )

O

Notas: 'a) El resultado de r calculado a partir de g no se altera
si en lugar de g se elige otra métrica g'¢ (1o que re-
sulta 16gico, ya que r es indepéndiente de g); de hecho
lo que sucede es que la contribucidn del factor conforme

« (con g'=xg), sobre ambas curvas 7 y Y', se cancela



exactamente con la contribucidn del factor que proviene de
la reparametrizacién de la curva A para mantener su carac-

ter geodésico al cambiar g .por g' (concretamente, la nueva

curva A'=A«c, con C: [a',b’] —_— [a,b], verifica
dc i
"u= )\ S e—— A .
AU Acu au a@ACU)/*Cu)

b) La dependencia de r en 7, 7'y TO’ a que se hacla referen-
Ccla en la nota c¢) a la definicidn 4.1 es, pues, en reali -
dad una dependencia en los vectores tangentes Y*TO A (‘fto.

A

Corolario. En las hipdtesis del lema 4.1 se verifica

Q()\*S,Y%— F[O)
g(A%a,ﬁg,aT;(fIb))

rr =

Siendo‘ﬂbg el transporte paralelo definido por la conexidn

b

de Levi-Civita, Vg, sobre la curva A entre los puntos A b=

=1'£7, v Aa= 1T,

Demostracidén: Se sigue inmediatamente de que el transporte

ﬂg preserva 1los productos escalares definidos por g y de

que A es geodésica de v,

El siguiente teorema afirma que los observadores de un sistema de
referencia factorizador (no necesariamente global) temporalmente

homogéneo no pueden apreciar desplazamiento al rojo.

Tecrema 4.1. Sea (M,7) un ETC orientado-tiempo. Sea Q un SRF homo-

géneo temporal. Entonces para cualquier pareja de observa-
dores de Q, Yy Y' en las condiciones de la definicidn 4.1,
la razén de tiempos propios es igual a 1.

Q

Demostracidn: En el corolario al lema 4.7, tomemos g:=g

Por ser Q un SRF homogéneo temporal, se verifica (lema 3.10)

VSQ:O, ¥veTM y, puesto que Vg:VQ, se tiene ngao(db):Q(aa)

sobre cualquier curva<y:[a,b] — M. En particular, para A
. I oy =T G 3 o

se verifica que Wb,a(Y*ftb)_Wb’a(Q(ﬂb))—QC&a)~T¥(O, con 1o

cual, r=1.



— A4

4.3. BEJEMPLOS

4

Ejemplo 4.1. Sea (R', [N]) el espacio de Minkowski en su versién con-

forme (ejemplo 2.1). Consideremos dos SR, B vy 4, en (E4,[n])
conjugados inerciales (ejemplo 3.1). Describiremos aqui el
llamado "efecto Doppler relativista'.

Sin pérdida de generalidad supongamos que %=03/0x° y g:cﬂWJxQ+

—1/2. Se interpreta que 1o0s

+ 5@9/0x3, con -1« B<1 vy 5:(1~ﬁ?)
observadores de § Se mueven con una velocidad pc relativa a
© (siendo ¢ la velocidad de la luz), en la direccidn de 1a
coordenada x3. Podemos considerar que g se obtiene de J/axo
via la transformacién del grupo de Lorentz &: R4 — E4,

¢(v)=Av, con

6 0 0 dp
0 1 O O
A= O 0 1 0
bp O O )
El observador de &, Y': B —> R ', Y't=(7,0,0,0) seré paré

nosotros el receptor de luz, y un observador de g, T, sera
el emisor. Nos proponemos calcular la razédn de tiempos pro-
pios, r, relativa a 7Ty {' en 7'fO. Tengamos en cuenta pre-

viamente los siguientes puntos:

bglioy

(a) Por ser B y g SR conjugados inerciales, g =g

) ; )
V%:Vg:‘? Z
(b) Puesto que by g son SRF temporalmente homogé -
neos, se verifica (lema 3.70) para toda curva

«:fa,b] — g

2 - g5 ,
g : ) ge , » -
Ty, o B@b))=blaa) v T.° (§ob))=fea)

Por (a) y (b) y aplicando el corolario al lema 4.1, obtene-

mos que

NAxa,f(Y0)) _ n(Axa,§(10))
N, B(10)) N, T (501 70)))

: 4 Lo
Siendo A: [a,b] — B una curva luz geodésica de TN entre



10 y 7'fO. Podemos escribir sin pérdida de generalidad que
2

A*a:(aﬂjxo+a16kix1+a aﬁ9x2+a3ﬁ/@x3)(Aa), con af+a§+a§:1

(caracter iuz). Se sigue que

r = 5(7~@a3)
Este resultado es conocido por el efecto Doppler relativista
sobre la razdén de frecuencias observada, debido a la veloci-

dad relativa al observador receptor de la fuente luminosa.
1T .2 .3
sy X X

1 . r & ¢ 2 e b4 3
con X =X senx senx', X =X senx cosx , X =

. ;. 0
Un cambio a coordenadas polares esféricas (x ,x
O r o0 @>

— (X ,X ,X ,X

) —>

r 3
=X COsx ", nos muestra que -pca’ representa la componente

radial de la velocidad relativa entre emisor y receptor.

Notaremos @f::—5a3. Asi pues, r:5(1+5r); este es un: resul-
tado bien conocido (véase [10], 2-2). Un alejamiento rela-
tivo ﬁr>o implica r»1 y, por tanto, observacidn de un des—
plazamiento al rojo (véaée 4.1). Andlogamente, un acerca -

miento relativo implica la observacidén de un desplazamien-—

to al azul.

Ejemplo 4.2. Sea Q un SRF sobre un ETC (M,¢), con §: TxS — UcM.
/ Recordaremos que i*at:Q, @*gQ:—dtgafh para alguna f»0, fun-

cién sobre T<R. Nos proponemos aqui calcular la razdn de

tiempos propios r, relativa a dos observadores de Q; para

. , - 2
ello realizaremos todo el calculo en (T«S,[-dt efh]).

Definiendo t':= (gfgj/th, se obtiene Dtlzfj/gﬁt y dt'=
:f_q/gdt. De la igualdad
Dtl at!
"1=Qa (0t|9at,>:f g (Dt,at)
v 1 -
deducimos que g t =f 1g t:—f thg@hzwdt'g@h; luegoi%; resul-

ta ser un SR factorizador homogéneo temporal. Por el teorema
4.1, la razbdn de tiempos propios r', relativa a observadores
de 0/0t', es igual a 1.

Ahora bien, si tomamos ge[~dt2®fh} y A geodésica luz de g,

se tiene (por el lema 4.1)



-46—

roj—

9(A,a,0.2a)  (fst(ha)) *g(x, a,0,,(1a))
r = o 1 =
g b,d Ab)  (£etb)) g\ b, 2, (b))

~ (fot(fxb)) i _/fv‘t(/\b)) 2
A fet(na) S\ fet(ra)

Este resultado es mds general que el que se obtiene para

el desplazamiento al rojo cosmoldgico en los modelos de
Robertson-Walker (véase [10]), en el sentido de que no se
impone homogeneidad e isotropia (espaciales) a la h. En
dichos modelos el factor fg»se le conoce como "factor de
expansién'". Un valor r»1 implica que el factor de expansidn
en el instante (tAa) de la emisidén es menor que en el ins-—
tante (tAb) de la recepcidn. Por consiguiente, ya que la
métrica de cada hipersuperficie espacial viene dada por
f(t)h, se puede interpretar como que el '"universo se halla

en expansidn".
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CAPITULO 5

MODELO COSMOLOGICO DE SEGAL

5.17. INTRODUCCION

Dedicamos este capitulo al estudio del modelo cosmoldbgico propuesto
por I. E. Segal (véase [2]). Dicho modelo se basa en un espacio-tiem
po conforme sobre el cual un cierto campo de vectores, cuyas curvas
integrales debieran representar las trayectorias promedio de la ma-
teria en el espacio-tiempo, induce una métrica lorentziana "estatica".
Una coordinatizacidén del espacio-tiempo via la exponencial de dicha
métrica lo asimilaria al espacio-tiempo estdtico de Einsteih; en es-
tas condiciones es claro que no seria posible esperar del modelo un
desplazamiento al rojo cosmoldgico. Segal propone, por el contrario,
una cierta coordinatizacién "alternativa'" como la Unica "antropomdbr-—
ficamente posible'"; ésta daria lugar (segln Segal) a que cualquier

observador de dicho campo de vectores apreciara un desplazamiento al

rojo cosmoldgico, que ademas dependeria cuadréticamente de la distan

cia al emisor. En este capiltulo vamos a describir el modelo cosmold-
gico de Segal, dejando para el capitulo 6 el andlisis del supuesto

desplazamiento al rojo.

En §5.2 se dan los postulados (P.1 a P.4) del modelo cosmoldgico de

Segal. Dichos postulados pueden resumirse diciendo que el modelo cos-
molbébgico de Segal consiste en la tripleta (M,%,0), con (M,%) un ETC
orientado-tiempo que verifica la condicibn de causalidad y Q un cier
to SRF global y completo sobre (M,¥), homogéneo e isdbtropo espacial

vy homogéneo temporal. Es interesante reseflar aqui que el ETC del mo-
delo cosmolbgico de Segal es esencialmente el Unico que satisface
dichos postulados y que Q queda también definido univocamente (a me-

nos de conjugacidén). E1 hecho de que Q sea homogéneo temporal exclu-
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1

ye la mayoria de los modelos cosmoldgicos clésicos.

En §5.3 se detalla la estructura del ETC del modelo cosmoldbgico de
Segal. E1l espacio de Minkowskl admite un embedding causal en su '"com
pactificacidn conforme" (lema 5.3) y el ETC del modelo de Segal es
el recubridor universal®* de dicha compactificacién (lema 5.4). Se
demuestra (lema 5.5) que la composicidn del embedding causal con

una cierta seccidn de la aplicacidn recubridora arriba citados no

es sino la aplicacidn conforme entre el espacio de Minkowski y una
regibén del "espacio estitico de Einstein" dada en({6], pag. 118-121).

Finalmente se da un cuadro-resumen de este apartado.

En §5.4 se analiza la accidn del grupo causal del ETC del modelo cos
moldgico de Segal. Dicho grupo causal es isomorfo (lma 5.6) al recu-
bridor universal Sﬁ??fé), con 10 que los 15 campos causales indepen-—
dientes resultan completos. En el apéndice (A.3) se da explicitamente
la expresidén de los 15 campos causales sobre el espacio de Minkowski.
A continuacidbén (y aunque esto resulta superfluo para el objetivo de
este trabajo, que es el anilisis del supuesto desplazamiento al ro-
jo en el modelo de Segal) se considera una representacidn alternati=
va del ETC del modelo de Segal. A tal efecto se establece el difeo-
morfismo causal (lema 5.7) entre la compactificacidén conforme del
espacio de Minkowski y el grupo U(2); consiguientemente, el ETC del
modelo de Segal resulta difeomorfo causal al grupo recubridor uni-
versal 6?5), Se analiza a continuacidn (lema 5.8) la accidn de
SU(2,2)/£4 como grupo causal de U(2). En el apéndice (A.3) se da

explicitamente la expresidn de los 15 campos causales sobre U(2).

*Cuando hablemos de que una variedad causal 'recubre" a otra, 1o harg
mos no sblo en el sentido topoldgico habitual, sino también en el

sentido de que la aplicacién recubridora es causal (véase lema 2.7).



En 5.5 se plantea la cuestidn de identificar el tipo de cartas loca-

les (sobre el ETC de Segal) en cuyos términos se analizan las obser—
vacliones experimentales. Se recuerda brevemente que, en el caso de 1la
teoria general de la relatividad, dichas cartas son las inducidas por
la aplicacidn exponencial de la (conexidn asociada a la) métrica lo-
rentziana global existente. En el modelo de Segal puede demostrarse
que la exponencial asociada a la métrica global inducida sobre el ETC
por el SRF Q de los postulados P.3 y P.4 coincide~(lema 5.9) con la
exporniencial de ﬁ?é) como dgrupo de Lie. Pero Segal no da significado
observacional a dicha métrica global y propone una coordinatizacién
'altérnativa"; dicha coordinatizacidn se analiza a continuacidn y en
el lema 5.70 se demuestra que coincide con la dada por la exponencial
asociada a una cierta métrica lorentziana local en torno al punto de
observacidn, que a su vez es inducida por un SRF local & del que se

obtlene su expresidén explicita. Finalmente se da un cuadro-resumen

de este apartado.



5.2. POSTULADOS DE SEGAL PARA EL ESPACIO-TIEMPO

A continuacidn exponemos en fomnma de postulados las condiciones que
Segal considera conveniente y razonable exigir a una "buena'" repre-
sentacidén del espacio-tiempo fisico a gran escala ([2], T1-1,2).
Hemos transcrito los postulados de Segal en el lenguaje desarrollado

en los capitulos 2 y 3 de este trabajo.

P.1 El espacio-tiempo es una variedad diferenciable C* de
dimensidn 4, conexa, Hausdorff, paracompacta y sin bor-

de (véase §2.1).

P.2 El espacio-tiempo posee una orientacidn causal infini-
tesimal (OCI; véase definicidn 2.2) que verifica la
condicidén de causalidad. Supondremos que esta orienta-
cién viene inducida por una estructura conforme (orien-

table tiempo) (véanse §2.1, §2.3).

P.3 E1l espacio-tiempo admite un sistema de referencia facto-
rizador (SRF) global, homogéneo espacial e isdtropo es-

pacial (véanse definiciones 3.5 y 3.6 b,c).

P.4 E1 SRF mencionado en el postulado anterior es completo

y homogéneo temporal (véase definicidén 3.6 a).

Comentario sobre P.2.- Inicialmente Segal postula Unicamente la exis-

ternicia de una OCI que verifigue la condicidn de causalidad. Su poste-—

rior discusidn, acerca de la posibilidad de que los conos que dan di

cha OCI vengan definidos por estructuras finslerianas no-lorentzianas
locales, no es concluyente para dimensidn 4. Es por esta razdn por la
que hemos inclufdo en P.2 la condicién de que dichos conos correspon
dan a los de una estructura conforme (lema 2.5); esto resulta 1o

m&s razonable (véase §1.1; también [14], p4g. 10-15) y, por otra par-
te, es 10 que (sin incluirlo explicitamente en sus postulados) hace

el propio Segal.



Comentario sobre P.3.- Este postulado es, ademéas ‘de un requerimiento

razonable para abordar de manera simplificada muchos de los andlisis
de los datos observacionales cosmoldgicos, una consecuencia de apli-
car el "principio cosmolbdgico" a las observaciones hechas desde 1la
Tierra, alrededor de la cual el universo aparece, considerado a gran
escala, isdtropo con bastante aproximacién (véase el comentario pos—
terior al lema 3.8). En este orden de ideas el SRF postulado en P.3
seria aquel cuyas curvas integrales representaran las trayectorias

promedio de la materia en el espacio-tiempo.

Comentario sobre P.4.- Este postulado es un requerimiento necesario

para que el flujo del SRF enunciado respete la orientacidén causal in-
finitesimal y para que tal flujo sea un subgrupo a un pardmetro del
grupo causal del espacio-tiempo (véase lema 3.8 b). (En [2] se ofre-
cen otros argumentos de caracter fisico que harian, en opinién de Se
gal, razonable la introduccidn de este postulado: obtencidédn de un
concepto de "estado" independiente del tiempo, de una nocidn de "ener
gia" bien definida, asi como de una ley de conservacidén para ésta ).
Nétese que los modelos cosmoldbgicos cléasicos,que en general verifi-
can P.1, P.2 y P.3,no verifican P.4, pues incluir la homogeneidad
temporal de los sistemas de referencia "acompafiantes" implicaria, en
el marco de la Relatividad General, que el espacio tiempo métrico
seria estatico e incapaz de ofrecer una explicacidén convincente del
fenbmeno del desplazamiento al rojo cosmoldgico observado (véase

ejemplo 4.2).

Puede demostrarse que existen tres Unicos espacio-tiempos que verifi-

can P.1 a P.4 ([2], pé&g. 58-59):

1) (m4,[n]) (véanse ejemplos 2.1 y 3.7)
2) (Exsg, Pdt2®h]) (ejemplos 2.2 y 3.2)

3) (M',¥') (véase [2], pag. 59: (M',£') es difeomorfo
3

9

. . . 1
causal con cierta subvariedad abierta de (S xS
(Fleh]), con 1 y h las estructuras riemannianas

. 1 3 .
estandar sobre S vy S7 respectivamente)



Hay que hacer las siguientes observaciones:

i) (34,[n]) es la versidn conforme (ejemplo 2.1) del espacio-tiem
po de Minkowski. Posee un grupo causal de dimensidn 11 (véase [8]) iso
morfo a (E4kSO+(1,3))XE+ (producto directo del grupo de Lorentz inho-
mogéneo por el grupo de transformaciones de escala).

3, Pdtzeh]) posee un grupo causal de dimensidn 15 (esto

. . e rad , 3
es, maximal; lema 2.6) isomorfo a SU(2,2) (véase lema 5.6). BxS~ es

ii) (ExS

. . 1 .
el recubridor universal de S XSB (ejemplo 2.2).
iii) (M',f') posee un grupo causal de dimensidn 10, isomorfo a

so(3,2) ([2], pag. 58).

Segal argumenta que, puesto que existen difeomorfismos causales de
(E4,[U]) (lemas 5.3 y 5.4) y (M',€') en abiertos de variedades causa--
les que son a su vez recubiertas por (EXSB,[—dtgwh]) y puesto que 1los
grupos causales de las dos primeras son esencialmente subgrupos del

3

2’ L4 . - 2 - .
grupo causal de ésta Ultima, (ExS~, [-dt @h]) debe considerarse "uni-

versal", y por tanto debe ser adoptado como el espacio-—tiempo para

un modelo cosmoldgico.

En cuanto al SRF de los postulados P.3 y P.4 es claro (véase ejemplo
3.2) que tendrd que ser alguno de los SRF conjugados (véase lema 3.11)
al campo at sobre EXSB; no se pierde pues Jgeneralidad adoptando@t

como el SRF de dichos postulados.



5.3. EL ESPACIO-TIEMPO DEL MODELO DE SEGAL

Como ya se ha dicho en §5.2, Segal adopta el espacio-tiempo conforme
orientado-tiempo (Exsg,[—dtg@h]) (con h, la estructura riemaniana
esténdar sobre 83) como espacio-tiempo de su modelo cosmoldgico.
Vamos a ver a continuacidn que este espacio-tiempo puede conside-
rarse como el recubridor universal de la "compactificacidn confor-
me" del espacio de Minkowski. (Hemos omitido las demostraciones que
pueden verse en [2], aunque hemos adaptado los enunciados a las no-

taciones de los capitulos 2 y 3 de este trabajo.)

Definicidn 5.1

(a) Sea b un producto escalar sobre R6 de signatura (——+4+++).
. . . 6 ~
Consideremos el espacio proyectivo PR ; denotamos wePR6
6 ~ 6
con w(#£0)eR , a la clase w::{yem /y:Aw;A(#O)£R}.

Definimos la cuadrica proyectiva B inducida por b como el

conjunto
- 6
B:={wePR /b(w,w):O}

(b) Consideremos el grupo GL(6,R); cada elemento TeGL(6,R)

. .. o~ 6 6
induce una transformacibébn T: PR —— PR

, W (Tw).
Sea el subgrupo de GL(6,R)
0(2,4)::{TeGL(G,E)/b(Tw,Ty):b(w,y),VW,yem6§

Definimos el grupo proyectivo 0(B) de la cuadrica B como

el conjunto
0(B):={T/Te0(2,4)}

(Es claro que 0O(B), actuando sobre la cuddrica B, deja a

M

ésta invariante.)

Lema 5.1. Sean B y O(B) como en la definicidén 5.1. Entonces se tiene:

a) B posee una estructura de variedad C* compac-

ta y de dimensidn 4.
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b) O(B) posee una estructura de grupo de Lie,

isomorfo a 0(2,4)/£2, bajo €1 que B es un

espacio homogéneo.

c) Existe una Gnica estructura conforme ﬁ@

sobre B tal que la accidn de 0(B) sobre B

es conforme (esto es:(p*ﬁB:ﬁB, ¥9eO(B)).

Demostracidén: Véase [2], escolio 2.9, pag. 38.

Lema 5.2. Sea (ijsg,[-leh]) el ETC orientado-tiempo del ejemplo

2.2. Sea (B,ﬁé) el ETC como arriba. Entonces se tiene:

. ., 1 -1
a) La aplicacidn T: S x83 — B, ((u ,uo),(uq,u2,u3,u4))
~ -1 0.2 1.2 2.2
—— w, con (u )2+<u ) =1=(u ) +(u ) +(u3)2+<u4)2 v
- 172 3 4 6 )
w=(u ,u ,u ,u ,u",u )eR , es un recubridor doble y

. *.:—... —
es conforme (esto es: T fé i 1@h]%n T(B))'
De hecho (B,ﬁ%) es difeomorfo conforme a
1 R .
(s X83/§I,~I},[»l@h]), siendo I, -I respectivamente
3

: . . ., 1
la 1dentidad y la inversidon en S %3

. . . 1 . ;
b) La orientacidédn temporal en (S xsg,[—l@h]) (ejemplo
2.2) es invariante bajo la inversidn -I1; consecuen-—

temente el ETC (B,i%) resulta orientado-tiempo vy

la aplicacidén T es causal.

c) E1 grupo causal de (B,EB) es isomorfo a 800(2,4)AEQ
(por tanto, maximal; véase lema 2.6) bajo el que B

sigue siendo un espacio homogéneo.

Demostracidn: Véase [2], escolios 2.10 y 2.11, pag. 39-40.

Lema 5.3. Sea el ETC orientado-tiempo (B”EB) como arriba y sea (R4,[n])

como en el ejemplo 2.1. Entonces la aplicacidn

i @D — (B.p), x —

con w:(1+ﬂ(%4’m 10, x" %%, x5, X g6

4 b

causal sobre su imagen y ésta es densa en B.

es un difeomorfismo

5



Demostracibén: Véase [2], escolio 2.12 y corolario 2.13.1,

pag. 42-43.

Denominaremos a <B“ﬁ8> la compactificacidn conforme del espacio de

Minkowski.

7.3 L2 . .
Lema 5.4. (R XSJ,[—dt @h]), como en el ejemplo 2.2, es el recubridor
universal de''la compactificacidn conforme del espacio de

Minkowski.

Demostracidén: Se sigue de los lemas 5.1 y 5.2 y de la compo-

sicidn de aplicaciones causales m¥
3 2 14 1 3 T
(ExS7, [-dt eh]) —> (S xs8~, [-1leh]) — (B,ﬁB)

(¥ se define en el ejemplo 2.2 y TMen el lema 5.2.a).

.. . L 2 .
La composicidn se j: (E4,[n]) — (EXSB,[—dt oh]) (con s la seccién

de la aplicacidn recubridora T-W que lleva el punto

- 6
weB (con w=(1,0,0,0,0,1)eR )

en el punto

;
(t=0,u :O,u2=0,u3:0,u4:1)emxs3

)

es un difeomorfismo causal sobre su imagen, como muestran 1los lemas

5.3 y 5.4. A continuacidén vamos a demostrar que el difeomorfismo

causal soj no es sino la aplicacidn conforme entre el espacio de

Minkowski (R ,N) v una regidén del espacio estdtico de Einstein

(KXSB,—dtzeh) dada en([6], pag. 118-121).

P
Designemos por (t,pP,6,¢) la carta sobre Exssu U (2) definida en el

, . Ore
apéndice y por (X,x,x,xw) la carta sobre R4 dada por

1 r 8 Z 22 2 1
% =xTsen x sen x' ' +X3 )@
: 2 1
2 r 12 2% 1
X =X sen XQCOS XP X =arc tg (x +x )2/X3
3 r o 2
X =X cos X x =arc tg x /X

Entonces se tiene el siguiente
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Lema 5.5

i) La aplicacidén (soj): m4 —_— Ex83 viene dada, en las cartas

arriba indicadas, por las expresiones

0]

X
1+”(4§5>

=)

t=arctg esz

r
X j oo
p=arctg 000 ¢ =x

17—
4

14

mientras que la aplicacidn inversa viene dada por

t—P) 2sent 0

xO=tg (B g

t+p A

2 2 ' cost+cosp x=0

r_ t+P t-p 2senf ¢
X =tg( 2 )-tg( 2 )”cost+cosp x =4

Es claro que la imagen de la aplicacidn seoj serd el abierto
U de ExSB definido por
TmetEpen con ¢20
~TMet-FCN
0<¢o<n
Osvyson

ii) Se verifica (Soj>~1ﬁ2 1
cosz(zgﬂ)cosz(zgﬁ)

(»dtz@h)

Demostracidn:

1) La composicidn (se¢j) viene dada, respecto de las coordenadas

usuales (xo,xq,xg,xs) de R4, por

0 1 3 J ~ —_—
(x )%, x % >'(lema 5.3) ‘ v R
con w::(1+ldiglgxo,xq,Xa,X3,1~n(2X)>

seccibn de T nxx) 0 1 2 3 N (xx
T(Tema 5.2) ST g X X X 1Ty
EL
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seccidn de ¥ 1 1 2 2 3 3 4 N{xx)
r - ,u =k ,u =k ,u= Ju =k IR A28
(E3. 2.2) (t,u kxx u Xx u kxx u X(T : ))
0
X
con t=arctg
7+ﬁ£§£l
4
Teniendo en cuenta los cambios (x?x1x?x3) — (xO,xr,xe,xw)

y (t,uj,uz,ug)'~—% (t,P,G,%) se llega a la expresidn deseada

para (s c<¢j).

En cuanto a la expresidn ae ia inversa, considérese que

sengifz sent—p %en(ziﬁ+£:£)
gt g t=f 2, R e
e R T N T S
cos= cos= cos=— cos 5
2sent
_ cost+cosf
2senfP
cost+cosp
¥ A
. N 1 # 2 2 2
i1) (sej) M =(svj) [-dx0%+dxr +(XT)2dx6 +(xr)28en2x6dx¢2/:

= 4 2[¥dt2+d92+sen%>d62+sen%>Sen%Qdyz]:
(cost+cosp)

1 2
= > — (-dt eh)
0052<t;(>CO52<E§ﬁ) )U

El sigulente esquema resume las notaciones de este apartado:

2 — p2® 5 (8¢ «— ', ()
/
]n
s | (s'xs®, L1en])
B
(r+s3, [-dt’en] )
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5.4. EL GRUPO CAUSAL DEL ESPACIO-TIEMPO DE SEGAL

Comenzamos con el siguiente

Lema 5.6. E1 grupo causal del ETC orientado-tiempo (Ersg,[—dtggh})

es isomorfo (como grupo de Lie) al grupo sU(2,2) (aqui 1la

notacidn G designa el recubridor universal de G).

Demostracidn: Se sigue de 1los siguientes hechos:

(1) (B,&é) es un ETC orientado-tiempo (lema 5.2.b) sobre
el que el grupo conexo SQ§2,4)/Z2 actlla causal y tran-—

sitivamente (lema 5.2.cC).
(11i) SQ§2,4)/£2 es isomorfo a SU(2,2)/Z4.

(iii) La aplicacidn recubridora universal
) 2 B
Ty (Rxs7, [~dt en}) — (B, €,)
es causal (ejemplo 2.2 y lema 5.2.b).

(iv) [2] , escolio 2.5, pag. 33.

Para el estudio de la accidn del grupo causal del espacio-tiempo
de Segal es interesante (aunque no imprescindible) la siguiente

representacibdn alternativa de dicho espacio-tiempo.

Lema 5.7. Sean (E4,[n]) y CB,CB) los ETC orientados-tiempo del ejem-—
plo 2.1 y del lema 5.2. Sean (H(2),F) vy (U(2),%) las varieda-
des causales del ejemplo 2.3 (se sobreentiende que: ¥heH(2),
?h2:h+F,siendo F el cono C convexo sobre el espacio vectorial
H(2) a que se hacia referencia en dicho ejemplo 2.3 y consi-
derando identificados H(2) y ThH(Q) para todo punto heH(2)).

Parametricemos E4, B, H(2) yv U(2) en la forma sigulente:

1 2
E4ax:(xo,x , X ,x3)

Id
{
J
IB;W, con B sw=(w ,Ww ,W ,W ,w3,w4)



. /%' n%4in
H(2)s h= . )
S he—in° h-n'
| R
; u +iu -u +1u
i n
LU _ L °
K Uu(2)su=(u  +iu’) . 4 1)
u +iu u -iu

Entonces se tiene:

(a) La aplicacidn e: (R4
h“::xu (pb=0,1,2,3), es un difeomorfismo causal.

, (M) —> (H(2),F), x —> h, con

(b) La aplicacidn p: (B,KB) —> (U(2),F), w+r—> u, con
a wo )
u = (a=-1,0,1,2,3,4), es un difeomor-

(v H2e®)?)2

fismo causal.

(c) La aplicacidén de Cayley J: (H(Z),?) —  (U(2),%),
SN § TR
h u.-(I+2h)(I 2h) :

(1) Posee la siguiente expresidn en coordenadas

1 det h
u—T_ 4
- det h.2 ,tr h.2. %
(1= =220 (550
X
o h o )
s ((1- det h> (tr h)Z)% (k=0,1,2,3
4 2
it det h
N ' 4
- det h.2 ,tr h.2 %
\ ((1- __Z__) +( 5 ) )

(i1) Hace conmutativo el siguiente diagrama entre varie-

dades causales

(B,éB> § y  (U(2),F)
J J
2%, = »  (H(2),F)

siendo j, la aplicacidn definida en el lema 5.3.

(iii) Es un difeomorfismo causal sobre su imagen y ésta

es densa en U(2).
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Demostracidn:

(a), (b) y (c-i) son inmediatas.
(c-11) es consecuencia de las anteriores.

(c-iii) es consecuencia de (a), (b), (c-ii) y del lema 5.3.

Localmente (Exsg,g—dtgehj) y (U(2), %) son difeomorfos causales. Para
estudiar localmente la accidn del grupo causal de (EXSB,[—dtzgh])
(isomorfo a SﬁYEjQ)) bastaré estudiar la accidn del grupo causal de
(U(2),¥) (isomorfo a SU(2,2)/Z4).

En este sentido se tiene el siguiente

Lema 5.8. La correspondencia ¥: SU(2,2) —— Diff(U(2)), T XTV
y - . A
dada por X’A B u:= (Au+B)(Cu+D) ! (siendo (C §>ESU(2’2> v
(C D)

uel(2)) es un homomorfismo de SU(2,2) en el grupo causal de

(u(2),%).

Demostracidn: [2], escolio 2.7, pag. 35-36.

-

Dado que el nlcleo de dicho homomorfismo estd formado por el subgrupo

. in/2 imn in/2
discreto de SU(2,2) iI, - / I, e''1, e31‘/ I%tz , el lema 5.8 pro-

porciona, en forma fAcilmente computable, la accidn del grupo causal

SU(2,2)/Z4 sobre (U(2),%):

Remitimos al apéndice para una descripcidn detallada de la accidn

sobre U(2) de los grupos uniparamétricos inducidos por 1los 15 campos

fundamentales de SU(2,2).
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5.5. SISTEMAS DE REFERENCIA EN EL MODELO DE SEGAL

El modelo cosmoldégico de Segal consiste basicamente (postulados P.7
a P.4 en 5.2) en la tripleta (M,%,Q), con (M,£) un ETC orientado-tiem
po que verifica la condicidn de causalidad y Q un cierto SRF global

y completo sobre (M,¥), homogéneo e isdtropo espacial y homogéneo

temporal .

Por las razones apuntadas en 5.2, 1o0s postulados P.1 a P.4 conducen
a la identificacidn (M,t)E(ExSS,[—dtg&h]). En cuanto al campo Q (cu-
yvas curvas integrales van a representar las trayectorias promedio de
la materia en el espacio-tiempo), ya se dijo en 5.2 que no se pierde

generalidad adoptando Qz”t

La pregunta que se plantea ahora es la siguiente: dado un punto p

sobre el rango de un observador Y de at, c,coémo se asignan coordenadas

a los puntos situados en un cierto entorno de p? La pregunta es impor-

tante ya que, al ser el anélisis‘de las observaciones experimentales
esencialmente minkowskiano (esto es, en términos de (E4,{n})), el
problema es cdémo "transferir" los sucesos de interés en (M,%) al espa
cio vectorial conforme (TPM,EP) (identificado candnicamente con

(&%, (D).

Recordemos brevemente cdmo se construye el sistema de coordenadas
locales asociadas a un observador en la teoria general de la relati-
vidad. En ésta, el espacio-tiempo viene modelado por una variedad
lorentziana (M,g). Dado un observador Y: B>¢ — M (curva temporal
futura tal que g((,,7,)=-1, no necesariamente geodésica) se construye
el sistema de coordenadas locales asociado a Y de la manera siguiente

(T13, 13.6;5 (1], 2.10):

i) Se elige un punto cc¢& como origen de tiempos propios (sobre
la curva ¥ el tiempo propio viene dado por la longitud de

arco).

ii) Para cada valor ac¢t, las geodésicas de g ortogonales a T, ()
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por el punto Ta generan (localmente) una hipersuperficie es-
pacial Sa' La validez de la construccidn exige que por cada
punto de la regidn "prdxima'" a Y& que se desea coordinatizar
pase una sola de estas hipersuperficies (el tratamiento seré
pues tanto mds local cuanto mayor sea la curvatura de la mé-
trica g a lo largo de 7§ y cuanto méas se aparte 7T del com-

portamiento geodésico).

iii) Se eligen cuatro campos de vectores C% sobre 7, eh‘(M:O,W,Q,B)

ortonormales y con eO:’ﬁw

iv) Cada suceso A en las proximidades de 1¢ puede ser localizado

por medio de cuatro coordenadas:
XO:a—c (siendo Sa la hipersuperficie espacial por A)
% (i=1,2,3) viene dada por la coordenada "espacial'
i-ésima de A dada por la carta normal
(en torno a Ya) asociada a la base

T M 1
iev(Ta)k de vl Y oa la exponencial

de la conexidn de Levi-Civita vg.

Pero volvamos al modelo cosmoldgico de Segal (EXSB

?

. 2 .
9 l_dt G-'hJ 3 Zt> y
. , . . . . T,
consideremos la métrica lorentziana inducida g ¢ (lema 3.4), que no

M de Dt, es inme-
diato ver (como consecuencia de ser 0, un SRF homogéneo temporal)
+ p

es otra sino —dtgah. Dado un observador 7: R

que las coordenadas locales asociadas a T en el sentido arriba indi-
. . . O .
cado coinciden (a menos de traslaciones en X , y siempre que la elec-

cibén de los campos "espaciales" e. (i=1,2,3) sea la adecuada) con

L

las que asignaria la carta normal ( en torno a cualquier punto p
del rango de V) asociada a la base iev(p)} de TpM y a la exponencial

2 . .
de -dt“4h (dicha carta normal toma la forma (Id,x), siendo x una car
3 ¢t

ta normal de h sobre 83). Sobre la variedad métrica (BxS ,gu ), la

ot
exponencial de ¢ (o, mis concretamente, la inversa de dicha expo-

nencial en la regidén | sobre la que ésta es un difeomorfismo) apare-

ce asi como la aplicacidn-clave que coordinatiza la variedad para

10s observadores de 2

t_‘_
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|
. . “ 2
Lema 5.9. Sea la variedad lorentziana (RKSS,Q =-dt &h). Sea 5(2)
el grupo de Lie recubridor universal de U(2); EXS3 y U(2)
son difeomorfos como variedades (lemas 5.4 y 5.7.b). Pues

2
. .  —dt ¢h . 2
bien, la exponencial bxpe asociada a g en torno a la

identidad de ﬁ(2) coincide con la exponencial expys como

(2)

grupo de Lie.

. 7’ 3 7 . ‘ - .
Demostracidn: Sobre S=SU(2) la Unica estructura riemanniana

invariante bajo traslaciones a lzquierdas y a derechas y
bajo el difeomorfismo SU(2) —— SU(2), g +—— g_1 es pre-
cisamente h. Su conexidén de Levi-Civita Vh deberé coincidir
con la llamada "conexidén-(0)" (definida sobre cualquier gru-
po de Lie conexo, ver [45], II,1.3, pag. 104), ya que ésta
es la UGnica conexidn que es invariante bajo traslaciones a
izquierdas y a derechas y bajo el difeomorfismo-inversidn
({451, II. ejercicio A,6).

Se sabe también ([15], II1,1.3, pag. 104) que la exponencial

g (o
E
Xp_

de la conexidén-(0) en torno a la identidad del gru-
po de Lie en cuestidn G coincide con la exponencial expG
como grupo de Lie; por tanto, se tiene

h..__
L=

Ahora bien, es claro que, sobre el grupo aditivo R, la expo-

”

Exp exp

Su(2)

: -dt- : : : .
nencial Expo en torno a la i1dentidad coincide con la expo
nencial exp]E como grupo de Lie.

De donde se deduce que (en torno a eE(O,I)eﬁ(z)):

Ex _dt2$h = EX ~dti Ex b exp. x ex = expe~
Pe = 2XPg Pp = %P Psu(oy = “*PF(2)

. . 2
Nota. E1 grupo de isometrias de (EXSB,—dt gh) es un grupo de

. , , s 3
Lie a 7 parametros. Por ser éste transitivo sobre EBxS™, no

se pierde generalidad tomando como punto p sobre el rango de
17 la identidad e=(0,I) en ﬁ(Q)zEtSS. Recordemos que la apli-
cacidn expﬁ(2) se discute en el apéndice y que su inversa

} Or e ¢
o viene dada (en cartas adecuadas (x x XEX ) sobre
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Eﬁ»iH(2) y (t,p,6,¢) sobre Rws%:U(Q)) por las expre
siones
XO = t
r
) * =7
) x% = 3
{ x¢ = ¥

s 1leva el abierto vkmws3 difeombédrficamente sobre el

abierto f}cm4 (con V' vy U; definidos respectivamente

por
—wtCw -—~w<XO<°0
0<Pe¢T 0¢x <N
O<g<&m ! 0¢x%m
0s9<2m ongg 2T)

Pero en el modelo cosmoldgico de Segal no hay una métrica que po-

sea un significado fisico intrinseco sobre el espacio-tiempo. ¢Cbo-

mo coordinatizan pues la variedad los observadores de at? El crite-

rio de Segal es que esta coordinatizacidn viene dada por la aplica-

cidén sej: E4 — Ex83 (més concretamente, por la inversa de dicha

aplicacidén en la regidn sobre la que ésta es un difeomorfismo).
Recordemos que la aplicacidn sej ha sido discutida al final del

apartado 5.3 y que su inversa

. 0 r 2y
* viene dada (en cartas adecuadas (x ,x ,X ,X' ) sobre

E4 Y (t,f,&,$) sobre Rxsg) por las expresiones
2 sen t
cos t + cos |

O
X
g T 2 sen f
X o=
cos t + cos ¢
Voo
i
|
!

X = 6
7
x\ = Y
*lleva el abierto'MtIEzS3 difeomérficamente sobre E4

(con ! definido por

SCEHPCT
~Met-p<M
) 0404

\ O<ygs2M )



_65_

Esta es la coordinatizacidn de EXSB que Segal postula para 1los ob-
servadores de ﬁt. Al respecto hay que hacer las siguientes observa
ciones:

i) En un principio, tan razonable resulta en el modelo de

segal postular una coordinatizacidbdn via expﬁ como

(2)
postularla via (soj).

11) Pero la aplicacidén (sej) no sdlo es un difeomorfismo de
todo E4 sobre su imagen U (a diferencia de lo que ocurre
con la aplicacidn expﬁ(2>, que sdlo proporciona un difeo

morfismo de un cierto entorno U} del origen de E4 sobre

su imagen V), sino que ademés es globalmente causal se-

gln ya comentamos antes del lema 5.5 (a diferencia de 10

que ocurre con la aplicacidn expﬁ(2>, que sb6lo es local-

mente causal, ver [2], escolio 2.3). Desde el punto de
vista de la causalidad, la segunda coordinatizacidn pare

Ce pues poseer "mejores" propiedades.

iii) De las expresiones en coordenadas de expﬁ(2> y (s¢])
(véase las férmulas que acabamos de escribir; véase tam
bién el apéndice) se deduce féacilmente que, en regiones
proéximas al punto de observacidn, ambas coordinatizacio-
nes arrojan el mismo resultado (hasta términos de segun-
do orden en las coordenadas). Por tanto, razona Segal,

serd a las observaciones experimentales de sucesos que

tienen lugar en regiones remotas a las que habria que

acudir para encontrar validez a una u otra coordinatiza

4

cidn.

iv) Segal sostiene, en este sertido, que la coordinatizacién

via (sej):

a) Predice un desplazamiento al rojo cosmoldgico.

El1lo no es desde luego posible si se coordina-

tiza via expﬁ(2> ya que, en tal caso, el espa-

cio-tiempo puede describirse mediante el modelo
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(métrico) estatico de Einstein (Ex83,~dtgeh).
b) Ajusta los datos experimentales del desplaza-
miento al rojo cosmoldgico mejor de lo que 1o
hacen los modelos (métricos) 'expansivos' cla

s1Cos.

Sin entrar en las cuestiones relativas a b) (véase [1411]),

veremos en el capitulo 6 que en realidad la coordinatiza-

cién via (sc¢j) no predice de hecho ningin tipo de despla-

zamiento al rojo cosmoldgico.

Pero antes de entrar en el analisis del supuesto desplazamiento al
rojo cosmoldégico en el modelo de Segal (con una coordinatizacidn 1o
cal via (s¢<Jj) para los observadores de Q:ﬂt) vamos a ver cédmo se in

corpora esta coordinatizacidén al lenguaje de los sistemas de refe-

rencia desarrolladc en el capitulo 3.

2 . .
Lema 5.10. Sea (ExS3,[—dt eh]) el ETC orientado-tiempo del modelo

de Segal. Sea el difeomorfismo (s<j): E4 — HCEKSS a que

acabamos de hacer referencia. Definamos sobre U el campo

. . ) 1 2
&::(Sog)*axas(51endo (x ,x ,x ,x3

E4). Entonces se tiene:

) la carta estéandar en

i) La métrica lorentziana g&;inducida sobre U (lema 3.4)

1 5
resulta ser g& =F(-dt ®h>h;’ con

F:= (cosg(Egi) co:sg(j':;:i-))m1

ii) & es un SRF homogéneo temporal.

k3
C . - h
iii) La exponencial Expi< dt eh)

asociada a gQ en torno a
la identidad de 5(2) (z punto de Exsgzﬁ(2) de coordena
das (t=0,=0,6=0,f{=0)) coincide con la aplicacidén (s¢j).

iv) E1 campo & verifica

a = (

1 -
(1+costcosp)3t—§sentsenfc%)

U

N | =

Demostracidn:

1 # .
i) Dado que (se]) 1Q :F(—dtg@h) (lema 5.5,11), se tiene:
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F(-at’eh) (@,)=((se )76, (s )} Q)=n(D_,, D )=

ii) Puesto que (s¢j) es causal, Q@ es un SR.

4] —_ —
Dado que gc”(ée,e):n((soj)*jﬁ,(Sej)J- ):~dxo, @ es sin-

Cronizable a tiempo propio con funcidn tiempo-propio

1 2sent
S cost+cos

0 -
X e(scj)

Pero ademas & es un factorizador completo de U via

f::(Soj): Exﬁ3——* U.

3 . .
Dado que (SOj)*gGE—dXC%dXO+£§1dxledxl, &, es homogéneo

temporal.

iii) Es trivial, dado que (s.j): (E4,q) — (u,F(—dtQ@h)hL)

es una isometria.

iv) Escribiendo Q:(f&t+gap)hj, y teniendo en cuenta

( CXO _ . T+costcos( _ Dx’
ct (cost+cos;>)2 vf
vx" _ ,__sentsenp _ axo
Ut (cost+cos?)2 of
v la identidad (1+costcosp)z—(sentsenp)zz(cost+cosP)2,

se llega a la expresidn deseada.

El lema anterior ofrece una nueva perspectiva sobre el modelo cos-
molégico de Segal. En efecto, los observadores de Q:Dt coordinati-

. . . . 3 .
zan (localmente) la variedad espacio~-tilempo EBxS™ esencialmente en

la misma forma en que se hace en la teoria general de la relativi

dad, esto es, via la exponencial asociada a una cierta métrica 1o

rentziana compatible con la estructura conforme {—dtzeh]. Lo nove-
doso del modelo no estd pues tanto en la "forma de coordinatizar"
como en la eleccibn de la métrica; Segal postula que 'las medicio-
nes locales antropomérficamente posibles vienen representadas por
variables dinédmicas planas y no curvas, mientras que el anilisis

y la dinédmica '"verdaderos'", no antropomérficos, son curvos y no
planos' ([2], pag. 75; aqui el adjetivo "plano'" se refiere obvia-

2 . . .
mente al hecho de que F(-dt eh) es una métrica lorentziana plana,



68~

2
mientras que (-dt @&h) no lo es), lo que equivale a decir que cada

observador de Q=9 se sitla observacionalmente "como si' en reali-
L

dad el SRF del gue é1 es curva integral fuera el correspondiente

& centrado en el punto de observacidén y no Q.

El siguiente diagrama resume en cierto modo lo que hemos visto

acerca de los SRF Q vy &:

B ) exps
RXSB S » IEXSBS v € U</22) 1,71 C:IEXIE3
A Exp 4t &8
) e
>
jt 0=3_ Ve
)
—dtgéh‘ gQ:-dtQQh g x =1
pep’ §:<5203>‘ "R xs
? EXDF(—dt eh)
e
3}(0 C\‘,:(SOJ)X ng
—dx*? eax? g%=F (—atZen)

Nota. Los difeomorfismos §,§ son los que dotan a los campos

Q, 8, del caracter de factorizadores homogéneos—temporales.
Q &
Las exponenciales Expg , Expg (esta Gltima coincide con §)

inducen las respectivas coordinatizaciones.

3

b

Finalmente el siguiente dibujo ilustra la transferencia a (BExS
2 Ld - 2 L4 .

-dt gh) via expﬁ(2) (respectivamente, a (U,F(-dt @h)hi> via (sej))

del campo ax“ sobre el espacio Minkowskiano donde tiene lugar el

analisis de las observaciones experimentales (véase [6], pag. 122).



(Bx§8~,
2
-dt eh)

2
~dt“eh)
(U, , (Soj):Esz< oh)|y,
F(-dt%eh)| )
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CAPITULO 6

(HAY DESPLAZAMIENTO AL ROJO EN EL MODELO DE SEGAL?

Como ya hemos visto en el capitulo 4, un ETC orientado-tiempo (M, €)
en el que hay definido un SRF Q global, cuyas curvas integrales re-
presenten las trayectorias de la materia en promedio, proporciona
un marco adecuado para analizar el desplazamiento al rojo cosmold-—
gico (esto es, entre observadores de Q). E1 modelo de Segal (véase

capitulo 5) se ajusta a este esquema; en este sentido el siguiente

teorema es el resultado mas importante de este trabajo.

Teorema 6.1. Sea el modelo cosmoldgico de Segal (R*S3,[~dt2@h},at).
Sean 7 y Y' dos observadores de at. Entonces la razdn de
tiempos progios para la radiacidén emitida por ¥ y recibida por

7' es igual a 1.

Demostracidn: Se sigue inmediatamente del caricter homogé-

neo temporal del SRF 3t y del teorema 4.1.

Nota. Dado tOeE arbitrario, la posible no unicidad de 1los
trayectos seguidos por la luz entre Yto y €1 observador '

no altera obviamente para nada el resultado anterior.

El teorema anterior nos dice que, en el modelo cosmoldgico de Segal,

no existe desplazamiento al rojo cosmoldgico.

,Cémo se compagina lo anterior con la afirmacidn de I. E. Segal de
que en su modelo existe tal desplazamiento al rojo? En nuestra opil=~

nién, ello tiene que ver con una concepcidn equivocada por parte

de Segal de 1o que significa el desplazamiento al rojo. En el resto
de este capitulo 6 vamos a analizar en detalle la demostracidn (?)
que Segal hace de la existencia de dicho desplazamiento en su mode—

1o; y 1o haremos siguiendo una triple linea de argumentacién.
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Nota previa

i) En lo sucesivo, identificaremos 1los observadores Yy v' de
Qﬁﬂt con una galaxia tipica y con la Tierra, respectivamen-—
te (véase §4.1).

1i) Designaremos por G un punto del rango de ¥ (correspondiente
a un clerto instante de tiempo propio TO’ ¥tO:G); sin pérdg
da de generalidad podemos tomar t(G)=p(G)=6(G)=¢¥(G)=0.
Supondremos que, en torno al punto G, la galaxia emite ra-
diacibdn que es captada en la Tierra en torno a un punto del
rango de Y' que designaremos por T. Si consideramos la tra-
yectoria de la radiacibén entre G y T con la parametrizacidn
que la hace (véase t(4.1) geodésica de la métrica lorentzia-
na global gaf, llamaremos A a dicha trayectoria asi parame-
trizada. Sin pérdida de generalidad podemos considerar que
dicha propagacidén se realiza a ¢ =f=constante=0 (esto es, a
uT:uQ:constante:O), por lo que podremos tomar A como curva
integral del campo (geodésico) Dt+%9. Eligiendo A0=G, Ax =T,
las coordenadas del punto T resultarén ser t(T)=p(T)=x
(Oc¢dc¢ti), (T)=¢(T)=0.
Por Gltimo, designaremos por P el punto sobre el rango de g4
de coordenadas t(P)=a (0<«<Tl), ¢ (P)=6(P)=¢(P)=0.

1ii) Denominaremos carta-Segal centrada en G a la aplicacidn

N . . ]
(ScJ)G : EXS%>1LG E— E4 que fue discutida en 5.3 vy &5.5.
E1 subindice G hace referencia a que dicha aplicacidn toma

el punto G como origen de coordenadas. Designaremos por
0 1 2
eRRNCRRTe
Segal centrada en G y por QC el campo local (con dominio UG)

(x ,Xé) coordenadas cartesianas en el E4 de la carta-

definido por dicha carta (véase lema 5.10).

Cuando nos refiramos a la carta-Segal centrada en P utiliza
_ -1, 0 1 2 3 ' .

remos las notaciones (SoJ)P , (XP,XP,XP,XP),iAP, @?, Yy ané-

logamente para el punto T.
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El punto de vista en favor de la existencia de desplazamiento al
rojo cosmoldgico en el modelo de Segal podria resumirse de la si-

gulente manera:

S1 el observador Y' coordinatizara la variedad mediante

Q

. . 2 .
la exponencial asociada a g '=-dt eh, las curvas lntegrales

de Q (que representan las trayectorias de la materia en
el
promedio) se corresponderian sobre\m4 de la carta con las

curvas integrales del campo ax”: el cosmos apareceria "es-—

tdtico" al observador Y '.

Pero segln postula Segal en su modelo (véase §5.5), 7!

coordinatiza 1la variedad mediante la aplicacién (s<j),

lo que implica que las curvas integrales de Q se corres-—

ponden (véase apéndiceA3-d) sobre el p? de la carta con

2
estatico al observador Y ' (véase més adelante, apartado B).

- ¢
las del campo [1+31§%3340Xp+ ﬁ“ S : el cosmos no aparece

Seria pues esta coordinatizacidn alternativa (la Gnica 'an—
tropomérficamente posible" segin postula Segal), la respon
sable de que apareciera un desplazamiento al rojo cosmold-

gico.

Vamos a exponer a continuacidn tres tipos de argumentos que prueban
que el punto de vista arriba indicado es en realidad errdneo Yy que

corroboran el resultado obtenido en el teorema 6.17.

A) E1 primer argumento es de tipo estructural. E1 punto de vista

anterior no puede ser correcto, simplemente porque diferentes

coordinatizaciones (mas o menos "subjetivas", aunque sdlo una
quizés "antropomérficamente posible") de la variedad no pueden
alterar el resultado ("objetivo'", en cuanto ligado a las nocio-

nes de tiempo propio sobrey y sobre 7 ') de que la relacidn de

tiempos proplos r (véase definicidn 4.1) entre los observadores Y y

Y' de Qzat depende exclusivamente

~del instante Tb (de tiempo propio sobre?Y ) en que

se realiza la emisidn, y



—~de la funcibn Ca)biyectiva f entre cierto intervalo
(de tiempo propio sobre ¥Y) en torno a‘TO y otro in-
tervalo de tiempo propio sobre Y', funcidn que garan
tiza la "conectabilidad-via-luz" de ¥ y ¥' para ins-
tantes de emisibn proéximos a T,

O
valiendo por tanto r=1 (teorema 6.1), independientemente de cb-

mo el observador-terrestre ''vea'" las restantes curvas integrales
de 0=0 .

t
Nota. Argumentar que, mas que coordinatizar la variedad via

(s¢j), el observador terrestre "observa la materia en promedio

i1
XO
carece simplemente de sentido; porque, o bien las trayectorias de

como si ésta siguiese las curvas integrales del campo<@::(SojLZ

la materia en promedio son curvas integrales del SRF global Q:E)t
(lo que viene directamente implicado por los postulados del mo-
delo de Segal; véase £€5.2), o bien 1o son del SRF local @, sien
do ambas posibilidades excluyentes. De todas formas, y suponien-—
do que se renunciase al SRF global Q como aquél cuyas curvas
integrales representan las trayectorias promedio de la materia

en el espacio-tiempo, hay que hacer notar que también @ es homo-

géneo temporal (véase lema 5.10), con 10 que la conclusidén del

teorema 6.1 sigue siendo véalida para cualesquiera observadores
de & (en realidad, todo campo de 1la forma‘ﬁ*axo, con

4 2 . .
A (R ',[{n]) — (E%SB,[»dt ¢h}) un difeomorfismo causal sobre

su 1magen, resulta ser un SRF homogéneo temporal).

El segundo argumento considera la apariencia observacional para

T de la trayectoria espacio-temporal de G. Se trata de analizar

en qué sertido el cosmos no aparece estatico al observador Y '.

Para ello calcularemos, en el punto G, el jacobiano del cambio
de cartas-Segal centradas en G y T (suponiendo que cada uno de
estos puntos pertenece al dominio de definicidn de la carta-Segal
centrada en el otro).

Dichas cartas vienen dadas, en coordenadas estandar sobre los E4

respectivos, por (véase final de 85.3):
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O _ __2sent O 2sen(t-u)
G cost+cosp T cos(t-a)+cos(p-o)
1 2sen ¢ 1 2sen(f -o) .
= nse seny = e \
e cost+cosy neseny )Xy cos(t-a)+cos(p-&) sené seng
2 2seng ) 2 2sen(f-A)
= 6 / = 6 s
e cost+cosf Sengcosk | Xy cos(t-—o)+cos(p-a) ~SN0CO ¢
3 2senp . 3 2sen(p—ao)
= 0S¢ = COs
e cost+cosy o cos(t-0)+cos(p-«) 050
Un sencillo céalculo conduce a
*1+cos%x sengﬁ
’——————~—-——2 O o0 ~—-—————2
2C0Ss o 2Ccos o
O 1 2 3
a(XT,XT,XTLXT) ) 0 1 0 0
O 1 2 3 B
0xgoXg X0 %g) | g 0 0 1 0
2 2
sen” o 0 o Jtcos' /
2 2 /
2cos o 2cos &

Esta transformacién (lineal) puede considerarse (bidimensional-
0 .
mente, respecto de las coordenadas XG,Xé) como la composicidn de
. ., 1 .,
una dilatacidn en un factor P y de la transformacidn de Lo-

2 2
T+cos '« sen «
1
R 2 2,
2C0sX sen « 1+cos A

Comparando esta Gltima con la transformacidn-Lorentz estandar

rentz (bidimensional)

0O 3
9 (g x ) _ § E{é>
B(xg,X§) o 5/

(la cual se interpreta a su vez diciendo que el origen de las

coordenadas XC se mueve con una velocidad p (=1<{P<1) respecto

T

del origen de las coordenadas X, en la direccidén de la coordena

_a
da Xi; y siendo Jz(q“pQ) ?; véase ejemplo 4.1), se obtiene

A 2
_ sengﬂ 1+Ccos «

il §= "
1+cos ¢ 2C0Ss o



esta velocidad relativa £>0 en la direccidn de la coordenada
x% supone, dado que x%(G):~tgd<O, un ACERCAMIENTO APARENTE DE
G CON RESPECTO A T.

Asi pues, la apariencia observacional para T de la trayectoria

espacio-temporal de G (en t=¢=0) vendria caracterizada por

« una dilatacibn de los valores medidos para las coor-

O r .. .
denadas (x ,XT) de un suceso prdéximo a G, en relacidn

T
O r .
con los valores para las coordenadas (XG,XC) de dicho
suceso (=contraccidn de las escalas que definen
O r ., . r
(x_,%x.) en relacidn con las que definen (XO,X )), en
T T G’ G
un factor
cos
un acercamiento radial relativo de G con velocidad
2
_ —sen & |
ﬁr - 2 7
1+Cc0s &

ello se 1lustra en el siguiente diagrama (véase final del apar-

tado 5.5):

(sej)r

;,Cudl seria el efecto observacional en cuanto al desplazamiento
al rojo de la radiacidn emitida en G y recibida en T? Es claro
que se tendria

1

e ae——

r.. ., = r .
dilatacion + cos o acercamiento
+ acercamiento

Ahora bien, el factor r . ha sido calculado en el ejem
acercamiento -
plo 4.7 y el resultado (bien conocido) es
2 2
- 14+cos o sen o
T . = u(1+ﬁ ) = ———— (1= ———) = cosd;
acercamiento r

2cos ¢t 1+cos%x
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con 1o que resulta claro que r _. ., = 1. Vemos de nuevo
dilatacidn +

acercamiento
que no existe desplazamiento al rojo cosmoldgico en el modelo

de Segal.

Nota. En [2], III-7, Segal lleva a cabo casi hasta el final el
calculo que acabamos de hacer, llegando a dar la expresidn del

jacobiano -
ja i U(XT)

P
(x4 g

Sorprende que Segal obtenga ([2], III-6)

r = 2 1t 2 o
T 1+cosa g 7

en nuestro esquema ello equivaldria a considerar que G y T se

hallaran sobre la misma curva integral de Q:at4 En efecto:

consideremos el punto P del rango de 7, de coorde-

nadas t(P)=« (O<o<Tt), p(P)=6(P)=¢(P)=0. Se tiene:

1+C2OS(Y 0 © 0 \
E(XO " X2 X3>‘
P’P’TP’TP B 0 10 0
., 0 1 2 3 -
l; 5 b 9 O 1
c(XG XG XG XG) G 0 0
)
0 0 O —_—
1+cosy.

Asi pues, la apariencia observacional para P (en

t=o, P=0) de la trayectoria espacio-temporal de G

k

vendria caracterizada por una dilatacién de los va-

. O r
lores medidos para las coordenadas (XP,XP> de un
suceso préximo a G, en relacién con los valores para

O r . .,
las coordenadas (XG,Xg) de dicho suceso (=contracciédn
. O r .,
de las escalas que definen (XP,XP) en relacidén con

)), en un factor

. 0
las que definen (x Ello

oF
GG
se 1lustra en el siguiente diagrama:

1+cos’
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&
~

(Wphg ) (R',M)
T l
D - 7
1 -
3 . y
b (S"J)P ;

Aceptando que r fuera el dado por este esquema, es
2

claro que resultaria r = ———
1+CcosX

Sin embargo, el fenbdmeno del desplazamiento al rojo tiene que

ver no con una "evolucidn temporal' sino con una "propagacidn

de luz". Este es a nuestro entender el error de Segal (véase

apartado C).

2Bl tercer argumento se basa en el andlisis detallado del célculo

que hace Segal del supuesto desplazamiento al rojo en su modelo.

En dicho célculo "mecano-cuéntico" (en el que
- el estado de un sistema fisico viene descrito por
un vector (= funcidén de onda) del espacio de Hilbert
de funciones (complejas) de cuadrado sumable defini
das sobre las coordenadas espacio-temporales, Yy
« las variables diné&micas (posicidén, momento, energia)
vienen descritas por operadores autoadjuntos en di-
cho espacio de Hilbert)
se estudia la "evolucidn temporal" del operador H_ := l-@/ =

] 0] 1 G

Z(Scj)G BXQ (zvariable dinémica "energia aparente'" con que el
* TG
observador en G analizaria segin Segal la radiacidén emitida des-—

d . . - 1 . . ’ .
de é1), debida al hamiltoniano H:= ;QEE%‘Bt (zvariable dinéamica
"verdadera energia" sobre el espacio-tiempo de Segal), a lo lar-
go de un intervalo aAt=o (=diferencia de valores de t entre el

punto G de emisidén y el punto T de recepcién). E1 operador



—1Hao +1HA , , . ..
Ho(d):: e HOe representaria segun Segal la variable dinéa-

mica "energla aparente" con que el observador en T analizaria

la radiacidn recibida en T procedente de G. Suponiendo que la

funcidén de onda que describe la radiacién (onda plana en el tra-

tamiento que hace Segal) es autoestado de H_ con autovalor V

0 £
(=frecuencia de emisidn), Segal calcula una frecuencia de recep-
. 1+cosa 2 2
cion = ——/———V_; con locual r = — = 1+tg /2 > 1.
on vy 2 E’ 1+Ccosx g o/

1) Como ya dijimos en 4.1, no parece que un anilisis del despla-
zamiento al rojo cosmoldgico precise de un tratamiento cuéanti

co. Vamos a ver a continuacidén que el cllculo '"cuantico" de

Segal posee un andlogo "clésico" (= geométrico) inmediato:
p

Evaluemos el siguiente cociente de productos escalares

0 2
t “t ,
. (X, 0,a,G) 9 ((atﬂp)e,%c;)
' a gat 9t gat
g TA0M o, L GgP) g B0, +0,)G TS, G P)
siendo

e A:[0,0] — ExSB la geodésica-luz
Vj
<:::::::::> futura de g t entre A0=G y A\a=T,

| .
| L curva integral del campo (at+ap)
F "ﬁ (véase nota al comienzo de este
7 ﬂ///mx capitulo)
e e
g

i . -
\\\\~‘_’//) RPG .y ©1 transporte paralelo de

finido sobre T por la conexidn de
Levi-Civita V¥ 1 entre los puntos
P y G.

Dado que Q (2(1+co$tcoc )0 ~sentsenp1w3(1ema 5.10.1v), vy

d

puesto que V o:O:Vq?@t (lema 3.170; recordar que QsOt
homogeneo temporal; véase 5.2), se tiene

0 J

by g Ot ¢ . gt % .
V%Dt~o, = \7a S Lag]s = Wog y (@gF)= 41: (@R
0

ﬁqb chta‘C

in

2 oy



J
. t . > . . ’
siendo d& el difeomorfismo inducido, para valor o del paréa-

metro, por el campo&%; por lo dicho en el apéndice (A3e), <o-

mo el camnpo 9t pertenec= al &lgebra de lie delbgrﬁpm U(2) ~

xRxSS, se tendra

It ad O+ T o
g a0y >0 —1Hx 1HA
P)=e , =
LPG Y(QG )=e Qe (G)ze H,e (@)

Por otra parte, si designamos por
s b ~J
generadores de SU(2,2) en su accidn causal sobre U(2)xExS

(a,b==1,0,2,3,4) los
3

se tiene (véase apéndice,A3-d)

el

; 1 ~
; S, Y
“tT710 wg™ 30ty
con 10 cual resulta
:)t —ad 10 1~ ~ al ~10
p =10 —( :
PGY(Q )=e 2% _ot04)¢ (G);

o~
utilizando las relaciones de conmutacidn de 1os¢éab (véase

apéndice, A3-a) se obtiene

’ﬂgat (Q P)= l{é’ +e—)i"q0; eq; 10{(G)-
PG,Y G 21 =10 04
1 (v ~
= =/ _-send 4 , & ;
2i _1o-Send _14+cos& 04}(6),

finalmente, teniendo en cuenta las expresiones de los £
, . . 0 2
(véase apéndice,A3-c) y los valores u (G):uj(G):u (G)=u"(G)=0,

se llega a

Jt
) 1 ¢ . 1 )
XEG*T(QGP): Eiat~sen&-0+coswat}(6): 5(1+cosm)ut(G)
con 1o cual se obtiene
at 5 S
0 +0,.)G,d G
- g ((Ot ’,))G ez ) 5
B " 1+cos

1 N
t . — P
g Y((o +us) ,2(1+cosd)JtG

Esta es la versidn '"clésica" del célculo de Segal.

11) La comparacidn entre la definicién dada para el factor R en

(i) y la expresidn obtenida para la razdén de tiempos propios

r en el corolario al lema 4.7
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0
g t<A¥O,Y*’tO)
r = 5 (con YCOZG,x‘(fTO>:T)

Ji g
9 A0 Y, (FT))

pone de manifiesto las dos objeciones que hay que hacer al

cidlculo de Segal:

a) Como ya apuntamos en el apartado B de este capi-

tulo, el desplazamiento al rojo no tiene nada que

ver con una evolucidn temporal (z transporte entre

los puntos P y G), sino con una propagacidn de
luz (=transporte entre los puntos T yv G). En 1la

terminologia de la mecénica cuéntica, el operador

EO no es invariante bajo traslaciones espaciales,

por 1o que el operador que representa la variable

dinémica "energia aparente" con que el observador
en T analizaré& la radiacidn que le llega proceden
te de G seréd el resultado de hacer evolucionar
"espacio-temporalmente'" el operador HO. Este es

el punto débil del célculo de Segal.

b) Carece de sentido suponer que Y v Y' siguen cur-

vas integrales de QC’ va que ambos observadores
siguen curvas integrales de QEQ%. Lo anterior,

sin embargo, no tiene incidencia (como veremos

a continuacidbén) en el célculo del desplazamiento
al rojo cosmoldgico (suponiendo resuelta satis-—
factoriamente la objecidn (a)); ello es debido

a que también QC es homogéneo temporal (véase

nota en el apartado A de este capitulo).

iii) En 1o que sigue rehacemos el célculo de Segal, subsanando el

error mencionado en la objecidn (a).
Evaluemos (segln el esquema seguido en (i)) el cociente de

productos escalares
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d¢ %
g (A0,a.0) g ((Dt+aF)G,Q G)
R':= 8 qat = a g@
g (A0 T[TG X GT) (7 +a G‘HTG )\Q T)

<::::::::> siendo

e X, como en (1)

g % .
I[TG A el transporte paralelo defi

nido sobre A por la conexidén de Le-

dt
vi-Civita V ~entre los puntos T y G.

t
Por los argumentos dados en (i) y puesto que Va %):O (aﬁ es
\7

, . 0 . . .
geodésico para V t, es inmedlato comprobarlo) se tiene

D é)
t - A v
Vég(04+%) =0; = V +%QQ@:[pt+OL’&GJ’
J 2 42 9+ 0 40
t + 0 + U, .+
g I S P R AR _
— ITG)\ 5 )_qﬁ__&* CIRSE ¢_a* TRy (G);

. . . 1 2
dado que <0T+6%) es (si nos restringimos a u =u"=0, como es

~d
el caso) un campo del &lgebra de Lie del grupo U(Z)smxsg, se

tendra (véase A.3—e)

0 ~() +0,) (D +0.)
g \ _ TP tf
Trg.n@eT) = e Qe (G)

Teniendo en cuenta (véase apéndice,A3-d) que

':/ ~y _ﬁj oy l ~
at‘""—m’ U@ 2 “*‘34’ @G 2(:10 “504)
u =u =0

s

y utilizando las relaciones de conmutacidn de 105‘[ab (véase

apéndice,A3-a), se obtiene
Dt ~ ~d£;4 —ad Lo~ aiAO d£34
ﬁE%G A(@ T) ~i£_qo+e (e L e ) }(G

e
,_0(2 . o(oé n.dz . olatj
%{ _jgTsende 3L4. 4icoste 3% o (G)=

i

Fw2

Il

& 2

qu—seno{(senmﬁ_q 3+COSoé£_14>+COSd(SeI’DU{fO3+

+cosd£o4)%(G>;

N =
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finalmente, teniendo en cuenta las expresiones de los £ b
; , . 1 2 6
(véase apéndice,A3-c) y los valores uO(G):u (G)=u"(G)=u"(G)=0,
se llega a
O :

T g A = ’7 e f\ < ;
{LTG,A(@GT>—2‘ECt—Se}’1 O((Jf) "OenO\COSDJﬁ O+

2
+cososena- O+Ccos dat}(G):

1 2 2 ;
mgf(1+coscx)0t~senquji(G)
Con 1o cual se obtiene

at((O +0.)G,0 G)
g t Cf) b4 t

D 1 > o -

g ((at+%9)G’ 5{(1+cos<x)0t—sen d%&(G)
-]

= =1

l(?+cos%ﬁ) lsen2
> o>

Conclusidn

La versidn "cléasica" (=geométrica) del cilculo de Segal
(cdlculo del factor R) arroja el resultado (véase (1))

2 .
R = ——— (resultado de Segal)
T+Ccosa

La objecidén (a) (véase (ii)) a dicho célculo lleva a calcular
el factor R' (en vez de R); se obtiene (véase (iii))

R'" =1
La objecidén (b) (véase (ii)) a dicho célculo lleva a calcular
la razén r (en vez de R'); pero va sabemos por el teorema 5.1
que se verifica r = 1 (el que se obtenga R' = T = =2raya

ésperablej véase la Nota en el apartado A de este capitulo).
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A.7. DEMOSTRACION DEL LEMA 2.1.b

Sea (M,¥) una variedad conforme.

Sea {Uj:ielf un recubrimiento abierto de M tal que VUi, ] estructura
Sémi riemanniana 9. definida en Ui compatible con ¥ (véase de-
finicidn 2.1.b).

Por ser M paracompacta, M admite una particidén de la unidad {%i:iEIf
subordinada a {Ui[ (y con el mismo conjunto I de indices), esto

p . ®
es, una coleccion {Wi% de funciones C tales que

(i) E1 conjunto de soportes {sop%i:iélf es localmente
finito
(ii) X $i(p) =1, ¥peM
1€l
wi(p)zo, ¥YpeM vy ¥iel
(iii) sop @iczUi, Viel

Sea g:= z ?igi; es claro que g e€s un campo c” de tensores de tipo (2)
Si%g%fiCOS sobre M.
Por ser {sop Wi} localmente finito, se tendré:
1 . ! ) . .
¥peM, g(p)—¥i1(p)glq¥p)+...+¥1n(p)91n(p), para cierto conjunto
finito {11,...,1n§61

Debido a que g,¢¥ (=1 .,1 ), se tendré
o Ugt n

1o
gd(p):adgin(p), con Rsa, >0 (d:iq,...,in); =

%g(P):(WiT(p)aij+...+?in«1(p)ain~1+¢in(p)>gin(p>

Al ser a,>0, Y, 70, g:%e: 1 (d=1 ..,in) se verifica

177
g(p):agn(p), con Rsa»0

Por tanto g es una (pseudo)métrica giobal sobre M compatible con ¥.
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A.2. EL GRBPO U(2)

a) Los grupos SU(2), U(2), U(2)

Definiciones:

SU(2)::iu eGL(2,C)]ug:u51 y det uO:Y}

0
U(2)::§ueGL(2,C)}u+:u—1}

Se tiene U(1)xSU(2)/i2zU(2); este difeomorfismo

. o ., it
se concreta en la identificacidn de (e ,uo) Y
io

(e ‘,—uo) con la misma matriz de U(2) (para ca-

da quSU(Q)).

ﬁTQ) es el recubridor universal de U(2).

Se tiene ExSU(z)sﬁYQ) (R, grupo aditivo).

Parametrizaciones:

4 3 .2
u +1u -u +1u \
SU(2)auO =
3..,2 4. 1)
u”+iu u .—iu con
4 . 30 12 0% 32 4°
_ o u +iu -u " +1u u  4+u +u” +u =1
U(2)su = (u +iu ) _72 02
3.2 4 1 u +u =1
u~+iu u -iu '
4 7 3 —wct <@
u +iu -u”+iu \
U(Q)B(t,uo) = (t, )
o2 4]
u +1iu u -iu
Cartas locales:
Sobre SU(2) Sobre U(2) Sobre U(2)
(e=I) (e=I) (e=(0,1))
. 1 2 1 2 ' 2
i) (u ,u ,u3) (uo,u ,u ,u3) (t,uq,u ,u3)

(con -1<u’c1 (u=0,1,2,3)/-wctcam)
ii) (p,9,¢) (X, p,0,¢) (t,p, 0,9
(con Q<P T, 00T, 0¢ye2T/-N<KYLTT Y ~o0<te o)



Cambios de carta:

0 0
X =arc sen u u =sen X
12 02 32 1
=arc sen yu +u +u’ u =senpgsengseny¢
uou g
12 22
T+ 2
§ =arc tg jLE—?;E- u =senpsengcosy
u
1
u 3
¢=arc tg ~§ u =senpcosy
u

b) Algebras de Lie:

Base ixii (u=0,1,2,3) de campos sobre U(2) (respectivamente, 6?2))

invariantes a izquierda y tales que

(X%(e):aui(e)fei (i=1,2,3) vy

L

jxé(e):ax(e)feo (resp., Xé(e):at(e)seo)

se encuentra:

¥
®
e
D
C
s
Il
N
o
.
.
o
®
o~

11e i,3,k =1,2,3

|

L

E1l conjunto {eq,eg,esg (resp., {eo,eq,ez,e3
de Lie SU(2) (resp., el algebra U(2)

| ) genera el &lgebra

~T(2)~BeSU(2)) que

es isomorfa al &lgebra AO(Q) (resp., al algebra A(2)),
siendo:

~ +
:“—“S 3 pean e = i
AO(2) | a eM(2,C)|aO+a Oy tr aq o} iH (2)

0 0

O
A(2)::ﬁaéM(2,C)|a++a:O§fiH(2)
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Dichos isomorfismos se consiguen identificando

e = i, (u=0,1,2,3), siendo:

Parametrizando A(2) en la forma
hOn h2+ih3\
A(2)sa=ih=1 '
h°-in®  n%n' )
resulta que un elemento genérico de.§§£§l (respecti -
vamente, QLQ):QZQ)) podréa escribirse en la forma ihjgj
(respectivamente, ihMGp).

c) Exponenciales:

78

J
1N r .h
J } =(d cosh +1~—Jﬂsenhr)
J 0 rJ

ex a = y 1 r1h
Psy(o)®o™ &~ it )

(o]

introduciendo las notaciones

o o o
nTioh +n° and )

nj—=

& 12 22 e 3
h™ :=arctg((h +h"~ ) /h”)

hw;:arctg(hq/hg)

Trh

ex a=ex (Iﬁﬁ) ex i(h-————1I)=
Pu2)® ™ Py(1) 7o ) sy M D"
O
h ao
0 0 r ‘hj r
=(cosh +isenh”) (¢ _cosh +i—d.senh ),
O o
h
Trh . Trh
P2y XPp{ Ty )0 XPgy(p) Ty 1=
0
h aO

J
:(ho, (¢ coshr+ihwdisenhr))
0 hr J
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Expresiones coordenadas de las exponenciales:

Sobre sU(2) Sobre U(2) Sobre 672)
J hj r O O O
i) u“=——senh "u =senh t=h
T
. j j
(j=1,2,3) quﬁgsenhr uJ:—;senh
h h
(J:1’2>3) (3:192’3)
ii) c=n® 1=h" t=h"
¢=n" p=n" p=n"
; ) v 6
¢=n" { g=h" 6=h
¢=n* g=n"

d) Transformacién de Cayley J: H(2) — U(2) (lema 5.7):

1 1.7
Ja._(1+5h)(1—2h) =

deth . 0O deth . J
= - . o a.),
(kh(1 4 )+1khh ) (kh(1+ ) O+1khh /J)
_1
definiendo k ::<(1_deth)2+(Trh>2) e
h 4 2
0
h
Expresiones coordenadas de J:
Mo A -1 deth ]
i) u khh u —kh( 2 )
(4=0,1,2,3) 4 deth
~u —kh(1+r 2 )
0] 0
ii) "XEarcSenuozarctggm—:arctg“-*-
* ‘ u—1 1mdeth.
4
2 2 2
. 2 22 32 ! +u2 +u3
p=arcsen Yu +u +u” =arctg 2
u
r
Tarete ot
1+

4
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12
© =arctg Yu_ +u
3
u
u1
tpEarctg—E = hkp
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a4

A.3. LA ACCION LOCAL DEL GRUPO CAUSAL SU(2,2) SOBRE (RXSB,[rdtgah])

a) Sobre E6, generadores de 0(2,4)

a b
::& P — : =
Lab aw ¢ b 6bw J a (con ta
w 4

= &

{Lab’Lbc} bLac

Cuédrica proyectiva B<PE6 (definicidén 5.1 y lema 5.1)
Grupo proyectivo de B

0(B):={T/Te0(2,4)[=0(2,4)/2,

Debido al isomorfismo entre dlgebras de Lie 0(2,4)~SU(2,2)

y dado que
Z. (i=1,2,3) matrices 2x2 complejas
' Z Z \
2\ z Z i mitic Trz
SU(2,2) = <Zl , ) ; Y 3 antihermiticas con Tr 1+
v T2 3 22 arbitraria \\\~+TPZB:O

es inmediato ver que una posible representacién matricial de los

generadores de 0(2,4) es la siguiente: (con i,j,ke§1,2,3}):

. L
) (%, O > .o 0 ig.)
102\ Lig R
O 1
N A
44“”2(
UO O
5 /0 io’j\
L =" / O
03 2 1 luk
J.O"J 0 ij 25(
O 1€k
ii,j,kk permutacidén ciclica
de {1,2,3{
. T 0
) I 0 (TO ) _l(lJi B
4 2o 0 el o -ic
0 1
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b) Difeomorfismo conforme (lema 5.3) j: (E4,[Q]) — (B,@B),

o 0o 4 2 1
X ™ w, con W:(1+E£§§l,x ,Xi,x ,x3,1— (zx)),

Inversa (definida sobre la imagen de j, densa en B):

~ I 2w W
WX, con xTem— =t (#=0,1,2,3) [¥ representante
(w +w ) ~
wew |

Entonces, generadores 1a de SU(2,2)/Z4 sobre R4 (via j):

b

Vv
-1 9% av_epwvax
dwlox W x

_= M =
1 =w 0 . EHW an—w
W W
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Nota.(Comparese con lo dicho en el ejemplo 2.1)
1 s 1. . t1,3=1,2, enera el grupo de Lorentz SO (1,
PSP ENS 3} g grup L(1,3)
= = 1 —‘
{1~Ux+1u4 Zax“l“ 0,1,2,3} genera el grupo abeliano de las
traslaciones E4
fl S} genera el grupo de las dilataciones E
-14” (xx)
§1‘“M 1M4 3—5-0 uX Slp =0,1,2, 3§ genera el grupo abelia-
no local de las llamadas "transformaciones conformes"

Los 11 campos 1 +1 y s 1. 1.. son afines en 1las
P -1u 40 ; 543 03’ ~ij
cocrdenadas globalec X, X X X de R ; los otros 4 campos son
no afines.
. . -1
c) Difeomorfismo conforme (lema 5.7) R : (U(2),F) — (B 5 )

~ 2.4 0 1 2 2 52 2
ur— vy, con w=((1-u0")?2 u’,u ,u ,us,(T-u7 -u2°-u3 ) )

Inversa (definida sobre todo B)

. B M’ ad
W — u, con uM= Y T (k=0,1,2,3) [¥Yrepresentante wew]
-12 02,3
(w +w- ) ;
Entonces, generadores £ab de SU\2,2)/Z4 sobre U(2) (via A )
[103 generadores.ﬁab de Sﬁ?é,Z) sobre 6?2)3&*83 se obtienen
de loseéab sin mas que sustituir uozsent]
P
) _ _’],) e) -1 au _ Ocu =
¢&_10 W CWQ W a _1EW 5“@239 W 5;;3~Duu
V. 0 v -1
B *1( 1 ) -w 2w 2 ) 0. —-W 2w D
=W 3 O+ 3 v/ —W 3 V=
= 5 12 2
(w”12+w02)2 4 2(w‘12+w02)2 “ o(w=1%440y2 U
1
0212 )
=(1- 0
(1-u™") 40
0 0 1 —w 2wl -
—y—1 84, ) i b -1 D s awl W W )
L. T vy +wis——1 0 y =W 70 §+wW 70
-1 : 2 2.5 . 2.5
i 0wt u 0w (w=124,,02)2 U 2(w‘72+w0 )2 U
02,2 V)
=(1-uP9) [9 —ulz]) con 2: duv
Y Vo -1
- —-1@.9 0 49 0 bW 2w J =
% 147V W WY g T Y ~12,.02yz u’
2(w +w" )
2.3 2.1
=—(1-ul“"=u2°-u3°)2(1-u0 )2
o’ Ju 1 ) 1 7
Z o =wOsT= 0 w50 |, =wO 3 +wJ 70 o+
J 2 2 2 2.5 U
03] 0w 0 (w=1 40 )2 u (w—'\ +w© )2
'WV2WO D }
+ .3 v =
2 2 5
2 (w1 4072 Y
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Nota

ud
4 wiQE~ +wW adva w L J itwd L J
STV WY T =T ~ 79,3 : 7,7
+J 0w 0 (w"‘2+w02)2 (w=194w0%)2 U
~~ulauj+u39 i
Ju uY 1 —w ' 2wO
& =wOi—70 | +wi=rd ,=w4 70 o+ J =
L ) iV
04 =9 Ow (w1 +w02)a Yoyt +w02)2 u
21
=(1-ul"-u2°-u3 )2{0 O—uoij
v v - 1
— i) 0, =wh L D s=(1-ul?_u22_,32y2) .
£i47 ML5~Z; v W T Oy = B 2 1% (1-u u us") aul
(w +w" )
{£—70’“£ij"é 4}i,j:1,2,3} genera el grupo (compacto e isomor
fo a BxSU(2)xSU(2)) de isometrias de (mx83,—dt2@h).
Los 7 campos & 4 . son afines en las coordenadas

-1 14
1ou', u 8

, Uu de U 2); los otros 8 campos son no afines.
La afinidad de la accidén de los 7 primeros campos puede
también verse de la siguiente manera:
1) Las expresiones matriciales de dichos generadores

de 8U(2,2) son matrices (474 c8mp1ejas) diagona-

les por cajas, del tipo u S , para las que

a
.o 2
se verifica

a 0O

1

exp (con A. —exp a

)
1
) ) 1,2)

O a

ii) La accién I de SU(2,2) sobre U(2) (véase lema
5.8) implica
-1
= A
%<‘A1 o)u 194,
A
O A

que es afin en los elementos de ueU(2).
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e) Sean M una variedad, ¢eDif (M), X un campo de vectores sobre M.

Existe entonces (resultado estéandar) un campo X' sobre M tal que
41[X(m)] = X'(¢m), ¥meM

-1 .
Supongamos que m y ¢ m pertenecen al dominio de una carta en cu
yas coordenadas el difeomorfismo ¢ es afin. En tal caso se

s . n o
puede escribir (trabajando en el B de la carta vy utilizan

. . n n
do el isomorfismo TmE —> R, VvV m+v)

XU () = (¢ex<¢ ) (m)

Supongamos ademéas que M posee una estructura de grupo de Lie y
que ¢ es el difeomorfismo inducido (para un valor s del

pardmetro) por el flujo de un cierto campo de vectores Y

del &lgebra de Lie. En tal caso se tendra

X' (m) = (e° xe” %Yy (m)

(exponencial en el grupo de Lie M).

en nuestro caso, tomando

Lo anterior se aplicaré,
M=0(2)x RS2, Y0, 0 | 1 o
B RS T P/u =u"=0

2 = _L “ L . e
(téngase en cuenta que at—XO, UP’uW:uz—O_X3 al=ulego’ vease

apéndice A.2-b).
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