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1. Aplicaciones multilineales y tensores

1.1. Un repaso al espacio dual. Sea V un espacio vectorial sobre K (=R o C) de
dimension finita n > 1. Vamos a repasar algunos conceptos del espacio dual. En particular,
vamos a recordar el llamado Teorema de Reflexividad que nos permite interpretar un vector
de V como una aplicacién lineal de V* — K. Esta interpretacion nos permitird entender
un vector de V como un tensor, segun la definicion de tensor que introduciremos mas
adelante (seccién 1.5).

Recordemos que el espacio dual de V es el espacio V* de las aplicaciones lineales de V
en K, llamadas formas lineales. El espacio dual es un espacio vectorial con las operaciones
¢+ ¢y k¢ definidas por (¢ + ¢)(u) = ¢(u) + ¢¥(a) y (k¢)(a) := k¢(u). Recordemos
también que por cada base B = {é1,...,&,} de V se obtiene una base B* = {¢!, ..., ¢"} de
V* cuyas formas lineales estdn determinadas por las ecuaciones ¢'(€;) = 5; (la delta de
Kronecker, que es igual a 1 si ¢ = j e igual a 0 si ¢ # j). Esta B* es la llamada base dual
de B. (Observad que hemos puesto los indices arriba en las formas lineales que componen
la base dual; en la siguiente seccién 1.2 se explicard esto.)

Lo primero que observamos es que los espacios vectoriales V y V* tienen la misma
dimensién n y, por tanto, son isomorfos. Esto nos dice que eligiendo una base de V y la
consiguiente base dual de V*, la aplicacién lineal de V en V* que lleva la base de V en
la dual es un isomorfismo. Pero resulta que este isomorfismo no es tnico: si elegimos otra
base y su correspondiente base dual, el isomorfismo que se obtiene puede cambiar (verlo
en el ejercicio 1.1.2 a continuacion).

Ejemplos y ejercicios:

1.1.1. Si un isomorfismo f: V — V* envia ordenadamente la base B en su dual B* y un
vector 4 tiene coordenadas (z?,...,2") respecto a B, jqué coordenadas tiene f(u)
respecto a B*7 ;Cudl es la matriz asociada M(f, B, B*)?

1.1.2. Sea f: R? — R?* el isomorfismo que lleva la base estdndar B, = {(1,0),(0,1)} en
su base dual B = {¢!, ¢?}, siendo ¢'(z,y) = =, ¢*(z,y) =y, V(z,y) € R?. Halla
la base dual de la base C = {(1,0),(1,1)} y considera el isomorfismo g: R? — R?*
que lleva C en C*. Comprueba que f(1,0) = ¢! # g(1,0) y £(0,1) = ¢? # ¢(0,1).
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1.1.3. Calcula las coordenadas de los vectores u = (3,2) y v = (0,2) en la base C y las
coordenadas de las formas lineales definidas por ¥ (x,y) = z—2y y w(z,y) = 3x—3y

en las bases B} y C*.
Por la misma razén que antes, el espacio dual del dual, V**, tiene también dimensién
n, la misma que V y V*. Pero ahora resulta que si hay un isomorfismo natural entre V
y V** que no depende de ninguna eleccién de base. Se trata de aquel que identifica un

vector @ con la aplicacién lineal (que denotamos igual que el vector) definida ast:
u: V¥ =K, a(y) = (a).

De esta manera se obtiene un isomorfismo que nos permite identificar V.= V**: un vector
de V se interpreta como una funcion lineal sobre el espacio dual, es decir, como un elemento

de V**. Es lo que se conoce como el Teorema de Reflexividad.

1.2. Coordenadas de vectores y formas lineales. En este Tema 1 escribimos
las coordenadas de un vector en V con los indices arriba (superindices) y las coordenadas
de una forma lineal en V* con los indices abajo (subindices); en la teoria de tensores es
muy util usar las dos posiciones de los indices, cada una con su propio significado.

Sean un vector & € V y una forma lineal ¢y € V*. Recordemos que si tenemos una
base B = {é1,2,..,&,} de V las coordenadas de % en la base B son los escalares 2 que

multiplican a los vectores de la base en la igualdad:
n
(1) a0 =26 + a2y + -+ a6, = Zaﬂéi, con 7' € K.
=1

Agrupamos las coordenadas de u como un vector de K" y escribimos

. Andlogamente, si tenemos la base dual B* = {¢!, 02, ..., ©"}, por la ecuacién
n

(2) Y=a1p" + s’ + o+ ot = Zaid, con o € K,
i=1

obtenemos las coordenadas de 1 en la base B*, escritas asi: ¢z« = (a1, ag, ..., ) cOMo un
vector de K™.
En general en este Tema de tensores, siempre encontraremos que el indice de un su-
{92}

matorio (“i”, en este caso) se encuentra repetido en la férmula como subindice y como

superindice.
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Para calcular ¥ (@) podemos usar las ecuaciones (1) y (2) y el que ¢'(¢;) = 5;, igual a

1si7=j,igual a 0 sii# j, y obtenemos:

(3) V(@) = (a1t + - F anp™) (2t + -+ 2"8,) = (g -+ )

:L,n

Es importante para el tema de los tensores que nos hagamos la siguiente pregunta:
. Como cambian las coordenadas de los vectores y las formas lineales cuando cambiamos
de base? Si consideramos dos bases B = {éy,...,é,} y C = {¢1, ..., ¢, } de V entonces a cada
vector & € V le corresponden dos vectores de K™ que son las coordenadas de u en cada
base:
Up = (wlv ) xn) y Ue = (yla 7yn);
recordemos del tema de espacios vectoriales como es la relaciéon que hay entre ellas.
Supongamos que conocemos las coordenadas de los vectores de la base B en la base C:
e1=aie, +aiea+ - +ale, & (&1)e = (ai,..,al)
€y = ase1 4+ a3é + - +ae, o (€)c = (a3, .., ah)

(4)

En = ahC1+ a2+ ale, & (€)= (ah,..,a).

- n ’L'—. o n j_' .
Usando estos datos y que u = » " z'e; = } i, y'¢j, se deducen las n ecuaciones que
relacionan las coordenadas del vector # en las dos bases, que se pueden escribir con la

ayuda de sumatorios o, de manera compacta, como una ecuacién matricial:

A R AN
n 2 2 2 2 2
7 i, . Y a;  aj an T
(5) y'= E ajr!, Vi=1,.,n << | = ]
j=1 :
) N\ap @ o ap) \a

Esta ecuacidn calcula las coordenadas de un vector en la base C, a partir de las coordenadas

de ese vector en la base B. La matriz cuadrada

J

a a? ...

11 . 1
ay a; n .
B, = | af a3 - o}, | | escrita simplificadamente asi: B, = (a}),

ay
se llama la matriz de cambio de base de B a C. Notar que para cada componente de
esta matriz el superindice indica la fila y el subindice indica la columna (este criterio lo

seguiremos habitualmente para matrices con indices arriba y abajo).
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La hemos denotado por B, para recordar que sus columnas son las coordenadas de los
1
a
vectores de B en la base C; esto es, la columna < i) de Bc es (€j)¢ escrito en columna.
a™

J
Simplificadamente, la ecuacién (5) del cambio de base de B a C es:
(6) Uc = Be ug,

_ _ , . . _ z! _ yt
donde %z y Uc estan escritos como matrices columna: g = ( ) V Ue = < - )
:L.n
La matriz B. es invertible ya que sus columnas son las coordenadas de los vectores de
una base. Entonces, despejando s en (6), se deduce que la matriz de cambio de base de

C a B es la inversa de la matriz de cambio de base de B a C:
CB — (Bc)il.

Los cambios de coordenadas en el dual se trabajan igualmente que los de V, puesto
que V* es a su vez un espacio vectorial. Si tenemos las bases duales B* = {¢', ..., 0"} y

C* = {w',..,w"} y una forma lineal 1) € V* con coordenadas:

wB* - (alr-wan) y wc* = (617 ---75%)7

al final, la ecuacién del cambio de coordenadas de B* a C*, segun la férmula (6), es

(7) ¢c* = Bz* ws* 3

donde ¥z y e+ estan escritos como matrices columna: ¥z« = (21 ) Y Yer = <§1 )
Descubramos qué relacién hay entre las matrices B y B .. Reescribamos el resultado

(3) con las notaciones anteriores:

w(ﬂ) - (al an) = ¢B£ Up,

:En

donde el superindice ¢ indica que se ha hecho la traspuesta de la matriz columna para
convertirla en una matriz fila. Del mismo resultado, pero usando las nuevas bases C y C*,

obtenemos:

(@) =B -+ Ba) | 1| = et e
yn

Por tanto, igualando ambas ecuaciones y usando (6) y (7) se obtiene:

t = t = t t —
¢B* U = wc* Ue = wB* B** BC Up;
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ahora, reescribimos la igualdad de los extremos, intercalando la matriz unidad I,,, y nos

queda:

(a1 -+ ap) I = e ap) Bzf B

xn

Como esta ecuacion es cierta para cualesquiera z*,a; € K, entonces es, necesariamente,

equivalente a la ecuacion

In - szk*t Bc,
o sea que Bz = B:! 'y, por tanto:
(8) =B =0
Como antes. llamemos B, = (ag); denotemos a su inversa por (b;) = (a§)_1 = Cp.

Entonces, sustituyendo (8) en la traspuesta de la ecuacién (7) obtenemos la relacién de

las coordenadas de la forma lineal 1 en las dos bases duales:

b% b}L

B bR =1

n

Asimismo, también se deduce que las formas lineales de la base B* expresadas como

combinaciones lineales de la base C* son

3

(10) o= S bk
k=1

Como vemos en las ecuaciones (5) y (9), las coordenadas de los vectores y de las formas
lineales cambian de manera diferente cuando cambiamos de base: Para obtener las nuevas
coordenadas de un vector se multiplican las antiguas por la derecha por la matriz B, = (aé-)
y para obtener las nuevas coordenadas de una forma lineal se multiplican las antiguas por
la izquierda por la matriz inversa Cs = (b;) Por esta manera de cambiar de coordenadas,
tradicionalmente se dice que u € V es un vector contravariante y que ¥ € V* es un vector

covariante. Ambos son ejemplos sencillos de tensores y su comportamiento sirve de modelo

para tensores mas complicados.
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1.3. Vectores contravariantes y covariantes en geometria y fisica. En Célcu-
lo y Geometria Diferencial y en buena parte de la Fisica, especialmente en Relatividad
General, se usan los vectores contravariantes y covariantes de la manera que describo
brevemente a continuacién.

En un espacio E que admite diferentes sistemas de coordenadas (cartesianas, polares,
etc.) hay una manera de definir cierto espacio vectorial en cada punto p € E, llamado
espacio tangente de E en p. Cada sistema de coordenadas de E define una base en cada
espacio tangente. Al cambiar de base, los vectores tangentes cambian de coordenadas segin
la llamada matriz jacobiana de la funcion de cambio entre los sistemas de coordenadas.

Ma3s explicitamente, supongamos que el espacio £ admite dos sistemas de coordenadas
(', 22,...,2™) e (y', 4%, ...,y"), donde cada componente, 5, es una funcién diferenciable
de las 27 (y viceversa, se pueden expresar las 7 en funcién de las y*). La matriz jacobiana
del cambio de coordenadas es (%) En el espacio vectorial tangente definido en un punto
particular p € E, un vector ¥ es una especie de vector de velocidad de una trayectoria a
su paso por p —o puedes pensar el vector ¥ como la intensidad de una fuerza aplicada
en p—. Si el vector se expresa con n coordenadas, digamos (v!,...,v"), al usar el sistema
(x',..,2™) y con otras n coordenadas, (v',...,v'™), al usar el sistema (y', ..., y™), entonces

las coordenadas de ¥ cambian asf:

2 oyl .. Oy 1
v ozl lp ox™ |p v n i
. . . . 1 2 :8y j
= : .. : : < v = ﬁ v
ayn Sy — v lp
o' Yy y | o™ J
ozl p Az™ Ip

y decimos que ¥ es un vector contravariante.

i A
Del célculo diferencial sabemos que (g—zj) = <%> . Si ahora definimos otro obje-

to, a, que se describe con n coordenadas (aq,..,a;,) en el sistema de las (z') y con n

coordenadas (o, ...,a’)) en el sistema de las (3/), y que cambian entre ellas asf:

ot 9zl
aylp oy™ Ip ;
/ / . . . , "L 9t
(a1 - ap) =(1 -+ an) ; . : — 043'22 9ui |, %
ox™ ox™ =1 ¥ v
ay! Ip oy™ Ip

decimos que « es un vector covariante.
Para nosotros, esto significa que « es un elemento del espacio dual al espacio tangente
de E en p. Podemos decir que un vector covariante es una forma lineal que actiia sobre el

espacio de los vectores contravariantes.
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1.4. Aplicaciones bilineales y multilineales. Sean U, V y W tres espacios
vectoriales sobre K (= R o C). Una aplicacién del producto cartesiano U x V en W,

F:UxV — W, decimos que es bilineal si se verifica:

Va, o' € U, V1,0 € V, Ya € K. Se puede decir que la aplicacién F es bilineal porque es
“lineal en cada factor”; es decir, Vo € V, la aplicaciéon F(-,v) : U - W, u — F(u,0) es
lineal y, Vu € U, la aplicacién F(u,-): V — W, 0 +— F(u,v) es lineal.

El conjunto de las aplicaciones bilineales de U x V en W, denotado por L(U, V; W),
tiene estructura de espacio vectorial sobre K, con las operaciones habituales de suma de
aplicaciones y multiplicacién de escalares por aplicaciones.

Se puede generalizar lo anterior y definir que una aplicacién F': Vi X --- X V,, - W

es multilineal o r-lineal si es lineal en cada factor, es decir, Vi se verifica
F(uy,...,q; + Uiy...,0p) = @F (U1, ..., Uiy Up) + F(U1, ..., U4y.o.,Up).

El conjunto L(V71,...,V,; W) tiene, igualmente, estructura de espacio vectorial sobre K.

Las aplicaciones bilineales de U x V en K admiten una representacién matricial cuando
se trabaja en coordenadas: Sea F': U x V — K una aplicacion bilineal. Dadas una base
B = {b1,..,b,} de Uy una base C = {¢i,..,¢,} de V, definimos la matriz asociada a
F en las bases B y C como la matriz de orden m x n dada por Myz¢(F) = (a;;), siendo

aij = F(b;,¢;). Entonces se verifica:
F('L_L, Q_}) == ﬂg . MB,C(F) . ﬁc.

Ejemplos y ejercicios:

1.4.1. El producto de matrices, entendido como la aplicacién:
M n(K) x My, ,(K) = My, ,(K), (A,B)— A- B,

es una aplicacion bilineal. Desarrolla la propiedad de bilinealidad en este caso.

1.4.2. El conocido “producto vectorial” en R?, entendido como la aplicacién
R xR® = R3, (Z,4) — Z x 7,

es una aplicacién bilineal. Desarrolla la propiedad de bilinealidad en este caso.
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1.4.3. La aplicacion:
F:VxV*=K, (a,¢)— pa)

es una aplicacién bilineal. Si B es una base de V, ;jcudl es la matriz M, . (F)?

1.5. Concepto de tensor. Sea V un espacio vectorial sobre K. Un tensor en V es
una aplicaciéon multilineal con valores en K cuyo espacio inicial es un producto cartesiano

donde los factores son copias de V o de su dual.

DEFINICION 1.1. Un tensor T en V de tipo (r,s) (o r veces covariante y s veces

contravariante) es una aplicacién (r + s)-lineal
T:Vx-"xVxV"x.7.x V"5 K

Nota: Se puede dar una definicién similar de tensor, permitiendo que los factores de V
vy V* aparezcan desordenados; pero en este curso, por simplicidad, asumiremos solamente
el orden que se ha elegido, salvo que no se advierta otra cosa.

El tensor T de tipo (r, s) actia sobre una ordenacién de r vectores y s formas lineales

para dar un escalar:
T(ay, ..., 4,0, .., 1°) € K.

Multilineal significa que si introducimos r + s — 1 vectores o formas en 7', la aplicacién de
V o V* en K que queda es lineal. Por ejemplo, supongamos que rellenamos cada entrada

de T con vectores o formas fijas, salvo la primera entrada, entonces queda:

T( 77127"' 7ﬂruw17'">¢s)7

que es una aplicacién de V en K, a la cual le pedimos que sea lineal, es decir, que se

verifique:
T(A\u + v,u2,...,¢°%) = XT'(u, ag, ..., °) + T(v,ag, ..., ¥*%).

Segtn esta definicién, los tensores de tipo (1,0) son las formas lineales de V* y los
tensores de tipo (0, 1) son los vectores de V ya que, como dijimos en la seccién 1.1, un
vector se puede ver como una aplicacién lineal de V* en K, identificando asi V y V**. Por
convenio, se dird que los tensores de tipo (0,0) son los escalares.

Si el tipo (r, s) del tensor verifica que r 4+ s = 2, solo hay dos factores en el dominio
de Ty, por eso, obtenemos una aplicacion bilineal. En este curso nos vamos a centrar

principalmente en los tensores esta clase, de los tipos: (2,0), (1,1) y (0, 2).
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Ejemplos y ejercicios:

1.5.1. Cuando V = R, un ejemplo sencillo se obtiene con el producto de nimeros. Probar

que la aplicacién:
P:R xR — R, P(x,y) =zy

es bilineal y, en cambio, no es lineal con respecto a la estructura vectorial de R2.
Igualmente, la aplicacién P: R x R x R — R, P(z,y,z) = zyz es multilineal o

3-lineal (también se dice trilineal).

Aunque el ejemplo sea muy sencillo, el producto de nimeros es uno de los pilares en la
construccion de tensores. De hecho, las tinicas aplicaciones bilineales 7' de R x R en R son
las obtenidas multiplicando P por una constante: T' = kP, con k € R. Esta constante es
el valor de T'(1,1).

1.5.2. En V = R?, un tensor de tipo (2,0) muy familiar es el producto escalar usual,

entendido como la aplicacién:
T:R*xR* =R,  T((x,y),@,y)) = (x,y)- (@,y) = x2’ +yy.

Probad que es bilineal.

Este producto escalar es un caso particular de lo que llamamos una métrica en V y que

estudiaremos en el Tema 2 del curso.

1.6. Tensores en coordenadas. En general, un tensor queda determinado si sa-
bemos como actia sobre los vectores de una base y sobre las formas lineales de su base

dual, tal y como nos dice el siguiente teorema.

TEOREMA 1.1. Dada una base B = {é1,...,&,} de V y su base dual B* = {p!, ... ©"},
un tensor T de tipo (r,s) verifica, Vi1, ..., U, € V, Yl ... 9% € V*,
n
(11)  T(aq, .., 04, 0", .. %) = Z x?...xﬁa}l...aiT(éil, B P 7%)

01y 1 e s =1
donde (z},..,x}) son las coordenadas de iy en B y (af,..,ak) las de ¢* en B*.
La demostracién es facil pero bastante larga de escribir en toda su generalidad; al

final se apoya en la linealidad del tensor en cada factor. Para ilustrarla, veAmosla para los

tensores de tipo (2,0). Sea el tensor T: V x V — K. Para calcular el valor de T'(u,v),
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sabiendo que © = > | e, U= Z;‘:l ) €;, aplicamos la linealidad en el primer factor y
luego en el segundo y obtenemos el resultado:

n

(12) T(u,0)=T() a'e;,v) =) 2'T(e;v) =) 2'T(e;,y y'e;) =
i=1 i=1 i=1 j=1
= in(zij(éi,éj)) = Z xiij(éi,éj).
j=1

i=1 ij=1

Igualmente, para un tensor R de tipo (1,1), R: V x V* — K, dada una forma lineal
b= Z?;l OCiSOi, con «; € K, se obtiene

(13) R(u,¢) = Y @/ a;R(&j,¢");
ij=1

y para un tensor de tipo (0,2), S: V*xV* - K, dada w = 22:1 Bj¢?, con B; € K, queda
ij=1

En la expresién (11) intervienen los valores de 7' cuando actiia sobre los vectores de
la base de V y las formas lineales de la base dual; estos valores se pueden llamar las

componentes del tensor I relativas a la base B. Las escribiremos simplificadamente asf:
szllljrs =T (&, ... &,, 0", ., %),  coniy,. i, j1,.js € {1,..,n}.

En los casos que hemos visto en que r + s = 2, se obtienen las siguientes componentes:

(15) Ti; == T(ei,€;), R.:=R(ej,¢"), S7:=8(¢"¢),

que se pueden disponer como una matriz cuadrada de orden n que denotaremos por:

(16) MB(T) = (Tij)v MB(R) = (Ré')a MB(S) = (Sij)

y que llamaremos la matriz asociada, respectivamente, a T, R y S relativa a la base B.
En los tres casos convenimos que el digito en la posicién de ¢ (primero y/o arriba) indica
la fila y el digito en la posicién de j (segundo y/o abajo) indica la columna.

De esta manera, se obtiene:

(17)  T(a,0) = ay Ms(T) Us, R(,9) = tge Ms(R) s, S(4,%) = pg- My(S) .
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Ejemplos y ejercicios:

1.6.1. En un espacio vectorial V, sean B = {&;,é2} una base y T un tensor de tipo
(2,0). Calcula T'(u, ) en funcién de las coordenadas iz = (!, 2%) y 15 = (y!,y?),
sabiendo que T'(€1,€1) = 1, T(e1+é2,€1) = 3, T(€2,€1+2e2) = 4, T(é1—é2,62) = 1.
Hallar la matriz asociada a T' relativa a la base B.

1.6.2. En R3, sean B, = {é1, &2, €3} la base estandar y B = {p!, ¢©?, 3} su base dual. Sea
R un tensor de tipo (1,1); calcula R((3,—2,1),%), siendo ¥(z,y,2) =x+y+2zy
sabiendo que R(é;, ") = 1y R(€;,¢") = 2 cuando i # j, Vi,j € {1,2,3}. Escribid
la matriz asociada a R relativa a la base B..

Nota: Tradicionalmente no se pensaba en un tensor como una aplicacién multilineal
sino simplemente como cierto “objeto matematico” que se define por unas componentes
numéricas respecto a una base, y que estas componentes cambian de una manera predeter-
minada cuando se cambia de base. Por ejemplo, un vector de V es un tensor que se describe
respecto a una base con n coordenadas, que cambian con la regla de multiplicacién que se
indica en la férmula (5). Otro tipo de tensores son las formas lineales, que también tienen
n coordenadas, pero cambian segun la férmula (9). Los endomorfismos de V también son
tensores, como estudiaremos més adelante en la seccién 1.9; en este caso tienen las n?
componentes de su matriz asociada en una base y cambian segun la férmula (18). Pero un
tensor, independientemente de que tenga unas “componentes” relativas a cada base que
se use para su descripcion, es un objeto en si mismo; por eso, conceptualmente, es bueno

entenderlo de manera unificada como una aplicacién multilineal de determinado tipo.

1.7. Operaciones con tensores. Con las habituales operaciones de suma y mul-
tiplicacién por escalares para aplicaciones con valores en K podemos definir dichas opera-
ciones para los tensores.

Si T y T’ son tensores de tipo (r, s), definimos la suma T+ 7" como el tensor del mismo

tipo dado por:
(T +T") (a1, .., 9% == T(u1, .., ¢°) + T'(a, .., 9°).

Dado un escalar A € K, definimos la multiplicacién AT como el tensor del mismo tipo

dado por:
(AT (ay,...,v°%) = AT (ay, ..., ¥°%).

TEOREMA 1.2. El conjunto Ty (V) de los tensores de tipo (r,s) sobre V con la suma

y multiplicacion por escalares es un espacio vectorial sobre K.
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La tarea de verificar que T+ 71" y AT son tensores y que 7, 5(V), con estas operaciones,
es un espacio vectorial es facil, pero aburrida y larga si se quiere escribir todo con la debida
formalidad.

En este espacio vectorial el elemento neutro para la suma es el tensor cero, denotado
por Ty 6 0, que aplica cualesquiera iy, . ..,%°% en el 0 € K.

Ejemplos y ejercicios:

1.7.1. Demuestra que, si Ty T" son tensores de tipo (2,0) y A € K entonces T+T" y AT
son aplicaciones bilineales.
1.7.2. Explica con tus palabras y por escrito por qué no se puede sumar un tensor (2,0)

con un tensor (1,1).

Vamos a introducir una nueva operacion entre tensores que nos servird para hallar una
base del espacio vectorial 7, s(V), y por tanto su dimensién. Esta operacién es valida para
cualquier tipo de tensores, aunque nosotros la usaremos principalmente entre los tensores

mas elementales: los vectores y las formas lineales.

DEFINICION 1.2. Sean T' € 7, (V) y R € T,4(V). Se define el producto tensorial de
T y R, denotado por T'® R, como la aplicacién

+p

TR :V x -~

+q

xVxVix 70 xV* 3K

T®R (’ala sy 17‘7"+p7 wlv ;¢s+q) = T(ala ey a’l‘v wla ey ¢S)R(ﬁ7"+lv sy a’l‘—i—pa ws—i—l’ ;¢s+q),
resultando que T ®@ R € Trips1q(V).
Aunque es largo de escribir, es facil verificar que el producto tensorial de tensores es

de nuevo un tensor. Veamoslo en los casos mas sencillos que posteriormente vamos a usar.

Si 9, w € V* entonces, segtin la anterior definicién, se tiene que
PYRw: VXV oK
(¢ @ w)(ur, uz) = (U1 )w(tz)
que s una aplicacién bilineal porque
(Y @w)(U+ v, 2) = ¢(u + Av)w(z) = (Y(u) + M) (0))w(z) = Y(u)w(2) + M (D)w(Z) =
= (W Rw)(u,2) + A(Y @w)(v, 2),
(Y @w) (2,4 + A0) = Y(2)w(t + A0) = ¢(2)(w(@) + I (0)) = P(Z)w(u) + Mp(Z2)w(v) =
=W ew)(z,u) + A(Y ®w)(Z,0),
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donde hemos usado la linealidad de i y de w y la propiedad distributiva de K.

Otros productos tensoriales que nos seran de utilidad son
PYRv: VXV =K
(¥ ®0)(1,w) = Y(u)v(w) = P(@)w (),
u®v: Vi x V5K
(@@ 0)(,w) = a(P)v(w) = p(a)w

<

),

en ambos casos la tltima igualdad se da porque un vector operando sobre una forma lineal
es la forma lineal operando sobre el vector (es decir, u(v) := ¥ (u), Vu € V,¢p € V¥).
Ejemplos y ejercicios:
1.7.3. Escribe la demostracion de que ¢ ® v es bilineal.
1.7.4. Dados @ = (3,2,1) y v = (1,—2, —1), halla la matriz asociada a 4 ® v relativa a la
base estandar de R3.
Por las propiedades distributiva y asociativa de la multiplicacion en K, es facil com-

probar que el producto tensorial de formas lineales verifica las siguientes propiedades:

W+Y)Qw=9vw+1¥ Qw, YRwW+W)=vRw+yPuw
() ®@w =19 ® (w) =a( Qw), VaeK.
En general no se verifica la propiedad conmutativa: ¥ ® w # w ® ¥, cuando ¥ # w.
Propiedades analogas a éstas, las verifican los tensores de cualquier tipo. Otra propie-

dad que se verifica para tensores, T, R, S, de cualquier tipo es la propiedad asociativa, lo

cual permite quitar los paréntesis:
TRRS)=TRIR)S=TRRRS;

en particular, (Y ® ) Qw =9 R (¢ Qw) =1 R ¢ @ w.

Construccion de bases de tensores. Sea V un espacio vectorial de dimensién n.
Dada una base B = {é1,...,&,} de V y obtenida su base dual B* = {¢!, ..., "} se tiene el
siguiente resultado.

TEOREMA 1.3. Una base del espacio vectorial T, (V) es:

(" @ @PTRE, R - ®E), ¢ i, jr = 1,..,n}

T,S

B, .=
A esta base de Ty (V) se le llama base asociada a B. La dimensién de Ty s(V) es n"t5.
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La demostracién es larga y similar para cualquier tipo de tensor; lo demostraremos en

uno de los casos particulares que mas nos interesan y que resumimos a continuacién.

TEOREMA 1.4. Los espacios vectoriales To0(V), T1,1(V) y To2(V) tienen dimension

n? y los siguientes conjuntos ordenados son bases:

e Bog={p' @) 1 i,j=1,..,n} esla base de T2o(V) asociada a B.
e Bii={p®¢ : i,j=1,..,n} es la base de T11(V) asociada a B.
e Boo={e;®e; : i,j=1,..,n} es la base de To2(V) asociada a B.

DEMOSTRACION. Demostremos que Ba es base de T2,0(V). Los casos de Bi1 y Bo2
se demuestran similarmente y os lo dejo como ejercicio.

Si @y v son dos vectores de V tales que 4 =Y 1, z'e; y ¥ = > i1 y/é;, entonces

o' @l (1,0) = o' ()¢ (v) = 2"y,
Sustituyendo esto en (12) y usando la primera expresién de (15) queda, VT € T2,0(V),
T(w,0) = Y T(ee) ¢’ @ (0,0) = Y Ty¢' @/ (u,v), Va,0 €V,
i,j=1 B,j=1

lo cual implica que T = Z” 1 Tij @' ® ¢7. Esto prueba que {¢' ® ¢/ : 4,5 =1,..,n} es
un sistema generador de T2 0(V).

Por otra parte, si para ciertos escalares \;; se verifica que el tensor cero, Tp, es

n
To= Y Xijo @¢

ij=1
entonces valdra 0 cuando lo aplicamos al par (éx,€), Vk,l=1,...,n
0= Z /\zj 90 ®90 ekyel Z )\Z] (10 ek; Z )\1j6k5 = )\kla
3,j=1 3,5=1 1,j=1
lo que nos dice que {p! ® ¢/ : 4,5 =1,..,n} son linealmente independientes. O

Puesto que {¢’ ® ¢/} es una base de los tensores (2,0) y se tiene la expresion:
n
T=) T;¢ee,
ij=1
las componentes {T;; :i,j = 1,..,n} del tensor T relativas a la base B son las coordenadas

de T en la base By asociada a la base B.
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Analogamente, usando para su demostracién (13) y (15), la expresiéon de R € T1,1(V)

en combinacién lineal de la base By es
n .
R = E R; ¢’ ®e;
i,j=1
y, usando (14) y (15), la expresiéon de S € Tp2(V) en combinacién lineal de la base By 2 es
n
S=> STewe.
i,j=1
Ejemplos y ejercicios:
1.7.5. Si ¢¥,w € V* tienen coordenadas ¢px = (o, ..., ), we= = (B1,...,Bn), halla las
coordenadas del tensor ¥ ® w en la base asociada a BB que le corresponde.
1.7.6. Si @', p? € V* son dos formas linealmente independientes entonces no existen

Y, w € V* tales que ¥ @ w = ¢! ® p? + ¢? ® p!. Este ejemplo nos advierte que no

cualquier tensor (2,0) es simplemente el producto tensorial de dos formas lineales.

1.8. Cambios de coordenadas en los tensores. Un tensor T' de tipo (r, s) tiene

las componentes
Ti i =T (€ s €y P ey ™)
relativas a una base B = {é1, ..., &,} de V, con B* = {¢!, .., ¢"} su base dual. Usemos tildes
en las componentes de T relativas a otra base C = {¢1,...,&,} y su dual C* = {w!, .., w"}:
i =T(e, W' W),

Entonces los indices de arriba cambian como los de las coordenadas de los vectores (con-
travariantes, ver (5)) y los indices de abajo cambian como las coordenadas de las formas

lineales (vectores covariantes, ver (9)), obteniéndose la complicada expresién general:
T i1 g ki ksl gl
Thj = ap - ag Tty b b
donde el sumatorio se extiende de 1 a n en los indices repetidos: ki, ..., ks, 1, ..., [,
Hagamos la demostracién para un tensor 7' de tipo (1,1). Queremos calcular las com-

ponentes sz = T(¢;,w") a partir de las Tj’ = T(€;, ¢"). Las coordenadas de ¢; en la base B

estéan en la columna j de la matriz Cs = (b;-), por tanto,

n
=1
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Las coordenadas de w’ en la base B* estdn en la fila i de la matriz C}i{ = B, = (aé-), segun

(8), por tanto,
n
W =dlp' + - tale" =) apeh
Sustituyendo y usando la bilinealidad queda lo que queremos probar:
n
(18) T; = T(¢j,w Zb el,Zakgo Z bl {T (e, ") = Z aﬂ}kbé
k=1 k=1

esta ecuacién de cambio de coordenadas escrita en forma matricial queda asi:
Mc(T) — BC MB(T) CB'

Si llamamos P = Cg, queda M.(T) = P~ My(T) P, lo cual nos dice que My(T) y Mc(T)
son matrices semejantes.

También se obtiene que los tensores (2,0) cambian de componentes asi:

T = Z Tklbfbé, o en forma matricial: M. (T) = C} My(T) Cg;
k=1

y los tensores (0,2) cambian sus componentes asi:

n
T9 = Z abalT* o en forma matricial: M.(T) = B Ms(T) B/.
k=1

En estos dos casos, las matrices Myz(T') y Mc(T') se dice que son congruentes:

DEFINICION 1.3. Dos matrices cuadradas A y A’ son congruentes si existe una matriz
invertible P tal que A’ = P'AP.

Es facil probar que “ser congruentes” es una relacion de equivalencia en el conjunto
de matrices de orden n x n. jInténtalo!

Ejemplos y ejercicios:

1.8.1. Sea T un tensor en R? de tipo (1, 1) que en la base canénica viene representado por
la matriz ( % ') . Halla la matriz asociada a T en la base B = {(3,1), (2,—1)}.

1.8.2. Haz el mismo ejercicio para el caso en que T sea de tipo (2,0).



Algebra Lineal y Geometria IT — 2022-23 — Ignacio Sanchez Rodriguez 17

1.9. Equivalencia entre tensores de tipo (1,1) y endomorfismos. Los endo-
morfismos de un espacio vectorial también son tensores. Si f es un endomorfismo de V y
B es una base, los ntimeros que componen la matriz de f en la base B se comportan como
las componentes de un tensor (1, 1), como se observa en la férmula posterior a (18) que es
idéntica a la del cambio de base para endomorfismos: M (f,C) = B, M(f,B) Cs.

TEOREMA 1.5. La aplicacion que aplica cada f € End'V en Ty € T11V, definido por:
Ty () == o(f(w)),
es un isomorfismo natural entre EndV y 71 1 V.

DEMOSTRACION. La aplicacién End V — 711V, f — T} estd bien definida ya que T

es un tensor puesto que es bilineal:

Tr(Au+0,¢) = (f(Au+0)) = D(Af(a) + f(v)) = Mp(f(w) + (f(v)) =
= )‘Tf(ﬂ’ﬂ w) + Tf(@ Tﬂ),

Ty(u, W+ w) = (M +w)(f(w) = Mp(f(w) + w(f(u) = ATy (u,¢) + Ty(u,w).
La aplicacién f + T es lineal por que, si f,g € EndV y A € K, se tiene que:

Taprg(t, ) = (A +9)(@) = ©(Af(@) + g(u) = AT (4, ¥) + Ty(u, ¥),

por tanto, Thr14 = ATy + Tj;. También es inyectiva porque si T’ es el tensor cero,

0="Ts(u,) =¢(f(w), Va,Vy = f=0.
Como dim(End V) = dim(7;,1V) = n?, entonces la aplicacién es un isomorfismo. O

Ademss, dada una base de V, un endomorfismo f y el tensor correspondiente T’y tienen
la misma matriz respecto de dicha base. En efecto, dada una base B = {éy, ..., €,} de V y su
base dual B* = {¢', .., "}, la matriz M(f, B) = (a}) verifica a = ¢'(f(€;)) = Ty (ej, ¢")
que son, segun la segunda férmula de (15), las componentes de la matriz My(7Ty).

1.10. Contraccién de un tensor. La traza de un endomorfismo f estd bien defi-
nida como la traza de su matriz asociada respecto a una base, traza(f) := traza M (f, B),
puesto que esta traza depende de f pero no de la base elegida. Siguiendo la seccién
anterior, la traza de f también se puede calcular con el tensor correspondiente T asi:
traza(f) = > p_; Tt (x, ¢"). Este valor se conoce también como la contraccién del tensor

T}, y se puede considerar un caso especial de la definicién siguiente.
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DEFINICION 1.4. Sea T un tensor de V de tipo (r,s), con r,s > 1. Consideremos dos
indices 7,7 con 1 < 7 <7, 1 <17 < s. Definimos la contraccion (;) del tensor T al tensor

C’; (T') que se obtiene de tipo (r — 1,s — 1) definido por
C_; (T)('alv ey Up—1, wla 7w8_1) =
n . .
Z T(ﬂlv 7/aj—].) €k a]v ey Up—1, @bl, ) wl_la ‘Pk, 1/)17 ) ws_l)v
k=1

YUy, .., tdr—1 €V, b 0L € V¥ y B={éy,..,&,} base de V, con B* = {p!, ..., ¢"}.

Si llamamos R = C;(T) calculamos que las componentes de la contraccién son:
Ry 5o = 2T
k=1
donde el superindice k estd en el lugar i-ésimo y el subindice k estd en el lugar j-ésimo.
La definicién de una contraccién no depende de la base B que hayamos elegido para
hacer el calculo. Para ilustrarlo, probemos que la contracciéon no depende de la base para

el caso particular de la contraccién (é) de un tensor de tipo (2,2): Dado un tensor
T:VxVxV*xV" =R,
la contraccion (;) de T, siguiendo la definicién anterior, es de la forma
CHT): VxV* SR,

con C3(T)(u,%) = S5, T(u, ey, ¢, 1). Si ahora tenemos otra base C = {¢1,...,&,} y su
dual C* = {w!, ..., w"}, aplicando las férmulas (4) y (10) obtenemos
n n n n
ZT(TL, €k, (;Dk7 w) = Z T(’L_L, Zaiély Z bﬁzwmv @Z})
k=1 k=1 =1 m=1
n

= > abiT@,a,wm )= Y 6,T(1,a,w™, )

kvlﬂn:l l,m:l
n
_
= ZT(U, Cp,w 7w)
=1

Ejemplos y ejercicios:

1.10.1. Halla todas las posibles contracciones del tensor T de tipo (2,2) definido por
T(u,v,p,1) = p(u)(v).

1.10.2. Explica porqué la traza de f es la tinica contraccién posible del tensor T'.
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1.11. Tensores simétricos y antisimétricos en 7;0(V). Veamos algunas pro-
piedades adicionales que pueden tener los tensores. Seguimos considerando a V un espacio
vectorial sobre K (=R o C).

DEFINICION 1.5. Si T es un tensor (2,0) sobre V, decimos que es simétrico si
T(u,v) = T(v,4), Yu,v€eV,
y decimos que T' es un tensor antisimétrico si
T(u,v) = —T(v,4), Vu,veV.

Nota: Esta tultima propiedad es equivalente a decir que T'(u,u) = 0, Vu € V. En
efecto: si T es antisimétrico T'(u, ) = —T' (@, @) lo que implica que T'(@, ) = 0. Y viceversa,
siT(u,u) =0, Vu, se verifica que 0 = T'(u+v,u+v) = T'(u,u)+T1(u,0)+T(v,u)+T(v,0),
Vu,v € V; por tanto, serd 0 = T'(u,v) +T'(v,u) lo que implica que T' es antisimétrico. Por
esta equivalencia, a los tensores antisimétricos se les llama también tensores alternados.

Denotemos por S3V al conjunto de los tensores (2,0) simétricos y por A2V al con-
junto de los tensores (2,0) antisimétricos. Como la suma y la multiplicacién por escalares
de tensores simétricos dan tensores simétricos, y lo propio sucede para los tensores an-
tisimétricos, resulta que SoV y A2V son subespacios vectoriales de T29V. La suma de

estos subespacios es suma directa y son complementarios, es decir:
T20(V) =82V & ALV,

ya que el Unico tensor que es simétrico y antisimétrico es el tensor cero y cada tensor se

descompone en la suma de uno simétrico y uno antisimétrico, T' = Ty + T,, definidos por:

Ts(u,v) = %(T(a,v)+T(v,u))
Ta(u,0) = 3(T(a,0)—T(v,u)).

Dejamos como ejercicio probar que Ty es simétrico y T, es antisimétrico.

Si B = {é1,..,é,} es una base de V y T es un tensor simétrico (respectivamente,
antisimétrico) se verifica que la matriz Myz(T') es simétrica (resp. antisimétrica), ya que las
componentes de la matriz verifican T;; = T'(€;,€;) = T(€;, €;) = T}j; (resp., Tij = —T};). Se
obtiene que

Mps(T) = Ms(Ts) + My(Ta),

que se corresponde con la conocida descomposiciéon de una matriz cuadrada en suma de

una matriz simétrica y una antisimétrica.
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Las bases de S2V y A3V se construyen usando los siguientes “productos”de formas

lineales:

YVw =9YQRQw+w®y, esel producto simétrico de 1 por w,

YAw =19YQw—w®, esel producto exterior de v por w.

Comprobad que yVw € SoV y Y Aw € A5 V. Es facil ver que estas dos nuevas operaciones,
al igual que el producto tensorial, tienen la propiedad distributiva.

Algunos denotan ®g en lugar de V. También se podrian definir los productos simétrico
y exterior con las mismas férmulas pero multiplicadas por %; es una cuestién de convenio.

Si tenemos la base dual B* = {p!, ..., ©"} de V*, resulta que los siguientes conjuntos
(convenientemente ordenados) son las bases de S2V y A2V asociadas a la base B de V:

e B5 ={p' VvVl 1 i<j;i,j=1,..,n} es base de SyV.
e B ={0'N¢l : i<j;i,j=1,.,n} es base de A5V.
La dimensién de SoV es sn(n+1) = (”;1) ylade A5V es gn(n—1) = (3).

Notar que ¢" V @' = 29" ® ¢".

Analogamente, se definen los tensores simétricos y antisimétricos de 7 2(V) cambiando
los roles entre formas lineales y vectores. Igualmente, se puede definir el producto simétrico
v el producto exterior de vectores y obtener las correspondientes bases asociadas a una
base de V. En cambio, todo lo anterior no puede hacerse en 77 1(V).

Ejemplos y ejercicios:

1.11.1. Calcula las bases de SoR? y de A5R? asociadas a la base dual canénica de R?*.
1.11.2. Halla la descomposicién en suma de un tensor simétrico y uno antisimétrico del
tensor 7: R3 x R?® — R, dado por T((z,y, 2), (2,9, 2)) = 3wa’ + 222’ +2yz' — 2z’

1.12. Tensores covariantes antisimétricos y funciéon determinante. La De-
finicién 1.5 de simetria y antisimetria se extiende facilmente a cualquier par de factores de
un tensor covariante (o contravariante) de orden r > 3. En particular, son especialmente
utiles en geometria y fisica los tensores covariantes antisimétricos respecto a cualquier par

de factores y que introducimos a continuacién.
DEFINICION 1.6. Un tensor T en V de tipo (r,0) es antisimétrico si
T(ﬂh ey ﬂiv ] 6]7 717’7’) = _T(ﬂlv ey 6]7 7ﬁ’i7 ) a’l‘)a

V.., up EVyVi,jeconl<i<j<r.
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Denotamos por A,V al conjunto de los tensores (r,0) antisimétricos, el cual, ademaés,
es un espacio vectorial. La propiedad que los define es equivalente a decir que si se repite
un vector en dos posiciones entonces el tensor vale 0; esto es, T'(..., 4, ..., 4,...) = 0,Vu € V
(que se prueba como en la Nota posterior a la Definicién 1.5).

Destaquemos la siguiente propiedad de los tensores covariantes antisimétricos.

PROPOSICION 1.6. Sea T € A, V. Si uy,...,4, € V son linealmente dependientes

entonces T(uy, ..., ur) =0

Para demostrarlo supongamos, por ejemplo, que @, = astis + - - - + a,u, y obtenemos:
T T
T(ﬁla s 7717’) = T(Z Qg U2, .. 'ET) = Z aiT(aia Uz, ... 7717") = 07
i=2 i=2

porque necesariamente en cada sumando del dltimo sumatorio hay un vector repetido.
Para considerar la base de A,V asociada a una base de V se deberia empezar defi-
niendo el producto exterior de tensores covariantes antisimétricos de cualquier orden (que
resulta tener la propiedad asociativa), pero esta definicién es algo complicada y no la in-
cluimos en estos apuntes. Nos bastara con la siguiente definicion que, en realidad, es un

teorema que se prueba a partir de la definicién general del producto exterior.

DEFINICION 1.7. Sean ¢! ...4" € V*. Definimos el producto exterior de formas lineales

con la férmula
(WA LAY (U, s Ty = det(aé-), con aé- = ' (ay).

Lo cual, por las propiedades de los determinantes, es un tensor covariante antisimétrico
de orden 7, es decir, ' A ... AY" € A, V.

Se obtiene que B4 = {¢" A .. A 1<) < .. <i. <n} es una base de A, V, la
llamada base asociada a B, y que la dimensién de A,V es (:f)

Aparte de r = 2, en cuyo caso la Definicién 1.7 coincide con la dada en la seccién
anterior, en este curso s6lo nos ocuparemos del caso en que el orden del tensor antisimétrico

es igual a la dimension de V. Este caso recibe un nombre que nos es familiar:

DEFINICION 1.8. Sea V un espacio vectorial de dimensién n. Una funcion determinante
sobre V es un tensor antisimétrico de tipo (n,0). Un elemento de volumen de V es una

funcién determinante no nula.
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Dada una base B de V podemos definir la siguiente aplicacion:

detg: Vx-"-xV —K

(Ui, .., Up) —> det(Tiy - -+ Uny)

donde (@1, - - Ung) es la matriz cuya columna j son las coordenadas del vector @; en la
base B. Por las propiedades de los determinantes se ve ficilmente que detg es un tensor
antisimétrico y no nulo; le llamaremos el elemento de volumen de V determinado por B.
Si B* = {p!,..,¢"} es la base dual de B se prueba facilmente que detg = @' A -+ A ™.
Como dim(A,V) = (Z) = 1 los elementos de volumen determinados por dos bases son
proporcionales. Si C es otra base de V se obtiene, por las férmulas del cambio de base,
que det; = kdetg, siendo k = det(B.). Ademds, det; = detg si y solo si la matriz del
cambio de base tiene determinante 1. Necesariamente, todo elemento de volumen de V

estéd asociado a alguna base.

1.13. Algunos problemas de tensores.

1. Sealabase B={(33), (93),(39)} del espacio vectorial S*(R) de las matrices
simétricas reales de orden 2.
a) Hallar la base de 72,0(S%(R)) asociada a B.
b) Calcular las coordenadas en la base hallada del tensor covariante de orden dos
dado por T'(A, B) = traza(AB).
2. Sean B, = {é1,€2,e3} la base canénica de R® y B} = {¢!, $2, ¢3} su base dual. Se

da la siguiente matriz

1 0 2
A=11 1 3
0 -2 0

a) Si T € Tz,0(R?) verifica que M, (T) = A, escribe T como combinacién lineal
de la base de T3,0(R3?) asociada a Bo.
b) Lo mismo para R € T;,1(R?) tal que M,_(R) = A, pero con la base de 71,1 (R?)
asociada.
¢) Lo mismo para S € To2(R?) tal que M,_(S) = A, pero con la base de T52(R?)
asociada.
3. Sean B = {v1, 72,73} una base de V y B* = {¢', ¢*, ¢} su base dual. Considera
el tensor T = 6¢! @ ¢ — 2% @ ¢! — 3 @ P? + 5¢% ® ¢° — 36> ® ¢ + 4¢3 @ ¢°.

a) Escribe la matriz asociada a T' relativa a la base B.
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b) Halla un tensor simétrico S € SV y un tensor antisimétrico @ € A2V tal
que T'= 5+ Q.
c¢) Hallar la expresién de S como combinacion lineal de los vectores de la base de
S5V asociada a B.
d) Hallar la expresién de @@ como combinacién lineal de los vectores de la base de
A5V asociada a B.
4. En el espacio vectorial P; de los polinomios reales de grado menor o igual que uno

se considera, para cada numero real a, la forma lineal:

¢a: PL—=R,  ¢a(p(t)) = pla).

a) Probar que ¢, y ¢ forman una base del espacio dual (P;)* si y sélo si a # b.
b) Hallar ¢3 ® o1y ¢3 A ¢—1.
c) (Es cierto que {¢3 A ¢_1} es una base del espacio de tensores covariantes de
orden dos y antisimétricos sobre P;?
5. Calcular el producto tensorial ¢ ® 1), el producto simétrico ¢ V ¥ y el producto

exterior ¢ A ¢ de las siguientes formas lineales sobre R":

o(z,y,2) =z + 2y, Y(x,y,z) = 3y — 2z.

Hallar la expresion de los 3 tensores obtenidos en las bases asociadas a la base
canénica de los espacios T2,0(R?), SaR3 y A2R?, respectivamente.

6. Probar que un tensor T € T30(R?) es igual al producto tensorial de dos formas
lineales si y solo si la matriz de T en la base usual tiene determinante cero.

7. Probar que un tensor T € T3(R?), no nulo, es igual al producto tensorial de dos
formas lineales si y solo si la matriz de T" en la base usual tiene rango 1.

8. Si un tensor covariante de orden 2 sobre R? tiene por matriz respecto a la base

b 5)

jcudl es su matriz en la base {(1,2),(1,1)}?

canédnica:

9. Se consideran las siguientes matrices cuadradas

L) 0

Pueden representar el mismo tensor covariante de orden 2 en dos bases diferentes?
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10. Escribe el endomorfismo de R? que se corresponde con el tensor de tipo (1,1) dado
por T'=3¢1 @éx — 202 ® €1 —4g3 R €2 + P2 ® €3 — P2 @ €2 + 3 ® €1 + P3 @ é3;
siendo {é1, &2, €3} la base canénica de R? y {¢!, ¢2, ¢3} la base dual canénica.

11. Calcular el tensor Ty perteneciente a 77 1 (R?) correspondiente al endomorfismo:
f:R® = R3, flz,y,2z) = (22 — 2,3z + y,x — 2y + 32).

Calcular Ty aplicado a la forma lineal 1 € R3*, con ¢(z,y, 2) = x + v, y al vector
u=(2,-2,0).
12. Se considera el producto escalar usual de R? como un tensor dos veces covariante,

es decir:
T((z,y,2), (2',y, 7)) = (z,y,2) - (¢, ¢/, 7)) = w2’ +yy' + 22

a) Escribe su expresién tensorial respecto a la base dual canénica {¢!, ¢?, ¢®}.
b) Calcula la matriz asociada a T relativa a la base {(1,1,1),(0,0,—1),(0,1,0)}.
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