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Resumen

Se presenta un modelo semianalitico para la caracterizacion mecénica de espacios
elasticos seminfinitos, formados por capas homogéneas e isotrdpicas apiladas
verticalmente, sometidos a un movimiento torsional generado por un elemento
circular que gira unido a la superficie del medio con el eje de giro normal a las
capas.

Este tipo de problema se puede englobar dentro de lo que tradicionalmente
se ha denominado Problema de Reissner y Sagoci, primeros autores en investigar
el comportamiento mecénico de un sélido eldstico seminfinito sometido a torsion
desde su cara libre.

La respuesta mecdnica del semiespacio eldstico se describe mediante la ley de
desplazamientos, tras la resolucién de una ecuacion diferencial obtenida a partir de
las ecuaciones dinamicas del movimiento. Para su resolucion se emplean diferentes
métodos y herramientas matematicas como la transformada de Hankel, el teorema
de los residuos y aproximaciones numéricas.

El modelo supone elasticidad lineal, asi como medios homogéneos e isotropi-
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cos, ademds uniones perfectas entre capas y del disco de giro con la superficie del
medio.

Como innovaciones, ademads de resolver el problema para el caso multicapa, se
aporta un método para resolucion del sistema de ecuaciones integrales resultante
de la imposicién de condiciones de contorno. El método ideado es simple y
generalizable a cualquier nimero de capas. Se expone en su formato matricial por
lo que resulta sistematico y sencillo de aplicar. Ademads se incorpora un método
numérico para la resoluciéon de una ecuacién integral de Fredholm de segunda
especie.

Para finalizar se muestran los resultados obtenidos tras las simulaciones de
varios modelos concretos formados por distinta cantidad de capas. Se discuten los
resultados y se obtienen conclusiones del modelo semianalitico general.

El interés por desarrollar la caracterizacion del modelo mecanico planteado
viene dada por sus multiples aplicaciones en el campo de la evaluacién no
destructiva (END), concretamente mediante el uso de ondas ultrasénicas de
torsién, campo puntero en el que destaca el grupo de investigacion de END del
Departamento de Mecénica de Estructuras e Ingenieria Hidraulica de la Universidad
de Granada dentro del cual se desarrolla este trabajo. Es la primera vez que un

problema de Reissner y Sagoci es aplicado al campo y escala de los ultrasonidos.
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Capitulo

Introducciéon

Se presenta un modelo semianalitico para la caracterizacion mecénica de espacios
elasticos seminfinitos formados por capas apiladas verticalmente, sometidos a
un movimiento torsional generado por un elemento circular que gira unido a la

superficie del medio con el eje de rotacion normal a las capas.

1.1 Motivaciones

Los ultrasonidos son ondas de sonido de alta frecuencia y por lo tanto ondas
mecdnicas, lo que las hace idéneas como herramienta para obtener informacién
mecanica como métodos de Evaluacién No Destructiva (END). La idea es sencilla,
obtener pardmetros mecanicos de un elemento sin acceder al interior del mismo.
Dentro de las ondas mecédnicas que habitualmente se utilizan encontramos las
ondas tipo P y las tipo S. Las ondas P son de compresion - traccién y estdn

relacionadas con el médulo de Young. Las ondas S son de tipo cortante y estdn
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relacionadas con el médulo de cizalla. Asi que dependiendo de las constantes
eldsticas que se quieran conocer se utilizardn unas u otras.

La obtencién del médulo de cizalla tiene multitud de aplicaciones en numerosos
campos que van desde ingenieria de materiales hasta ingenieria biomédica. Sirva
como ejemplo biomédico el siguiente. Multitud de tejidos humanos tienen una
geometria multicapa y existen patologias que se manifiestan en un cambio de
consistencia del tejido. Esta consistencia es gobernada basicamente por la estructura
de coldgeno en la cual se engarzan las células. Esta estructura es mucho mas
sensible a esfuerzos de cizalla que ha esfuerzos de compresién por el hecho de
que en la compresion participan también las células mientras que en los esfuerzos
cortantes bisicamente sélo el coldgeno estructural. Es por ello que las ondas S son
varios ordenes de magnitud mads sensibles al cambio de rigidez en el tejido.

De vuelta al ambito de este trabajo se indica que las ondas mecdanicas con las
que se va a tratar son de tipo torsién. Estas ondas, provocadas sobre la superficie
de un sdlido con dimension horizontal infinita se traducen en ondas de tipo S que
viajan radialmente sobre niveles horizontales, por lo tanto con la posibilidad de
obtener el valor del médulo de cizalla de los diferentes niveles. El uso de una
fuente oscilatoria de torsién y no una que genere directamente ondas S es debido a
la forma en que estan concebidos los sensores de ondas S actuales. La propagacion
de ondas S generan indirectamente ondas de tipo P por conversién de modos al
llegar a las interfases, enmascarando asi la sefial recibida y por lo tanto dificultando

la obtencion del mdédulo de cizalla.



1.2. Estado del arte 3

1.2 Estado del arte

El problema mecanico presentado tiene multitud de aplicaciones en cimentaciones,
interaccion suelo-estructura, disefio mecédnico y estructural, y en evaluacién no
destructiva mediante ondas mecdnicas. Es por ello que la cuestién propuesta ha
gozado de un gran seguimiento desde mediados del siglo pasado hasta nuestros
dias.

La respuesta estatica de un semiespacio eldstico homogéneo e isétropo cuando
un disco circular unido a la superficie es obligado a rotar sobre su eje normal central
fue primero investigada y resuelta por Reissner y Sagoci [[11]. Por ser los primeros
autores que trataron la temdtica es comun que este tipo de problema se denomine
Problema de Reissner y Sagoci.

Reissner y Sagoci [[11] resolvieron el problema de la fuerza torsional oscilatoria
sobre un medio seminfinito mediante el uso de funciones de onda esféricas, ademas
Sagoci [12] fue el primer autor en postular que la caracterizacion de este modelo
proporcionarfa el valor del médulo de cizalla del medio excitado. EI mismo
problema fue estudiado, unos afios mds tarde, por Sneddon [13] avanzando la
resolucion al utilizar la transformaciéon matemdtica de Hankel y un sistema dual
de ecuaciones integrales. Este sistema de resolucion aun sigue vigente en articulos
mads recientes y en la realizacion del presente trabajo. Sneddon [13] resolvié el
problema para el caso de deformacion estdtica.

Desde entonces, se han hecho otras numerosas contribuciones, el caso dinamico

fue resuelto de forma aproximada por Bycroft [3] tomando la distribuciéon de
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tensiones cortantes en la capa eldstica como la propia de la geometria seminfinita,
siendo esta una buena solucién para capas de gran espesor y para bajas frecuencias
de excitacion; el caso dindmico fue también resuelto por Ufliand [16] mediante
un método numérico; Stallybrass [14] adopté un método variacional que conducia
a resultados muy proximos a los exactos calculados por Reissner y Sagoci [11].
Collins [4] para un semiespacio y un estrato eldsticos mediante una metodologia
proveniente de un estudio de difraccion luminica a través de una apertura circular;
Noble [9] introduce como forma de resolucion del sistema dual de Sneddon [[13] 1a
transformacion de éste en una ecuacién integral de Fredholm de segunda especie;
Robertson [10], Thomas [[15] y Gladwell [6] para un semiespacio elastico utilizando
diversos métodos, Gladwell [7] y Awojobi [1} 2] para un estrato eldstico, Keer et
al. [S)] para una capa unida superiormente a un semiespacio eldstico. También
encontramos articulos de aplicacion como el presentado por Wang et al [[17] donde
estudian la respuesta torsional de un problema de Reissner y Sagoci para una capa
saturada. Por dltimo, Yu [18] expone la metodologia a seguir para espacios eldsticos
multicapa ubicando la fuente oscilatoria en el interior del medio, manteniendo la
metodologia de Sneddon [13]] y Noble [9] pero sin resolver la ecuacion integral de
Fredholm.

En el desarrollo de nuestro trabajo hemos seleccionado la metodologia
comenzada por Sneddon [13] y Noble [9] continuada por otros muchos autores
para aplicarla a un modelo eldstico multicapa y seminfinito con la carga oscilatoria
de forma superficial. La forma de resolucién incluye pequefios avances a diferencia

de la forma propuesta por Yu [18], ademds se incluye un apartado de resolucién
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numérica para la ecuacion integral de Fredholm de segunda especie.

Todos los trabajos anteriores han desarrollado sus modelos para aplicaciones
de ingenieria civil donde las escalas son las propias del terreno y estructuras
civiles y las oscilaciones tienen frecuencias muy bajas, a excepcion del trabajo
de Stallybrass [14]. Tras la revision del estado del arte se confirma que este es
el primer proyecto que pretende utilizar el problema de Reissner y Sagoci dentro
del campo de los ultrasonidos donde las frecuencias de excitacion son del orden de
kilohercios, los espesores de los especimenes del orden de décimas de milimetro y

los desplazamientos multiplos de micra.

1.3 Metodologia

Se presenta un método general semianalitico para resolver un problema tipo de
Reissner y Sagoci para un medio multicapa seminfinito con un nimero finito de
capas superpuestas verticalmente. La estructura que sigue el trabajo tras el presente
capitulo 1 de introduccién es la que sigue.

En el capitulo 2 se expone la metodologia para la resolucién del problema,
empleando para ello un sistema hibrido entre los métodos utilizados por varios de
los autores mencionados cuya base se presenta en el trabajo de Sneddon [13] y
Noble [9], como ultima referencia del método se encuentra el trabajo de Yu [18]].

En el capitulo 3 se muestran los resultados obtenidos para varios modelos
concretos donde se va haciendo varias el nimero de capas y pardmetros de las

mismas.
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El capitulo 4 contiene una las conclusiones y discusiones del método, asi como

futuras lineas de aplicacion y proyectos de continuidad del trabajo.



Capitulo 2

Desarrollo del Modelo

En este capitulo se desarrolla el modelo semianalitico que caracterizard mecanica-
mente el problema de Reissner y Sagoci para un medio eldstico multicapa semin-

finito.

2.1 Introduccion e hipodtesis de partida

Para introducir adecuadamente nuestro problema se presenta el esquema del modelo
base de investigacion de Reissner y Sagoci [L1]. Ver figura[2.1]

El problema base consiste en un sélido eldstico homogéneo e isotrépico de
geometria seminfinita el cual se ve sometido a un esfuerzo torsional inducido por
un disco unido a la cara plana del sélido de radio a que gira sobre un eje normal al
plano superficial del semiespacio.

Por lo tanto nuestras hipdtesis de partida son:

1. La caracterizacién mecdnica se realizard dentro de las leyes de la elasticidad
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lineal.

2. Los distintos medios apilados son homogéneos e isotrépicos en todo su

volumen.

3. Se tomardn uniones perfectas entre capas, garantizando asi la perfecta

transmision de desplazamientos y tensiones.

M. P

v

z

Figura 2.1: Esquema del problema base Reissner y Sagoci. Fuente: Forced Torsional
Oscillations of an Elastic Half-Space I. E. Reissner, H.F. Sagoci. Journal of Applied

Physics. vol. 15. pags. 652-654. 1944

Utilizando coordenadas cilindricas partiremos de las siguientes ecuaciones

elasticas dinamicas de Navier-Stokes [[11]]:

oo, 1dog do. 1 2%u

or r 06 dz +;(o-rr_699)+pfr:pﬁ (2.1
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aGrg 18699 869Z 2 o 82u9

3 7 o0 P +;Gre+Pfe—P—at2 (2.2)
d0,, 1doy, do, 1 %,

ar 7 e "o TrORTPETP G 2

Donde las magnitudes o;; con i, j = r, 6,z se corresponden con las componentes
del tensor de tensiones, u; con i = r, 0,z son las componentes del desplazamiento,

p es la densidad del medio y los elementos f, son las fuerzas externas.

Las componentes del tensor de deformacién son:

ery = % 2.4)

cop = %% +- 2.5)

ego = %—L;Z (2.6)
ST
i)

La relacion entre las componentes de los tensores de tensiones y deformaciones

son las siguientes:

Opr = )L(err +ego + ezz) +2ue, (2.10)
Ogo = A(err+epg +e;) +2lege (2.11)
Oz, = Aerr+ego +e) +2Ue; (2.12)

Crp = 2.uer9 (2.13)
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Op, = 2lleg; (2.14)
Opz = 2ley; (2.15)

La particularidad de este problema se traduce en la simplificaciéon de las
ecuaciones gobernantes pues los desplazamientos estdn limitados a la magnitud

angular, es decir:
u, =0 ug = ug(r,z,t) u, =0 (2.16)
por lo tanto las inicas componentes del tensor de tensiones distintas de cero son:
G0 = Orp(112) Op; = Op(1,2) (2.17)

Despreciando las fuerzas externas [11] las ecuaciones de Navier-Stokes se

reducen a:

86,9 ang 2 - a2u9
o "o TrO0TP o (2.18)

En funcién de la ley de desplazamientos:

821/[9 1 8u9 Ug 82u9 . P 82u9

o2 Trar 2T a2 T 19

Esta ecuacién diferencial en derivadas parciales [2.19] serd la que debamos

resolver para obtener la solucién del problema.
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2.2 Problema de Reissner y Sagoci para medios

multicapa

2.2.1 Planteamiento del Problema

Una vez expuesto el problema de partida de Reissner y Sagoci [[11]] continuaremos
con la resolucién del problema para un medio seminfinito multicapa a partir de la

ecuacion diferencial que gobierna el movimiento. Ver figura

= q)eiwt
v
a M1, 1, hi
/ ST
Mm, Pm,, hm
MM, Owm
v zZ

Figura 2.2: Esquema del problema de Reissner y Sagoci para un semiespacio multicapa.
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El modelo propuesto es generalista, contiene M medios siendo el ultimo de ellos
el medio seminfinito. Los pardmetros significativos de cada capa son la densidad
del material p, el médulo de cizalla i y el espesor h.

El movimiento oscilatorio es impuesto desde el disco, el cual gira con frecuencia
angular @ y amplitud maxima de giro ¢ radianes.

En coordenadas cilindricas las ecuaciones que gobiernan el movimiento
torsional en cada medio son:

821459"1) 18u(9m) ug") 82ug") _ Pm 82ug")

or? r or r? 022 Unm o2 (2.20)
Conm=1,2,....M.
2.2.2 Solucion de la ecuacion diferencial
Buscaremos soluciones para la ecuacién [2.20| del siguiente tipo:
ug(r,z,t) = Ug(r,2)e'™ (2.21)
Por tanto, sustituyendo esta expresion en la ecuacion [2.20] obtenemos:
a;g%%a;%(pﬁ’z—r—lz)w a;—g;’:o (2.22)
Se define la Transformada de Hankel para la funcién Uy:
Tp(E.2) = /0 " Us (r,2) 1 (Er)dr (2.23)
Uo(r2) = | &0a(E, 20 (Erar (2.24)

donde J; es la funcion de Bessel de primera especie y de orden 1.
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Si se multiplica la expresion por rJi(Er) y se integra respecto a r entre 0y

oo [[13]]:

po’

82U9 e
—rJ1(& dr~|—/ —Jl dr+7/ rUgJy (Er)dr
0

o dr?

2
- / U—Jl(é rdr+ " 97U T8 (Erdr  (2.25)
0o r 0o 0z 922

operando y haciendo uso de algunas propiedades de las funciones de Bessel,

expresiones [A.1]y[A.2] (ver Apéndice[A), se obtiene la ecuacién diferencial:

02 _
(ﬁ + k2 — 52) Up=0 (2.26)

con k como nimero de onda angular:

k= co\/E (2.27)
u

La solucién de esta ecuacion diferencial viene dada por:

Ug(E,2) =A(E)eP*+B(E)e™P? (2.28)

donde f se define como:

Br=E2—k (2.29)

Por lo tanto, sustituyendo la expresién [2.28] dentro de [2.23] conseguimos la
expresion que define la ley de desplazamientos. A partir de ahora y con motivo

de simplificar la escritura usaremos ug(r,z) en lugar de Ug(r,z).
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Si escribimos las expresiones de la ley de desplazamientos para cada medio:
u(r,2) = /0 (ArePe 4 Bl PR)ES (Er)dE,  0<z<h
ugz)(r,z) _ / (AgeP2® + Bye P) £y (Er)dE, h <z<h

0 (2.30)

()= [ (w4 Bue PRERENAE, 22 b

donde A; y B; con i = 1,2,...,M son las funciones coeficientes incGgnita A;(§) y
Bi(&) que deberédn ser resueltas a través de la imposicién de las condiciones de

contorno del problema.

2.3 Resolucion de las funciones incégnita

Antes de exponer las condiciones de contorno propias del problema introducimos
las expresiones de las tensiones necesarias posteriormente. Sustituyendo la

expresion [2.9]en la expresién [2.14] tenemos:
C,9(17) = U—=— 2.31
29( I ) nu’ az ( )
Por lo que las expresiones de las tensiones 0,9 para cada medio son:

0y ()= [ (et - Bie P En(ENdE,  0<z<h

G(g)(r’z) - /0 B2 (AzeP* — Boe PRYEN (Er)dE,  m<z<h

Z

(2.32)

G(éw)(r,z) 2/0 v Br (ApePM™ — Byre Pu) £y (Er)dE, 2> hy—

Z
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2.3.1 Condiciones de contorno
Las condiciones de contorno del problema son las siguientes:

1. Valor del desplazamiento angular en la superficie:

u(el)(r,O) =r, 0<r<a (2.33)

2. Valor de la tension 0,¢ en la superficie:

6 (r0)=0, r>a (2.34)

3. Continuidad de la ley de desplazamientos en los limites entre capas:

W () = ud" k), m=1,2,.,M =2 (2.35)

4. Continuidad de la ley de tensiones 0,¢ en los limites entre capas:

o) (nhw) =64V (nhy),  m=1,2,. .M =2 (2.36)

5. Valor de la tension 0,9 cuando z se aproxima a infinito:

lim 65" (rz) =0 (2.37)

Z—+

6. La onda debe comportarse como saliente cuando r tiende a infinito. En
propagacion radial de ondas significa que no pueden existir ondas que viajen

de nuevo hacia la fuente de partida.

En un primer lugar usaremos la condiciéon de contorno [5| que simplifica la

expresion del desplazamiento angular para el medio seminfinito M. Dado que dicha
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ST ., M . .
condicién indica que el valor de la tension Gz(e )(r, z) debe ser nulo en el infinito,

sustituyendo la expresién correspondiente de en tenemos que Ay (&) =0,
por lo tanto la expresion del desplazamiento en el medio seminfinito tiene una tnica

funcién coeficiente incognita By (& ):

uéM)(r,z) = /OOOBMeﬁMZé.Il (Er)déE, z2>hy— (2.38)

2.3.2 Sistema de ecuaciones integrales

Se plantean el resto de condiciones de contorno llegando a un sistema de ecuaciones
integrales de gran complejidad formado por 2M ecuaciones y 2M — 1 funciones
coeficiente incognita. Utilizaremos el método planteado por Sneddon [13] el cual
consiste en llegar a un sistema de dos ecuaciones integrales que degeneran en una
Unica ecuacion integral de Fredholm de segunda especie. Sneddon [[13] resuelve el
problema para un unico medio seminfinito, por lo que el método que a continuacién
se plantea es novedoso si bien es un aporte sencillo. Yu [18] crea una funcién Z(&)
con significado fisico que le ayuda a la resolucidn del sistema, su esquema contiene
el disco oscilatorio a cierta profundidad. En su trabajo expresa que se ha de resolver
el sistema de ecuaciones integrales pero no dice cémo.

El método propuesto consiste en la simplificacion del sistema total, concreta-
mente en la transformacion del sistema de 2M ecuaciones a uno de 2 ecuaciones
proporcionado por las condiciones de contorno de la superficie [I| y 2] Para con-

seguir esto se resuelve el sistema creado por el cumplimiento de las condiciones de
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contorno pertenecientes a los limites entre capas en funcion de la ultima de las fun-
ciones coeficiente incognita By (&), es decir, se fija esta dltima funcién coeficiente
como si fuera conocida. Finalmente se utiliza las 2 restantes ecuaciones integrales
de la superficie para conseguir el valor de By (&) siguiendo el método de Sneddon

[L3].

2.3.2.1 Simplificacion del sistema

Se plantea el siguiente sistema de ecuaciones integrales utilizando para ellos las
condiciones de contorno 3]y | pertenecientes a los limites entre capas. Sustituyendo

las correspondientes expresiones de[2.30} [2.32]y[2.38]en las condiciones de contorno

con expresiones [2.35y [2.36 tenemos:

\

Aleﬁlhl +Bl€_ﬁ1h1 :A2€B2h1 —l—Bze_ﬁzhl
Azeﬁzhz —|—Bz€7ﬁ2h2 :A3eﬁ3h2 +B3efﬁ3h2
i (A1l — Bre Py = 1o By (AgePM — By PoM)

122 (AzeP"> — Bye P2y — pi3 By (AzeP> — Bye P2 o (2.39)

Ay yePu-thi-1 4 g o= Bu—ithu-1 — g, o= Buhu-

-1 Brr—1 (Apg—rePr=m=r — By emPumthi—ty — — 113 By By e Puhui-i

Ve

Construyendo el sistema [2.39|de forma matricial:

AC =B-By (2.40)
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-Cu Ci, 0 0 .. 0 o |
0 GCo Cs 0 ... 0 0
0 0 Gy G ... 0 0
A= ot z (2.41)
0 0 0 0 . Cusmo 0
0 0 0 0 .. Cyomo Cuomi
o 0 0 0 .. 0  Cuim

Cada submatriz C; j con i, j = 1,2,...,M — 1 tiene la siguiente estructura:

ePihi e Bihi
Para j=i: Cij= (2.42)
wiiePt - —pBie Pt

—eBjhi — e Bjhi
Para j=i+1: Cij= (2.43)
—;BjePt ;e Pt

Para el resto de casos C; ; serd una matriz de ceros 4 x 4.

El vector de funciones coeficiente incégnita es:

C= B; (2.44)
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El vector de coeficientes independientes es:

B= 0 (2.45)

0

e Buhy-1

— Ly Prge Prlv—1

Resolviendo el sistema [2.40] se obtendran las expresiones para cada funcién
coeficiente A,, y B, conm = 1,2,...., M — 1 en funcién de la funcién coeficiente del

altimo medio By,.

A=A} By
B =B} By
Ay =A3 By
By =B;-By (2.46)

AM_l :A;kw_l 'BM

By—1 =Bjy_1-Bu
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Las nuevas expresiones para la ley de desplazamientos son:

W02) = [ (A s Bie ) BuE (Enae, 0<z<hy

i 12) = [ (AseP o B P By £ (Er) e, m<z<h

”éM_l)(”,Z) :/0 (Ayr_1P=+ By e PR\ ByET (Er)dE,  hya<z<hm

0" 10 = [ PeBuEn (£, <2 hyy-

2.4 Sistema dual de ecuaciones integrales

Tras la simplificacién del sistema anterior [2.39] en el cual entraban en juego las
condiciones de contorno propias de los limites entre medios retomamos las que
provienen de la superficie. Las condiciones y proporcionan las dos
siguientes ecuaciones integrales, Sneddon [13]] las denominé como sistema dual de

ecuaciones integrales.

= g(&) _, oy
| wb g P@nEnas=ro.  o<rs (2.48)
/ TDEWN(ENIE =0,  r>a (2.49)
donde:
D(&) = w11 (A7 +B7)Bué (2.50)
2(&) = A} +B; 2.51)

f(&) =A]—Bj (2.52)
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2.4.1 Condicion de onda saliente en el infinito

De acuerdo con Gladwell [7] para que la expresion matemadtica del movimiento
resultante se comporte como una onda saliente cuando r tiende a infinito estd se
debe asemejar a las funciones de Hankel de segunda especie Hl(l) (Er)y Hl(z) (&r).
Las funciones de Hankel se utilizan para representar el comportamiento de
ondas salientes o entrantes y provienen de la extension de las funciones de Bessel

al campo complejo.

HY (x) = Jy (x) + i3 (x) (2.53)
H (x) = Jy (x) — i¥; (x) (2.54)

Cuando el sentido de avance de la onda es de izquierda a derecha se emplea
la funcién Hl(z)(é‘r), mientras que si el sentido es contrario se emplea la funcién
Hl(l)('g'r). En el caso de estudio el sentido de avance de la onda en la dimensién
radial es positivo, de izquierda a derecha, por lo que la funcién de referencia es la
H 1(2) (Er).

Para saber si se cumple esta condicidn es necesario estudiar el comportamiento
de la onda cuando r toma valores muy grandes, lo que se traduce en calcular el limite
de la expresion del desplazamiento cuando r tiende a infinito y comparar el resultado
con la funcién de Hankel H 1(2) (Er). Unicamente se estudia el desplazamiento para
el medio 1 ya que el propésito de este trabajo es el de obtener pardmetros mecanicos
del interior del s6lido desde la superficie.

El cédlculo de dicho limite no es sencillo. Gladwell [[7] utiliza varios pasos

intermedios propuestos por Lamb [8]] para resolver el valor principal de la integral
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utilizando para ello el Teorema de los Residuos. Ver Apéndice

Cuando se compara la expresion resultante del desplazamiento con r tomando
valores muy grandes se desprende que hay que afiadir un término adicional a la
expresion para que estd se comporte como la funcion de Hankel Hl(z)(ér). Este

término adicional tiene la siguiente expresion:

R\ 8(&n)
_nanI ,ulﬁl(gn)f/(gn)D(én)Jl(gnr) (255)

donde &, son las raices de la funcién f(£), g es el nimero de raices enteras dentro

de la solucién de la ecuacién f(&,) =0, ky < &, < ki, y f'(&,) es df/dE evaluada

ené =¢&,.
El término extra[2.55|debe ser afiadido a la expresion [2.48] quedando el sistema

dual de la siguiente forma [3]:

D(En)J1(Enr) =19, 0<r<a

mBfE)" ullﬁ ) f'(Gn)

(2.56)

/0 TDEV(ERdE =0, r>a (2.57)

2.4.2 Reduccion a ecuacion integral de Fredholm

Partiendo del sistema dual de ecuaciones integrales [2.56] y se construye una
ecuacion integral de Fredholm de segunda especie. Siguiendo a Gladwell [7] y

Noble [9] si la funcién D(&) es de la forma:

= % /Oa 0 (x)sin (Ex)dx, 0<x<a (2.58)
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satisface la ecuacion La ecuacién auxiliar 6(x) utilizada se obtiene a través
de la siguiente ecuacion integral de Fredholm.

Sustituyendo la expresion [2.58] en la primera ecuacion del sistema dual [2.56] se
llega a la siguiente ecuacidn integral de Fredholm de segunda especie [[7, 9] en la

cual la funcién 6(x) es la incdgnita:
1 a
0)+— [ M'(E)0EME=20x,  0<x<a  @59)
0

donde el nucleo de la ecuacion es:

. (En)Gn

. — M(x,E)—2mi J
M’ () =M(x.8) =2mi Y, g s

sin (&,x)sin (&,&) (2.60)

donde
M(x.8)=2 | H(n)sin(en)sin (En)an 2.61)
con
g .
o) = @ ! (262

2.5 Resolucion numérica de la ecuacion integral de
Fredholm

La dificultad en la resolucién de la ecuacién integral de Fredholm viene dada
en funcién de la complejidad de su nicleo [2.60[2.61] Para los casos mds sencillos
de un tnico medio varios autores han conseguido soluciones analiticas aproximadas

[9, 7, 11].
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En este trabajo se estudia el caso de M medios apilados por lo que la complejidad
de la expresion del nicleo es alta. Es por ello que se presenta un método numérico
para la resolucion de la misma.

El método propone aproximar la funcién solucién 6(x) con la siguiente
estructura:

0(x) =) 6Ni(x), 0<x<a (2.63)
donde 6; son los N pesos que van asociados a las funciones de forma N;(x). Estas
funciones de forma son definidas del siguiente modo (ver figura [2.3)):

1 —|x—x;| /Ax, sioxim1 <x <Xiqq
Nilx) = (2.64)

0, en otro caso
donde Ax es el paso entre puntos de evaluacién. Las funciones en los extremos
del intervalo de validez estan definidas s6lo en la parte que entra dentro del propio

intervalo general 0 < x < a.

X1=0 X2 Xi XN=a

Figura 2.3: Tipologia de las funciones de forma N;(x) utilizadas.
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Sustituyendo la expresion en la ecuacion integral de Fredholm de segunda

especie [2.59 obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones integrales:

)

01+ — ZQ/M* x1,8)N;(§)dE = 2¢x;
6+ — ZB/M x2,E)N;(E)dE = 2¢x)

03+ — Z 0; / M*(x3,&)N;(€)dE =2¢x3 (2.65)

Oy + — Ze / M* (xy, £ )N (E)dE = 20xy

Construyendo el sistema de forma matricial:

Le=E (2.66)
La matriz L:

n+Lin L L3 Liy

Ly T+Llyy, L3 . Loy
L= L3 L3 w+Lzz ... Lsy (2.67)

Ly Ly Ly ... TH+Lny
donde
a

Lij= | M*(x;,§)N;(8)dS (2.68)

coni,j=1,2,...,N.
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El vector incognita de pesos:

0= |o, (2.69)

N

Y el vector de términos independientes:

2mox
271'(]))62

E = 273 (2.70)

27'L'¢)XN

Resolviendo el sistema se reconstruye la solucién aproximada [2.63] de la

ecuacion integral de Fredholm [2.59]

2.6 Construccion de la solucion

Tras obtener la solucién a la ecuacion integral de Fredholm de segunda especie[2.59]
como aproximacién numérica[2.63|se estd en situacién de completar las expresiones
de las leyes de desplazamientos

La expresion [2.63] debe ser sustituida en la ecuacion [2.58] de esta forma se

consigue la expresién de la funcién D(&). Tras lo cual se puede obtener la funcién
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inc6gnita By (&):

_ D(&)
Bu(s) = m1Bi(AT+B7)E

que era la dltima funcién coeficiente por conocer. Con lo cual, el problema queda

2.71)

resuelto a falta de componer todas las expresiones de los desplazamientos angulares
en cada medio 2.47]

Como ejemplo se muestra la expresion de los desplazamientos para el medio 1
recordando el término extra a afadir referente a la condicion de onda saliente

para grandes valores de r.

W)= [ (AP Bie PO B (€

! g(&)

= ulpl(5n)f/(én)D(§n)h(é§nr), 0<z<h (272

— T




Capitulo

Resultados

Se presentan una serie de resultados obtenidos a través de la simulacién mediante
el software MATLAB los cuales serdn discutidos para obtener una serie de

conclusiones.

3.1 Datos de los modelos

Los modelos considerados varian en el nimero de medios, comenzando por 2
medios (1 capa + 1 seminfinita), 3 (2 capas + 1 seminfinita)y 4 medios (3 capas
+ 1 seminfinita).

Los modelos cumplen las hipdtesis de partida: elasticidad lineal, medios
homogéneos e isotrdpicos, y unidn perfecta en la frontera de ambos materiales.

Los datos de los modelos usados son los siguientes:

28
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Espesores verticales
2 medios | 3 medios | 4 medios
Capa 1 I mm 1 mm 1 mm
Capa 2 6 mm 6 mm
Capa 3 6 mm
Seminfinita ) 00 )

Tabla 3.1: Espesores verticales para los modelos de ejemplo.

Densidad
2 medios 3 medios 4 medios
Capa 1 1000 Kg/m> | 1000 Kg/m? | 1000 Kg/m>
Capa 2 1000 Kg/m* | 1000 Kg/m?
Capa 3 1000 Kg/m?
Seminfinita || 1000 Kg/m> | 1000 Kg/m? | 1000 Kg/m?

Tabla 3.2: Densidades para los modelos de ejemplo.
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Moédulo de cizalla

2 medios | 3 medios | 4 medios

Capa 1 10 KPa 10 KPa 5 KPa
Capa 2 60 KPa | 50 KPa
Capa 3 120 KPa

Seminfinita 20 KPa | 120 KPa | 200 KPa

Tabla 3.3: Médulos de cizalla para los modelos de ejemplo.

A todos los medios se les asigna un amortiguamiento del 5%.
A continuacidn se indican los datos referentes al disco giratorio y su movimiento

oscilatorio, constantes en los 3 modelos de estudio:

e Radio del disco: a = 2 mm.

* Frecuencia angular de giro: ® =27-4 KHz.

* Amplitud méxima de giro: ¢ = 1073 rad.
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3.2 Onda espacial en la superficie

Se muestran las representacion gréafica de las soluciones para los medios propuestos
obtenidas mediante el algoritmo implementado en el software MATLAB (ver

Apéndice [C) como onda espacial atemporal para un valor de r cualquiera en la

superfice (z = 0), cuya expresion analitica es la que sigue:

u(el)(r,O) = /Ow( 1+B7)Bu&Ji(Er)dé

3.1

El intervalo de representacion en la dimension radial r va desde 0 a 10 mm.

real
imaginario

u(r,0) [um]

r [mm]

Figura 3.1: Onda atemporal propagandose sobre la superficie del modelo 2 medios.
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Las sefiales obtenidas representan los desplazamientos transversales sobre un

radio cualquiera.

2

T
real

"""""" imaginario

15

u(r,0) [um]

o
o

r [mm]

Figura 3.2: Onda atemporal propagdndose sobre la superficie del modelo 3 medios.

Presentan un formato adecuado al problema mecanico del cual forman parte.
El fendmeno de amortiguacion es correcto. Se puede observar la parte lineal
del desplazamiento contenida en el intervalo perteneciente al radio a del disco

oscilatorio cuyo valor maximo de desplazamiento es:
u) (1,0) = ulV(a,0) = a- ¢ =2.00 mm (3.2)
0,max\"’ - 70 ’ - - = :

donde ¢ es la mdxima amplitud de giro del disco.
El desarrollo general de las ondas es l6gico y en él se puede observar la

predominancia de la longitud de onda del medio 1 cuyo valor es, en ambos casos,
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2.5 \

real
——————————— imaginario

u(r,0) [um]

_05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0

r [mm]

Figura 3.3: Onda atemporal propagandose sobre la superficie del modelo 4 medios.

del orden de 0.7 — 0.9 mm:

2
A= ~07-0.9mm (3.3)

En el transcurso de los célculos se ha visto una correcta tendencia hacia el
valor O de la parte imaginaria de la sefal. Las limitaciones del software empleado
y el consumo de memoria del método numérico empleado para la resolucion
de la ecuacioén integral de Fredholm de segunda especie no ha permitido seguir
mejorando la solucién obtenida en cuanto a precision de la misma. Los tiempos de
computacion van creciendo segtin se va complicando el modelo, por ejemplo para
el modelo de 2 medios el tiempo fue de 249 sg, mientras que para el modelo de 4

medios fue de 384 sg.
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Es por lo tanto un punto a sefalar, para trabajos futuros, la evolucién del
algoritmo numérico para la resolucién de la ecuacién tipo Fredholm con motivo
de reducir su consumo de memoria y asi mejorar la precision de las soluciones.

Destacar también que, para los modelos propuestos de estudio, el valor de los
términos adicionales, como requerimiento segun la condicion de onda saliente para
grandes valores de r, ha sido 0, debido a que la expresion @] devuelve el valor 0
para todos los puntos ubicados en el intervalo k, < & < ki, el cual es el dnico que

puede contener raices reales de la funcién f(&).

g(&)
(&) 7 (E) G4

Esta conclusién concuerda con la puntualizacién que Gladwell [7] hace sobre los
resultados obtenidos en su trabajo [6] y el de Robertson [10], donde se obtuvieron
soluciones correctas sin el uso de los términos adicionales del método.

El andlisis exhaustivo del porqué este comportamiento para nuestro caso de
ky < k1, y el estudio de otros casos y jerarquias diferentes de los nimeros de onda

surgen como posible futuro trabajo de interés.

3.3 Modelo 2D de propagacion vertical-radial

Se muestra la representacion gréfica de la solucién para el modelo de 2 medios
[3.4] obtenida mediante el algoritmo implementado en el software MATLAB (ver
Apéndice [C) como propagacién de la onda espacial atemporal en un plano

cualquiera rz. Los datos de los medios son:
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Datos del modelo 2D. 3 medios
Capa 1 Capa 2 Seminfinita
Densidad 1000 Kg/m? | 1000 Kg/m> | 1000 Kg/m>
Espesor 3 mm 5.5 mm )
Amortiguamiento 5% 5% 5%
Moddulo de cizalla 10 KPa 60 KPa 200 KPa

Tabla 3.4: Datos del modelo 2 medios propagacién 2D.

Datos referentes al disco giratorio y su movimiento oscilatorio:

* Radio del disco: a = 2 mm.
* Frecuencia angular de giro: ® =27-4 KHz.

* Amplitud méxima de giro: ¢ = 1072 rad.

La amplitud maxima de giro equivale a un desplazamiento angular en el borde

del disco de 20 um.

Se representa la amplitud del desplazamiento transversal de cada uno de los
puntos en los que ha sido discretizado el plano.

Se observa un comportamiento correcto de la propagacion en el medio. El
rango de valores en los desplazamientos transversales es l6gico. Se aprecian los
cambios de longitud de onda en cada medio, dependientes directamente de la rigidez

a cizalla.
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Propagacion onda torsién plano r-z. u(r,z) [um]. Nimero de medios:3

r [mm]

Figura 3.4: Representacién 2D de la propagacion de la onda en un plano radial vertical

cualquiera. Los colores indican la amplitud del desplazamiento transversal al plano.
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Conclusiones y Trabajos futuros

4.1 Conclusiones

Tras el desarrollo analitico del problema, la resolucion numérica de la ecuacion final
y la obtencion y estudio de los resultados obtenidos pasamos a enumerar y analizar

las conclusiones del trabajo.

1. Desarrollo del modelo. Parte analitica:
La fortaleza del modelo proviene, sin lugar a dudas, de toda su parte inicial
donde el método analitico predomina. La consistencia del mismo esta
demostrada a través de todas las publicaciones y trabajos realizados por
numerosos autores. El aporte en la resolucién del sistema de ecuaciones
integrales de las condiciones de contorno crea cierta ventaja resolutiva y

simplifica los cédlculos de forma complementaria a otros autores como Yu

[L8].

37
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2. Desarrollo del modelo. Parte numérica:
Quedan de manifiesto las limitaciones del método numérico planteado para
la resolucién de la ecuacion integral de Fredholm y la reconstruccién de
la sefial. La orientacidn y convergencia son correctas, sin embargo es
requerida una solucién con mayor exactitud dentro de los limites actuales
de la computacién. Por ello, se propone como continuacién de los trabajos la
construcciéon de un método de resolucidn cuya evolucion permita simplificar

su estructura y ganar en velocidad de convergencia y exactitud de la solucién.

3. Efectividad en el uso del término adicional por condicion de onda saliente:
Se concluye, tras los cdlculos realizados para el caso presentado, que los
términos adicional provenientes del cumplimiento de la condicién de onda
saliente para grandes valores de r tienen valor O en el caso estudiado, donde
el medio inferior es mds rigido que el superior. No podemos asegurar que
este hecho suceda en todos los casos que entren dentro de un formato similar,
pero lo obtenido concuerda con la puntualizacion que Gladwell [7] hace sobre
los resultados obtenidos en su trabajo [6] y el de Robertson [10]], donde se

obtuvieron soluciones correctas sin el uso de los términos adicionales.

4. Aplicaciéon como método de Evaluacién No Destructiva:
Desarrollando analiticamente la expresion del desplazamiento angular en la
superficie del medio 1 para el caso resuelto de 2 materiales [4.1]

ul) (r,0) = /O w% {(1 + Zf—gf)eﬁ‘“ + (1 - Z?—gf)e—ﬁlhl} e PMER T (Er)dE

(4.1)
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se puede ver claramente que el pardmetro mecanico del medio 2 se encuentra
presente en la expresion de la onda en la superficie. Como analiticamente
se puede comprender que los pardmetros mecdnicos de todos los medios
aparecen en la expresion final del desplazamiento sobre la superficie se puede
concluir que es factible el uso de estos modelos de caracterizaciéon mecénica

en aplicaciones de Evaluacién No Destructiva.

Se puede concluir que el método para la resolucion del problema es robusto y
adecuado, sobre todo por su dilatado desarrollo analitico, a expensas de la evolucion
del apartado numérico en la resolucién de la ecuacién integral de Fredholm, que
permitird mejorar la precision del mismo, y que su aplicaciéon a métodos de

Evaluacién No Destructiva es factible y sencilla.

4.2 Trabajos futuros

Se enumeran los posibles trabajos y proyectos futuros que se desprenden del anélisis
del presente Trabajo Fin de Master desarrollado.
Trabajos en la evolucién del modelo y estudios paralelos sobre detalles del

mismo:

1. Mejora y evolucién en el método numérico y algoritmo de cdlculo:
Como trabajo clave siguiente se destaca la mejora y evolucién del método
numérico para la resolucion de la ecuacion integral de Fredholm y la
reconstruccion de la sefial, al igual que su reflejo en el algoritmo de cédlculo

implantado en el software MATLAB.
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2. Ampliacion del modelo con pardmetros mecénicos dindmicos:
Ampliaciéon del modelo introduciendo factores de amortiguamiento y otros
parametros mecdnicos dindmicos que asemejen mdas la propagacion de las

ondas al comportamiento real en el medio.

3. Estudio de la sefal en superficie y la relaciéon con el modelo:
Se pretende dar un enfoque fisico a las sefiales de salida en la superficie
de forma que se puedan concluir relaciones de los pardmetros de la onda
superficial y los propios del modelo, mecédnicos y geométricos. En este
apartado se puede estudiar el porqué de la segunda longitud de onda que

modula a la predominante presente en los resultados obtenidos.

4. Estudio de los términos adicionales y su relacién con el modelo:
Estudio de los términos adicionales propios de la condicion de onda saliente
para valores préximos a infinito, andlisis de su importancia en segin que
modelos y jerarquia en el valor de los nimeros de onda k, asi como,
explicacion analitica y fisica del valor nulo de los mismos en el presente

modelo estudiado.

Proyectos como continuidad en las aplicaciones posibles:

1. Simulacién mediante MEF:
Realizaciéon de una simulacién mediante el Método de los Elementos
Finitos (MEF) donde se podrd comprobar en parte la validez del modelo

semianalitico desarrollado.
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2. Validacion frente a medidas experimentales:
A falta de la optimizacién final del equipo de torsion ultrasénica del
Laboratorio de Evaluaciéon No Destructiva de la Universidad de Granada,
se podrd realizar un comparativo entre muestras de medidas experimentales
sobre modelos multicapa reales y ver la cercania y validez de las simulaciones
del modelo semianalitico mediante el cédigo computacional desarrollado en

el software MATLAB.

3. Resolucién del PI:
Creacion de un algoritmo de resolucién para el Problema Inverso (IP) a
plantear para la obtencién de pardmetros mecanicos de modelos multicapa
tras el andlisis de la sefial obtenida tras la propagacion de ondas de torsion
sobre el modelo. En una primera fase con modelos previamente conocidos y

en una segunda con sefiales experimentales reales.

item Aplicacion de la tecnologia a sistemas de Evaluacién No Destructiva:
Elaboracion de software tecnoldgico para instrumental de medida de Evalu-

acion No Destructiva mediante dispositivos ultrasénicos de torsion.

item Introduccion de anisotropia en el modelo:
Creacién de un nuevo modelo con anisotropia en las capas. Este sistema
podria dar lugar a una tecnologia para la Evaluacion No Destructiva mediante

ultrasonidos de laminados de materiales compuestos.
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Apéndice A

Propiedades Funciones de Bessel

Algunas propiedades interesantes de las funciones de Bessel:

éiyiljvﬂurl (x@ =

validaparav > -1y y> —1.

xv—n—l

éfn*IJv—n—l(xé) = m/xwh(’f)”vﬂ(rz _xZ)ndr

validapara ¥ —; > 1 > —1.
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Apéndice B

Desarrollo de 1a Condicion de Onda

Saliente

Es necesario obtener la expresion del desplazamiento para grandes valores de r, para
conseguirlo se realizardn una serie de pasos matemaéticos que facilitan el calculo.

Se parte de la expresion del desplazamiento en la superficie:

e g(é) .
uo(r0) = | g g P (B.1)

Se extiende la expresion al semiplano complejo positivo ampliando la variable
de integracién que pasa a ser { =& +in, n > 0. Como las funciones del interior
de la integral son pares, y la funcién de Bessel de segunda especie Y| impar se

puede escribir:

cov= L[ _s©) (&,
w0(r0) =3 [ E=rsDEH " (Eras B2)
donde:

HY (x) = 1 (x) + iy (x) (B.3)
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HP (x) = 1y (x) — iy (x) (B.4)
Por comodidad se denomina:

g(8) _
B @” =) B

Para calcular la integral B.2]se usa la expresién de su valor propio:

R

3| rem ena = im 3 [ rnEna ®o

R—+ =2 J_Rr

Para calcular el valor de la integral se utiliza el Teorema de los Residuos. Para
ello se toma un dominio acotado por una curva circular de radio R centrada en el eje
de coordenadas y el propio eje real, y con pequefios semicirculos que rodean por
abajo los polos reales de la funcién F(&).

El Teorema de los Residuos dice lo siguiente: Sea f una funcidn analitica en un
dominio  y sea C una curva de Jordan contenida en Q tal que f es analitica en la
region interior a C salvo en un numero finito de singularidades aisladas. Entonces la
integral de f sobre C es igual a la suma de los residuos de f en dichas singularidades

multiplicada por el factor 27i.

ﬁf(x)dx =2mi i Res(f,x,) (B.7)
n=1

donde xi,x3,...,x, son todas las singularidades aisladas de f rodeadas por C y
recorriendo C en sentido positivo.

Tomando f como cociente de funciones

flo) =22 (B.8)
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donde h(x) es la funcién que contiene las singularidades de f(x) a través de sus
raices. El calculo de los residuos de f, si todas las singularidades de la misma son

polos simples se puede escribir:

(S

Res(f,x) (B.9)

Teniendo en cuenta todo lo anterior y aplicdndolo al caso que se nos presenta

podemos exponer que:

fremenac= [ FemEnd [ R g @10

semicirc.

luego para obtener el valor de la integral en el eje real & basta con resolver las
integrales de linea de la curva Jordan cerrada y de la semicircunferencia. Para
calcular la integral sobre la curva cerrada se usa el Teorema de los Residuos, donde
las singularidades de la funcién F({) serviran para calcular los residuos de la

misma. Por lo tanto:

?{F CrdC 2mZResF§n =

d g(én)

Mg .
LB (&) (&) Ve () BAD

=27

observar que sélo se incluyen las singularidades en el eje real £, eso es debido a que
el resto de singularidades son siempre imaginarias puras y se puede demostrar que
en estos casos el valor de ug ~ 1/r por lo su limite para r grandes tiende a 0. Por
€S0 no se tiene en cuenta en estos cdlculos.

Se puede comprobar que la integral en la semicircunferencia vale 0, por lo que

se puede concretar el valor de la expresion del desplazamiento para grandes valores
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der:

i X 8(&n)
= Bi(&n) (&)

Como la expresion anterior debe comportarse similarmente a Hl(z)(é r) se

ug(r171,0) = D(&n)Y1(8nr) (B.12)

concluye que el término que hay que afiadir para que esto suceda es:

I 8(&n)
n—1 w1 B1(En)f' (En)

— T

D(&,)J1(Enr) (B.13)



Apéndice

Algoritmo implementado en Matlab

Este apéndice contiene el resumen de los c6digo creados en software MATLAB

para la implementacion del problema.

clear;clc;close;

t0 = cputime;

global 1k M mi ro D;

global a N xin ax eta_i xi_i sin2;

global theta_sol ABvector betavector ffvector;

global h Bm rr zz uul rr_double u_double;

materiales?;
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M=length (mi) ;

lk=wxsqgrt (ro./mi) ;

intfredholm;
funincogBm;

reconstru_sol;

t = cputime—t0;

global ro mi h w a ampli D;

ro=[1000,10001;
D=5/100;
mi=[1,2]*led (1+2+1+D);

h=[0.005,11];

w=2+*pix4de3;
a=0.002;

ampli=le-3;
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global ro mi h w a ampli;

ro=[1000,1000,1000];
D=5/100;
mi=[1,6,12]x1edx (1+2%1«D);

h=[0.001,0.006,11;

w=2*pix4de3;
a=0.002;

ampli=le—3;

global ro mi h w a ampli;

ro=[1000,1000,1000,1000];
D=5/100;
mi=[0.5,5,12,20]+%1ed* (1+2%xi*D);

h=[0.001,0.006,0.006,1];
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w=2xpix4e3;
a=0.002;

ampli=le—-3;

function betaa=betaa (x1i)

global 1k M;

betaa=zeros (M, 1) ;

for 1=1:1length(1lk);

betaa(l, :)=sgrt (xi”"2—1k (1) *2);

end

end

function aa=aa (xi)

global M h mi;

betaxi=betaa (x1i);

aa=zeros (2% (M—1));

for 1=1:(M—1)
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aa(2x1—1,2x1—-1)=exp (betaxi (1) +*h(1l));
aa(2+1,2x1)=—mi (1) xbetaxi (1) rexp(—betaxi (1)+h(1l));
aa(2+1,2x1—-1)=mi (1) xbetaxi (1) xexp (betaxi (1)+h(1l));
aa(2x1—1,2«x1)=exp(—betaxi(1l)~h(1l));

end

for 1=1:(M—2)
aa(2x1,2+1+1)=—mi (1+1) xbetaxi (1+1) rexp (betaxi (1+1)+*h(1l));
aa(2+«1—1,2+1+1)=—exp (betaxi (1+1)«h(1l));
aa(2+1,2x1+2)=mi (1+1) xbetaxi (1+1) rexp(—betaxi (1+1)+h(1l));
aa(2x1—1,2x1+2)=—exp (—betaxi (1+1)*h(1l));

end

end

function bb=bb (x1i)

global h M mi;

betaxi=betaa (x1i);

bb=zeros (2« (M—1),1);

bb(2x (M—1)—1,1)=exp(—betaxi (M) xh (M—1));

bb (2x (M—1),1)=—mi (M) xbetaxi (M) rexp (—betaxi (M) xh (M—-1));

end
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function AB=AB (x1)

aaxi=aa (x1i);

bbxi=bb (xi) ;

AB=aaxi\bbxi;

end

function ff=ff (x1i)

ABxi=AB (xi) ;

ff=ABxi (1) —ABxi(2);

end

function gg=gg(xi)
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ABxi=AB (x1i) ;

gg=ABxi (1) +ABxi (2);

end

function GF=GF (x1)

global h mi

ggxi=gg(x1);
ffxi=ff (xi);
betaxi=betaa (xi);

GF=ggxi/ (ffxi*betaxi (1)+mi(1));

end

function HH=HH (x1)

GFx1=GF (x1) ;
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HH=GFxi*xi—1;

end

function nform=nform(xi)

global N xin ax;

nform=zeros (N, 1) ;
if xi<xin (2)
nform(l, :)=1—abs (xi—xin (1)) /ax;
else
end
if xi>xin (N—1)
nform(N, :)=1—abs (xi—xin (N)) /ax;
else
end
for 1=2:(N—-1);

if (xi>xin(1-1))&& (xi<xin(1+1))

nform(l, :)=1l—abs (xi—xin (1)) /ax;

else

end

end

end
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global a N xin ax lk eta_i xi_1i sin2 theta_sol;

N=21;
xin=linspace (0, a,N) ;

ax=a/ (N—1);

cc=zeros (N, 1);
for 1=1:N;
cc(l,:)=2+pixamplixxin(1l);

end

eta_pu_in=2.1le4d+1;
xi_pu_in=21;
eta_i=linspace (0,pixled,eta_pu_in);

xi_i=linspace(0,a,xi_pu_in);

HHetaO=zeros (length(eta_1i),1);
for 1=1:length(eta_1i)

HHetaO (1)=HH (eta_i (1)) ;
end

sin2=zeros (length(eta_i),length(xi_1i));
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for 1=1:length(eta_1i)

for s=1l:length(xi_1i)

sin2 (1, s)=sin(eta_i(1l)*xi_1i(s));

end
end
nformxi=zeros (N, length(xi_1i));
for 1=1:length(xi_1i)
nformxi(:,1)=nform(xi_1i(1));

end

LLO=zeros (N, N) ;

for j=1:N

nformxi_aux=repmat (nformxi (7,

subintLL=sin2.*nformxi_aux;

subLL=trapz(xi_i, subintLL, 2);

for i=1:N

LLO (i, j)=2xtrapz(eta_i, (subLL'.+HHetal'.*sin(xin (i) *eta_1i)))

end
end

LL=LLO+eye (N) *pi;

thetalLc=LL\cc;

theta_sol=thetalLc(l) »nformxi (1,

2

:),length(eta_1i),1);
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for

end

global theta_sol xi_1i eta_i mi ABvector betavector ffvector;

intDD=repmat (theta_sol', 1, length(eta_i)) .*sin2"';

1=2:N

theta_sol=theta_sol+thetalc (l) *nformxi (1,

DD=(2/pi) *eta_i.*trapz(xi_1i,intDD, 1) ;

ffvector=zeros (1, length(eta_1i));

for

end

t=1:1length(eta_i)

ffvector (t)=£ff (eta_i(t));

ABvector=zeros (2% (M—1), length(eta_1i));

for

end

t=1:length(eta_1i)

ABvector (:,t)=AB(eta_i(t));

betavector=zeros (M, length(eta_1i));

for

end

t=1:1length(eta_1i)

betavector (:,t)=betaa(eta_i(t));

1)
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Bm=DD./ (mi (1) xbetavector (1, :) .xffvector);

global h eta_i Bm ABvector betavector M rr zz uulO rr_double u_double;

rr=(0:5e—5:0.005) ;
intbess=zeros (length(eta_i), length(rr));
for 1=1:length(eta_1i)
for s=1l:length(rr)
intbess (1,s)=eta_1i(1l)*rr(s);
end
end

ab_aux=ABvector (1, :) +ABvector (2, :);

uul=trapz (eta_1i, repmat ((ab_aux.*Bm) "', 1, length(rr)) .+besselj(l,intbess),1);

figure (2);

plot (rrxle3, real (uul) xle6, '—',rrxle3, imag(uul) xle6, '—.");

xlabel ('r [mm]'); ylabel('u(r,0) [\mum]');

title(['Desplazamiento en la superficie para una recta radial cualquiera...
.. .Numero de medios:',num2str (M)1]);

legend('real', "imaginario');
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zz=(0:5e—5:0.007) ;
for cl=l:length(zz)
for c2=1:length(rr)
bessl=besselj(l,eta_ixrr(c2));
if zz (cl)<h(1);
int_aux=ABvector (1, :) .rexp (betavector(1l, :)*zz(cl))+
ABvector (2, :) .xexp(—betavector(l, :)*zz(cl));
else
int_aux=Bm.*xexp (—betavector (2, :)*zz(cl));
end
u(cl,c2)=trapz(eta_i, (int_aux.*Bm.xbessl));
end
end
rr_aux=fliplr(rr);
rr_double=[—rr_aux(l:end—1) rr];
u_aux=fliplr (real(u));

u_double=[—u_aux(:, [l:end—1]) real (u)];

figure('color', 'white');
imagesc (rr_doublexle3, zz*xle3, u_doublexle®);

axis image;

colorbar;
xlabel ('r [mm]"); ylabel('z [mm]");
title(['Propagacidén onda torsidédn plano r—z. u(r,z) [\mum].

Numero de medios:',num2str (M)]);
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