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Primer parcial, 24-X-2003. Analisis Avanzado de Estructuras
E.T.S. Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de Granada

APELLIDOS:
NOMBRE: FIRMA:
DNI:

TEORIA

Dado un sistema formado por una masa, una rigidez y un amortiguador, sometido a un movimiento
en su base, se denomina coeficiente de Transmisibilidad relativa TRR al cociente entre la amplitud del
desplazamiento relativo y la del desplazamiento en la base. Encuentre la expresién de TRR en funci6n
del factor de amortiguamiento, frecuencia de excitacion y frecuencia natural.

EJERCICIO 1

Un instrumento muy sensible en un laboratorio ha de aislarse de las vibraciones debidas a equipos
cercanos que se estima que se producen en unas frecuencias que varfan en el rango 1000 rpm a 3000
rpm. La masa conjunta del instrumento y de la mesa sobre la que se encuentra es de 50 kg. La mesa se
soporta sobre cuatro resortes de igual rigidez y amortiguamiento despreciable. Calcule el valor adecuado
de la rigidez cada resorte para que la amplitud de las vibraciones transmitidas al instrumento sea menor
de un 15% de la vibracién en el suelo, para todo el rango de frecuencias.

EJERCICIO 2

Un poste tubular que soporta un antena circular de 3 m de diametro es flexionado mediante una
cuerda y comienza a vibrar al cortar esta. La rigidez estimada es de 30,81 kN/m. Los maximos medidos
de la aceleracién en los primeros instantes se dan en t = 2, 6,10,14 segundos y valen: £y = 258mm/ 52,
&y = 226mm/s?, ip = 199mm/s?, &3 = 176mm /s?, respectivamente. Calcule:

1. El decremento logaritmico
2. El factor de amortiguamiento
3. Las frecuencias y periodos naturales, amortiguados y sin amortiguar

4. La masa del sistema

o

El coeficiente de amortiguamiento

EJERCICIO 3

Una viga simplemente apoyada de longitud 3,5m, inercia I = 5,344-10" mm* y modulo de elasticidad
de 200 kN/mm?, soporta en su centro una maquina que pesa 102,44 kN. La motor de la maquina
trabaja a 300 rpm y tiene un peso desequilibrado de 180 N a una distancia de 25 cm del eje (pp =
mew?).Sabiendo que el factor de amortiguamiento es de un 10 %, calcule:

1. Amplitud del movimiento en régimen permanente

2. Angulo de desfase del movimiento respecto a la excitacion




Primer parcial, 24-X-2003. Analisis Avanzado de Estructuras
E.T.S. Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de Granada

EJERCICIO 4

Un pértico simple de vano 20 m y altura 4 m est4 formado por una jacena rigida de peso 4,0 kN/m
y dos pilares articulados en la base, con masa despreciable, de inercia 3200 cm?, médulo resistente 286
cm® y médulo de elasticidad del material 200 kN/ mm?. El factor de amortiguamiento es de un 2%. El
pértico estd sometido a un movimiento en la base ug(t) = 8,0sin(11,5t) mm. Calcule:

1. Desplazamiento relativo maximo de la viga
2. Cortante maximo en cada pilar

3. Tensi6on de flexién méaxima en cada columna

EJERCICIO 5

La ecuacién que gobierna la vibracién torsional de un elemento de inercia polar I, unido a un
resorte torsional de rigidez k; es Ipé + k0 = m(t), siendo @ el angulo girado y m(t) el momento
externo aplicado. Para la estructura de hormigén de la figura formada por una plataforma rigida de
masa 3,84 - 10% ton, soportada por cuatro pilas tubulares de radio interior de 1,5 m, y suponiendo
despreciables las masas de los pilares, calcule:

1. Rigidez lateral del conjunto
2. Frecuencia y periodo natural sin amortiguamiento del movimiento lateral
3. Frecuencia y periodo natural sin amortiguamiento del movimiento torsional

Datos: Inercia polar de un rectangulo a x b de masa m es I, = {3m(a® +b?); la rigidez a torsion de un

4
elemento tubular de longitud L, radio externo R, e interno r es k; = ﬂ%ﬂ, siendo G el modulo

de rigidez transversal del material; densidad del hormigén 2400 kg/m?; E = 30,0 kN/ mm?; G = 12,0
kN /mm?.

45m

-« 40m

VN
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Tercera practica, 19-XI1-2004. Analisis Avanzado de Estructuras
E.T.S. Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de Granada

| APELLIDOS:
NOMBRE: FIRMA:
DNI:

EJERCICIO

Un SUGL de propiedades m — 1, & — 3% y T,, — 1 (en unidades consistentes), esta sometido a una
carga periodica, como la que se muestra en la figura, siendo 4 — 1,57;,. Obtener la respuesta desde
{ — 0 hasta t — 47} utilizando los siguientes métodos programados en los cuadernos de Mathematica
entregados:

1. Desarrollo en series de Fourier

2. Meétodo de la interpolacion lineal de la carga
3. Meétodo de Houbolt

4. Otro cualquiera de los métodos de su eleccion

Utilice los parametros adecuados en cada método para obtener una respuesta con una precision
cercana al 5%, y compare los resultados obtenidos.

v

t/td




Segunda practica, 12-XI1-2004. Analisis Avanzado de Estructuras
E.T.S. Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de Granada

APELLIDOS:
NOMBRE: FIRMA:
DNI:

EJERCICIO

Obtener el Espectro de respuesta impulsivo para un SUGL sin amortiguamiento, para una carga
parabélica, tal y como la que se muestra en la figura.

plit)/pl

t/td




Segundo parcial, 19-XI-2004. Analisis Avanzado de Estructuras
E.T.S. Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de Granada

APELLIDOS:
NOMBRE: FIRMA:

DNI:

EJERCICIO 1

Un SUGL sin amortiguamiento estd sometido a la carga impulsiva con forma de seno, tal y como
se muestra en la figura.Obtener:

1. Respuesta de desplazamiento en el tiem-
po para los periodos t < tgy, tg <t

2. Maximo del desplazamiento para los dos
periodos en funcién de % siendo T3, el
periodo natural de la estructura

3. Dibujar, aproximadamente, el maximo
absoluto en funcién de }—i

4. Comprobar si para %‘f: — 0 el espectro '
obtenido coincide con el de un impulso
concentrado y razonar la respuesta.

EJERCICIO 2

Se puede disefiar un método numérico similar al método de Houbolt para la resolucién numérica de
la ecuacién de un SUGL aproximando el desplazamiento en el intervalo (¢;,¢;41) mediante un polinomio
cubico:

u(t) = ar® +br® fer +d T=1t—1;

pero tomando para la interpolacién los valores del desplazamiento en los instantes t;—1, t; ¥ tiy1, y la
velocidad en el instante ¢; (ui—1, Ui, Uit1 ¥ Us)
Desarrollando esta idea, obtener:

1. Coeficientes a, b, ¢ y d de la interpolacién

2. A partir de la interpolacién obtener la expresion de la velocidad ;41 en el instante ¢;41, en
funcién de w;—1, ui, Uit1 ¥ Ui

3. Idem para la aceleracién ii;y; en ;4

4. Con los valores obtenidos de ;41 y i1, asi como la ecuacién de equilibrio en ¢;;, obtener las
ecuaciones que permiten calcular el desplazamiento u;;1, y la velocidad ; 1, en funcién de los
valores conocidos de instantes anteriores.

(...sigue atrés...)
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EJERCICIO 3

Un depésito elevado de 25 m de altura y 45 t de peso esté sometido a una fuerza lateral de valor
maximo py = 23 t, cuya evolucién en el tiempo se muestra en la figura (rampa-escalén). La rigidez
lateral de la estructura que sustenta el depésito es de k — 147 t /m. Teniendo en cuenta tinicamente los
valores extremos del Espectro de respuesta para este tipo de cargas (espectro para t; << 7T, y espectro
para ty >> T,), obtener el diagrama de cortantes ¥ momentos maximos que se alcanza cuando el
tiempo de subida toma los dos valores siguientes:

.- ta =023
2. tg—=40s
RS
\m’w"éﬁ?’
plt]
Po
J,.4:'
1:2
0. f
. /
/
0.
0. \
1.5 2 2.5 35y 7
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APELLIDOS:
NOMBRE: FIRMA:

DNL: o 1

TEORIA

Dado un sistema formado por una masa, una rigidez y un amortiguador, sometide a un movimiento armdnico
en su base, se denomina cocficiente de Transmisibilidad Relativa (TRR) al cociente entre la amplitud del
desplazamiento relative y ln del despluzamiento en la base. Encuentre lo expresidn de TRR en funciin del
factor de amortiguamiento, frecuencia de excitacidn y frecuencia natural.

La ecuacion a resolver es mii +ei4ku = —miiy. Si el movimiento en la base es de la forma u,(t) = Uy sin(wt),
entonces fiy(f) = —w?l, sin(wt), de modo que la ecuacion a resolver queda:
mii + cit + ku = 'J’??-JJQL'.” sinfwt)

La solucién general de este problema es

ult) = %,—; sin(wt — &)

siendo 3 = =~
Para este caso py = mw?l/, de modo que la amplitud del desplazamiento relativo es:
207 g2

mw* Ly 1 i}

U= = Uy ——
ko1 — 32702+ (260)° V1= 3% + (268)°

g

¥ por tanto,
U 3
TRR = - = N
Uy +(2£6)?

EJERCICIO 1

Un depdsito elevado a una altura H = 8 metros, soportado por una pila de vigidez 45 ¢, ‘em oy peso W= 50 ¢,
estd sometido a vibraciones en su base producidas por el paso de trenes en la cercanda, Bl movimiento del terreno
en la cimentacidn de la pila se idealiza como una aceleracidn armdnice de amplitud 0.1y o una frecuencia de
10 Hz. Se estima que el factor de amortiguamiento es del 10 %. Caleule, en régimen permanente:

1. Amplitud del movimiento relative del depisito respecto a la comentacidn
2. Diagrama de cortanies mdrimos
5 Diagrama de flectores mazimos
Realice los mismos caleulos para el caso de que la frecuencia de las vibraciones sea de 5 Hz. Comente la diferencia,

y #i es grande, jo qué se debe?

1. Amplitud del movimiento relativo del depésito respecto a la cimentacion

La ecuacién a resolver es,
it b il + ku = —mAd, sin{wt)

siendo A, = 0.1y =098 % y w = 10 He = G2.8 Lad

La amplitud del movimiento relativo del depisito respecto a la base es entonces

._ M
= —H,
[ T

siendo

o —
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con [ = 2=, v en este caso py = —md,.

2 4 -
JOEEE 99,7 tad —

Con los datos del problema caleulamos: py = —50 10%-0,98 = 49 10° N; w,, = Vv

4,73 Hz; 3 = 225 _ 911, Por tanto,

Ry= !

FEp— —— = (),287
VI(1=2,117)2 4+ (20,1 2,11)2

de modo que,

49 10#

—— 0,287 = 0,32
YWTRT 0,287 = 0,32mm

2. Diagrama de cortantes maximos
Conocido el desplazamiento méaximo, los esfuerzos se caleularian resolviendo el problema estético con una
carga =k [/ = 14,06 kN. El cortante serd entonces constante y de valor (2 = 14,06 kN

3. Diagrama de Hectores maximos
En el mismo problema del apartado anterior, el momento flector es lineal, siendo nulo en la cabeza de la
pila y de valor maximo M = P H = 14,06 -8 = 112,5 kN m.

Para el caso en que la frecuencia de las vibraciones sea de 5 Hz, repetimos los mismos paso,

1. Amplitud del movimiento relativo del depésito respecto a la cimentacion (w = 5 He)

En este caso el coviente entre la frecuencia de excitacion v la natural cambia: 7 =
tanto,

1

Ry = =
4T T Lo6e)E + (2 0.1 1,058)

4.12

de modo que en este caso,
40 10%

["- EwTET
LA 107

4,12 = 4,5Tmm
2

Obsérvese que el desplazamiento maximo es en este caso |:Iu == 13 veces mayor que en el caso anterior.

2. Diagrama de cortantes maximos (w = 5 Hz)

El estado estitico tiene ahora una fuerza P = k [7 = 2019 kN, que es igual al cortante) = 2019 kN

3. Diagrama de flectores maximos (w = 5 Hz)

El momento Hector es lineal, siendo nulo en la cabeza de la pila v de valor méximo M = P H = 2019-8 =
16153 kN m.

;A qué se debe la diferencia tan grande entre el resultado debido a una excitacion con 10 Hz al de la
excitacion de frecuencia 5 Hz?

La frecuencia de 3 Hz es cercana a la frecuencia natural (w — 4,73 Hz) de modo que el factor de amplificacion
Iy seréd cercano al valor maximo HJ™ = ﬁ = 5. Por otra parte, la frecuencia de 10 Hz es bastante mayor que

la natural, de modo que la excitacién provoca una respuesta menor en vez de amplificarse.
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EJERCICIO 2

Una maquing de 100 kg se apoya sobre resortes que bajan 1.2 mm bajo el peso de la mdguina. A la frecuencia

de operacidn de lo mdguina de 2000 rpm el desequilibrio del rotor produce una fuerza de amplitud de 56,7 kp.

L

iCual es la fuerza mdrima transmitide a la cimentacion si el amortiguamiento de los resortes es despre-
ciable?

Se desea reducir la fuerza transmitida o la decima parte de lo obtenido en ¢l apartado anterior, variando
lu masa, la vigidez o inclugendo amortiguamiento: jeialfes) de estas tres medidas producivia el resultade
deseado? jEn que sentido habria que realizar lo variacidn (auwmentar, disminuir)?

Sise varia sdlo la vigidez, caleule la vigidez necesaria para que se cumpla la condicion del apartudo antertor.

;Cual es la fuerza maxima transmitida a la cimentacion si el amortiguamiento de los resortes es despre-
ciable?
Si un peso de 100 kg produce un descenso de 1.2 mm, entonces:

Fo100-98 107

o ey =

= 817 kN/m

Conocida la masa v la rigides, se obtiene

[817 10%
Wy = \rl." e 90,4 rad/s = 14,4 Hz
y por tanto = _u;" = %@ = 231, pasando la frecuencia en revoluciones por minuto (rpm) a Herzios.

Dado que queremos conocer la fuerza transmitida a la cimentacion, usaremos el concepto de Trasmisibilidad
(TR}, cuyo valor es,

[ 1+ [ 1
TR‘VU B2+ (28 | (1- 23172

= 0,231

Teniendo en cuenta que TR = % siendo Fp la fuerza total transmitida al cimiento v Fy la fuerza aplicada
debido al desequilibrio de la maquina, entonces

Fr=TR-F=0231 36,7 =846 kp =829 N

Se desea reducir la fuerza transmitida a la décima parte de la obtenida en el apartado anterior, variando
la masa, la rigidez o incluyendo amortiguamiento: jenal(es) de estas tres medidas produciria el resultado
deseado? jEn que sentido habria que realizar la variacién (aumentar, disminuir)?

Para reducir TR siendo fija la frecuencia de excitacién, v dado que 3 = /2 es necesario aumentar 3,

¥ por lo tanto, disminuir w,. Para ello, se puede aumentar la masa o disminuir la rigidez. Introducir
amortiguamiento tiene un efecto negativo pues incrementa TH.

Si se varia solo la rigidez, caleule la rigidez necesaria para que se cumpla la condicitn del apartado anterior.
Se desea reducir a la décima parte Fy y por tanto es necesario reducir a la décima parte el TR. De mado

que TR = 150,231 = 2,31 10 %, Como el amortiguamiento sigue siendo nulo entouces,

1 I
TR = U“‘— = - = 2311072

.]‘2 -1

00 = 3075 rpm = 3221 ) de donde se

ecuacion de la que se despeja 7 = 6,50 v entonees w, = N
& - Luego es necesario reducir la rigides desde

deduce que k = mw} = 100 32217 = 103724 X = 103.7
817 al valor caleulado de 103 kN /m.
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APELLIDOS: : edian i
NOMBRE: FIRMA
DNI:

EJERCICIO 1

Un SUGL sin amortiguamiento estd sometido a g carya impulsiva con forma de un ciclo de un
seno, tal y como se muestra en lg figura. Obtenga:

1. Respuesta de desplazamiento en el tiem-
Po para los lapsos t < t, ¢ > tat

2. Maximo del desplazamiento para el se- B
gundo lapso (¢ > t,) en funcién de l .
siendo T}, el periodo natural de la estric
tura

3. Dibuje, aproximadamente, el maximo

absoluto en funcién de - -0.5)
" o
4. Compruebe si para # — 0 el espectro |

obtenido coincide con el de un impulso
concentrado y razone la respuesta,

La carga senoidal en o] primer intervale es Pt) = pysin(wyt) siendo Wy = ITK

La respuesta para el primer intervalo sera la de un SUGL sometido a una carga senoidal, que la
tenemos en el formulario:

) 1 . :
ult) — %{“1—_-3—2)-2—4_-(2—&})_2 {{1 - .ﬁz)Hill{u;df) — 283 cos(wat) }

siendo J = 42 - {J— Simplificando para el caso & =10, se obticne,

W o

u(t) = sinfwyf)

o
k(1 - 3%)
Esta solucién era Ja del régimen permanente bara una carga de este tipo, ¥ Nosotros estamos
Interesados en el régimen transitorio. Para que esta solucion seala completa hace falta que cumpla las
concidiones iniciales e desplazamiento v velocidad nulas, por tanto tendremos que afiadir | parte
correspondiente a la solucion homogénea,
\ . P i "
w(t) = Asin(wnt) + B cosfunt) + — — sinfwyt)
k(1 ~ beta?)
Las constantes A4 v B se obtienen obligando a que u(l) = 0y que 4(0) = 0. Haciendo esto la
solucion completa es:
1 Fo . .
u ()= —=___tiin wat) — dsinfw,
k(l _.‘iz) { (WI J [ n }}
Para el segundo ing crvalo (¢ > ¢4), dado que la carga total s nula en el mismo, lo més sencillo es
obtener los valores de velocidad v desplazamiento en el instante ¢ = ¢, ¥ a partir de ese instante la
solucion serd la de vibraciones libres. Para simplificar las expresiones. denominamoes z = {-‘L

gy = u"(td) _H%j\i‘-’} sin(27x)
: Y o Powy S
v = u(ty) = — E i1 .\|]1|I_JJ|‘2.)}

k(1 —

o

-
. f tien iy .
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La solucion para f > t; es entoncees,

v,
u'l(t) = Ug oS wy (t — ) + —d sinw,(f — t4)

“n
El méximo de esta funcion es su amplitud, Ya que se trata de una funcién arménica,

3
il (e — [z, (Y
mix{u fi‘-}}—fuﬂ{.. )

“wn

El Espectro de respuesta para este impulso {teniendo en cuenta sélo ol segundo intervalos) sers
A Hy " - 3 ; n
Ell(g) — My} oo do prest — & Teniendo en cuenta que § = =4 — -}';L = 1 el Espectro

It Wn

queda como,
2z sin(mr) |

E”(I) i ‘ r? -1

cuya forma se representa en la figura,

£14 4

A % 3 / T
n
Para ,}tlf‘- = r — () el Espectro tiende a:

E"(z) = 9722 + Oz

de modo que no tiende a la solucionde un impulso concentrado. que es de la forma E(x) = 2x1s siendo
I el valor total del impulso. £Por qué? Porque el impulso total de la fuerza que estamos consideranda
es nulo, ya que al integrarla en el tiempo se anula la parte positiva con la negativa.
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APELLIDOS: e _-‘ La solucion para ¢ > t4 es entonces,

NOMBRE: FIRMA: | !r.”{t}l = ugcoswy(t —ta) + _l%’fsinm,,[t —tg)
DNI: | '

El maximo de esta funcion es su amplitud, ya que se trata de una funcién arménica,

= ‘VJ ul + (:?—)2

’n

EJERCICIO 1

Un SUGL sin amortiguamiento estd sometido a lo carga impulsiva con forma de un eiclo de un

seno, tal y como se muestra en la figura. Obtenga: El Espectro de respuesta para este impulso (teniendo en cuenta solo el scgundo intervalos) sera
P ]
. . [ [ it mixg=e fu' (0} t _ po i ) . P T PR - AR | ]
1. Respuesta de desplazamiento en el tiem- EY(x) = pe— siendo U®" = Lt. Teniendo en cuenta que § = 5% = 72 = 2, el Espectro
po para los lapsos t < t4, { > {4t queda como, [
plt] E”(x}z?z.rsm{nr)
2. Maximo del desplazamiento para el se- b z¢—1

gundo lapso (t = tg4) en funcién de 7{‘1
siendo T;, el periodo natural de la estruc-
tura

cuya forma se representa en la figura,

-t
"
o ﬂ ‘zﬂs AN
3. Dibuje, aproximadamente, el maximo by "
absoluto en funcion de ,?L

4. Compruche si para %‘f‘— — 0 el espectro
obtenido coincide con el de un impulso
concentrado y razone la respuesta.

n
-

La carga senoidal en el primer intervale es p(f) = posin(wgt) siendo wy =
La respuesta para el primer intervalo serd la de un SUGL sometido a una carga senoidal, que la
tenemos en el formulario:

i —=>
u(t) = IE'; — %) sinfwgt) — 2683 n'ue:i(wdt)} A 7 3 ‘Lk/T?\

= r e

siendo 3 = 5’-:‘ = Lo Simplificando para el caso £ = 0, s¢ obtiene, Para ,};L =z —+ 0 ¢l Espectro tiende a:

o Ly

P . .
ult) = P sinfwgt) E'(z) = 272 + O(z%)

Esta solucién era la del régimen permanente para una carga de este tipo, v nosotros estamos
interesados en el régimen transitorio. Para que esta solucion sea la completa hace falta que cumpla las
concidiones iniciales de desplazamiento v velocidad nulas, v por tanto tendremos que anadir la parte

de modo que no tiende a la solucionde un impulso concentrado, que es de la forma E(x) = 2rlx siendo
I ol valor total del impulso. £Por qué? Porque el impulso total de la fuerza que estamos considerando
' _ es mulo, va que al integrarla en el tiempo se anula la parte positiva con la negativa.

correspondiente a la solucion homogénea,

M

w(t) = Asinfw,t) 4+ Beos{wyt) + m

sinf{wyt)
Las constantes A v [ se obtienen obligando a que u(l)) 0 v que @(0) = 0. Haciendo esto la
solucidn completa es:

-u‘l{t)

) {sinfwyt) — Fsin(wy )}

Para el segundo intervalo (f > ty), dado que la carga total cs nula en el mismo, lo més sencillo es
obtener los valores de velocidad v desplazamiento en el instante ¢ = £, v a partir de ese instante la
solucion serd la de vibraciones libres. Para simplificar las expresiones, denominamos & = %L

poid
k(1 —3%)
Powd
T_f1
k(1 - 3%) {

g = u!(f,f)= sin(2ma)

v = il (ty) sinf2rz)}
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EJERCICIO 2

El método de Houbolt para la resolucidn numérica de la ecuacion de un SUGL se basa en aprozimar

el desplazamiento en el intervalo (8,1 ) mediante un polinemio ciibico:
w(t) =ar® + br* +er +d T=1%—1

tomando para la interpolaciin los valores del desplazamiento en los instantes ;_y, t;,_y, ¢; yt; . Si se
hace esto los coeficientes del polinomio anterior que se obtienen somn:

I 2 1

a = W Uiy + Fui g —‘Su,--!—'uﬁjl b=m[‘u,_1 —?H,‘—s—ﬂ.g.[]
l ] . -

¢ 8it [wi2 — Buimy + Bu; + 2uiqq) d=u;

Sabido esto obtenga:

1. A partir de las formulas anteriorves, el valor la velocidad en el instante t,,, en funcion de los
desplazamientos de los instantes t,_5, t,_1, t; y tisy.

2. Idem para la aceleracidn en t;,
3. Con los valores obtenidos de 1y y il; 1, asi como la ecuacidn de equilibrio en t;y, obtenga la

ceuacion final que permite caleulur el desplazamiento w1y en funcidn de valores conocidos del
mismo en los instantes anteriores.

Valor la velocidad en el instante ¢;;, Derivando la interpolacién cibica se abtiene:
i(r) = 3ar? + 2%r + ¢
La velocidad en ;) la ebtenemos particularizando la expresion anterior en 7 = ;| —f, = Af,
i1 = daAt? + 2bAL + ¢

Sustituyendo los valores de a, b, y ¢ y agrupando términos se llega a:

. 1 1 3 : 11
i = A (—ﬁ-u, 3+ Eu,_; — 3u; 4 Fu” |)
Valor la aceleracion en el instante ¢, Derivando la expresian de la velocidad se obtione:
i) = tar + 2b
La aceleracién en ¢, la obtenemos particularizando la expresion anterior en 7= #; | — t; = Af,
iy GaAl+ 26

Sustituyendo los valores de a y b, v agrupando términos se llega a:

1

thit] = 3t2-{—|s; 2+ dui—y — duy + 2ui )
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Ecuacion que permite calcular el desplazamiento w; ;. Sustituyendo las expresiones anteriores
de i y il en la ecuacion de equilibrio dindmico del instante ¢4

miti g1+ el + kuip = pig

v agrupando los términos que multiplican a u; . a la izquierda de la ecuacion, v ol resto a la derecha,
se llega a,

kuigy =i
siendo,
: 11 2
k+ts—c+—5

: AN
. it im . de dm 3¢ P c

p1 = st — Ui |t )ti-1+ | —+— ) ui_:
Piv1 Pit1 et A Al oA ) A2 A i—2

Conocido u; 1 se obtendran la velocidad y aceleracion con las formulas obtenidas en los dos primeros
apartados. Notese que para calcular el desplazamiento w; harian falta los desplazamientos u_y y u_;,
los cuales no existen. Igualmente para el instante u, necesitariamos u_ . Hay diversas formas de sortear
este problema, pero la més directa serfa obtener w; y ws mediante algin otro método numérico v a
partir de ahi aplicar las férmulas del método de Houbolt.
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EJERCICIO 3
Muchas cargas implusivas pueden representarse mediante combinacidn de cargas con descenso ea-

ponencial del tipo p(t) = ppe™', siendo wy = f—'l un pardmetro que mide la tasa con la que la carga

va a cero. Para este tipo de carga, oblenga:
1. La respuesta u(t) de un SUGL amortiguado.
2. Dibigela de forma aprorimada.

3. Eapreston de u(t) suponiendo § = 0.

Este ejercicio puede hacerse de dos formas: resolviendo la ecuacion diferencial o realizando la integral
de Dubamel.

Resolviendo la ecuacion diferencial  La ecuacion a resolver es:

Y L

- . 2
i+ 2wl + wp = —e
E T " m

cuya solucion serd suma de una particular mas la general de la homogénea,
u(t) = u;r(t} b oup(t)
Para la particular, probamos una solucion exponencial del tipo
up(t) = Ae

va que la carga es de esta forma. Sustituyendo esta solucién en la ecucion diferencial se obtiene,

Afa® — 28wpa + wile ™ PO -at
m

luego,
= 0 Po

T mfa? - 2w,a + w?)
Nétese que el parétesis del denominador puede reescribirse de la siguiente forma,
2 _ . 2 2 2 2 2 Y
a® — 2bwpa+wp = (2 — €w,)° — (Ewn)” +w, = wh + (a — §wy)
luego la solucién particular queda,

- Po et
miw?, + (a ~ Ewy)?)

La solucion de la homogénea es la de vibraciones libres que viene dada por.

up(t) =

fwnd [ M0 + Eugwy, ; \

up(t) = e = ———sin{wpt) + ug cos{wit)
\ Wi

Suponiendo que el sistema parte del reposo, entonces, ha de cumplirse,

o apn

uy = —upll) = ——————F75=: vp = —p(0) = ——F————5+
B o(0) m(w}, + (a — Ewy)?) N o0 miw}, 4 (a — fwn)?)
luego la homogénea es,
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v por tanto la solucién completa es,
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Mediante la integral de Duhamel Dado gue la carga es simple podemos caleular directamente la
integral de Duhamel,
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Puesto que el SUGL tiene amortiguamiento,
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¥V por tanto,
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Teniendo en cuenta el valor de la siguiente integral,
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que puede hacerse por partes, o mediante variable compleja, se obtiene,
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Se obtiene la misma expresion con ambos métodos.




