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Esta leccion esta dedicada a proporcionar una demostracion algebraica, debida fun-
damentalmente a Gauss, del Teorema Fundamental del Algebra. En términos moder-
nos, el unico argumento no puramente algebraico que usaremos sera el hecho de que
una funcién polinémica de grado impar tiene al menos un cero real (lo cual se deduce
del Teorema de Bolzano). Esto, en tiempos de Gauss, era «auto-evidente».

1. Polinomios simétricos, brevemente Sea F un cuerpo y ti,...,t, indeterminadas.
A cada polinomio f(ty,...,t,) € Flt,...,tn] y cada permutacién o € S,,, le podemos
asignar el polinomio o - f(t1,...,tm) = f(ts(1),...,te(m)). El polinomio f se dice simétrico

si 0-f =f para todo o € S;,. Los polinomios simétricos aparecen de manera natural en
la teoria de ecuaciones algebraicas, ya que si tomo el polinomio en X

fX)=(X—t)(X—t2) -+ (X—tm) = X"+ am1 X™ '+ a1 X + ao,
entonces tenemos las relaciones

a = (=)™t tm
ar = (D)™ M tta+tits o+t 1tm)

anfr‘ = .(—1)r Z ti, oot

m
an—1 = _Zti
i=1

Al polinomio s, = Zh cci, By oty sE le llama r-ésimo polinomio simétrico elemental
en ty,...,tm. De manera que a,,_» = (—1)"s,. La forma de expresar estos polinomios
simétricos hace uso del orden natural 1 < 2 < --- < m. Para nuestros propositos, el
conjunto de indices de las variables no siempre va a ser el de los m primeros nimeros
naturales, por lo que vamos a dar una expresion alternativa de los polinomios simétri-
cos elementales. Asi, si [ es un conjunto finito con m elementos, sin presuponer que
son numeros naturales, tomamos una indeterminada t; para cada i € 1. Entonces, el
r—€simo polinomio simétrico elemental en las variables t; con i € I viene dado por

Sy = Z Hti»

1CT i€l
JI=r

donde Hie]ti representa el monomio ti, ---t;, si ] = {i1,...,1;} (y, a fin de cuentas,

hemos elegido el orden que nos ha parecido oportuno).

Lema 1. Seanx,,...,x, indeterminadas sobre un cuerpoF yc € F. Paracadai,j=1,...,n

coni #j, definimos yy jy(x1, ..., %n) = Xi +%; +cxixj. Si S, es el r—€simo polinomio simétrico

elemental para los yy; j; donde {1, ]} recorre el conjunto de los subconjuntos de{1,...,n} con

exactamente dos elementos, entonces S, es una funcién simétrica de x1,...,Xn.



Demostracion. Sea I ={{i,j}; i,j=1,...,n; 1 #j} el conjunto de todos los subconjuntos
de {1,...,n} con exactamente dos elementos. Este conjunto tiene obviamente n(n —1)/2
elementos. Cada permutacion o € S,, de n simbolos da una permutacién o : I — I
definida por o({i,j}) = {o(i), o(j)} para todo {i,j} € I}. Dado un numero real c, definimos

la funcion yg j1(x1,...,%Xn) =xi +%; + cx;%j. Si hacemos actuar o € S,, sobre esta funcion
obtenemos
oYXt yXn) = Y (Xe(1), -+ Xo(m)) (1)
= Xo(i)Xo(j) T Xo(i)Xa(j) (2)
= Yioi),o()) X1, Xn) (3)
= (0-yuj)x1,...,%xn) (4)
Si tomamos ahora el r—€simo polinomio simétrico elemental S; enyg 21, Y(1.31, -+ - Yn—1n}»
tenemos
Sr=2 I vun
JCl {i,jle]
[Tl=r
Viendo S, como funcién de xq,...,x,, podemos hacer actuar o € S,,, y obtenemos
o Se(xt,xn) = oo > ] vanx,..xn) (5)
ISl {ijle]

[Jl=r

Z H oY (x1,.. . xn) (6)

JEL {i,i}e]

[Ji=r

= Z H (G- ypig)(x1,...%xn) (7)

It {i,51€]
[Tl=r

= (o Z H Y (X1, ... xn) (8)

JCr (i€
i=r

= ((A)"ST)(X1,...,XTI) 9)
= S (x1,...,%xn), (10)

ya que, a fin de cuentas, S, es una funcion simétrica de los yy; j;. Por tanto, la funcién
S, es simétrica en x1, ;sXy,. ]

Teorema 1. Todo polinomio f(X) € R[X] no constante tiene una raiz compleja.

Demostracién. Desde luego, podemos suponer que f(X) es moénico y que grado(f(X)) =
2°m, para e > 0 y m impar. La demostracion procede por induccién sobre el expo-
nente e. Si e = 0, entonces f(X) es de grado impar y, por el Teorema de Bolzano,
tiene al menos una raiz real (y, por ende, compleja). Para e > 0, tomamos un cuer-
po de descomposicion K de f(X) sobre C. De esta manera, existen xj,...,x, € K ta-
les que f(X) = (X —x1)-+- (X —xn), para n = 2°m. Se trata de demostrar que alguna
de las raices x; es un numero complejo. Sea I el conjunto de los subconjuntos de
{1,...,n} con exactamente dos elementos. Para cada ¢ € R y cada {i,j} € I, definimos
Yrigile) = x¢ + %5 + cxix; y tomemos F.(Y) = H{HJGI(Y —Ypi,51(c)) € K[Y]. Este polinomio
tiene grado n(n — 1)/2. Por las relaciones de Cardano-Vieta, el coeficiente de Y" en K de
F.(Y) son de la forma (—1)"S;(x1,...,xn), donde S; es el r—ésimo polinomio elemental en
los ygi 5y con {i,j} € 1. Por el Lema 1, dichos coeficientes son funciones polinémicas si-
métricas con coeficientes en R de x1,...,x,. El Teorema Fundamental de los polinomios
simétricos nos dice ahora que cada coeficiente de F.(Y) es un polinomio con coeficientes
en R de las funciones simétricas elementales en x;, ..., x,. Como éstas son las raices de
un polinomio f(X) € R[X], deducimos que F.(Y) € R[Y]. Ahora bien, el grado de F.(Y) es
nmn—1)/2=2m(2°m—1)/2 =2""m(2°m—1) =2 'm’, con m’ = m(2°m — 1) impar. Por



hipotesis de induccion, alguna de las raices y;, j.1 €s compleja. Ahora, como el conjun-
to {{i¢,jc} ; ¢ € R} es finito, existen seguro c,d € R distintos tales que {i.,j.} = {ia,ja}
Y. por tanto, yii, j.1 = Yiiy,j.)- Ou diferencia es un numero complejo que calculamos
seguidamente, tomando r,s tales que {i.,jc} ={i4,ja} ={r, s}

Ylicje} — Yliaja = (€ — d)XeXs.

De aqui se sigue que x,xs € C. Como x, + x5 + cx,xs € C, obtenemos que x, + xs; € C,
también. En conclusion, el polinomio X? — (x, +xs)X + x,xs tiene coeficientes en C y sus
raices, que son X, y xs, son numeros complejos. O

Teorema 2 (Teorema Fundamental del Algebra). Todo polinomio no constante f(X) €
C[X] tiene alguna raiz en C. Como consecuencia, f(X) = a(X—z1) --- (X—zn), paraa,zy,...,zy €
C, donde n es el grado de f(X).

Demostracion. Si f()g) =ay+ X+ -+ a, X", tomamos fA(X) =0ao+ X+ -+ a X"

y tenemos que f(X)f(X) € R[X]. En realidad, lo que hemos hecho es extender el R-
automorfismo conjugacion o : C —>7© a un homomorfismo de anillos o : C[X] — C[X],
y denotar f° por f. Pero entonces ff = ff = ff. De aqui que g = ff tenga coeficientes
reales. Por el Teorema 1, g(X) tiene al menos una raiz compleja, digamos z € C. Pero
entonces z es raiz o bien de f(X), o bien de f(X). En el segundo caso, z ha de ser raiz

de f(X). Asi, f(X) tiene alguna raiz compleja, digamos z;, con lo que f(X) = (x — z7)f;(X),
para cierto f1(X) € C[X]. Un claro argumento inductivo sobre el grado de f(X) permite su
factorizacion completa. O

Corolario 1. Si f(X) € R es no constante, entonces f(X) se descompone completamente
como un producto de polinomios lineales y cuadrdticos en R[X].

Demostracién. Por el Teorema Fundamental del Algebra, f(X) = a(X—2z1)--- (X—z,), para
acRyz,...,zn € C. Ahora, f(X) = f(X) = a(X —z7)--- (X —z,), con lo que para raiz
z; de f(X) se tiene que z; es asimismo raiz de f(X). Los factores lineales corresponden
por tanto a las raices reales, y cada raiz compleja z; de f(X) la emparejamos con su raiz
conjugada z;, obteniendo el factor cuadratico (X — z;)(X —z;) = X? — 2Rz; + [zi2, que es
un polinomio cuadratico con coeficientes reales. O



