GEOMETRIA DE CURVAS Y
SUPERFICIES

FRANCISCO URBANO

31 de mayo de 2010






Capitulo 1

CURVAS EN EL PLANO Y
EN EL ESPACIO.

1.1. Curvas diferenciables. Parametrizaciones.

Una curva diferenciable es una aplicacién diferenciable o : I C R — R3,
siendo I un intervalo abierto de R. Diremos que la curva « es plana cuando
exista un plano IT de R3 tal que Img(a) C II. A Img («) le llamaremos la
traza de a.

Las componentes de « serdn representadas por

a(t) = (x(t),y(t), 2(1)),
y a t le llamaremos el pardmetro de la curva. A o/(t) = (2/(t),y/(t), 2'(t)) le
llamamos el vector tangente o velocidad de v en t. La recta tangente a a en
t es la recta de R3 que pasa por a(t) en la direccién de o’ (t), esto es

{a(t) + Aa'(t) / X € R}.

Ejemplo 1.1.1 Sea o : R — R? dada por a(t) = p +tq, con p,q € R® y
q # 0. Entonces o es una curva diferenciable cuya traza es la recta de R3
que pasa por p en la direccion de q.

Sea a: R — R? la aplicacién a(t) = c + r(cos(t/r),sin(t/r)), con c € R?
y r € RY. Entonces a es una curva diferenciable plana cuya traza es la

circunferencia de centro ¢ y radio r.
Sea o : R — R3 dada por

at) =

t . t bt
a COS ————, aSIn , ,
( Va2 + b? Var+ 0 Va? + b2)
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con a,b# 0. A la curva « le llamamos hélice circular.

Sia: I CR — R?es una curva diferenciable y h : J — I un difeomorfismo
(J ha de ser otro intervalo), a la curva 8 : J C R — R? dada por

B(t) = (aoh)(t) = a(h(t))

le llamamos una reparametrizacion de a. Observemos que las trazas de o y
[ coinciden y que

F'(t) = W' (t)a! (h(t))-

La reparametrizaciéon se llama directa si h/(t) > 0 para todo t e inversa si
R'(t) < 0 para todo t (Al ser h un difeomorfismo y J conexo sélo estas dos
posibilidades pueden darse).

1.2. Longitud de una curva. Parametro arco.

Sea a: I C R — R® una curva y [a,b] C I. Queremos definir la longitud
de « en el intervalo [a,b] y para ello vamos a medir longitud de poligonales
uniendo los puntos extremos de la curva que se apoyen en la misma. Las
longitudes de estas poligonales convergeran a un numero cuando los trozos
de la poligonal tiendan a infinito. Sea P = {tp =a < t; < ... <t, = b} una
particion del intervalo [a, b]. Entonces, si

LY (a, P) Z (¢ —1)|,  |P| = maxy<ij<pl|ti — ti],
se tiene que

Proposicién 1.2.1 limp_o L%(a, P) f |/ (t)|dt.

Definicién 1.2.1 Sea o : I — R® una curva y [a,b] C I. Se define la
longitud de o entre a y b y se representa por L2 (a) como

-/ (0t

Estudiemos algunas propiedades de la longitud.
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1. La longitud es invariante por movimientos rigidos, esto es si av : I — R3
es una curva, [a,b] C I y M : R® — R3 un movimiento rigido, entonces

LY(M o a) = L(a).

2. La longitud es invariante por reparametrizaciones, esto es si o : [ — R?
es una curva, [a,b] C Iy h: J — I un difeomorfismo con h([c,d]) =
[a, b] entonces

Li(aoh) = L)(a).

3. Sia:I— R?esunacurvay [a,b] C I, probar que

() — aa)| < Lg(a).

Si « es una curva que cumple |o/(t)| = 1, V¢, entonces la longitud de « entre
a y b cumple
L’(a) =b—a.

Es razonable decir que esta curva esta parametrizada por el arco. Usaremos
la abreviatura p.p.a. Dos cuestiones nos planteamos al respecto. Puede toda
curva ser reparametrizada por el arco? Cuantas reparametrizaciones por el
arco hay de una curva dada?

Es claro que si una curva tiene puntos donde el vector tangente se anula
no puede ser reparametrizada por el arco. Asi necesitamos imponer a una tal
curva que su vector tangente no se anule en ningin punto.

Definicién 1.2.2 Una curva o : I C R — R? se llama regular si o/ (t) #
0, Vt e 1.

Proposicién 1.2.2 Sea a: I C R — R® una curva reqular. Entonces existe
una reparametrizacion por el arco directa de a. En concreto, sih:J — I es
el difeomorfismo dado por

h‘l(t)_/ & (r)|dr, tel

con a € I, entonces 3 = ao h estd parametrizada por el arco.

Si a es una curva p.p.a., entonces las reparametrizaciones por el arco de «
vienen definidas por la familia 1-paramétrica de difeomorfismos h(t) =t + a,
h(t) = —t +a con a € R.



1.3. Curvatura de curvas en el plano.

Sea o : I C R — R? una curva plana. Queremos medir lo que la traza de
la misma se ¢urva.®® el plano. Una buena medida de ello, puede ser la relacion
entre la longitud de la imagen esférica de la curva, esto es la imagen en la
circunferencia unidad de o'/|d/|, y la longitud de «. Para ello necesitamos
que la curva « sea regular. Pero esta medida debe de hacerse en cada punto.

Proposicién 1.3.1 Sea o : I C R — R? una curva reqular. Entonces para
cada tg € 1

LEtS(20) 1 (to), Jo(to)))]

§—0 Lig—_"g(a) N |(1//(t0)|3

Por tanto es razonable decir que la curvatura de « en ty es W

Como dicho mumero es el valor absoluto de otro, parece razonable hacer una
definicion de curvatura mas general que admita la posibilidad de ser negativa.

Definicién 1.3.1 Sea o : I C R — R? una curva reqular. La curvatura de
a ent, que se notard K, (t), es definida por

(o”"(t), Jo'(#))
o/ ()]

Ka<t) =

Es un ejercicio facil probar que una recta (o cualquier parametrizacién de
una recta) tiene curvatura nula, y que una circunferencia de radio r tiene
curvatura constante +1/r dependiendo de que la parametrizacién la recorra
en sentido contrario o favorable a las agujas del reloj.

Estudiemos algunas propiedades de la curvatura.

Sea a: I C R — R? una curva regular.

1. Si M : R? — R? es un movimiento rigido y 8 = M o «, entonces
Kz = £K,, dependiendo de que M sea un movimiento rigido directo
0 inverso.

2. Si h:J — I esun difeomorfismo y = « o h, entonces
Ka(t) = £Ka(h(t)), Vi€ J,

dependiendo de que 3 sea una reparametrizacion directa o inversa de
a.



3. Si K, es constante, entonces la traza de a es un segmento de recta o
un arco de circunferencia, dependiendo de que dicha constante sea nula
o no nula.

En la interpretacion del signo de la curvatura, juega un papel importante la
funcién distancia (con signo) a una recta. Si R es la recta en R? que pasa
por un punto p con direccién v (Jv| = 1), dicha funcién viene dada por

f:RQHRa f(l'):<.l’—p,J’U>

Observemos que f se anula en los puntos de la recta, es positiva en el semi-
plano determinado por R hacia el que apunta Jv y es negativa en el otro.

Si a: I — R? es una curva regular p.p.a., consideramos la restriccién a
los puntos de la curva, de la funcién distancia a la recta tangente en ¢y € I,
esto es

f:I—R, f(t)={alt)— alty), Jd (ty)).

Entonces es claro que f(ty) =0, f'(to) =0y f"(ty) = Ka(ty). Como conse-
cuencia obtenemos que

Si K,(tg) > 0, entonces existe § > 0 tal que a((ty — d,ty + 9))
estd contenido en el semiplano determinado por la recta tangente
a « en ty hacia el que apunta Jao/(tp).

Si K, (to) < 0, entonces existe § > 0 tal que «a((to — d,%y + 0))
esta contenido en el semiplano determinado por la recta tangente
a « en ty hacia el que apunta —Jao/(ty).

Estudiemos con mayor profundidad el caso K,(ty) > 0 (andlogo seria el caso
K, (tp) < 0). Definimos entonces, para cada nimero real no nulo A, la funcién
fr: I — R por

) = la(t) — ax]?,
con ay = a(ty) + AJ/(tg). Entonces fi(to) = A%, fi(to) = 0y fi(to) =
2(1 — MK, (o). De aqui se concluye que

Si A< 1/K,(to), existe 6 > 0 tal que a((to — 0, %o+ J)) estd fuera
de la circunferencia de centro ay y radio |Al.

SiA > 1/K,(t), existe § > 0 tal que a((to—9,to+0)) esta dentro
de la circunferencia de centro a, y radio .
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Por tanto el valor A = 1/K,(ty) es critico y se le llama radio de curvatura de
aenty. A aty)+(1/K.(to))J/ (ty) se le llama centro de curvatura de « en ¢
y a la correspondiente circunferencia le llamaremos circunferencia osculatriz
de a en tg. Si K,(t) > 0 para todo ¢t € I, a la curva formada por todos los
centros de curvatura 3(t) = a(t) + (1/K,(t))Jd/(t) le llamamos evoluta de
a.

Proposicién 1.3.2 Sea o : I — R? una curva p.p.a. con curvatura positiva
y no decreciente. St a € I, probar que

(1) =~ B(a)] <

para cada t > a, donde (3 es la evoluta de o. Esto significa que a([a,00) N 1)
estd contenido en el disco osculatriz de o en a.

Para probar la proposicién conviene ver que la longitud de la evoluta cumple

Lg(ﬁ) = Ka((l) - Ka(t)’ t=>a.

1.4. Diedro de Frenet. Teorema fundamental
de curvas en el plano.

Vamos a introducir una nomenclatura que sera de utilidad también en el
estudio de curvas espaciales.

Sea o : I — R? una curva p.p.a. Representaremos por T(t) = o/(t) y
por N(t) = Jo/(t) al que se llamara vector normal a a en ¢. Entonces es un
ejercicio facil comprobar que {T'(t), N(t)} es para cada t una base ortonormal
positivamente orientada de R? cumpliendo

T'(t) = K(t)N(t), N'(t)=-K@®)T(t).

A {T(t),N(t)} le llamamos el diedro de Frenet de v y a las anteriores ecua-
ciones las ecuaciones de Frenet de a.

Teorema 1.4.1 (Teorema fundamental de curvas planas). Sea K| :
I — R una funcion diferenciable definida en un intervalo abierto I. Entonces
existe una curva plana o : I — R? p.p.a. tal que K, = Ky. Ademds si
B : 1 — R? es otra curva plana p.p.a. con Kz = Ky, entonces existe un
movimiento rigido directo M : R? — R? tal que 3 = M o a.
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Como consecuencia de este resultado de existencia y unicidad, puede probarse
que

Si o, 3 : 1 — R? son curvas planas parametrizadas p.p.a. tal
que Kz = —K,, entonces existe un mouvimiento rigido inverso
M :R? — R? tal que 3 = M o «.

También, haciendo uso del anterior teorema es facil realizar los siguientes
ejercicios.

Ejercicio 1.4.1 Sea o : (—a,a) — R? una curva p.p.a. (a > 0) cumpliendo
que Ko(—t) = —K,(t) para cada t € (—a,a). Probar que la traza de o es
simétrica respecto del punto «(0).

Ejercicio 1.4.2 Sea o : (—a,a) — R? una curva p.p.a. (a > 0) cumpliendo
que Ky(—t) = K,(t) para cada t € (—a,a). Probar que la traza de o es
simétrica respecto de la recta normal de alpha en t = 0.

1.5. Curvatura y torsién de curvas en el es-
pacio. Triedro de Frenet. Teorema fun-
damental de curvas en el espacio.

Usando el iltimo epigrafe, vamos a hacer una construccion similar para

curvas en R3 p.p.a.

Sea o : I — R? una curva p.p.a. Representamos T'(t) = o/(t), que es un
vector unitario de R3. Definimos la curvatura de o en t por

Ka(t) := |T'(1)].

En este caso, K, > 0. Supongamos ahora que K,(t) > 0 para cada t € I.
Entonces la funcién K, es diferenciable y podemos considerar
T'(t) 1

NO= T = mam

al que llamaremos el vector normal a o en t. Observemos que T'(t) y N(t) no
solo son linealmente independientes sino ortonormales, de donde si B(t) :=
T(t) x N(t) se sigue que

{T'(t), N(@), B(1)}
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constituyen, para cada t € I, una base ortonormal positivamente orientada
de R3. A B(t) se le llama el vector binormal a a en t y a la anterior base el
triedro de Frenet de a en t.

Es ahora fécil calcular las derivadas de las funciones N (t) y B(t) y obtener
que

T'(t) = Ka(t)N(?)
— Ko ()T (1) — 1a(t) B(t)
B(t) = 7.()N(1).

2
—~
~
S—
Il

para una cierta funcién diferenciable 7, : I — R a la que se le llama la
torsion de a.. Las ecuaciones anteriores se llaman las ecuaciones de Frenet de
a. Conviene recordar que esta construccion es valida para curvas p.p.a. con
curvatura estrictamente positiva.

Observemos que la curvatura de una curva plana considerada como curva
espacial no es mas que el valor absoluto de la curvatura como curva plana.
Por tanto la curvatura de una recta p.p.a. es cero y la de una circunferencia
p.p-a. es el inverso del radio. Es un ejercicio facil probar que la curvatura y
la torsion de la hélice circular p.p.a. dada en la seccién 1.1 vienen dadas por

|al b

PR Ay A

Estudiemos algunas propiedades de la curvatura y la torsion.
Sea v : I C R — R3 una curva p.p.a. con curvatura estrictamente positi-
va.

1. Si M : R® — R?® es un movimiento rigido y 3 : I — R? es la curva
B = M o «, probar que

Kg=K,, 73=7Ta, siM esdirecto,y
Kg=K,, 7T3=—T4, siM es inverso.

2. La torsién 7,(t) = 0 para todo t € I siy sélo si la traza de « estd con-
tenida en un plano de R3.

Teorema 1.5.1 (Teorema fundamental de curvas espaciales). Sean
Ko, 79 : I — R funciones diferenciables definidas en un intervalo abierto
I con K, estrictamente positiva. Entonces existe una curva o : I — R3
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p.p.a. tal que K, = Ko y 7, = 79. Ademds si 3 : I — R3 es otra curva
p.p.a. con Kg = Ky y 73 = 79, entonces existe un movimiento rigido directo
M :R?® — R3 tal que B = M o a.

Al igual que en el caso de curvas planas, como consecuencia de este teorema
pueden probarse los siguientes resultados.

1. Sea o : I — R? una curva p.p.a. con curvatura estrictamente positiva.
Probar que la traza de a esta contenida en una hélice circular o en una
circunferencia si y solo si la curvatura y la torsién son constantes.

2. Sean o, : I — R?® curvas p.p.a. con K, = Kz > 0y 7, = —73.
Entonces existe un movimiento rigido inverso M : R?* — R3 tal que
6=Moa.

Una hélice circular (ver 1.1) tiene la propiedad de que sus rectas normales
son perpendiculares al vector (0,0,1). En general se define una hélice como
una curva p.p.a. de R3 con curvatura estrictamente positiva cuyas rectas
normales son perpendiculares a una direccién dada de R3.

Teorema 1.5.2 (Teorema de Lancret).
Sea o : I — R?® una curva p.p.a. con curvatura estrictamente positiva.
Entonces a es una hélice si y solo si existe a € R tal que 7, = akK,.

Como la curvatura y la torsion determinan a las curvas p.p.a. salvo movimien-
tos rigidos directos, es razonable que si una curva estd sometida a una lig-
adura (como por ejemplo tener su traza en una esfera) su curvatura y torsién
estén relacionadas. Conviene destacar el siguiente resultado.

Ejercicio 1.5.1 Sea o : I — R?® una curva p.p.a. con curvatura K, estric-
tamente positiva cumpliendo que K (t) # 0 y 74(t) # 0 para todo t € 1.
Entonces la traza de o estd contenida en una esfera de radio v si y solo si

SN (A L
(KaP " i

La curvatura y la torsién de curvas en R3 han sido definidas para curvas
p.p-a. En el caso de curvas no p.p.a. conviene definir estos invariantes y dar
expresiones explicitas de ambas.
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Definicién 1.5.1 Sea o : I — R?® una curva reqular y 3 = coh : J — R3
una reparametrizacion por el arco directa de «, esto es h' > 0.
Se define la curvatura de o, y se nota K, como

K,(t) = Kg(h™'(t)), Vtel
Si K, > 0, se define la torsion de «, y se nota 7,, como
To(t) = 15(R7(t)), Vtel.
Haciendo un tedioso, pero facil cdlculo, se demuestra el siguiente resultado.

Proposicién 1.5.1 Sea o : I — R?® una curva reqular. Entonces

K _ ’a/ X Oé”‘
" o/
St ademds K, > 0, entonces
det{o/, O//, O/H} < o X O//, o >
a— |o/><o/’|2 - |O/><CE//2
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Capitulo 2

SUPERFICIES EN EL
ESPACIO.

2.1. Superficies regulares en el espacio.

Definicién 2.1.1 Una superficie es un subconjunto S C R? en el que cualquier
punto suyo p tiene asociado un abierto U C R%, un entorno abierto V de p
en R3 y una aplicacion diferenciable X : U — R?® cumpliendo

1. X(U)=Vn§s.
2. X:U—=VnNS es un homeomorfismo.

3. La diferencial de X en cualquier punto q € U, dX, : R* — R?, es un
monomorfismo.

Generalmente los pardmetros de R? los notaremos {u,v} y los de R® por
{z,y, z}. Asi, se escribira

X(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)).

La condicién de ser dX, un monomorfismo, equivale a que la matriz que la
representa tiene rango 2, esto es los vectores
0X
Ju

(@) = (@) al0):2u(@) 5 Xola) = (@) = (0(0) 0(0), 20 (0)

Xu(q)
son linealmente independientes para todo g € U.
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A la aplicaciéon X se le llama parametrizacion de la superficie y a {u, v}
coordenadas locales de S. A las curvas u — X (u,v9) y v — X(ug,v) se les
llama curvas coordenadas de la parametrizacion.

Sea II el plano de R? de ecuacién ax + by + cz = d. Como (a,b, c) es un
vector no nulo, supongamos que ¢ # 0. Sea X : R? — R? la aplicacién

X(u,v) = (u,v,—(a/c)u — (b/c)v + (d/a)).

Es facil comprobar que X es una parametrizacion de II alrededor de cualquier
punto p € II. Por tanto el plano II es una superficie.

Es también un ejercicio sencillo comprobar que si S es una superficie y
O C S un abierto suyo, entonces O también es una superficie.

También es facil comprobar que si ® : O; — O es un difeomorfismo entre
dos abiertos de R?® y S una superficie contenida en Oy, entonces S = o(9)
es también una superficie de R3.

2.2. Ejemplos: Grafos, superficies implicitas,
superficies de revolucion, superficies regladas.

El ejemplo del plano dado en 2.1 sugiere la siguiente construccién de
ejemplos.
Sea O un abierto de R? y f : O — R una funcién diferenciable. Definimos

Gy ={(z,y, f(z,y))/(z,y) € O}.

Se define entonces X : U = O — R3 por

X(u,v) = (u,v, f(u,v)).

Es facil comprobar que X es una parametrizaciéon de G'; alrededor de cualquier
punto p € G. Por tanto G es una superficie a la que llamamos grafo de f.

Otra forma general de construir superficies es de forma implicita. Esto es,
si O es un abierto de R*, F' : O — R es una funcién diferenciable y a € R,
jcuando
S={(z,y,2) € O/ F(z,y,%2) = a}

es una superficie de R3 ?
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La cuestion es razonable, pues estamos imponiendo una ligadura entre las
coordenadas de los puntos de O. Como es natural no siempre la respuesta
es afirmativa, y el siguiente resultado, que basicamente es el teorema de la
funcion implicita, nos da una respuesta.

Proposicién 2.2.1 Sea O un abierto de R* y F : O — R una funcién
diferenciable. Si a € R es un nimero real tal que para todo p € F~'(a) la
diferencial de F en p, dF, : R* — R, es no nula (a un tal a le llamamos
valor reqular de F) y F~(a) # 0, entonces

S=FYa)={(z,9,2) €0/ Fla,y,2) = a}
es una superficie de R3.

Conviene comentar que si VF = (F,, Fy,, F) es el gradiente de la funcién F,
el que a sea un valor regular de F significa que (VF'), # 0 para todo p € S.

Observemos que si f : O C R? — R es una funcién diferenciable, entonces
el grafo Gy es la superficie implicita dada por

Gy ={(z,y,2) € O xR/ F(z,y,2) =0}

donde F(x,y,z2) = f(x,y) — 2.
De entre muchos ejemplos interesantes de superficies que pueden ser
definidas de forma implicita, destacamos los dos siguientes.

Ejemplo 2.2.1 Sea ¢ € R3, r un nimero real positivo y
Ser)={peR’/|p—c[> =77}

la esfera de centro ¢ y radio r. Si F : R® — R es la funcién diferenciable
dada por

F(Ivyvz) = ($ - 01)2 + (?J - 02)2 + (Z - 03)27 C= (01702,03)7

entonces es fdcil comprobar que r*

S?(c,r) es una superficie regqular.

es un valor reqular de F y por tanto

Ejemplo 2.2.2 Sean a y r numeros reales positivos con a > r, y
S={(z,y,2) €R’/ (Va? +y? —a)’ + 27 = r?}.
Si F:R? —{eje 2} — R es la funcidn diferenciable definida por

F(xay7z):(vx2+y2_a)2+227

entonces es fdcil ver que r* es un valor reqular de F y por tanto S es una
superficie a la que se llama toro de revolucion.
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El nombre de toro de revolucion viene de que dicha superficie se obtiene al
girar alrededor del eje z la circunferencia en el plano x = 0 centrada en (a, 0)
y de radio 7.

Este ejemplo sugiere que también podremos construir superficies rotando
alrededor del eje z ciertas curvas en el plano x = 0. El problema es que condi-
ciones hemos de imponer a dichas curvas para que al rotarlas se obtengan
superficies de R3.

Sea pues o : I — R3 una curva en el plano z = 0 dada por a(t) =

(0, f(t),g(t)). Supongamos que:
1. « es regular.
2. f(t) > 0 para todo t € I.

3. « es inyectiva o I = R, a es periddica de periodo minimo Ty « es
inyectiva en [0, 7.

Entonces el conjunto S obtenido al rotar « alrededor del eje z dado por
S = {(f(t)cos6, f(t)sind,g(t)) /t € 1,0 € R},

es una superficie de R? a la que llamamos superficie de revolucion. Es claro
que si X : I x R — R? es la aplicacién dada por

X(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)),

entonces X|o.2r) ¥ X|(—x,n son dos parametrizaciones de S cuyas imagenes
cubren todos los puntos de S. Las condiciones 1. y 2. anteriores nos aseguran
que la diferencial de X es inyectiva en todos los puntos de I x R. La condi-
cién 3. nos asegura que las parametrizaciones son homeomorfismos sobre la
imagen. Es claro que esta definicién se podria hacer rotando alrededor de
una recta de R? una curva contenida en un plano que contenga a la recta
cumpliendo las tres condiciones anteriores. No obstante, ambos ejemplos se
diferenciarian en un movimiento rigido de R?.

Como ejemplo, consideremos la catenaria o : R — R3 dada por a(t) =
(0,cosht, t). Es claro que o cumple las propiedades anteriores y por tanto

S = {(coshtcosf,coshtsinf,t) /t,0 € R} = {(z,y,2) € R® / 2> +y* = cosh? 2}

es una superficie de R? a la que se llama catenoide.
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2.3. Funciones y aplicaciones diferenciables.

El principal objetivo de esta seccién es definir el concepto de diferen-
ciabilidad para funciones definidas en superficies, extendiendo asi el calculo
diferencial a objetos mas generales que abiertos de un plano. Para ello nece-
sitamos probar una propiedad de las superficies que dice que el cambio de
parametros en una superficie es un difeomorfismo. Comenzamos probando el
siguiente resultado.

Lema 2.3.1 Sea X : U C R? — S una parametrizacion de una superficie S
y po € U. Entonces existe un entorno abierto W de py con W C U y una
proyeccion m : R — R? sobre alguno de los planos x = 0, y =0 0 2 = 0
tal que (o X)(W) es un abierto de R2 ymo X : W — (wo X)(W) es un
difeomorfismo.

Usando este Lema, puede probarse el siguiente resultado.

Teorema 2.3.1 En una superficie S los cambios de pardametros son difeo-
morfismos, esto es si X; : Uy — S 1 = 1,2 son parametrizaciones de S tal
que O = X1(Uy) N X5(Us) es no vacio, entonces la aplicacion

X; o X, 1 X71(0) cR* — X, 1(0) C R?
es un difeomorfismo.

Definicién 2.3.1 Sea f : S — R una funcion definida sobre una superficie
S. Diremos que f es diferenciable si para toda parametrizacion X : U — S
de S, la funcion fo X : U C R? — R es diferenciable.

Puesto que el nimero de parametrizaciones de una superficie es infinito,
para que esta definicion sea manejable desde un punto de vista practico
necesitamos probar el siguiente resultado que es una consecuencia facil del
teorema anterior.

Proposicién 2.3.1 Sea f : S — R una funcion definida sobre una su-
perficie S. Entonces [ es diferenciable si y solo si para todo p € S ex-
iste una parametrizacion X, : U, — S de S con p € X,(U,) y tal que
foX,:U,CR*—= R es diferenciable.

Ahora, haciendo uso de la definicién anterior, definimos aplicaciones diferen-
ciables en un contexto mas general.
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Definicién 2.3.2 Sea S una superficie.

1.

Diremos que una funcion F : S — R" es diferenciable si F; : S — R es
diferenciable para todo i = 1,...,n, siendo F = (Fy,..., F,).

Si O es un abierto de R™, una aplicacion F' : O — S se dird difer-
enciable siio F : O — R? es diferenciable, donde i : S — R3 es la
inclusion.

Si S es otra superficie, una aplicacion F : S — S se dird diferenciable
siioF : S — R?® es diferenciable, donde i : S — R® es la inclusidn.

En el siguiente resultado se exponen propiedades de las funciones diferen-
ciables, algunas de las cuales son de gran utilidad desde un punto de vista
practico.

Proposicién 2.3.2 1. Cualquier aplicacion diferenciable es continua.

2.

Sea O un abierto de R?> y f : O — R una funcién. Entonces f es
diferenciable en el sentido de la geometria si y solo si lo es en el sentido
del cadlculo.

La restriccion de cualquier aplicacion diferenciable definida en una su-
perficie a un abierto suyo es diferenciable.

Sea S una superficie, F,G : S — R"™ aplicaciones diferenciables y A €
R. Entonces las aplicaciones FF + G, AF : S - R" y < F,G >: S — R
son también diferenciables. Sin =1 y G(p) # 0 para cadap € S, F/G :
S — R es diferenciable. Sin =3, F x G : S — R? es diferenciable.

Sea O un abierto de R® y S una superficie con S C O. Si F : O — R"
es diferenciable entonces f = F/S : S — R"™ también es diferenciable.
En particular, la inclusion i :+ S — R3, la identidad I : S — S vy las
aplicaciones constantes definidas en S son diferenciables.

Si X : U CR? — S es una parametrizacion de una superficie S, en-
tonces las aplicaciones X : U — S y X1 : X(U) — U son aplicaciones
diferenciables.

St F: 85 — S yG: Sy — S3 son aplicaciones diferenciables, donde
S1, Sy y S3 son superficies o abiertos de un espacio euclideo, entonces
Go F : 51 — S3 es diferenciable.
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8. Si P es el plano que pasa por el punto py con vector normal a y S una
superficie, entonces la funcion h : S — R definida por

h(p) =<p—Dpo,a >,

es diferenciable. Cuando |a| = 1, h es la funcion altura (con signo) al
plano P.

9. Si py es un punto de R® y S una superficie, la funcién d : S — R
definida por
d(p) = |p — ol

es diferenciable.

Las demostraciones de estas propiedades son sencillas y se deducen de las
definiciones previas y de propiedades similares para funciones entre abier-
tos del espacio euclideo. La tnica dificultad esta en la demostracion de la
propiedad 7. cuando Ss es una superficie, en la que se usa el Lema 2.3.1. Las
funciones definidas en 8. y 9. seran muy usadas a lo largo del curso.

Definicion 2.3.3 Un difeomorfismo @ entre dos superficies S y S es una
aplicacion diferenciable biyectiva ® : .S — S tal que d1:S5 — S es también
diferenciable. Diremos que las superficies S y S son difeomorfas.

Proposicién 2.3.3 1. 8t X : U — S es una parametrizacion de una
superficie S, entonces X : U — X (U) es un difeomorfismo.

2.5 F :5 — Sy yG: S — S3 son difeomorfismos entre superficies,
entonces G o F': S; — S3 es un difeomorfismo.

3. 515 es una superficie contenida en un abierto O de Ry ®:0 — O
es un difeomorfismo de O sobre otro abierto O de R?, entonces ®|s :

S — S es un difeomorfismo, donde S = o(9).

2.4. Plano tangente. Primera forma funda-
mental.

Al igual que definimos el vector tangente a una curva, vamos ahora a
definir el concepto de vector tangente a una superficie en un punto suyo.
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Esto nos permitira hablar de diferencial de una aplicacion diferenciable y de
poder estudiar la geometria de una superficie haciendo uso de este célculo
diferencial.

Definicién 2.4.1 Sea S una superficie y p € S un punto suyo. Un vector
v de R?® diremos que es un vector tangente a S en el punto p si existe una
curva diferenciable o : (—€,€) — S CR3 con a(0) = p y /(0) = v.

Es decir los vectores tangentes a una superficie son los vectores tangentes a
curvas de R? que estén contenidas en la superficie. El que en la definicién
anterior la curva este definida en un intervalo (—e¢, €) y pase en el instante 0
por el punto p es anecdotico, pues salvo traslaciones del parametro y reduc-
cion del intervalo de definicién de la misma, todas las curvas contenidas en
S y que pasen por p son de esa forma.

Sea p € Sy T,S el subconjunto de R?* definido por

T,S = {v € R? /v es un vector tangente a S en p}.

Lema 2.4.1 Sea p € S un punto de una superficte S y X : U — S una
parametrizacion de S con p € X(S). Entonces

(dX) -1 (R2) = T,5.

En particular T,S es un plano vectorial de R* al que llamamos el plano
tangente a S en p.

Conviene notar que si S; C S es un abierto de S'y p € S, entonces 1,5, =
T,S.

Lema 2.4.2 Sea F : O C R? — R una funcién diferenciable definida en un
abierto O de R® y a € R un valor reqular de F con F~(a) # 0. Si p es un
punto de la superficie S = F~'(a), se tiene que

T,S = kerdF, =< (VF), >",
donde < (VF), >+ es el complemento ortogonal del vector no nulo (VF),.

Como caso particular, ya que el grafo de una funcién f : O ¢ R? — R
definida en un abierto O de R? es dado por Gy = F~*(0) con F: OxR — R
dada por F(z,y,z) = f(x,y) — z, se tiene que

Ti(ay.f e G = {v = (v1,v2,03) € R? / fzv1 + fyve = vs}.
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Usando el Lema 2.4.2; es facil ver que si p es un punto de la esfera S?(c,r),
entonces

T,5%(c,r) = {v=(vi,v2,v3)/(x — c1)v1 + (y — c2)va + (2 — c3)v3 = 0}
{fveR?/ <v,p—c>=0}

2.5. Diferencial de una aplicacién diferencia-
ble.

Sea S una superficie y f : S — R”™ una aplicacién diferenciable. Dado un
punto p € S, se define la diferencial de f en p y se representa por df, como
la aplicacién

df, : T,S — R"
definida por

dlo) = % (Foa)(t) = (foaY(0)

siendo « : (—€,€) — S una curva diferenciable con a(0) = p y o/(0) = v.
Si X : U C R? — S es una parametrizacién de S'y X(q) = p, entonces es
facil comprobar que

dfy = d(f o X)g0 ((dX)q)_l

Observemos que dX, : R? — T,S es un isomorfismo. La anterior expresién
muestra que df, estd bien definida, esto es no depende de la curva « escogida,
y que es una aplicacion lineal.

Algunas observaciones sencillas respecto a la anterior definiciéon son:

1. Si O es un abierto de R* con S C Oy f = Fjg donde F : O — R" es
diferenciable, entonces df, = (dF})z,s-

2. Sea f : S — R™ una aplicacion diferenciable. Si f es constante, entonces
df, = 0 para todo p € S. Si df, = 0 para todo p € Sy S es conexa,
entonces f es constante.

3. Si 57 C S es un abierto de S, f : .S — R™ una aplicacion diferenciable
y p € Si, entonces df, = d(fis,)p-

4. Sii: S — R3 es la inclusién, entonces diy, es la inclusién de 7,5 en R3.
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Sea ahora f : O C R™ — S una aplicacién diferenciable de un abierto
O de R" en una superficie S. Entonces considerando f : O — R3, es f4cil
comprobar que para cada p € O, df, : R® — R? cumple df,(R") C Ty, Sy
en adelante consideraremos siempre la restriccién

dfy : R" — T, S.

Finalmente, si f : S — S es una aplicacién diferenciable entre superficies,
la imagen de la diferencial de f en p, considerada como aplicacién de S
en R3, estd contenida en el plano T f(p)g . Por tanto, dado un punto p € S
consideraremos la diferencial de f en p como la aplicacién lineal

dfy : 1,8 — Ty S.
Una vez definida la diferencial de una aplicacion diferenciable en los tres
casos, vamos a extender la regla de la cadena a esta nueva situacién.

Teorema 2.5.1 Regla de la cadena Sean f : S; — Sy y g : So — S3 apli-
caciones diferenciables siendo S; superficies o abiertos de un espacio euclideo.
Entonces para cada p € S se tiene que

d(go f)p=dgsp) o dfy : Tp,S1 — Tigof)(p)Ss-

Sid:S — Sesun difeomorfismo, entonces usando la regla de la cadena,
es facil comprobar que para cada punto p € S, df, : T, — Tj)S es un
isomorfismo lineal y que

(A2 o) = (d2,) "

El siguiente resultado, que es la version para superficies del teorema de la
funcién inversa, es facil de probar.

Teorema 2.5.2 Teorema de la funcién inversa Sea f : S — S una apli-
cacion diferenciable entre superficies y p un punto de S. Si df, : T,,S — TS
es un isomorfismo lineal, entonces existen entornos abiertos V-y W de p y

f(p) respectivamente, tal que F(V) =W y f:V — W es un difeomorfismo.

Como consecuencia, es razonable decir que una aplicacién diferenciable f :
S — S entre superficies es un difeomorfismo local si para todo p € S existen
entornos abiertos V' y W de p y f(p) respectivamente tal que f(V) =Wy
f:V — W es un difeomorfismo.

En el siguiente resultado se estudian algunas propiedades de los difeo-
morfismos locales.
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Proposicion 2.5.1 Sea f: S5 — S una aplicacion diferenciable entre super-
ficies. Entonces

1. f es un difeomorfismo local si y sélo si df, : 1,5 — Tf(p)g es un
isomorfismo lineal para todo p € S.

2. Si f es un difeomorfismo local, entonces [ es una aplicacion abierta.

3. 815 es un subconjunto de S, entonces S es un abierto de S.

2.6. Orientabilidad.
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Capitulo 3

APLICACION DE GAUSS.
CURVATURAS.

3.1. La aplicacion de Gauss y la segunda for-
ma fundamental.

Sea S una superficie y N un campo normal unitario sobre S (o sobre
un abierto V' de S si S no es orientable). Entonces, N define una aplicacién
diferenciable

N:S—>S2(1)

a la que llamamos aplicacion de Gauss de S. Siguiendo la misma idea que se
usé para la definicién de curvatura de una curva plana, variando la aplicacién
de Gauss debemos de encontrar informacién sobre la forma de la superficie.
Por tanto consideramos la diferencial de la aplicacion de Gauss en un punto
p €S, dN, : T,S — TnypS*(1). Pero el plano tangente a S*(1) en N(p)
es el complemento ortogonal del vector N(p) y por tanto T, S*(1) = T,,S.
Finalmente

dN, : 1,5 — T,S
es una aplicacion lineal de un plano vectorial en si mismo. Dicha aplicacién

lineal tiene sélo dos invariantes, que son su determinante y su traza. Por
tanto es razonable considerar las funciones

K(p) =det (dN),, H(p) = —%Traza (dN),.
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Es claro que la curvatura de Gauss K no depende de la aplicacién de Gauss
escogida y que esta bien definida sobre toda la superficie incluso cuando la
superficie no es orientable. Por contra, la curvatura media cambia de signo
cuando cambiamos la aplicacién de Gauss por su opuesta, y por tanto H?
si es independiente de la aplicaciéon de Gauss escogida y esta definida sobre
toda la superficie incluso si la superficie no es orientable.

Ahora, usando el producto escalar (,) de R, podemos definir una forma
bilineal o, : T,,S x T,,S — R por

op(v,w) = —((dN),(v),w), v,weT,S,

a la que llamaremos la seqgunda forma fundamental de la superficie en el
punto p. Es claro que

1
K(p) =det 0,, H(p) = §Traza Tp-

Proposicion 3.1.1 La segunda forma fundamental es simétrica, o equiv-
alentemente la diferencial de la aplicacion de Gauss es un endomorfismo
autoadjunto, esto es

op(v,w) = op(w,v), peSs, wvweTl,S.

La simetria de la segunda forma fundamental nos asegura que es diagonal-
izable, esto es en cada punto p de la superficie, —(dN), tiene dos valores
propios reales kq(p), k2(p), a los que llamaremos las curvaturas principales
de S en p. Es claro que las relaciones entre estas curvaturas y las definidas
anteriormente son

1
K: k’lk'g, H: §(k'1 +k2), k? —2H]€1+K = 0, 1= 1,2

Como la anterior ecuacién de segundo grado tiene solucién, el discriminante
de la misma ha de ser mayor o igual a cero, esto es

K(p) < H*(p),

y la igualdad se da si y sélo si ki(p) = ka(p).

Ejemplo 3.1.1 1. Probar que las curvaturas principales, la curvatura de
Gauss y la curvatura media de cualquier plano de R3 son cero.

26



2. Sea S* = {p € R?¥||p — ¢| = r} la esfera de centro ¢ y radio r. Probar
que las curvaturas principales, la curvatura de Gauss y la curvatura
media de S* son constantes y vienen dadas por

1
2 _ 1.2 _ — 2 _
K=k=5 K= H=-

3. Sea C = {(x,y,2) € R¥| 22 +y? = r?} el cilindro circular recto. Probar
que las curvaturas principales, la curvatura de Gauss y la curvatura
media de C' son constantes y vienen dadas por

1 1
k=0, ki=—-, K=0, H>=-—.

72 472

Ejercicio 3.1.1 1. Probar que la curvatura de Gauss, la curvatura media
y las curvaturas principales de la catenoide {(x,y,2) € R®|2? +y? =
cosh® 2} wienen dadas por

1 1
H=0, ki(z,y,2)=—ko(r,y,2)=

K(x,y,2) = —

, )
cosh? 2 cosh? 2

2. Probar que la curvatura de Gauss y la curvatura media del paraboloide
{(x,y,2) € R®|2? + y* = 2z} vienen dadas por

1
(1+22)%

(1+2)°

HQ(x,y, z) =

Ejercicio 3.1.2 Probar que una superficie conexa con curvaturas de Gauss
y media cero es un abierto de un plano.

Ejercicio 3.1.3 Sea A € O(3), a € R? y ¢ : R® — R3 el movimiento rigido
correspondiente, esto es ¢p(p) = Ap + a. Si S es una superficie de R3 y
S = &(S) la superficie imagen, probar que las curvaturas de Gauss y media
de dichas superficies estan relacionadas por

Ko¢p=K, Ho¢=H.
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3.2. Secciones normales. Interpretacion de las
curvaturas.

Sea p un punto de una superficie S C R* y v un vector unitario de 7,S.
Si a =v A N(p), siendo N una aplicaciéon de Gauss de S, representamos por
P, al plano afin que pasa por p y tiene a a como vector perpendicular, esto
es

P,={qeR’|{q—p,a) = 0}.

Lema 3.2.1 En las condiciones anteriores, existe un abierto V de S conte-
niendo a p y una curva diferenciable o : (—€,€) — S con a(0) =p ya/(0) =v
tal que

V' N P, = Imagen ()

A dicha curva le llamaremos una seccion normal de S en p.

Parametrizando dicha curva por el arco, representaremos por k, a su
curvatura como curva plana en el instante 0. La orientaciéon que tomamos
en el plano P, es {v,N(p)}. Entonces derivando en ¢ = 0 la identidad
(/(t), N(a(t))) = 0, se obtiene

0 = (a”(0), N(p)) + (a'(0), (dN),(a’(0)) = kv — o (v, v).

Por tanto o,(v,v) = k, nos da una interpretacién geométrica de la se-
gunda forma fundamental. Si {e;,e2} es una base ortonormal de 7,5 con
(dN),(e;) = —ki(p)e;, entonces

kv = <U7 61>2k}1(p) + <U7 €2>2/€2(p),

que se conoce por férmula de Euler. Es claro que si kq(p) < ka(p), entonces
ki(p) < k, < ko(p), y asi las curvaturas principales son el maximo y el
minimo de las curvaturas de las secciones normales a .S en p.

La formula de Euler y el significado geométrico de la segunda forma fun-
damental sugieren la siguiente definicién:

Definicién 3.2.1 Sea p un punto de una superficie S C R® y K la curvatura
de Gauss. El punto p se dice

1. FEliptico si K(p) > 0,

2. Hiperbdlico si K(p) <0,
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3. Parabdlico si K(p) =0,

4. plano si ky(p) = ka(p) = 0,
5. umbilical si ki(p) = ka(p).

Teorema 3.2.1 Sea S wuna superficie conexa de R3 con todos sus puntos
umbilicales. Entonces S es un abierto de un plano o de una esfera de R3.

A continuacién vamos a definir el hessiano de una funcién diferenciable defini-
da sobre una superficie en un punto critico. Este concepto es una extensién
a superficies del correspondiente para funciones diferenciables en el plano, y
nos permitira estudiar los extremos locales de dicha funcién.

Proposicién 3.2.1 Sea S una superficie de R® y f : S — R una funcién
diferenciable. Si py es un punto critico de la funcion f, definimos el hessiano
de f en po y lo representamos por (d*f),, como la aplicacion
(@ f)po : TpoS — R
d2
2
(@ Dl0) = 55, FalD)

siendo a: (—€,€) — S una curva con a(0) = po y o/ (0) = v. Entonces,
1. (d*f),(v) estd bien definido, esto es no depende de la curva «.

2. (d*f)p, es una forma cuadrdtica, esto es (d*f)p,(Av) = N2(d*f)p, (v),
para todo real .

3. Si po es un mdzimo (respectivamente minimo) local de f, entonces
(d%f),, es semidefinida negativa (respectivamente positiva).

4. Si (d?f)p,(v) es definida negativa (respectivamente positiva), entonces
po €s un mdzimo (respectivamente minimo) local de f.

Vamos a estudiar el hessiano de dos funciones concretas. En primer lugar,
consideramos un punto py de una superficie S y el plano tangente afin en py,
cuya ecuacién es (x — pg, N(pp)) = 0, siendo N una aplicaciéon de Gauss de
la superficie. Definimos la funcién altura a dicho plano

f:S—=R
f(p) = (p — po, N(po))-
Entonces se cumple que f(py) = 0, pgp es un punto critico de f y que

(d%f)po (V) = 0y (v,v). De aqui es facil deducir
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Proposicion 3.2.2 Sea py un punto de una superficie S.

1. Si py es eliptico, esto es K(py) > 0, existe un entorno de py en S que
esta en uno de los semiespacios en los que el plano tangente afin a S
en po divide a R3. Ademds el unico punto de contacto entre dicho plano
y el entorno es pyg.

2. Si po es hiperbdlico, esto es K(po) < 0, en cualquier entorno de py en
S hay puntos en ambos semiespacios.

En segundo lugar consideramos el cuadrado de la funcion distancia a un
punto de R3. Si z € R3 y S es una superficie de R3, sea f : S — R la funcién

fp)={p—x,p—x)

Si pp es un punto critico de f, es facil comprobar que py — x = AN (pg) para
un cierto nimero real no nulo A\, donde N es una aplicacién de Gauss de la
superficie. Ademas

(@ F)po(v) = 2([v[* + Aapy (v,v)), Vv € T, S.

De aqui, teniendo en cuenta que toda funciéon continua sobre una superficie
compacta tiene un maximo, es facil deducir el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.3 1. Toda superficie compacta de R® tiene un punto
eliptico.

2. No hay superficies compactas de R® con curvatura de Gauss K < 0.
3. No hay superficies compactas de R® con curvatura media H = 0.

A continuacién vamos a obtener unas féormulas 1tiles que expresan las cur-
vaturas de una superficie en términos de una parametrizacion.

Proposicién 3.2.4 Sea X : U C R? — S C R3 una parametrizacion de una
superficie S, y E, F,G,e, f,g: U — R las funciones dadas por

E = <Xu7Xu>7 F = <Xu7Xv>7 G = <X07Xv>
<Xu /\XmXuv <Xu /\Xvav

X, A X, ) 9= X, A X, )

<Xu A Xva qu>

T TIXL A X =
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Entonces las curvatura de Gauss y media de S en X (U) vienen dadas por

eg — f? Hox eG —2fF + gE

KeX=ga- ~ T2(EG - F?)

Xy NAXy OX 1

H es la curvatura media respecto del normal N = AN
u v

Como las funciones E, F, G, e, f, g son diferenciables, obtenemos que K y H
son también funciones diferenciables. Como las curvaturas principales vienen
dadas por k; = H++/H? — K, se tiene que k;,7 = 1, 2 son funciones continuas
y diferenciables fuera de los puntos umbilicales.

Ejercicio 3.2.1 Sea H = {(x,y,2) € R3¥|xsinz = ycosz} el helicoide.
Probar que X : R? — H dada por X(u,v) = (vcosu,vsinu,u) es una
parametrizacion sobre todo H y que

1

K(X(u,v)) = —(m

)2, H(X(u,v)) =0.

Ejercicio 3.2.2 Sea

X:1x(0,2r) — S
X (u,v) = (y(u) cosv, y(u) sinw, z(u))

la parametrizacion de la superficie de revolucion S obtenida al girar la curva
regular o : I — {x = 0}, a(t) = (0,y(t), 2(t)),y(t) > 0 alrededor del eje Oz.
Probar que sus curvaturas vienen dadas por

2 (u)(y' (u)2" (u) = y" (u)2' (u))
y(u)(y'(u)? + 2/ (u)?)?
H(X (u,0)) = y(u) (' (u)z" (u) —ul)/(( () )( u)) (52(;)/21/ (u)? + 2'(u)?)

Usando el ejercicio anterior probar que las superficies de revolucion llanas,
esto es con K = 0, son abiertos de planos, cilindros o conos. Probar también
que las superficies de revolucion con curvatura media cero son abiertos de
planos o de catenoides.

K(X(u,v)) =

Sea @ : R? — R? la homotecia ¢(x) = Az, con A un nimero real positivo.
Es claro que ¢ es un difeomorfismo de R? con inversa la homotecia de razén
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1/A y que para todo = € R3, la aplicacién lineal d¢, mantiene los dngulos de
los vectores.

Si S es una superficie de R?, entonces S = ¢(S) es también una superficie
de R? difeomorfa a S mediante ¢. Usando argumentos sencillos se puede
comprobar que las curvaturas de ambas superficies estan relacionadas por

. 1 . 1
Hop=-H, Ko¢p=—K.
p p

Sea ahora ¢ : R® — {0} — R3 — {0} la inversidn con centro el origen

Y(x) = 25. Es claro que 1 o ¢ = Id y por tanto ¥ es un difeomorfismo de

||?
R3 — {0} con inverso él mismo. Ademds, es facil comprobar que para cada
r € R? — {0}, la diferencial de 1 viene dada por

dwm(v)—i—%%@x,

el

y por tanto también mantiene angulos. A dicho tipo de aplicaciones se les
llama conformes.

Si S es una superficie de R?, entonces S = ¥(S) es también una superficie
de R? difeomorfa a S mediante 1. Usando argumentos sencillos se puede
comprobar que las curvaturas de ambas superficies estan relacionadas por

K((p)) = |pI"K (p) + Alp[*(N (p), p) H(p) + 4N (p), )",
H(y(p)) = [pI*H(p) + 2(N(p), p),

siendo N una aplicacion de Gauss en S, y H la curvatura media en S respecto
al normal N(¢(p)) = N(p) — %p. De las expresiones anteriores se sigue
que A R

(H? = K)(¥(p)) = [p|*(H* = K)(p),

y por tanto las inversiones transforman puntos umbilicales en puntos umbil-
icales.

Teorema 3.2.2 (Teorema de Hilbert).
Sea S una superficie orientada y k1 < ko las correspondientes curvaturas
principales. Si en un punto pg € S se cumplen las siguientes propiedades

1. ki tiene un minimo local en py,

2. ko tiene un mazximo local en py,
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3. La curvatura de Gauss K es positiva en po,
entonces py es un punto umbilical.

Como aplicaciones sencillas de este teorema de Hilbert podemos demostrar
dos resultados clésicos.

Teorema 3.2.3 (Teorema de Jellet-Liebmann)
Una superficie compacta y conexa de R3 con curvatura media constante
y curvatura de Gauss positiva es una esfera.

Teorema 3.2.4 (Teorema de Hilbert-Liebmann)
Una superficie compacta y conexa de R® con curvatura de Gauss constante
es una esfera.
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Capitulo 4
GEOMETRIA INTRINSECA

4.1. Isometrias

Sea ¢ : R? — R3 un movimiento rigido de R?, esto es ¢(x) = Ax + a,
donde A es una matriz ortogonal y a un vector de R3. Si S es una superficie
de R3, entonces S = ¢(S) es también una superficie de R?, y

f = ¢| S . S — S
tiene las siguientes propiedades:
= f es un difeomorfismo,

= la diferencial de f en cualquier punto de S es una isometria vectorial,
esto es

((df)p(v), (df)p(w)) = (v,w), p€S, wvweT,S,
= f conserva las segundas formas fundamentales; esto es

1) (A )p(v), (df)p(w)) = op(v,w), p €S, wv,weT,S.

Definicién 4.1.1 Una aplicacion diferenciable f: S — S entre dos superfi-
cies S y S se llama isometria local si su diferencial en cada punto de S es
una 1sometria vectorial, esto es

((df)p(v), (df)p(w)) = (v,w), peS, wv,weT,S.

St ademds f es un difeomorfismo, diremos que f es una isometria.
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Algunas consecuencias sencillas de la definicién son:

= Como una isometria vectorial entre dos planos vectoriales es un iso-
morfismo, se tiene que toda isometria local es un difeomorfismo local.

= La composicién de isometrias locales es una isometria local. Ademas la
inversa de una isometria es una isometria, y asi el conjunto de isometrias
de una superficie en si misma forman un grupo para la composicion,
que se llama el grupo de isometrias de la superficie.

Ejemplo 4.1.1 Sea P el plano z = 0 y C el cilindro de ecuacion x*+1y* = 1.
Entonces la aplicacion f: P — C dada por

f(z,y) = (cosz,sinz, y)
es una isometria local.

El siguiente resultado caracteriza a las isometrias locales y da una inter-
pretacion geométrica de las mismas.

Proposicién 4.1.1 Sea f : S — S una aplicacion diferenciable entre dos
superficies S y S. Entonces f es una isometria local si y solo si f conserva

la longitud de las curvas, esto es para toda curva o : [a,b] — S en S se tiene
que L2(a) = L2(f o ).

Si f: 8 — S es una isometria y X : U C R? — S una parametrizacién,
entonces fo X : U C R? — S es una parametrizacion en S y ademas

E=FE, F=F, G=0G,

siendo estas las funciones definidas para las correspondientes parametriza-
ciones en la Proposicion 3.2.4.

El reciproco de esta propiedad nos proporciona un método para construir
isometrias.

Proposicién 4.1.2 Sean S y S superficies y X : U CR? — S y X:UcC
R2? — S parametrizaciones definidas en el mismo abierto U. Si

E=E, F=F G=4aG, (ver Proposicion 3.2.4)

entonces f = X o X! es una isometria de la superficie X(U) sobre la su-
perficie X (U).
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Como ilustracion de este resultado, vamos a dar dos ejemplos tipicos de
superficies isométricas.

= Sea X : R? — H la parametrizacién del helicoide H = {(z,y, 2) | xsinz =
ycos z} dada por

X(u,v) = (vcosu,vsinu,u)

y X : (0,21) x R — C la parametrizacién de la catenoide C' =
{(z,y,2) | 2> + y*> = cosh® 2} dada por

X (u,v) = (V1 + v2cosu, V1 + v2sinu, argsinhv).

Entonces de la tltima proposicién se sigue que XoX1:X ((0,27) x
R) — X((0,27) x R) es una isometria.

» Sea X : RT x (0,27) — II la parametrizacién del plano IT = {z = 0}
dada por
X(p,0) = (pcosh, psinb,0)

y X : R* x (0,21) — C la parametrizacién del cono C' = {(z,y, 2) | z =

2?2 + y?} dada por

X(p,0) = p(% cos(v/20), % in(v/20), %).

Probar que X o X~! : X(R* x (0,27)) — X(R* x (0,27)) es una
isometria.

4.2. El Teorema egregium de Gauss

En esta seccién se va a demostrar que la curvatura de Gauss es invari-
ante frente a las isometrias locales. Comenzamos definiendo los simbolos de
Christoffel.

Sea S una superficie y X : U C R?* — S una parametrizacién asociada a
la cual consideramos la referencia {X,, X,, N o X = é%%' }. Como se hizo
en las ecuaciones de Frenet para curvas, vamos a estudiar la variacién de
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esta referencia respecto de los parametros u y v. Siguiendo la notacion de la
Proposicién 3.2.4., se tiene que

Xow =T1, X, +T1H X, +e(No X),
Xy = ThX, +THX, + f (N 0 X),
Xou = F%lxu + F%le + f(NoX),
Xy = F%QXu + F%QXU +g(NoX),
(N oX)y = anXy + a2X,,
(NoX), =anX,+ anX,,
para ciertas funciones Ffj, llamadas los simbolos de Christoffel de la parametrizacion,
y a;j. Como X, = X,,, se tiene que los simbolos Ffj son simétricos en i, J.
De la primera ecuaciéon y multiplicando escalarmente por X, y X, es facil

ver que
EP%1+FF%1 = %E’ua
FI’h—i—GF%l = Fu—%Ev,
de donde
11%1:GEU/Q—FFquFEU/27 PfleF”_EE”/Q_FE“/Q.
EG — F? EG — F?

Esta formula y las correspondientes para los demas Ffj prueban que los simbo-
los de Christoffel dependen de E, F,G y de sus primeras derivadas.

Ahora usando que X, = X, v las expresiones anteriores de los simbo-
los de Christoffel se tiene que

F%lXuv + F?lev +e(No X)v + (Pil)vXu + (Ffl)va + ev(N o X) =
Tl X + T30 Xou + f(N 0 X)u 4 (T19)uXu + (Th)u Xy + ey (N 0 X).

Pero usando las expresiones de los simbolos de Christoffel de nuevo, la anteri-
or igualdad se convierte en una combinacion lineal de la base { X, X,,, NoX}.
Igualando a cero el coeficiente de X, se obtiene que

LT + THTS, + eas2 + (T5))y = T1ol5, + T, + fas + (T3y)u-
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Calculando las funciones a;; y la expresiéon de la curvatura de Gauss dada
en la Proposicién 3.2.4, obtenemos finalmente que la curvatura de Gauss K
viene dada por

1
KoX = _E{(F%Q)u - (F%I)v + FiQP%I + F%2F%2 - F%1F§2 - FhF%Q}-

Por tanto la curvatura de Gauss en la parametrizacién X depende de {E, F, G}
y de sus primeras y segundas derivadas. De aqui es facil probar el siguiente
resultado.

Teorema 4.2.1 (Teorema Egregium de Gauss} Sea f:S — S una isometria
local entre dos superficies S y S, y Ky K las curvaturas de Gauss de S Y S
respectivamente. Entonces Ko f = K, esto es las isometrias locales preservan
la curvatura de Gauss.

4.3. Movimientos rigidos e isometrias

Al comienzo de este capitulo, se probdé que la restriccién a una super-
ficie de un movimiento rigido es una isometria de dicha superficie sobre la
superficie imagen que ademas conserva la segunda forma fundamental. En
esta seccion, entre otras cosas, vamos a probar un reciproco. Sin embargo
cuando consideramos un problema similar para abiertos de R?, la situacién
es bastante diferente, como lo prueba el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.1 Sea F : O — O un difeomorfismo entre dos abiertos
conezos de R®. Si la diferencial de F' en cada punto de O es una isometria
de R3, entonces F' es la restriccion a O de un movimiento rigido de R3.

Para demostrar el resultado anteriormente comentado necesitamos probar el
siguiente resultado técnico:

Lema 4.3.1 Sea S una superficie de R® y p € S un punto suyo. Entonces
emiste una parametrizacion X : U CR? -V C S conp €V yund > 0 tal
que la aplicacion

F:Ux (=68,8) — N5(V) := {z € R®|d(x,V) < 6}

dada por F(u,v,t) = X(u,v)+tN(X(u,v)) es un difeomorfismo entre abier-
tos de R?, siendo N una aplicacién de Gauss en'V y d la distancia en R3.
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Teorema 4.3.1 (Teorema fundamental de la teoria de superficies) Sean S y
S superficies orientables, con S coneza, y o y o las sequndas formas funda-
mentales correspondientes. Si f 1 S — S es una isometria local que preserva
las sequndas formas fundamentales, esto es

6 1p) ((df )p(v), (df )p(w)) = op(v,w0), pES, wv,weT,S,
entonces f es la restriccion a la superficie de un movimiento rigido de R3.

Una consecuencia de este resultado, junto con la sencillez de las segundas
formas fundamentales de los planos y las esferas, es:

= Si f:O — 1II es una isometria local de un abierto O de un plano II en
un plano II, entonces f es la restriccion a O de un movimiento rigido

de R3.

» Si f:O — S? es una isometrfa local de un abierto O de una esfera S?
en una esfera del mismo radio S?, entonces f es la restriccién a O de
un movimiento rigido de R3.

El teorema egregium de Gauss, junto con el teorema de Hilbert-Liebmann, el
teorema fundamental de superficies y las consecuencias anteriores, permiten
probar el conocido teorema de rigidez de la esfera.

Teorema 4.3.2 (Rigidez de las esferas) Sea S*(r) una esfera de radio v y
S una superficie conexa. Entonces cada isometria local f : S*(r) — S es la
restriccion de un movimiento rigido de R3, y por tanto S es otra esfera de
radio r.

4.4. Geodésicas

Definicién 4.4.1 Una curva diferenciable v : [a,b] — S es llamada una
geodésica si su aceleracion v"(s) es perpendicular a la superficie, esto es

7'(s) L TS, Vs € [a,b].

Como L (+'(s),7/(s)) = 2(v"(s),7'(s)) = 0, se tiene que una geodésica estd parametriza-

da proporcionalmente al arco, esto es |7'(s)| es constante. Por tanto las inicas
reparametrizaciones de una geodésica que siguen siendo geodésicas son las
del tipo h(s) = as + b, con a # 0. Esto pone de manifiesto que la propiedad
de ser una curva geodésica no es geométrica, en el sentido de depender sélo
de su traza, sino que es fisica, pues depende de la parametrizacion.
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Ejercicio 4.4.1 » EnR?, la curva vy : R — R? dada por y(s) = p+sv es
la geodésica que pasa en s = 0 por p con velocidad v, esto es ' (0) = v.

= En $*(1), la curva v : R — S*(1) dada por
v

v(s) = cos(|v|s)p + sin(]v|s)m,

es la geodésica que pasa en s = 0 por p € S*(1) con velocidad v €
T,5%(1), esto es v'(0) = v.

= En el cilindro C = {(x,y,2) € R¥|2? +y?> =1}, la curvay : R — C
dada por

v(s) = (x cos(as) — ysin(as), y cos(as) + xsin(as), bs + 2)

es la geodésica que pasa en s = 0 por (x,y,z) € C con velocidad v =
(—ay,ax,b) € T,C, esto es ¥'(0) = v.

Ahora vamos a caracterizar a las geodésicas como puntos criticos del funcional
longitud, para lo que necesitaremos algunas definiciones previas.

Definicién 4.4.2 Sea v : [a,b] — S una curva diferenciable sobre una su-
perficie S. Una variacién de 7y es una aplicacion diferenciable F : [a,b] x
(—€,€) — S tal que Fy(s) = F(s,0) = ~(s) para cada s € [a,b]. Cuando todas
las curvas {F; : [a,b] — S|t € (—¢,€)} de la variacion tienen los mismos
puntos finales que Fy = 7y, esto es F(a,t) = vy(a) y F(b,t) = ~v(b) para todo
t € (—e,€), diremos que la variacion F es propia.
El campo diferenciable V' : [a,b] — R? definido por
OF

V(S) = 5(57 0)7

es llamado el campo variacional de F'. Es claro que V' es un campo tangente
a la superficie, en el sentido que V(s) € TyS. Cuando la variacion es
propia, se cumple que V(a) =V (b) = 0.

En el siguiente resultado se prueba que los campos variacionales pueden ser
integrados.

Proposicién 4.4.1 Sea v : [a,b] — S una curva diferenciable sobre una
superficie S y V : [a,b] — R® una aplicacion diferenciable con V(s) € TS
para todo s € S. Entonces existe una variacion F : [a,b] X (—¢, ) — S de
v cuyo campo variacional es V. Ademds, si V(a) = V(b) = 0, la variacion
puede ser escogida propia.
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Dada una variacién F' de una curva 7y que esté parametrizada por el arco
(|7 (s)] = 1), se define la funcion longitud de la variacion

Lp:(—€¢€) — R,

por
b
Lp(t) = longitud (F;) = / \%—Z(s,t)\ds.

Es claro que para la definicion anterior no es necesario que la curva esté parametriza-
da por el arco, pero si para el argumento que sigue.

Como 25 (s,0) =+/(s) # 0y [a,b] es compacto, existe § con 0 < § < € tal
que 25 (s,t) # 0 para todo (s,t) € [a,b] x (=6,6), y asf la funcién |%E (s, t)]

es diferenciable en dicho rectangulo y

b9 OF
Lip(t) = e g(s,tﬂds-

De aqui no es dificil probar el siguiente resultado.

Teorema 4.4.1 (Primera formula de la variacion de la longitud) Sea ~y :
la,b] — S una curva parametrizada por el arco y F : [a,b] X (—€,€) — S una
variacion de . Entonces

Lip(0) = (V(b),7'(b)) = (V(a),7'(a)) —/ (V(s5),a"(s))ds,

siendo V' el campo variacional de F.

Corolario 4.4.1 Sea 7y : [a,b] — S wuna curva parametrizada por el arco.
Entonces v es una geodésica si y solo si v es un punto critico del funcional
longitud, esto es L'»(0) = 0 para toda variacion propia de 7.

Este corolario permite demostrar que el concepto de geodésica es un concepto
intrinseco en el sentido que las isometrias locales transforman geodésicas en
geodésicas.

Teorema 4.4.2 Sea f : S — S una isometria local entre dos superficies y
v [a,b] — S una curva diferenciable en S. Entonces vy es una geodésica de
S siy solo si f oy es una geodésica de S.
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Ejercicio 4.4.2 Probar que todo meridiano (convenientemente parametriza-
do) de una superficie de revolucion es una geodésica. Por meridiano se en-
tiende la 1magen de la curva generatriz por un giro alrededor del eje de
rotacion. Probar también que un paralelo (la circunferencia obtenida al girar
un punto de la curva generatriz) es una geodésica si sélo si dicho punto es
critico para la distancia de los puntos de la curva generatriz al eje de giro.

Ejercicio 4.4.3 Probar que si todas las geodésicas de una superficie conezra
son curvas planas, entonces la superficie es totalmente umbilical, esto es, es
un abierto de un plano o de una esfera.

Teorema 4.4.3 (Ezistencia y unicidad de las geodésicas) Sea S C R? una
superficie, p € S un punto suyo y v € 1,5 un vector tangente. Entonces
existe un numero 0 < €(p,v) < 0o y una Unica geodésica

’Y(p,?], _) : (_€(p7 U),E(p, ?J)) — S

tal que v(p,v,0) = p y ' (p,v,0) = v, la cual es mazimal en dichas condi-
ctones.

Lema 4.4.1 (Lema de homogeneidad) En las condiciones del teorema ante-
rior tenemos que para cualquier A > 0,

(b M) = 3(p,v)

1 1
7(p7 )‘U75) = ”}/(p,U,AS), Vse (_Xe(pa ’U), X€<pav>)'

4.5. La aplicaciéon exponencial

Comenzamos poniendo de manifiesto la dependencia diferenciable de las
geodésicas de las condiciones iniciales, aunque solo damos una versién parcial.

Teorema 4.5.1 Dado un punto p € S de una superficie S, existen niumeros
€,0 >0, tal que si By(0) C T,S es la bola de centro 0 y radio 9, la aplicacion
F:(—€,€) x By(d) — S dada por

F(v,s) =~(p,v,5)

es diferenciable, siendo ~v(p,v, —) la geodésica dada en el teorema anterior.
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Del Lema de homogeneidad, es facil comprobar que si v es un vector tangente
a S en un punto p con médulo suficientemente pequeno, entonces €(p, v) > 1,
y tiene sentido definir exp,(v) := v(p, v, 1). A esta aplicacién exp, la llamare-
mos la aplicacion exponencial en el punto p, y en el siguiente resultado, se
recoge su definicion y propiedades.

Usando el lema de homogeneidad y la dependencia diferenciable de las
geodésicas de las condiciones iniciales, se prueba el siguiente resultado.

Teorema 4.5.2 Dado un punto p de una superficie S, existe un nimero
€ > 0, tal que si By(e) C T,S es la bola de centro 0 y radio €, entonces
exp, : Bo(e) — S estd definida y es diferenciable en By(e), siendo

expy(v) = 7(p, v, 1).

Ademds, exp,(0) = p y d(exp,)o : To(Bo(e)) = 1,5 — 1,5 es la aplicacion
identidad. Por tanto existe un entorno U de 0 en By(e) tal que exp, : U —
V' = exp,(U) es un difeomorfismo. Al abierto V' le llamaremos un entorno
normal de p.

Sid > 0 es tal que By(d) C U, entonces a exp,(By(J)) lo representaremos
por B,(d) y le llamaremos bola geodésica de centro p y radio §. Observemos
que exp, : By(d) — By(d) es un difeomorfismo. Para 0 < ¢ < ¢, si Sj(¢)
es el circulo de centro 0 y radio ¢ en 7,5, entonces exp,(Sj(t)) es llamado
el circulo geodésico de centro p y radio t. Ademds, si v € By(d), entonces
expy(sv) = y(p, sv, 1) = v(p,v,s), con 0 < s <1 es una geodésica en B,(0)
que une p con exp,(v), a la que llamamos la geodésica radial uniendo p y

expy(v).

Ejercicio 4.5.1 s EnR? la aplicacion exponencial en un punto p es dada
por

exp, : R* = T,R* — R?
expy(v) = p+ v.
Por tanto exp, es un difeomorfismo de T,R? sobre R?.

» En S%*(1) la aplicacién exponencial en un punto p es dada por

exp, : T,S%(1) — S*(1)
. v
exp,(v) = cos(|v])p + Sln(|v|)m.
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Ademds, exp, es un difeomorfismo de By(w) sobre S*(1) —{—p}, y por
tanto By(m) = S*(1) — {-p}.

» En el cilindro C = {(z,y, z) | ¥*+y* = 1} el plano tangente en un punto
p = (z,y,2) es dado por T,C = {(—ay,az,b)|(a,b) € R*}. Entonces
la exponencial en p es dada por
exp, : 1,0 —=C
exp,(v) = (xcos(a) —ysin(a),ycos(a) + xsin(a), b+ 2), v = (—ay,ax,b).

Ademds, exp, es un difeomorfismo sobre
U={(—ay,az,b) e T,C| —m < a <}

Por tanto el correspondiente entorno normal V' es dado por V = C —

{(—=y,z,\), A € R}.

En el siguiente resultado, conocido como Lema de Gauss, se estudia la difer-
encial de la aplicacién de Gauss en un vector arbitrario v de By(e).

Lema 4.5.1 (Lema de Gauss) Sea p € S y exp, : Bo(e) C 1,5 — S la
aplicacion exponencial en p. Entonces dado v € By(e),

(dexpy)y : Ty(Bo(€) = TS = Tewp,)S

cumple las siguientes propiedades:

{ (deap,), (v)|> = |v]*,

< (dexpy,)y(v), (dexpy)y(w) >=0, YweT,S con <v,w>=0.

La interpretacion geométrica del lema de Gauss es que las geodésicas radiales
que salen de un punto p de S cortan ortogonalmente a los circulos geodésicos
centrados en p.

La existencia de entornos normales junto con el lema de Gauss nos permite
demostrar algunos resultados interesantes. El primero nos prueba que las
geodésicas localmente minimizan la longitud.

Proposicién 4.5.1 Sea B,(d) una bola geodésica de radio § centrada en
un punto p de una superficie de R®. Si a : [a,b] — B,(d) es una curva
diferenciable a trozos con a(0) = p, entonces L%(a) > L%(v), donde v es
la inica geodésica radial definida en [a,b] uniendo p y «(b). Ademds, si la
tgualdad se da, entonces o y v tienen la misma traza.
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En el segundo se construyen parametrizaciones con buenas propiedades en
toda superficie.

Proposicién 4.5.2 Sea B,(0) una bola geodésica de radio § centrada en un
punto p de una superficie de R® y {e1,es} una base ortonormal de T,S.
Entonces

X :(0,0) x (0,27) — S
X(p,0) = expy(pcosbe; + psinbey)

es una parametrizacion de S cumpliendo
1. E=<X,X,>=1,F=<X, Xg>=0.
2. (VG),, + (K o X)VG =0, siendo G =< Xy, X >.
3. Im{VG(p,0) | p — 0} = 0 y Im{(VG),(p,0) | p — 0} = 1.

Cuando la curvatura de la superficie es constante, las propiedades 2 y 3 de
la dltima proposicién permiten calcular explicitamente G, probandose que

p?, si K =0,
G(p,0) =S Lsin®(VKp), si K >0
L sinh*(vV-Kp), si K <0

Este control de la primera forma fundamental cuando la curvatura de la
superficie es constante, tiene como consecuencia el siguiente resultado.

Teorema 4.5.3 (Teorema de Minding) Sean S y S dos superficies con la
misma curvatura de Gauss constante, p y p puntos en S y S respectivamente.
Entonces existen entornos abiertos dep yp en S y S respectivamente que son
isométricos. Concretamente, si f : 1,5 — Tﬁg es una isometria vectorial, y
6 > 0 es tal que B,(6) y B;(0) son bolas geodésicas en S y S respectivamente,
entonces

o= CXPy of o (expp)_l : Bp(5> - Bﬁ((s)

es una isometria.

Los dos siguientes resultados, que no se demostrardn, son consecuencia de la
existencia alrededor de cada punto de una superficie de ciertos entornos, lla-
mados totalmente normales, que son entornos normales de todos sus puntos.
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Teorema 4.5.4 Sea S una superficie cerrada de R*. Entonces para cada
p €S ycadav € T,S, la geodésica y(p,v,s) estd definida para todo s €
R, esto es e(p,v) = o0o. Como consecuencia para todo p € S la aplicacion
exponencial exp, estd definida en todo T,S.

Teorema 4.5.5 (Hopf-Rinow) Sea S una superficie cerrada de R? y p, q dos
puntos de S. Entonces eziste una geodésica « : [a,b] — S tal que a(a) = p,

a(b) = q y Li(a) = d(p,q).

Para ilustrar la potencia del calculo de variaciones de geodésicas, vamos a
probar el teorema de Bonnet, para lo que necesitaremos la formula de la
segunda variacion de la longitud.

Lema 4.5.2 Sea « : [a,b] — R una geodésica p.p.a. de una superficie cerrada
S y orientada por la aplicacion de Gauss N. Si B(s) = o/(s) AN N(«a(s)) y
f i la,b] — R es cualquier aplicacion diferenciable, la longitud Lr de la
variacion F : [a,b] x R — S dada por

F(s,t) = expas) (tf(s)B(s)) = v(als), tf(s)B(s), 1) = v(a(s), f(s)B(s), 1)
cumple

L4(0) = / (1(5)° = K(a(s))f(s)*}ds.

Conviene observar que la diferenciabilidad de F' depende de la dependencia
diferenciable de las geodésicas de las condiciones iniciales.

Teorema 4.5.6 (Teorema de Bonnet) Sea S una superficie cerrada de R?
cuya curvatura de Gauss cumple K(p) > X > 0 para todo p € S. Entonces S
es compacta y su didmetro (como subconjunto de R3) cumple

didmetro (S) < m/\.

El paraboloide eliptico prueba que la hipétesis sobre la curvatura no puede
debilitarse a K > 0. Ademads, las esferas de curvatura A\ prueban que la cota
del didmetro es la mejor posible.
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