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RESUMO

Esta tese é centrada no ensino e na aprendizagem do Modelo de Poisson, seu
guestionamento refere-se ao uso da Modelagem Matematica, das etapas a serem
consideradas e dos resultados, tanto na interacao didatica como nas aquisicoes e
erros dos alunos participantes. As hip6teses de que o trabalho em dupla, o uso do
computador e o experimento realizado na pratica pudessem favorecer o
desenvolvimento do projeto foram admitidas, a fim de serem validadas, ou néo.
Para tal, uma sequéncia de ensino, elaborada com base nas etapas de
Modelagem Matematica de Henry, foi aplicada a um grupo de alunos do segundo
ano de graduacdo em Engenharia Elétrica e Ciéncia da Computacdo de uma
Instituicdo de Ensino Superior. No estudo, a metodologia adotada foi a
Engenharia Didatica que permite a validacdo das hipoteses pela confrontacéo
entre as analises a priori e a posteriori e favorece o realinhamento das atividades
durante o processo. As bases tedricas foram a praxeologia de Chevallard e o
enfoque ontolégico-semidtico da cognicdo e instrucdo matematica de Godino. A
primeira norteou a andlise dos livros didaticos, a elaboracéo e a apresentacéo das
tarefas propostas na sequéncia pretendida; a segunda fundamentou a
determinacdo de elementos de significado do Modelo de Poisson para serem
considerados no ensino e orientar a analise dos resultados, possibilitando a
identificacdo dos conhecimentos adquiridos que estdo conforme a pauta
institucional e os que podem ser considerados erros de aprendizagem. A
pesquisa permitiu concluir que, ndo s6 o uso da Modelagem Matemética é
favoravel ao estudo realizado, como também todas as etapas de modelagem

puderam ser interpretadas, adaptadas e consideradas essenciais, para que 0S



objetivos fossem atingidos, salientando-se que o experimento realizado deve ser
cuidadosamente selecionado, a fim de servir de motivacédo aos sujeitos visados e,
se possivel, contemplar a interdisciplinaridade. Entre os diversos elementos de
significado do Modelo de Poisson tomados como referéncia, muitos foram
adquiridos pelo grupo de alunos participantes, embora algumas dificuldades
relacionadas a utilizacdo do aplicativo, a interpretacdo de termos do tipo: ao
menos, no Maximo, etc., e a representacdo simbdlica persistiram durante todo o
processo. A construcdo do Modelo de Poisson baseada nas hipGteses citadas
sobre o experimento realizado mostrou ser uma estratégia viavel e eficiente,
garantindo relativa facilidade na aplicacdo do modelo nas mais variadas
situagdes, inclusive, naquelas de aproximagcao ao Modelo Binomial. O resultado
permite que se sugira a introdug&o do referido modelo nos moldes apresentados,
em lugar do modo classico com definicdo, exemplo e exercicios, ou ainda, por
meio da aproximac¢do ao Modelo Binomial. O uso de um aplicativo mostrou-se
eficiente para agilizar as representacoes e facilitar a visualizacao de propriedades;
no entanto, a aprendizagem da manipulacédo do aplicativo ndo pode concorrer
simultaneamente com o0 estudo do conteddo pretendido sob pena de
comprometé-lo. O trabalho em dupla revelou que as trocas de informacdes,
enriguecidas e complementadas pelas duas formac¢des dos sujeitos envolvidos,
permitiram o levantamento de novas questdes e maior confiabilidade na

realizacdo das tarefas propostas.

Palavras-Chave: Modelo de Poisson, Modelagem Matematica, Engenharia

Didatica, Teoria Antropoldgica do Didatico, Teoria das Funcdes Semidticas.



ABSTRACT

This dissertation concentrates on the teaching and learning of the Poisson’s
Model, whose questioning refers to the use of the Mathematical Modeling, to the
steps to be considered and to the results both in the didactic interaction and in the
acquisition achieved and mistakes made by the participating pupils. The author
considered the hypotheses that pair-work, computer use and practical experiments
might favor the development of the project in order to validate it or not. For that
purpose, a teaching sequence was elaborated based on this author's
interpretation of the Mathematic Modeling suggested by Henry (1997) and was
applied to a group of University undergraduates from the second year of the
College of Electric Engineering and Computer Science. In the study, the adopted
methodology was Didactic Engineering, which allows for the validation of
hypotheses through the confrontation between the analysis, a priori and a
posteriori, and favors the realignment of the activities during the process. The
theoretical bases were Chevallard’s praxeology and Godino’s ontological-semiotic
approach to cognition and mathematic instruction; the first guided the analysis of
the didactic books and the elaboration and presentation of the proposed tasks in
the intended sequence; the second was the basis for the determination of
meaningful elements in Poisson’s Model to be considered in the teaching and
guide the result analysis, allowing for the identification of the know ledges acquired
that were in accordance with the intended institutional guidelines and those that
could be considered learning mistakes. This research lead to the conclusion that
not only the use of the Mathematic Modeling is favorable for the study carried out
but also that it made it possible for all the modeling steps to be interpreted,
adapted and considered essential for the purposes to be achieved, emphasizing
that the experiment carried out should be carefully chosen to serve as motivation
for the target public and, if possible, contemplate interdisciplinarity. Among the
several significant elements of Poisson’s Model taken as reference, many were

acquired by the group of participating pupils, however, some difficulties related to



the use of the software, to the interpretation of terms such as: at least, at most, etc
and to the symbolic representation persisted throughout the whole process. The
construction of Poisson’s Model as from hypotheses presented about the
experiment carried out proved to be a viable and efficient strategy, guaranteeing
relative easiness in the application of the model in the most varied situations,
including those with proximity with the Binomial Model; that result allows for the
suggestion of the introduction of the mentioned model in the way it is presented,
replacing the classical way, consisting of definition, example and exercises, or
even, through the proximity with the Binomial Model. The use of a software proved
to be efficient to expedite the representations and to make it easier for the
visualization of properties; however, learning to handle the software cannot be
simultaneous to learning the target content under the risk of compromising it. Pair
work proved that information exchange, enriched and complemented by the
backgrounds of the two individuals involved, allowed for the emergence of new

guestions and guaranteed greater reliability in the execution of the proposed tasks.

Keywords: Poisson’'s Model, Mathematical Modeling, Didactic Engineering,

Anthropological Theory of Didactics, Theory of Semiotics Functions.
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INTRODUCAO

A experiéncia profissional da pesquisadora, com alunos do ensino superior, na
area de Estatistica, buscando freqlientemente estratégias de ensino que
pudessem minimizar as dificuldades apresentadas pelos estudantes, motivou o
direcionamento do presente trabalho para o ensino e aprendizagem no contexto

dessa teoria.

No campo da Educacdo Matemética, os estudos sugerem novos caminhos,
e a sala de aula passa a ser um precioso laboratorio de experimentacéo, onde a
acdo, observacédo, analise e reflexdo norteiam novas experiéncias, embora sem
controle cientifico. Com essa postura, a pesquisadora apelou para diferentes
estratégias de ensino de modelos probabilisticos e, mesmo assim, os resultados
continuaram a revelar falhas na aprendizagem, no que se refere a identificacédo e
manipulacdo dos modelos tedricos e na interpretacdo ou validacdo das solucbes

encontradas.

Em particular, o Modelo de Poisson, pela propria complexidade, sempre foi
motivo de estudos e reflexdes da pesquisadora, em razdo de alguns fatores,
dentre os quais se podem destacar: os conceitos matematicos envolvidos na
construcdo da distribuicdo de probabilidades que, em geral, ndo fazem parte do
curriculo anterior dos alunos e, portanto, podem trazer dificuldades na
aproximacédo e apropriagdo do contetdo envolvido; a dificuldade na determinagéo
do parametro do modelo nas mais variadas situacdes; a obtencdo das
probabilidades depende de célculos matematicos que podem dificultar a
interpretacdo e validacao dos resultados encontrados; a falta de pesquisas sobre
0 tema que possam orientar novas experiéncias e a caréncia de material didatico

diferenciado.

Assim, motivado por esses fatores, o presente estudo trata do Modelo de
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Poisson e enquadra-se no campo da Didatica da Mateméatica que considera o
saber matematico, como objeto de estudo e, paralelamente, o sujeito, quer seja

aquele que aprende ou ensina.

No Capitulo 1, uma revisdo da literatura € apresentada com resultados,
dificuldades e sugestbes de publicacdes relacionadas ao tema que justificam e
fundamentam as questdes de pesquisa, hipoteses e objetivos que sao colocados
e que alavancaram o desenvolvimento do projeto inicial. Na sequéncia,
encontram-se os fundamentos tedricos dessa pesquisa, quais sejam: a Teoria
Antropologica do Didatico (CHEVALLARD, 1992, 1999, 2002; BOSCH;
CHEVALLARD, 1999) e a Teoria das Funcdes Semiédticas (GODINO, 2003). A
primeira norteia a analise de livros didaticos e as atividades que compdem a
sequéncia de ensino e a segunda subsidia a determinacdo e andlise de
elementos de significado do Modelo de Poisson nos livros didaticos, na seqiiéncia
de ensino e nas producbBes dos alunos. A Ultima parte contém o método de
pesquisa adotado, a Engenharia Didatica (DOUADY, 1987; ARTIGUE, 1988), e o
processo de modelagem (HENRY, 1997) que orienta a elaboragcdo das etapas na

sequéncia de ensino.

O Capitulo 2 trata de estudos preliminares, ou seja, epistemologia e historia
do Modelo de Poisson e da analise de livros didaticos que é apresentada em
termos de organizacdo didatica e matematica, por meio das nocdes de tarefa,
técnica, tecnologia e teoria da Teoria Antropolégica do Didatico. Apoiados nos
estudos deste capitulo sao identificados elementos de significado institucional de
referéncia do Modelo de Poisson a serem considerados na elaboragdo da
intervencao didatica pretendida, de acordo com a Teoria das Fun¢des Semidticas.

A concepcéo e analise a priori do projeto de engenharia encontram-se no
Capitulo 3. No inicio, sdo apresentados alguns comentarios a respeito do
experimento piloto realizado em 2003. A sequéncia de ensino é guiada pela
interpretacdo da autora das etapas do processo de modelagem sugeridas em
Henry (1997) e, sendo assim, os alunos realizaram o experimento de contagem
de particulas emitidas por fontes radioativas, valendo-se do contador Geiger-
Mueller, organizaram e exploraram os resultados colhidos com o auxilio de um

aplicativo, participaram da construcdo do modelo tedrico a partir de consideragdes
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sobre a realidade observada, fizeram um estudo desse modelo valendo-se do
mesmo aplicativo, compararam o0s resultados pratico e tedrico por meio de um
teste estatistico, utilizaram o modelo criado em diferentes situag@es, incluindo a
aproximagdo ao Modelo Binomial e, finalmente, responderam um teste final. Os
conteudos, as respostas e os ambientes utilizados, enquanto expectativas, estao
organizados em atividades, e cada uma € apresentada em termos de tarefa,
técnica didatica, bloco tecnoldgico/tedrico e andlise a priori. Cada etapa é
finalizada com a forma de avaliar e a explicitacdo dos elementos de significado

institucional pretendidos.

A narracdo da fase experimental, com a caracterizacdo dos sujeitos
participantes, alunos do segundo ano dos cursos de graduacdo em Engenharia
Elétrica e Ciéncia da Computacdo, como também as alteracBes necessarias na

intervencao, em relacdo ao que estava previsto, encontram-se no Capitulo 4.

O Capitulo 5 trata da andlise a posteriori, isto é, organizacéo e estudo dos
resultados colhidos na fase experimental, quais sejam: fichas de atividades,
anotacOes dos observadores, arquivos dos trabalhos salvos em disquetes; um
paralelo entre a analise a priori e a posteriori permite avaliar se 0s objetivos

fixados foram atingidos.

Finalmente, o Gltimo capitulo apresenta os resultados do teste de avaliacdo
do projeto de ensino implementado, as conclusdes, as respostas as questdes
propostas e perspectivas para futuras pesquisas. Nas producdes dos alunos, sdo
identificados os elementos de significado pessoal declarados e é feita uma
comparacdo entre estes e o0s elementos de significado institucional
implementados, a fim de determinar os elementos de significado pessoal logrados
(aprendizagem) e os que podem ser considerados erros de aprendizagem, por

estarem em desacordo com o que foi institucionalizado na interacao didatica.



CAPITULO 1

PROBLEMATICA, FUNDAMENTOS

TEORICOS e METODOLOGICOS

Neste capitulo, sdo apresentadas algumas publicaces no campo do Ensino da
Estatistica que contribuiram com sugestdes no transcorrer do estudo, as questdes
de pesquisa, as hipbéteses e os objetivos fixados inicialmente. A seguir, séo feitas
algumas consideragfes sobre a Teoria Antropoldgica do Didéatico e a Teoria das
Funcbes Semidticas que fundamentaram o presente trabalho. Finalmente, uma
breve exposicdo da metodologia de pesquisa adotada, a Engenharia Didatica, e
de alguns aspectos sobre Modelagem Matematica que orientaram a concepc¢ao e

o desenvolvimento da sequéncia didatica.

1.1 PROBLEMATICA

1.1.1 REVISAO DA LITERATURA

As publicacgtes especificas sobre o0 Modelo de Poisson encontradas foram poucas
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e estas sdo do pesquisador Michel Henry do Instituts de Recherche sur

I'Enseignement des Mathématiques (IREM) de Franche-Comté.

A deducdo da férmula que fornece as probabilidades de uma variavel
aleatdria com distribuicdo de Poisson foi uma dificuldade que mereceu atencdo
especial neste estudo. Em relacdo a esse aspecto, Henry e Dantal (1997)
propdem a introducédo desse conteudo a alunos de terceiro ano do Ensino Médio,
da seguinte forma: selecionam-se pontos sobre um eixo por meio de um processo
aleatdrio e, a partir de um ponto escolhido arbitrariamente do tal eixo, considera-
se um segmento de comprimento t. Pretende-se observar o numero de pontos
situados sobre esse segmento que pode ser considerado uma variavel aleatoria X
e, portanto, impossivel de ser previsto. Conforme os autores, o exame desse
procedimento sugere algumas consideracfes: 0Ss pontos estdo estatisticamente
distribuidos sobre o eixo com densidade média, por unidade de comprimento,
igual a L e de modo homogéneo; a probabilidade de se obter mais de um ponto
em um segmento de comprimento suficientemente pequeno é desprezivel; os
nameros de pontos em segmentos disjuntos sdo independentes. A seguir, Henry
e Dantal (1997) consideram o0 mesmo processo em um segmento de comprimento
At, suficientemente pequeno, concluindo que o nimero médio de pontos nesse
segmento e A AL, E(X)=0P(X=0)+1P(X=)+2P(X=2)+..... e
P(X=2), P(X=3), P(X=4),... sédo despreziveis. Assim, E(X)=P(X =1) =LAt
e P(X=0)=1-P(X>1)=1-A.At. Na sequéncia do trabalho, o segmento de
comprimento t € dividido em n segmentos adjacentes de comprimento t/n, como

mostra a Figura 1.

A

Figura 1. Divisdo de um segmento em segmentos adjacentes

Aumentando o valor de n, o comprimento t/n diminui; considere n tal que t/n

seja suficientemente pequeno (comparavel a At); assim, para cada segmento:

p= k.l (probabilidade de um ponto) eq=1- x.i (probabilidade de zero ponto) .
n n
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Os autores observam que, ao considerar n segmentos disjuntos de
comprimento t/n, equivale a repetir, independentemente, n vezes a experiéncia
aleatoria anterior e, desse modo, a variavel aleatoria X tem distribuicdo binomial

com parametros n e p, donde:

m n-m
P(X:m)z[n}pm.q“‘m :(nj(ﬁj .(1—£j ,Vm=0,1,2,..,n,ondeméo
m m)_n n

namero de pontos observados no segmento de comprimento t/n; como t/n é
suficientemente pequeno, pela segunda condi¢céo, ndo se tem mais que um ponto
em cada segmento, o que acarreta m < n. Como n é suficientemente grande
(para que t/n seja suficientemente pequeno), o autor considera o limite na

equacao anterior:

P(X=m)= lim {:}j{ﬂjm.(l—ﬂjn_m, vm=0,1,2,..,n.

n—oo n n

7 7

O limite € calculado e a conclusdo que se segue é que as trés
consideracdes, citadas anteriormente, determinam um Modelo Binomial para a lei

X, aproximada por um Modelo de Poisson de parametro At.

O autor encerra o artigo, mencionando que as probabilidades elementares

e M (M)m

de X podem ser calculadas por: P(X=m) = |
m!

Duas questbes podem ser colocadas em relacdo a introducao proposta por
Henry e Dantal (1997): como justificar ao aluno a aproximacéo, ndo exata, quando
n nao tende a infinito? Como explicar o uso do Modelo de Poisson em outras
situacdes, como, por exemplo, as que envolvem area ou volume? Tendo em vista
tais dificuldades que podem surgir, quando se propde a introducdo desse modelo
como aproximagao do Modelo Binomial, o presente estudo utiliza os Postulados
de Poisson na deducdo da formula que fornece as probabilidades e considera a

orientacdo do trabalho apresentado a seguir.

O periodo atual € designado de pdés-moderno por Henry (1997) e nele
salienta a tendéncia em se valorizar o carater instrumental da mateméatica para
resolver problemas externos, colocados pelo desenvolvimento de outros setores

da atividade humana. A resolucdo desses problemas envolve a situacao
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experimental e o controle tedrico que 0os conhecimentos matematicos permitem.
Fundamentando-se nesse relacionamento entre teoria e pratica, nesse artigo,
Henry propbe o uso da Modelagem Matematica no desenvolvimento de
sequéncias de ensino e sugere as seguintes etapas para a aplicacdo desse
processo a um experimento: realidade, modelo pseudo-concreto, modelo
matematico, estudo matematico, confrontacdo modelo-realidade e generalizacéo-
previsdo. A apresentacdo é puramente tedrica e o autor sugere que os alunos
sejam colocados, o mais precocemente possivel, diante de situacdes aleatdrias
da realidade. O artigo foi fundamental na decisdo de se considerar a modelagem
matematica nesta tese e as seis etapas, propostas pelo autor, foram interpretadas

e utilizadas na elaboragéo da sequéncia de ensino.

A pesquisa de Coutinho (2001) centra-se no ensino e na aprendizagem, no
sentido de buscar condi¢bes didaticas para que alunos de oitava seérie e de
primeira série do ensino médio familiarizem-se com situacBes aleatérias em
contexto escolar, nas quais o conceito de probabilidade foi introduzido por meio
das nocdes frequentista e geométrica, valendo-se do dinamismo que o aplicativo
Cabri-geometre Il proporciona. No processo de modelagem, dois dominios foram
utilizados: o concreto e o pseudo-concreto; no primeiro, o aluno observa e
descreve em linguagem natural a situacdo aleatdria da realidade a modelar e
elabora um protocolo experimental com os critérios de classifica¢do para sucesso
e fracasso; no segundo, a experiéncia real é simplificada, por meio da abstracao,
para a configuracdo do modelo de urna para resolver o problema. A autora
constatou que os alunos entre 14 e 16 anos adquiriram ferramentas de
representacdo e de interpretacdo de fendmenos aleatérios que os levou a
estimacdo da probabilidade. As atividades de observacdo e descricdo de uma
situacdo da realidade e o papel da linguagem no dominio pseudoconcreto
possibilitaram a construcdo de um modelo teo6rico para situacfes aleatérias

equivalentes que foram essenciais no processo de modelagem.

Para Girard (1997), quando se busca um modelo para aplicar a realidade,
na verdade, é apenas para alguns aspectos selecionados e um modelo é
considerado inadequado, quando se encontra uma falha, um desencontro com

aquilo que se observou e Batanero acrescenta:
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uma vez que construimos um modelo matematico para a situagao
e obtidas as conclusdes, a partir do modelo, falta a parte mais
importante: compara-las com o comportamento real da situacéo
analisada e decidir se 0 modelo matematico nos proporciona uma
boa descricdo da realidade. (BATANERO, 2001, p. 2).*

Quando o desencontro existe, segundo Girard (1997), deve-se verificar se
os parametros do modelo foram adequadamente estimados ou se é preciso
buscar um modelo mais geral para o estudo e exemplifica com a soma dos pontos
obtidos no lancamento de dois dados: o primeiro problema que surge relaciona-se
a considerar 5+6 e 6+5 como distintos ou néo, o0 que equivale, por exemplo, a
considerar dados de cores diferentes ou ndo. Para o autor, essa problematica
aparece, porque se desenvolve o trabalho sobre a realidade, mas, na verdade, ja
se esta em um modelo. O professor passa pelas dificuldades relacionadas a
modelagem sem explicita-las; € preciso que as condicfes da experiéncia sejam
definidas claramente e os enunciados dos problemas sejam cuidadosamente
elaborados para ndo deixar aspectos implicitos que possam acarretar diferentes
interpretacdes. Esse é um dos motivos que 0s exercicios sdo semelhantes para

os professores e distintos aos alunos.

Os trabalhos de Coutinho (2001) e Girard (1997) reforcam a opcao deste
estudo de colocar os alunos realizando um experimento na pratica, em lugar de
simular a experiéncia com o auxilio de um aplicativo. Os autores citados
sugeriram a elaboracdo de um texto sobre o contetdo a ser abordado que fosse
disponibilizado aos alunos, a fim de que pudessem participar da elaboracédo do
protocolo experimental, ou seja, dos aspectos da realidade a serem considerados

na construcao do modelo.

Parzys (1997) salientou a importancia de se dar especial atengao ao papel
da articulagdo entre os campos estatistico e probabilistico, em particular a
distincdo entre as nocOes de frequéncia e probabilidade. O autor destaca que
diferentes representacfes, além da linguagem natural e algébrica, como tabelas e
graficos, podem favorecer a apreensdo de varios aspectos e propriedades na
exploracdo e comparacdo desses dois conceitos.

O trabalho de relacionar e distinguir as nocbes de frequéncia e

! Traduc&do nossa
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probabilidade € um dos aspectos considerados nesta tese. O processo de
modelagem adotado prevé a articulacdo dessas duas noc¢les, porque trabalha
com resultados experimentais e, a partir destes, com os teéricos do modelo
criado; admite-se a hipétese de que a opcdo de usar o computador, como
instrumento didatico, agiliza a representacdo em graficos e tabelas que pode
favorecer a visualizacdo e a compreensao da comparagcdo sugerida por Parzys
(1997).

Batanero, Tauber e Sanchez (2001), fizeram uma experiéncia de ensino da
distribuicdo normal em um curso optativo de analise de dados, dirigido a 57
estudantes do primeiro ano do curso universitario (98/99), de diferentes areas:
Pedagogia, Psicologia, Psicopedagogia e Economia, na Faculdade de Educacgao
da Universidade de Granada. A sequéncia de ensino teve como fundamento a
teoria sobre o significado institucional e pessoal dos objetos matematicos
(GODINO, 1996; GODINO; BATANERO, 1994, 1998) e incorporou o uso de
computadores como ferramenta didatica, dispositivo de célculo e representacdo
grafica por meio do aplicativo statgraphics. Os alunos foram avaliados por um
guestionario com vinte itens, construidos com base nos apresentados em Cruise,
Dudley e Thayer (1984, apud BATANERO; TAUBER; SANCHEZ, 2001) e por uma
prova aberta, de trés questbes, para serem desenvolvidas com 0 mesmo
aplicativo. Os autores citados constataram que o0s estudantes aprenderam a usar
o aplicativo e adquiriram muitos dos elementos de significado considerados no
ensino, como média, desvio padrdo, assimetria, curtose, comparacao visual entre
tedrico e empirico, influéncia dos parametros na representacdo gréfica, entre
outros. Concluem ainda, que o uso de computadores introduz mudangas no
significado da distribuicdo normal, porque afeta diferentes de seus elementos,
como o fato de ndo haver necessidade da passagem pela padronizacdo e que as
representacdes do conceito ampliam-se, quando se propicia o trabalho com um
conjunto de resultados da realidade que os alunos podem explorar de forma
dindmica. Dentre os elementos do significado que proporcionaram maior
dificuldade de compreenséo, os autores salientaram: saber quando uma variavel
quantitativa discreta pode ou ndo ser aproximada por uma distribuicdo continua e
suas consequéncias; aplicar e interpretar os coeficientes de assimetria e curtose;

ler e compreender os elementos de um grafico estatistico; diferenciar elementos
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tedricos e empiricos, no processo de modelagem, o que pode explicar 0s erros na
aplicacdo em inferéncia; usar as op¢bes do menu secundario do aplicativo e
argumentar em termos de analise e sintese, as questdes abertas. Além disso, 0s
autores sugerem que € possivel a aprendizagem de nocdes béasicas sobre a
distribuicdo normal, dirigida a alunos que ndo tenham conhecimentos prévios em
estatistica, jA& que os célculos podem ser levados a cabo com o0 uso de

computadores.

A leitura desse artigo vem reforcar a op¢cao de se adotar as etapas do
processo de modelagem sugeridas em Henry (1997), pois, na interpretacéo feita
pela autora desta tese, esta previsto um trabalho dindmico com observacfes
obtidas na pratica e uma dialética entre os elementos tedricos e empiricos,
agilizados pelo uso do computador, como instrumento didatico e ferramenta de

calculo.

Nessa mesma linha de estudo, Ensino da Estatistica, Henry apresentou um
trabalho na XII*™® Ecole d'Eté de Didactique des Mathématiques, em agosto de
2003, na Franca. Esta Escola de Verdo é realizada a cada dois anos, com
participacdo internacional, e é organizada por iniciativa da Association pour la
Recherche en Didactique des Mathématiques (ARDM); ela permite aos
participantes trabalhar a partir de avancos recentes e significativos das pesquisas
sendo um lugar de confrontacbes e de debates cientificos, como também de
formacao de pesquisadores. As publicacbes em atas garantem certa visibilidade e
ampliam as relacdes entre as instituicdes de pesquisa, de formacéo e de ensino
da matemética. Dentre as modifica¢cdes ocorridas em 2003, foi criado o dispositivo
pedagdgico, Trabalho Dirigido (TD); nele, um grupo de estudo ocupa de um a
quatro encontros de uma hora e meia e tem por funcéo operacionalizar certos
conceitos ou técnicas de estudo apresentados no curso sob uma forma didatica

especifica e pode ser direcionada a um publico particular.

Henry (2003) prop6s um TD com a finalidade de trabalhar as etapas do
processo de modelagem. O experimento, desintegracdo atdbmica de uma massa
de material radioativo, foi simulado por um programa de computador; os valores
observados foram comparados aos teéricos de uma lei de Poisson, cujo
parametro foi obtido dos préprios resultados. O programa também avaliou a
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adequacao do modelo usando o teste qui-quadrado; textos tedricos de referéncia
foram disponibilizados: o teste qui-quadrado, o processo e a lei de Poisson
(considerada como limite da lei Binomial), informagOes sobre a desintegracao
radioativa, o programa de simulagéo e o processo de modelagem. Neste, o autor
distingue trés niveis: situacdo concreta, formalizacdo matematica do modelo e
relativizacdo das respostas. O TD de Henry veio acrescentar a importancia de se
considerar, nesta tese, o teste qui-quadrado na avaliacdo da adequacgé&o do
modelo aos resultados experimentais, além de reforcar as op¢bes do trabalho

com modelagem e o uso do computador como instrumento didatico.

Outro fator de dificuldade que também interfere no desenvolvimento do
Modelo de Poisson € a nogcdo de aleatoriedade. Batanero e Serrano (1995)
apresentaram uma reflexao epistemoldgica sobre esse conceito e salientaram que
o seu significado, enquanto entidade abstrata, pode criar dificuldades de
compreensao aos estudantes por ndo estar nitidamente determinado ja que, em
distintos momentos da histéria, foi diferentemente interpretado e, ainda hoje, ndo
se tem uma definicdo precisa que permita saber quando um resultado ou uma
sequéncia deles € ou ndo aleatéria. Os autores sugerem que se comece com
materiais que possam ser manipulados e que tenham propriedades de simetria
(como dados e moedas), para depois trabalhar os ndo simétricos (como roletas
com areas desiguais); em seguida, os fenbmenos sociais e/ou demograficos
podem ser estudados e, no inicio do ensino meédio, pode-se fazer uso de tabelas
de nameros aleatérios na selecdo de amostras, ou ainda, estudar propriedades
desses numeros quando gerados por calculadora ou computador. A conclusdo do
artigo evidencia que a experimentacdo, registro e analise das sequéncias
produzidas nessas atividades permitirdo integrar o estudo da probabilidade com a
estatistica e que, com base nessas experiéncias, é esperado que 0s alunos
adquiram as seguintes caracteristicas essenciais dos fendmenos aleatérios:

v' Em condi¢des fixadas de antemao, existe mais de um resultado
possivel;

v/ com o0s conhecimentos que possui 0 sujeito que emite o juizo,
o resultado concreto que ocorrera € imprevisivel,

v tem possibilidade - ao menos imaginada - de repetir
indefinidamente a observacéo ou producéo do fenébmeno;

v as seqléncias de resultados obtidos nesta repeticdo carecem
de um padréo que o sujeito pode controlar ou predizer;

v’ nesta aparente desordem, muitas regularidades globais podem
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ser descobertas, comecando pela estabilizacdo das
frequéncias relativas de cada um dos resultados possiveis.
Essa regularidade global é o fundamento que nos permite
estudar estes fenbmenos aleatdrios mediante o calculo das
probabilidades. (BATANERO; SERRANO, 1995, p. 26).?

Com base no paragrafo anterior, neste estudo, admite-se a hipétese de que
a experiéncia de emissdo de particulas por fontes radioativas possa favorecer a
compreensao do acaso a fim de justificar e dar significado aos Postulados de
Poisson na construcdo do modelo. Conforme Coutinho (2001), a percepc¢ao do
acaso é feita pela tomada de consciéncia da variabilidade dos resultados e da ndo
possibilidade de conhecer aquele que vai ocorrer, antes da realizagdo do
experimento, mesmo quando se conhecem todos os provaveis. Os trabalhos de
Henry (2003), Coutinho (2001), Batanero, Tauber e Sanchez (2001) e Batanero e
Serrano (1995) salientaram a importancia de propor aos alunos situacdées que
possibilitem a percepc¢ao da distingao entre probabilidade e freqtiéncia e que, para

tal, a confrontacao entre resultados observados e tedricos pode ser favoravel.

Girard (1997) apresentou também algumas dificuldades mateméaticas
relacionadas ao trabalho com porcentagem, mesmo em populagdes adultas. Em
qualguer nivel de ensino, séo freqlentes questdes como: sobre qual conjunto
calcula-la? As porcentagens sao disjuntas? As porcentagens devem ser somadas
ou multiplicadas? Essas mesmas dificuldades refletem-se no trabalho com
probabilidade e traduzem-se nas nocfes de eventos exclusivos e independentes.
Além destas, também foram citadas pelo autor dificuldades relacionadas a
linguagem, a interpretacdo de termos do tipo, a0 menos, no maximo, nao mais do
que, menos que, mesmo entre estudantes universitarios, como aquelas de
representacdo e de significado de termos, como, por exemplo, se A entdo B, ndo

A e ndo B, ndo A ou nédo B, associados a légica matematica.

O desenvolvimento tedrico do Modelo de Poisson envolve os conceitos de
eventos exclusivos e independentes que, pelo que foi exposto, sugere atencao
quando da utilizacdo destes no trabalho com os alunos, no sentido de investigar
possiveis concep¢des equivocadas e, caso existam, propor situacdes e
questionamentos que possam favorecer o realinhamento de tais no¢des. Além da

possivel confuséo entre exclusividade e independéncia, Grangé (1997) salienta a

? Traducado nossa
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necessidade de esclarecer a diferenca deste ultimo, quando se considera o
sentido familiar ou o probabilistico; neste caso, é preciso que o aluno perceba que
a independéncia estatistica de dois eventos depende das escolhas das
probabilidades dos eventos elementares e apresenta um exemplo que pode

ajudar nesse sentido:

No conjunto de familias com trés criancas, escolhe-se uma
familia, ao acaso. Os eventos, A: a familia selecionada tem
criancas dos dois sexos e B: a familia selecionada tem no maximo
uma crianca do sexo feminino, sdo independentes? (GRANGE,
1997, p. 367).°

Admitindo que, para uma familia, 0 sexo de uma crianga ndo depende do
sexo da crianca precedente, o autor apresentou duas suposi¢cées que levaram a
conclusdes distintas. A primeira adota como valores das probabilidades
elementares 0s resultados observados nas pesquisas francesas de que as
frequéncias de nascimentos de criangas dos sexos masculino e feminino sao,
respectivamente, 0,514 e 0,486 (GRANGE, 1997, p.365); assim considerando,

tem-se:

P(A) = 1 — P{(m, m, m),(f, f, )} = 1 — (0,514° + 0,486°%) = 1 — 0,250588 = 0,749412
P(B)=P{(m, m, m),(m, m, f),(m, f, m),(f, m, m)}=0,514+ 3.(0,5142.0,486)=0,520995
P(ANB) = P{(m, m, f),(m, f, m),(f, m, m)} = 3.(0,5142.0,486) = 0,385198

P(A) . P(B) = 0,749412 . 0,520995 = 0,390440.

Nesse caso, como P(ANB)=P(A).P(B) tem-se que A e B ndo sédo

independentes, no sentido probabilistico.

A segunda adota a equiprobabilidade dos sexos nos nascimentos das

criangas de cada familia. Assim,
P(A)=1-(0,5°+0,5%=1-0,25=0,75
P(B) = 0,5° + 3.(0,5%.0,5) = 4.(0,5°) = 0,50
P(ANB) = 3.(0,5%.0,5) = 3.(0,5%) = 0,375
P(A) . P(B) =0,75. 0,50 = 0,375.
Nesse caso, como P(ANB) = P(A).P(B), tem-se que A e B séo

independentes, no sentido probabilistico.

® Traducao nossa
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Os resultados, de contradicdo apenas aparente, pois partiram de
suposicdes distintas, mostram a complexidade e sutileza que esse conceito
envolve, o que justifica a importancia de um trabalho didatico cuidadoso em sua

utilizagéo.

A dificuldade na interpretacdo de termos como: a0 menos, no maximo, etc.,
citada por Girard (1997), aparece nas situacfes de aplicacdo do Modelo de
Poisson e espera-se que a referéncia a contextos da realidade ou de
conhecimento dos alunos possa favorecer tal interpretacdo; acrescenta-se,
porém, que ela depende, também, da concepcdo de distribuicdo de
probabilidades de uma variavel aleatdria discreta. Esses aspectos devem ser
considerados quando da concepcdo do trabalho a ser desenvolvido com os

alunos.

Outro elemento que também foi motivo de reflexdo e decisdo da autora
deste estudo refere-se ao trabalho em grupo. O texto de Carvalho e César (2001)
referente ao projeto: Interagcdo e Conhecimento do Centro de Investigagdo em
Educacado da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa apresentou uma
comparacao entre os resultados de alunos, com idades entre 11 e 15 anos, que
trabalharam ao longo de dois anos em grupo, e outros de forma individual,
revelando que os primeiros mostraram melhor desempenho. Nas trés sessodes de
trabalho em grupo, os alunos foram organizados em dupla e o contetdo abordado
foi de Estatistica. As autoras comentaram as vantagens da estratégia adotada, a
medida que os alunos precisaram compreender os argumentos do parceiro e
explicitar os seus. Dessa forma, eles mobilizaram competéncias e conhecimentos
que favoreceram o desempenho individual, avaliado posteriormente. O artigo
ressalta que as atividades propostas foram nao habituais e em contextos da
realidade, com contratos didaticos* tradicionais modificados. As autoras citaram,

ainda, a dificuldade, em véarios paises, de se implementar, de forma efetiva, o

* A nocéo de contrato didatico deve-se a Brousseau e refere-se aos comportamentos do professor
que sdo esperados pelo aluno e aqueles do aluno que sdo esperados pelo professor; um grande
namero de regras e convencdes rege a relagdo entre professor e alunos, na maioria das vezes
implicitamente, mas, vém a tona quando um dos parceiros transgride alguma delas. O contrato
didatico depende da estratégia de ensino adotada: as escolhas pedagdgicas, o estilo de trabalho
proposto aos alunos, os objetivos de formacéo, a epistemologia do professor, as condi¢cdes de
avaliacé@o, entre outros. A aquisicdo do saber pelos alunos é um dos objetivos fundamentais do
contrato didatico que a cada nova etapa precisa ser renovado e renegociado, embora, na maioria
das vezes, essa negociacao passe despercebida. (BROUSSEAU, 1997, p. 225-247).
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ensino da probabilidade e da estatistica na educacdo secundaria, embora a
renovacao curricular ja tenha sido aprovada, ha algum tempo; entre outros, o fato
dos professores terem uma formacéo inadequada ou até nenhuma formagédo em
Estatistica, faz com que muitos apresentem a disciplina, como um conjunto de
técnicas a ser aplicado ou até ndo a apresente. Nessa mesma linha, Batanero
(2000) afirma que a situacdo € mais alarmante ainda quando se questiona a

formacao desses professores em Didéatica da Estatistica.

A opcéo de colocar os alunos trabalhando em dupla, em vérias sessdes da
parte experimental desta tese, tem nos achados de Carvalho e César (2001)

fundamentos para sua adocao.

1.1.2 QUESTOES DE PESQUISA, HIPOTESES E OBJETIVOS

O principio metodolégico que coloca em primeiro plano a questdo da modelagem
matematica € recente e inovador nas pesquisas em Didatica da Matematica
(BOSCH; CHEVALLARD, 1999). Os trabalhos de Henry (1997, 2003), Coutinho
(2001), Girard (1997), Batanero, Tauber e Sanchez (2001) sugerem caminhos a
serem seguidos que possibilitam o levantamento da seguinte questédo de pesquisa
inicial: o uso da modelagem matematica é favoravel ao ensino e

aprendizagem do Modelo de Poisson?

Considerando que em um processo de modelagem, a organizacdo das
etapas é fundamental, admite-se a hipotese de que as orientacdes de Henry
(1997) possam ser interpretadas e adaptadas para a natureza desta tese; assim
sendo, a seguinte questdo secundaria é colocada: das etapas propostas por

esse autor, quais sao fundamentais?

Em grande parte, as questdes enunciadas dependem do ensino

implementado; por esse motivo, 0s seguintes objetivos sdo propostos:

v' fazer um levantamento das nocdes envolvidas no estudo do Modelo de
Poisson;

v' elaborar uma sequéncia didatica fundamentada no processo de modelagem
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proposto por Henry (1997);
v aplica-la a um grupo de alunos e fazer uma avaliacao inicial (piloto);

v fazer os acertos necessarios na seqiéncia e reaplica-la a um novo grupo de

alunos;
v' analisar e avaliar os resultados.

As publicacdes de Batanero e Serrano (1995), Coutinho (2001) e Henry
(2003) trazem resultados sobre o uso do computador como ferramenta didética e
as duas primeiras alertam para as dificuldades associadas ao aleatério; Girard
(1997) conclui que, mesmo entre estudantes universitarios, existem falhas na
interpretacdo de termos do tipo: ao menos, no maximo, ndo mais do que, entre
outros. Grangé (1997) alerta que se deve dar atencéo especial ao se introduzir ou
utilizar o conceito de independéncia; Parzys (1997) destaca a importancia de se
relacionar os conceitos de frequéncia e probabilidade e Carvalho e César (2001)
trazem resultados que mostram as vantagens do trabalho em grupo. Essas
colocagbes sugerem novos objetivos: incorporar a seqiiéncia de ensino o uso do
computador, como ferramenta didatica, dispositivo de célculo e de representacéo,
além de construir instrumentos de avaliacdo adaptados a natureza do curso que
possibilitem investigar. quais as dificuldades que foram identificadas na
interagao didatica e quais as que persistiram? Das nogdes envolvidas no
estudo do Modelo de Poisson, quais as que podem ser identificadas como
aquisi¢coes dos alunos e quais as que podem ser consideradas como erros

de aprendizagem?

Tendo em vista o elemento matematico visado neste estudo, objetiva-se
que, ao final da fase experimental, os alunos desenvolvam capacidades e

habilidades para:

v identificar se o Modelo de Poisson é ou nado inadequado para representar a
realidade de uma situacao proposta, no sentido de entrar ou ndo em contradicéo
com as observacgoes feitas;

v' determinar o parametro do Modelo de Poisson para uma situacdo, seja ela

experimental ou uma situacao-problema;

v determinar probabilidades com o modelo tedrico e interpreta-las na situacao
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apresentada;
v' identificar propriedades da variavel aleatéria com distribuicdo de Poisson.

Como algumas pesquisas (BATANERO; TAUBER; SANCHEZ, 2001;
HENRY, 2003) tém mostrado que o uso de um aplicativo pode favorecer o
interesse, exploracdo e compreensdo do modelo, admite-se a hipotese de que o
uso do computador como instrumento didatico possa contribuir para o
desenvolvimento do processo de modelagem, dando condi¢Bes ao aluno de usar
o aplicativo para fazer tabulacdes, calculos e gréaficos, determinar as
probabilidades do modelo tedrico e comparar os resultados experimentais e

tedricos por meio do teste de aderéncia qui-quadrado.

1.2 FUNDAMENTOS TEORICOS

O presente estudo é fundamentado por duas teorias: a Teoria Antropolédgica do
Didéatico (CHEVALLARD, 1992, 1999, 2002; BOSCH; CHEVALLARD, 1999) e a
Teoria das Funcbes Semidticas (GODINO, 1996, 2003). A primeira delas, no que
se refere a organizacdo e apresentacdo da analise de livros didaticos
selecionados e da seqiéncia de ensino pretendida e, a segunda, na identificacéo
dos elementos a serem considerados no estudo e na avaliacdo dos resultados e

conclusoes.

Justifica-se 0 uso da Teoria Antropolégica do Didatico por possibilitar a
organizacéo do estudo em dois aspectos conectados, didatico e matematico, além
de permitir, em cada caso, que as atividades propostas pelos autores dos livros
didaticos analisados e a concepcéo da sequéncia de ensino pretendida pudessem

ser descritas sob 0 ponto de vista pratico e do saber matematico envolvido.

A preocupacdo da autora em elaborar uma sequéncia de ensino que
pudesse favorecer a aprendizagem do Modelo de Poisson com significado (no
sentido usual do termo) e avaliar sua aplicagdo, motivou a busca de outros
elementos tedricos para seu embasamento. Particularmente, o trabalho de

Batanero, Tauber e Sanchez (2001) sobre o significado da distribuicdo normal
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sugeriu o uso da Teoria das Func¢des Semidticas na fundamentacéo pretendida;
essencialmente, a criacdo de categorias de significado de objetos matemaéticos,
identificados em carater institucional e/ou pessoal, cuja confrontacdo possibilita a
determinacdo de elementos da aprendizagem efetivamente consagrados no
estudo e de outros, cuja dificuldade nao foi ultrapassada (erros de aprendizagem),

permitiu analisar e avaliar o trabalho desenvolvido.

No que se segue, alguns aspectos dessas teorias, relacionados as
pretensdes nesse estudo, sdo apresentados.

1.2.1 TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO

A Teoria Antropolégica do Didatico, proposta por Chevallard, comecou a ser
elaborada no inicio dos anos 90, baseada na Teoria das Situacdes, e pressupde
gue tudo € objeto, embora as pessoas e instituicdes sejam objetos particulares.
Para Chevallard (1992), do ponto de vista da semantica da teoria, ndo importa o
que pode ser um objeto; diz-se que um objeto existe para uma pessoa, ou que
uma pessoa conhece um objeto, se existe uma relacdo pessoal entre ambos e,
analogamente, diz-se que um objeto existe para uma instituicdo, ou que esse
objeto é conhecido na instituicdo, se existe uma relagéo institucional entre eles.
Assim, conforme o autor, um objeto existe, se houver uma relagao institucional ou
pessoal com esse objeto. O conjunto de objetos conhecidos de uma instituicao
(objetos institucionais) € funcéo do tempo, isto €, em cada periodo da historia da
instituicdo, esse conjunto pode ser modificado. A relacdo pessoal com um objeto
pode existir mesmo antes da pessoa ser sujeito de uma instituicao, e se a pessoa
se sujeita a instituicdo, essa relacdo vai se constituir ou mudar, de acordo com a
relacdo institucional. Quando a relacdo pessoal muda, pelo fato da pessoa ter-se
tornado sujeito da instituicdo, diz-se que existiu aprendizagem em relacdo a esse

objeto.

A intencdo didatica se manifesta por meio da formacao de instituicdes,
chamadas por Chevallard (1992): sistemas didaticos; tal sistema € composto de

dois ou mais sujeitos da instituicdo, ocupando as posicdes de professor e de
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aluno, e um conjunto de objetos institucionais visados para 0s sujeitos dessa

instituicdo na posicao alunos.

Segundo Bosch e Chevallard (1999), a didatica propde-se a estudar o
desenvolvimento da atividade matemética e das necessidades para o seu ensino
e aprendizagem. A cultura ocidental diferencia dois tipos de atividade: a manual e
a intelectual; a matematica é organizada no segundo tipo e trabalha com nocoes,
raciocinio, intuicdes, idéias e, também, com elementos materiais, como lapis,
papel, régua, compasso, calculadora, computador. Estes Ultimos, geralmente, sao
de suporte, as vezes indispensaveis, mas ndo fazem parte da propria atividade.
Os objetos sensiveis particulares, como formalismos, grafismos, palavras, etc.
podem intervir na atividade matemética, como representacdes de outros objetos,
com a funcéo de produzir conceitos, mas nao se pode considerar apenas essa
funcao instrumental na analise didatica do desenvolvimento do saber matematico.
Com relacdo a preocupacdo com a natureza do objeto e com sua fungcdo na
atividade matematica, Bosch e Chevallard (1999) definem: objetos ostensivos e
objetos néo-ostensivos. Os objetos ostensivos tém certa materialidade e, por isso,
sdo perceptiveis aos sentidos humanos e podem ser manipulados: sons,
grafismos e gestos; os objetos ndo-ostensivos sao as idéias, intuicdes, conceitos,
gue existem institucionalmente, mas, ndo podem ser vistos, ditos, entendidos,
percebidos ou mostrados por si proprios. Eles s6 podem ser evocados ou
invocados pela manipulacdo adequada de certos objetos ostensivos associados:
uma palavra, uma frase, um grafismo, uma escrita, um gesto ou um longo
discurso. Os autores citados salientam que o termo ostensivo tem, nessa teoria,
um sentido mais amplo, refere-se ao conjunto dos sentidos do ser humano, e o
termo manipulacdo é empregado para designar os diversos usos possiveis
desses objetos: um grafismo pode ser tragado ou lido, um gesto pode ser feito ou
percebido, um objeto material pode ser manipulado concretamente de diversas
maneiras, etc. Assim, eventos mutuamente exclusivos e eventos independentes
sdo palavras que evocam certos objetos ndo-ostensivos. Bosch e Chevallard

acrescentam:

ostensivos e ndo-ostensivos sdo sempre objetos institucionais
cuja existéncia s6 raramente depende da atividade de uma sé
pessoa [...] 0s objetos ostensivos e 0s objetos ndo-ostensivos sdo
unidos por uma dialética que considera os segundos como
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emergentes da manipulacdo dos primeiros e, a0 mesmo tempo,
como meios de guiar e controlar tal manipulacdo. (BOSCH;
CHEVALLARD, 1999, p. 90-91).°

Por exemplo, a notacdo P(A) e as palavras: probabilidade de um evento A,
sdo objetos ostensivos; ja a nogdo de probabilidade é um objeto ndo-ostensivo.
Sendo A e B eventos mutuamente exclusivos de um mesmo espac¢o amostral e C

um evento, ndo nulo, desse espaco, tem-se:

Pl(AUB)|C]= P[(A ;J(E;ﬂ c]_Plan ?(LCJ)(B nc)_PanN CF))(+CF)>(B nc)_
_P(ANC) PBENC)

PC)  P(C)

=P(A|C)+P(B]|C)

Pode-se considerar que o0s objetos ostensivos que aparecem, apds a
primeira igualdade, foram guiados pelo objeto nao-ostensivo, definicdo de
probabilidade condicional; apdés a segunda, pela propriedade distributiva da
interseccdo de conjuntos em relacdo a unido; ap6s a terceira, pelo axioma da
probabilidade da unido de dois eventos exclusivos, ap0s a quarta, pela
propriedade distributiva da multiplicacdo em relacéo a adicdo de nameros reais; e,

apos a quinta, novamente pela definicdo de probabilidade condicional.

Na andlise da atividade matematica, a acdo conjunta, ostensivos/nédo-
ostensivos, € conhecida em termos de signos (ostensivos) e significados (n&o-
ostensivos). Os objetos ostensivos tém uma funcdo instrumental, isto €, sdo
ferramentas materiais para a acdo nas organizacbes mateméaticas, e outra
semibtica, ou seja, uma capacidade de produzir sentido ou significado; as duas
funcdes co-habitam. Varios objetos ostensivos aparecem na realizacdo de uma
atividade matematica, sem que se possa ativa-los individualmente e suas

fungBes, dependendo da técnica adotada e dos registros utilizados, séo distintas.
O valor instrumental de um objeto ostensivo depende da situacdo; por
exemplo, E(X), >_( Ly representam a média, embora E(X) seja usado no caso de

se tratar de média de variavel aleatoria, X no caso de média amostral e py para

0 caso de média populacional. O objeto ostensivo E(X) tem valor instrumental

superior quando se pretende trabalhar com as propriedades da média, pois este

® Traduc&o nossa
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ostensivo permite colocar em acéo técnicas relacionadas as funcdes lineares,
como E(X+Y)=E(X)+E(Y) ou E(k.X)=k.E(X), que ndo sdo usuais com 0S outros
ostensivos. O valor semiotico (ou semioticidade) de um objeto ostensivo esta em
estreita relagdo com seu valor instrumental; ele tem seus valores instrumental e
semidtico estabilizados localmente na histéria da instituicdo e podem evoluir de
acordo com seu engajamento nas atividades institucionais. Essa evolu¢do nao é
universal e uniforme, pois depende da instituicdo e das condi¢Bes ecologicas.
(BOSCH; CHEVALLARD, 1999).

O saber matematico é uma forma particular de conhecimento, e € resultado
da acdo humana: é produzido, é ensinado ou se transpde nas instituicdes. A
organizacéo praxeoldgica de um saber matematico serve para analisar, descrever
e estudar as condicdes de sua realizacdo; para defini-la, aos termos: objeto,
pessoa e instituicdo sdo acrescentados trés postulados que introduzem as noc¢des
de tarefa, técnica, tecnologia e teoria. O primeiro diz que: “toda pratica
institucional pode ser analisada em diferentes pontos de vista e formas, por meio
de um sistema de tarefas, relativamente bem limitadas que se dividem no fluxo da
pratica.” (BOSCH; CHEVALLARD, 1999, p. 84).°

Na pratica institucional, o problema de delimitar as tarefas esta aberto e
depende do ponto de vista em que esta pratica se desenvolve. A semantica da
palavra engloba atividades gerais como tocar uma peca de Mozart ao piano,
resolver um problema de probabilidade, fechar uma porta, calcular a probabilidade
da interseccdo de dois eventos, dancar tango, etc. Uma tarefa, portanto, se
expressa por um verbo e supde um objeto relativamente preciso, artefato
construido nas instituicdes e sua reconstrucdo € objeto da didatica.

Os autores diferenciam tarefa, tipo de tarefas e género de tarefas Assim,
calcular € um género de tarefas, expresso por um verbo de agéo, de concepcédo

mais ampla e contetdo mal definido;

um género de tarefas s6 existe sob a forma de diferentes tipos de
tarefas, cujo contetdo é mais estreitamente especificado. Calcular
€, como se diz, um género de tarefas; mas calcular o valor (exato)
de uma expressdo numérica contendo um radical € um tipo de
tarefas, da mesma forma que calcular o valor de uma expressao
contendo a letra x quando se d4a a x um valor determinado [...]

® Traducado nossa
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enfim, tarefas, tipos de tarefas, géneros de tarefas ndo sdo dados
da natureza: séo artefatos, obras, construcdes institucionais, cuja
reconstrucdo em tal instituicao, e por exemplo em tal classe, é um
problema que é objeto préprio da didatica. (CHEVALLARD, 1999,
p. 224, grifo do autor).’

Dessa forma, calcular a probabilidade de uma variavel aleatéria assumir
determinado valor € um tipo de tarefas e calcular a probabilidade de uma variavel
aleatéria com distribuicdo de Poisson e parametro dois assumir o valor trés € uma
tarefa. Bosch e Chevallard (1999, p. 84) acrescentam que a nocdo de tarefa é
delimitada pelo segundo postulado que diz: “a realizacdo de toda tarefa provém

de se colocar em acao uma técnica.”

O sentido do termo técnica é mais amplo do que o usual; ndo é apenas um
procedimento estruturado e metddico, mas, uma maneira particular de se realizar
determinada tarefa. Uma técnica pode resolver algumas tarefas de determinado
tipo, mas, ndo obrigatoriamente todas; essa caracteristica € definida como a
capacidade intelectual da técnica (BOSCH; CHEVALLARD, 1999). Embora exista
uma tendéncia em produzir algoritmos para as técnicas, sobretudo nos casos de
tarefas mais complexas, essa caracteristica ndo é necessaria. Em cada
instituicdo, em uma determinada época, existe uma ou poucas técnicas
relacionadas a um tipo de tarefas, institucionalmente reconhecidas, embora
técnicas diferentes possam existir em outras instituicbes. Em geral, essas novas
técnicas provocam  desequilibrios nos sujeitos da instituicdo e,

consequentemente, sdo contestadas e, na maioria das vezes, descartadas.

Com as nocbes de tarefa e técnica cria-se um bloco técnico-pratico
associado a um saber-fazer; a vida das instituices € feita de escolhas de tarefas
e técnicas. A relacdo institucional a um objeto € constituida pelo conjunto de
tarefas que devem ser resolvidas e pelas técnicas usuais na instituicdo. Dessa
forma, a pessoa realiza diferentes tarefas, em instituicbes distintas a que ela se
sujeita, simultanea ou sucessivamente, fazendo emergir sua relacdo pessoal aos

objetos que teve contato.

Para Bosch e Chevallard (1999, p. 85), na maioria das vezes, as tarefas e

as correspondentes técnicas em uma dada instituicdo, tendem a ser sempre as

" Traducao nossa.
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mesmas; em meio a essa rotina, pode surgir uma tarefa problematica, isto €, para
a qual ndo existe uma técnica apropriada; seja porque a tarefa € nova (para o
sujeito ou para a instituicdo), seja porque a técnica existente estd sendo
questionada. Nesse caso, pode-se obter uma adaptacdo da técnica existente, ou
uma transposicao da técnica de outra instituicdo ou, até mesmo, a criacdo de uma
técnica inédita. Um novo saber-fazer € construido e € preciso, ainda, organiza-lo
para que se possa assegurar seu funcionamento regular na instituicao.
Relacionado a essa organizacao, o terceiro postulado é enunciado:

[...] a ecologia das tarefas e técnicas sdo as condicbes e
necessidades que permitem a producdo e utilizacdo destas nas
instituicbes e agente supde que, para poder existir em uma
instituicdo, uma técnica deve ser compreensivel, legivel e
justificada [...] essa necessidade ecolédgica implica na existéncia
de um discurso descritivo e justificativo das tarefas e técnicas que
agente chama de tecnologia da técnica. O postulado anunciado
implica também que toda tecnologia tem necessidade de uma
justificativa que agente chama teoria da técnica e que constitui o
fundamento dltimo. (BOSCH; CHEVALLARD, 1999, p. 85-86).°

A distincdo entre técnica/tecnologia/teoria € funcional e deve sempre se
referir ao tipo de tarefas que se toma como ponto de referéncia. No plano da
tecnologia, situam-se 0s conceitos e as nogdes que permitem compreender e
controlar a atividade humana; nele, objetos ostensivos sdo manipulados
concretamente para permitir materializar explicacdes e justificativas necessarias
ao desenvolvimento da técnica, como também produzir novas técnicas. A teoria
a especulacdo abstrata da tecnologia; no plano teérico estdo as defini¢cdes, os
teoremas, as no¢bes mais abrangentes e abstratas que servem para explicar,
justificar e produzir tecnologias. Cria-se, entdo, um bloco tecnoldgico-teérico

associado ao saber.

Assim, a praxeologia associada a um saber € a juncdo de dois blocos:
saber-fazer (técnico/prético) e saber (tecnolbgico/tedrico). A ecologia de uma
praxeologia refere-se as condi¢cfes de sua construcéo e vida nas instituicbes de

ensino que a produzem, utilizam ou transpdem.

Segundo Chevallard (1999), as praxeologias (ou organiza¢des) associadas

a um saber matemético sdo de duas espécies: matematicas e didaticas. As

® Traducao nossa.
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organizacbes matematicas referem-se a realidade matematica que se pode
construir para ser desenvolvida em uma sala de aula e as organizacdes didaticas
referem-se ao modo de se fazer essa construcdo; sendo assim, existe uma
relacdo entre os dois tipos de organizacdo que Chevallard (2002) define como

fendmeno de co-determinacdo entre as organizacdes matematica e didatica.

A fim de elaborar uma praxeologia associada a um saber matemaético,
Chevallard (2002) salienta a importancia de se situar esse saber em uma escala

hierarquica de niveis, apresentada a seguir:

Nivel -2 Sociedade Cada nivel refere-se a uma realidade e
Nivel -1 Escola serve para determinar a ecologia das

organizagbes matematicas e didaticas
Nivel -0 Pedagogia .

relativas a esse saber.
Nivel 1 Disciplina

Em geral, os programas apresentados no
Nivel 2 Dominio primeiro encontro do ano letivo tratam
Nivel 3 Setor apenas dos niveis 1, 2, 3,4 e 5.

Nivel 4 Tema
v
Nivel 5 Objeto

O conjunto de condic¢des e necessidades que possibilita o desenvolvimento
matematico (ecologia de uma praxeologia matematica) depende do material
ostensivo que compde as tarefas, técnicas, tecnologias e teorias. Essa dimensao
ostensiva de uma praxeologia permite que um saber matematico e o0s

conhecimentos que ele pode construir, materializem-se.

1.2.2 TEORIA DAS FUNGOES SEMIOTICAS

A Teoria das FungBes Semidticas: um enfoque ontolégico-semidtico da cogni¢céo
e instrucdo matematica, elaborada desde o inicio dos anos 90 do século XX, foi
apresentada por Juan Diaz Godino para obtencédo da Catedra na Universidade de
Granada, Espanha, em 2003. O trabalho é dividido em trés partes: a primeira trata

do sistema de praticas pessoais e institucionais associadas a um campo de
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problemas matematicos; a segunda apresenta a no¢ao de funcédo semidtica e de
uma ontologia matematica baseada em seis tipos de entidades primarias e cinco
facetas duais da cognicdo matemética e a terceira traz ferramentas teoricas para
analisar processos de instrucdo matematica, baseados em um modelo ontologico-

semiotico.

O autor considera os objetos matematicos como entidades complexas que
sao construidas ao longo do tempo, enriquecendo-se e complementando-se, com
base na resolucdo de certos tipos de problemas. Sao considerados objetos
matematicos: situacOes-problema, técnicas, conceitos, proposicoes,
argumentacfes, teorias, etc.. Em particular, sdo denominados objetos
matematicos linguisticos: linguagem natural (oral e escrita), simbolos especificos,
representacdo gréfica, objetos materiais, etc. (GODINO, 2003, p. 31). A ecologia
dos objetos matematicos € interpretada como uma metafora que ajuda a
compreender a génese, o desenvolvimento e funcionamento de tais objetos; da
Teoria Antropoldgica do Didatico, foi adotada a idéia de que eles sdo emergentes
de sistemas de praticas associadas a campos de problemas, que sugeriu a
introducdo das nocdes de pratica, sistema de praticas e pratica significativa
(GODINO, 2003, p. 86). Toda acado ou expressao realizada por uma pessoa para
resolver problemas mateméaticos comunica-los, valida-los ou generalizar a solucao
é definida como prética; o conteddo associado a expressdo que designa o objeto
(significado sistémico) é definido como sistema de préaticas; uma pratica €
significativa, ou tem sentido, se ela desempenha a devida funcéo a fim de atingir o
objetivo visado nos processos de resolugdo, comunicagdo, validacao e

generalizacdo (GODINO, 2003, p. 91-92; 24; 93).

Nessa teoria, o termo significado é concebido como o conteddo associado
a uma expressdo, mas ndo €, necessariamente, uma entidade mental, porém
aquilo ao qual se refere um sujeito (pessoa ou instituicdo) em um dado momento
e em dadas circunstancias. Tem-se, portanto, que a relatividade do conhecimento
a pessoas e instituicbes, proposta na Teoria Antropoldgica, também foi adotada
na Teoria das Funcdes Semioticas. Nesta, uma instituicdo é constituida pelas
pessoas envolvidas em uma mesma classe de situacdes problematicas,

geralmente condicionadas pelas regras e instrumentos disponiveis, que
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contribuem para sua caracterizacdo. Essa relatividade sugere as nocdes de
praticas (“acdes ou manifestacdes operatérias e discursivas” °, GODINO, 2003, p.
23) pessoais e institucionais, dependendo se sdo de uma pessoa ou sao
compartilhadas ao seio de uma instituicdo. Na sequéncia, o autor define objeto
institucional, como emergente do sistema de praticas sociais relacionadas a
determinados problemas, sofrendo transformacfes e ampliando o campo de
problemas a ele associado e objeto pessoal como emergente do sistema de
praticas pessoais significativas associadas a um campo de problemas, cuja
emergéncia é progressiva ao longo da histéria do sujeito, como conseqtiéncia da
experiéncia e da aprendizagem (GODINO, 2003, p. 97-99).

Dessa forma, o significado dos objetos matematicos é relacionado com as
praticas (operativas e discursivas) de um sujeito com 0s objetos ou ao seio das
instituicdes, possibilitando que se fale em significado de um objeto pessoal e em
significado de um objeto institucional (GODINO, 2003, p. 101). Cada uso de um
temo é uma pratica significativa a ser englobada em seu significado, tanto no que
diz respeito ao conteddo a que se refere o emissor como a interpretacdo que o
receptor faz. No trabalho matematico, costuma-se usar um objeto para a
representacdo de outros, em geral abstratos, estabelecendo-se uma
correspondéncia, poucas vezes explicita, entre o representante e o representado;
palavras, simbolos, graficos e objetos fisicos desempenham o papel de
representar um objeto ou um de seus aspectos; 0s proprios objetos abstratos, as
situacles, as acdes, os argumentos podem ser signos (GODINO, 2003, p. 149-

150) de outras entidades.

A fim de esclarecer o emprego do termo signo pelo autor, faz-se necessaria
a introducdo da nocdo de funcdo, como dependéncia entre texto e seus
componentes e dos componentes entre si. A palavra signo é usada para designar
0 conteldo, a expressao e a interacdo entre ambos. Entre as dependéncias que
se pode estabelecer entre as partes de um texto, destacam-se aquelas
(representacionais) em que uma parte (expressao) designa outra (conteudo); essa
relacdo € chamada funcéo de signo (HJEMSLEV, 1943, apud GODINO, 2003, p.
149) ou fungéo semidtica (ECO, 1979, apud GODINO, 2003, p. 149). A expressao

® Traducao nossa.
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e 0 conteudo sdo os elementos entre os quais a funcdo semiotica estabelece uma
dependéncia. Além das dependéncias representativas, o autor considera também
as acionais (de natureza operatéria) e as cooperativas (relacdo entre duas ou
mais partes de um texto para conjuntamente produzir uma unidade significativa
mais global) como fundamentais para descrever a cognicdo humana (GODINO,
2003, p. 41).

Trés componentes sdo colocados em jogo com a nocdo de funcao
semibtica: um plano de expressado, um plano de conteddo e um critério ou regra
de correspondéncia. Com frequéncia, as funcdes semiodticas véem dadas
explicitamente por um de seus componentes, enquanto 0sS outros sao
estabelecidos de modo implicito. Dessa forma, o signo supde um possivel
entendimento da correspondéncia entre expressdo e conteudo. Essa nocdo €
usada para propor uma interpretacdo do conhecimento e da compreensdo de um
objeto por parte de um sujeito (pessoa ou instituicdo) em termos das funcbes

semibticas que o sujeito pode estabelecer em determinadas situacdes.

Na Teoria das Funcbes Semioticas, o problema da compreensdo esta
intimamente ligado a como se concebe o préprio conhecimento; a compreensao e
considerada como um processo progressivo e € interpretada como
correspondéncia entre significados pessoais e institucionais, portanto, ndo apenas
mental, mas também social e interativo. A competéncia e a compreensao pdem
em jogo o conhecimento; diz-se que um sujeito é competente para realizar uma
tarefa, quando é capaz de aplicar corretamente uma técnica; diz-se que um
sujeito compreende a técnica que permite realizar a tarefa, quando ele conhece,
porque a dita técnica é adequada, seu campo de validade e as relacbes com
outras técnicas. Pode-se associar competéncia ao bloco técnico/pratico (praxis) e
compreensdo ao bloco tecnoldgico/teérico (logos) das organizacbes
praxeologicas da Teoria Antropologica do Didéatico. Existem diferencas entre esta
e a Teoria das Funcbes Semibticas, pois, na primeira sao identificadas duas
facetas do conhecimento: praxis e logos, e, na segunda, além destas, uma
terceira componente € identificada, a linguagem (em seus diversos registros), sem

a qual as anteriores ndo podem ser desenvolvidas (GODINO, 2003, p. 129-130).

Em uma funcdo semibtica, a expressdo e o0 conteudo podem ser
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constituidos de um ou varios tipos de entidades que o autor categoriza em seis
componentes da cognicdo matematica ou elementos de significado (BATANERO;
TAUBER; SANCHEZ, 2001, p. 4) e s&o apresentados no que se segue.

1. SiITuAacOEs: no sentido amplo, refere-se tanto a problemas simples como
complexos, matematicos ou extramatematicos. A passagem de um problema mais
simples para outro mais complexo € um indicador de progresso ou avanco no

conhecimento matematico, pessoal ou institucional.

2. LINGUAGEM: o0 termo linguagem € usado para designar todo tipo de
representacao, inclusive as matematicas (termos, expressodes, notacdes, tabelas,
gréficos, ilustracbes, esquemas, etc.), com funcdo representacional e
instrumental. O autor justifica a escolha do termo por considerar que
representacdo ndo € exclusividade da linguagem; também, as abstracfes
matematicas, as situacoes, acoes, argumentos podem estar no lugar de outras
entidades. O termo representacdo (ou expressao) € deixado para o caso das
funcBes semidticas. A linguagem exerce papel comunicativo e instrumental,

servindo de mediadora entre os estimulos do meio e as respostas do sujeito.

3. AcOES: do sujeito diante de tarefas matematicas. Para resolver problemas, o
sujeito aplica operacdes, algoritmos, técnicas, procedimentos, estratégias que séo

indicadores de diferentes elementos de significado do objeto visado no estudo.

4. CONCEITOS: na atividade matemética, o sujeito apoia-se em nocbes que
conhece para resolver certo tipo de problemas que é proposto. Elas contribuem
para a emergéncia de diferentes conceitos que, progressivamente, irdo
caracterizar 0 novo objeto que surge como resultado de acbes ou praticas
significativas. Cada definicdo provém de um sistema de préaticas que envolve
situacOes e linguagens especificas que podem constituir mudancas no significado

do objeto.

5. PROPRIEDADES OU ATRIBUTOS: refere-se as condi¢des de realizagdo das acoes;
cada propriedade de um objeto matematico relaciona-o a outros e contribui para o
crescimento do significado do objeto em questdo. O autor salienta a importancia
de se levar em consideracdo, de acordo com o nivel educativo visado, ndo s6 a
selecdo, mas também a organizacdo das situacdes que irdo propiciar a
emergéncia das propriedades visadas.
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6. ARGUMENTOS: a fim de justificar, explicar e comprovar as solu¢bes dos
problemas, acbes e objetos sado interligados, mediante argumentacfes e
raciocinios; cada nivel de ensino permite que se use determinado tipo de
argumentacdo na validagdo dos resultados, desde demonstragdes informais,
generalizagcfes, contra-exemplos até demonstracdes formais. De acordo com o
tipo de argumentacado utilizado pode-se identificar a ampliacdo do significado do

objeto em estudo.

Essas categorias séo estabelecidas pelo autor, como constituintes
primarios de outros objetos mais complexos ou de organiza¢cdes matematicas. Em
relacdo a Teoria Antropoldgica do Didatico, pode-se considerar que as situacées
e as acbes pertencem a componente pratica (préxis), enquanto os conceitos,
propriedades e argumentos, a componente tedrica (logos), sendo a linguagem
uma nova componente introduzida na Teoria das Funcbes Semidticas, que esta
presente de modo intrinseco e constitutivo na praxis e no logos (GODINO, 2003,
p. 118). Para cada componente de significado descrita, o autor considera cinco
facetas ou dimensdes duais do conhecimento de acordo com o jogo de

linguagem™ do qual participam; séo elas:

1. Institucional e pessoal: dependendo do interesse no estudo, pode-se considerar

0 sujeito individual (pessoal) ou documentos curriculares, livros texto, explicagdes
do professor na sala de aula que tém conota¢cfes normativas ou convencionais
(institucional), ou ainda, a interacdo em ambos. Godino (2003) distingue quatro
tipos de significados institucionais e trés pessoais, classificando-os, também, de
acordo com o carater a priori e a posteriori, conforme seja ele antes de se iniciar o

processo instrucional propriamente dito, ou n&o.
TIPOS DE SIGNIFICADO INSTITUCIONAL

de referéncia: textos matematicos, orientacdes curriculares, consideracbes de

especialistas, conhecimento pessoal do professor (a priori).

pretendido: baseado nos significados de referéncia, o professor seleciona, ordena

e delimita os elementos que serdo desenvolvidos com os alunos, levando em

19 «Consideramos jogos de linguagem, qualquer fragmento de nossas praticas linguisticas

efetivamente realizadas; nas situac6es comunicativas especificas devemos buscar o significado
em uso dos termos e expressdes matematicas.” (GODINO, 2003, p. 114, traducao nossa).
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consideracdo o tempo disponivel, os conhecimentos prévios e 0S meios

instrucionais disponiveis (a priori).

implementado: os significados que, efetivamente, tém lugar no desenvolvimento

em sala de aula; podem ocorrer mudancas em relacdo ao que estava pretendido

(a posteriori).

avaliado: refere-se a conteddo que consta das provas, tarefas e observacdes
relacionadas ao que foi, efetivamente, desenvolvido em sala de aula (ndo se

refere ao que os alunos responderam, mas, ao que foi proposto) (a posteriori).
TIPOS DE SIGNIFICADO PESSOAL

(em todos os casos, pode-se analisar sob o aspecto a priori ou a posteriori,
dependendo de se considerar como expectativa do professor ou resultado

efetivamente comprovado)

global: refere-se a totalidade dos conteudos que os alunos sdo capazes de

manifestar potencialmente em relacdo a um objeto.

declarado: refere-se a tudo que é expresso nas provas de avaliagdo propostas
aos alunos, incluindo resultados corretos ou n&do, sob o ponto de vista
institucional; aqueles em desacordo com o institucional sédo considerados erros de

aprendizagem.

logrado: refere-se ao significado pessoal declarado que esta conforme a pauta
institucional estabelecida.

A analise ontoldgica-semiotica € a indagacéo sistematica dos significados
(conteudo das funcdes semidticas) postos em jogo. A dialética entre os aspectos
pessoais e institucionais dos objetos e significados reflete-se nos proprios objetos
de ensino e de aprendizagem, permitindo caracterizar esta Ultima como uma
aproximacao progressiva entre os dois tipos de significado e identificar as
dificuldades em termos de conflitos semidticos (discordancias ou disparidades
entre os significados. Assim, se o receptor da informacédo nédo dispuser de cédigos
necessarios para interpretar uma mensagem ou O emissor ndo apresentar
elementos explicitos para a ativacdo do codigo pertinente, um conflito semidtico
podera ser produzido e, portanto, uma descontinuidade no processo instrucional

terd lugar) e complexidade dos objetos mateméaticos (GODINO, 2003, p. 138, 172,
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231). Este estudo pode explicar, ao menos em parte, as dificuldades dos alunos e

as limitac6es das competéncias e compreensdes matematicas postas em jogo.

2. Elementar e sistémico (unitario e composto): essa faceta prevé considerar um

objeto como unidade elementar ou com certa organizacéo, estruturada dentro de

um sistema de objetos relacionados.

3. Ostensivo e nédo-ostensivo: como definiu o autor, a linguagem é considerada

como a faceta ostensiva dos objetos matematicos; ela é o meio pelo qual se
expressam 0s objetos ndo-ostensivos, além de ser instrumento para sua
constituicdo e desenvolvimento. Por outro lado, as entidades linguisticas tém
também uma faceta ndo-ostensiva, ja que o sujeito (individual) pode pensar na
palavra sem mostra-la exteriormente. Nessa teoria, as dimensdes: ostensivo e
ndo-ostensivo podem ser aplicadas a qualquer objeto; um calculo pode ser
realizado por uma pessoa de modo ostensivo ou mental, como se 0s objetos

ostensivos também pudessem funcionar como nao-ostensivo.

4. Exemplar e tipo (concreto e abstrato): pretende-se estudar os conflitos

provocados pelas generalizagcbes nos processos de ensino e aprendizagem.
Muitas vezes, em um estudo particular, € necessario esclarecer se a solugao
encontrada refere-se aquele objeto especificamente ou se ela pode ser estendida
para qualquer elemento da classe de objetos a que ela pertence. Por exemplo, se
X ~ P(2,5), entdo, X = 2 é o valor com probabilidade méaxima; essa propriedade
pode ser generalizada: se X~P(it), entdo, X = [At] (fungcdo maior inteiro contido)

€ o valor com probabilidade maxima.

5. Expresséo e conteudo: permite considerar o carater essencialmente relacional

da atividade matematica. Quaisquer dos componentes citados podem ser
considerados como desempenhando papel de expressdo ou de conteudo nas

funcdes semidticas, como ja foi apresentado.

Um esquema que sintetiza o modelo ontolégico-semidtico € apresentado
na Figura 2. A linguagem ocupa um lugar central, pois o autor a considera o ponto
de entrada para as outras entidades. (GODINO, 2003, p.145).
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INSTITUCIOMNAL
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 PE—| =
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Fonte: Godino (2003, p. 146)."

Figura 2. Componentes e facetas da cogni¢cao matematica.

No presente estudo, o uso da Teoria Antropoldgica do Didatico e da Teoria
das FungbBes Semidticas ndo se considera conflitante, visto que a segunda é
fundamentada em muitos pressupostos da primeira e tendo em vista que se vai
fazer apenas um recorte para a fundamentacdo necessaria; a sutil diferenca
existente entre as concepcoes de objetos ostensivos e ndo-ostensivos ndo afeta a
aplicacao objetivada (GODINO, 2003, p. 142).

1.3 FUNDAMENTOS METODOLOGICOS

A escolha da Engenharia Didatica, como método de pesquisa deve-se, sobretudo,
a aspiracao, desde as primeiras reflexfes deste trabalho, para realizar um estudo
experimental baseado em uma realizacdo didatica, isto €, concepcéo, realizacao,
observacéo e andlise de uma sequéncia de ensino sobre o Modelo de Poisson.
Desde a época do surgimento da Didatica da Matemética sdo discutidas as
relacdes entre pesquisa e uso de seus resultados no sistema de ensino. No inicio

dos anos 80 do século XX, com essa preocupacdo, a Engenharia Didatica foi

" Traducao nossa.
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sendo construida como um conjunto de aulas sequenciais organizadas a fim de
desenvolver um projeto de ensino para uma populacdo de alunos e, ao mesmo
tempo, referir-se a uma metodologia de pesquisa, especialmente (til para a
complexidade da sala de aula (DOUADY, 1987; ARTIGUE, 1988). Com essa
dupla preocupacéo, a Engenharia Didatica foi adotada como método de pesquisa

para o presente estudo.

Além disso, as primeiras leituras, relacionadas ao tema, indicaram o uso da
Modelagem Matematica no desenvolvimento do trabalho com os alunos;

acrescenta-se, ainda, que:

[...] grande parte da atividade matematica (e particularmente a
estatistica) pode ser descrita como um processo de modelagem
[...] um exemplo notavel de modelagem estatistica a partir de um
problema pratico sdo as distribuicbes de probabilidades, que
permitem descrever de forma sintética o comportamento das
distribuicdes empiricas de dados estatisticos e fazer predi¢bes
sobre o seu comportamento. (BATANERO, 2001, p. 1).*

Segundo Henry (1997), apesar dos muitos esquemas de Modelagem
Matematica existentes, um estudo sobre o assunto culminou na opcéo de se fazer
uma interpretacdo do processo de modelagem, como método norteador do
desenvolvimento da sequUéncia de ensino pretendida, por contemplar etapas

consideradas essenciais, na analise preliminar deste estudo.

Algumas nocdes sobre Engenharia Didatica e Modelagem Matematica séo

apresentadas a seguir.

1.3.1 ENGENHARIA DIDATICA

O nome Engenharia Didatica deve-se a comparacdo do trabalho de um
engenheiro, no caso um professor, que prepara um projeto de ensino para uma
populacdo de alunos. Como no caso do engenheiro, o projeto fundamenta-se em
conhecimentos cientificos, mas, diante de situagcdes mais complexas do que as
previstas, precisa fazer escolhas e tomar novas decisfes, sendo, portanto, um

processo dindmico de adaptacdo as condi¢cdes encontradas.

' Traducao nossa.
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Os objetivos de uma pesquisa, que utiliza a Engenharia Didatica como
método, sdo: estudo de processos de aprendizagem de um dado conceito,
aprendizagem de métodos de trabalho em grupo, estudo e aplicacdo de
estratégias didaticas como, por exemplo, o problema em aberto, o debate
cientifico, entre outros. A singularidade desse método néo esta s6 nos objetivos
didaticos, mas também nas caracteristicas de seu funcionamento metodologico,

gue sera brevemente apresentado a seguir.

Na Engenharia Didatica, quatro fases podem ser distinguidas: (1) analises
preliminares, (2) concepcdo e analise a priori das situacdes didaticas da
engenharia, (3) experimentacdo e (4) andlise a posteriori e validacdo. No que se

segue, cada uma dessas fases é descrita, considerando o presente estudo.

(1) ANALISES PRELIMINARES: estudo histérico e epistemologico do Modelo de
Poisson e analise de livros didaticos sob o ponto de vista da organizacao didatica
e matematica, visando a identificacao de dificuldades e obstaculos relacionados a
esse conteudo. Determinagdo, com base nesse estudo, de elementos do
significado institucional de referéncia do Modelo de Poisson.

(2) CONCEPGAO E ANALISE A PRIORI: construcdo de uma seqiéncia de ensino
e realizacdo de um experimento piloto a fim de fazer os ajustes necessarios;
elaboracdo de um plano de desenvolvimento da fase experimental, com previsado
das agbes do professor e dos alunos no transcorrer das atividades propostas.
Nessa fase, como expectativa, sdo descritos: o0 numero de sessfes ou encontros,
0 tempo previsto para cada uma, o ambiente a ser utilizado, o conteudo a ser
desenvolvido, 0s objetivos a serem alcancados e a forma de identificar a
aprendizagem em cada situacgao.

Em razdo das caracteristicas tedricas que fundamentam o presente
trabalho, cada encontro € composto de uma ou mais atividades, tendo, em cada

uma, 0s seguintes topicos de desenvolvimento:
v’ tarefa: atividade proposta;

v técnica didatica: estratégia do professor para executar a tarefa didatica;

v bloco tecnoldgico/teérico e analise_a priori: explicacdes e justificativas da

técnica didatica a ser adotada, objetivos, respostas de acordo com o significado
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institucional de referéncia, técnicas que os alunos podem se valer na realizacéo
da tarefa proposta, expectativa de solucédo dos alunos (elementos de significado

pessoal global).

Ao final de cada encontro os elementos de significado institucional
pretendidos sao identificados e selecionados dentre aqueles de referéncia,

citados nas analises preliminares.

(3) EXPERIMENTACAO: esta € a fase classica do desenvolvimento do trabalho
com os alunos. Em cada encontro, uma analise a posteriori dos resultados é feita,
tendo em vista uma adaptacdo as condi¢cdes encontradas e aos objetivos fixados.
Os elementos de significado pessoal declarados pelos alunos sdo analisados e
podem sugerir alteracbes nas sessdes subsequentes, caso n&do estejam em
acordo com agueles de significado institucional de referéncia.

(4) ANALISE A POSTERIORI E VALIDAGCAO: esta analise engloba os
comportamentos do professor e dos alunos, as producdes, individuais ou em
grupo e o levantamento dos elementos do significado pessoal declarado pelos
alunos, cuja confrontacdo com os institucionais de referéncia possibilita a
identificacdo da aprendizagem que, efetivamente, teve lugar no estudo realizado,

e dos erros de aprendizagem.

A validacao das hipoteses, consideradas no projeto de engenharia, se da
pela confrontagdo entre as duas andlises: a priori e a posteriori; como ela é feita

dentro do proprio processo, diz-se ser interna.

1.3.2 MODELAGEM MATEMATICA

A opcao de se fazer uso da Modelagem Matematica, como método norteador da
intervencdo de ensino pretendida, fundamenta-se nas publicacbes de Henry
(1997 e 2003), Coutinho (2001), Batanero, Tauber e Sanchez (2001), Girard
(1997), citados anteriormente. Nao se pretende apresentar aqui um estudo a
respeito desse tema, que pode ser encontrado em Barbosa (2001), mas, apenas

alguns aspectos, a fim de situar a abordagem que sera adotada nesta pesquisa.
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Bassanezi (2002) escreve que a Modelagem Matematica pode ser usada
como meétodo de pesquisa e, também, como estratégia de ensino e
aprendizagem. Para Bienbengut e Hein (2000), a construcdo de modelos
matematicos, ou seja, relacbes matematicas para estudar, representar e inferir
sobre fendmenos observados, surgiu durante o Renascimento com a
apresentacao, em linguagem e tratamentos matematicos, de idéias da Fisica; ja
na Educacdo, a Modelagem Matematica € recente e vem ganhando espago nas
ltimas trés a quatro décadas.

A origem da Modelagem Matematica foi a Matematica Aplicada que tem
como objetivo a construcdo de modelos matematicos para problemas colocados
por outras areas do conhecimento, cujas concep¢des encontradas na literatura
sao semelhantes; Matos, assim, o define:

Um modelo mateméatico de um objeto ou fendmeno real pode ser
visto como um conjunto de regras ou leis de natureza matematica,
gue representam adequadamente o objeto, ou o fendmeno na
mente de um observador. Portanto, um modelo matemaéatico
consiste em uma estrutura matematica que oferece uma
aproximacdo dos tracos essenciais de uma determinada
realidade. (MATOS, 1995, p. 14).

Um exemplo historico de Chevalier de Méré (1607-1684) (apud ZAQUI,
1992, p. 9) ilustra a dificuldade e a importancia de se criar um Modelo: pode-se
constatar que, jogando-se um grande namero de vezes trés dados, a soma 11
ocorre com mais freqiéncia que a soma 12. Isso parece contraditério com o fato
de que qualquer dessas somas € possivel de ser obtida de seis maneiras

distintas, a saber:
Soma 11: 3+3+5, 3+2+6, 4+1+6, 4+2+5, 5+5+1, 4+4+3.
Soma 12: 4+4+4, 4+3+5, 4+2+6, 3+3+6, 2+5+5, 1+6+5.

Pascal (1623-1662) resolveu esse problema, imaginando que os trés dados

fossem de cores diferentes e, dessa forma, tem-se:

Somall: (3,3,5), (3,5,3), (6,3,3), (3,2,6), (3,6,2), (2,3,6), (2,6,3), (6,2,3),
(6,3,2), ... totalizando 27 casos.

Somal2: (4,44), (4,3,5), (4,5,3), (3,45), (3,54), (534), (54.3), (4,2,6),
(4,6,2), (6,2,4), (6,4,2), (2,4,6), (2,6,4),...totalizando 25 casos.
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Pode-se dizer que o modelo inicial ndo era adequado, enquanto o modelo
dos trés dados de cores diferentes possibilitou um estudo suficiente para validar a

situagcao experimental observada.

A respeito dos modelos matematicos, D'Ambrésio escreve:

[...] sdo caracterizados pela natureza dos parametros que se
escolhem, que devem ser pardmetros quantificaveis e sujeitos a
um tratamento mateméatico. Sempre serd necessario selecionar
parametros e, portanto, também o modelo matematico € uma
aproximacao do real. Mas devera ser evitado o distanciamento da
realidade e nesse caso se torna necessdria uma avaliacdo, a cada
instante, da adequacdo do modelo [..] naturalmente para
processar um modelo com um nUumero maior de parametros
necessitamos um instrumental disciplinar maior. Dai o grande
avanco que teve a modelagem quando surgiram calculadoras e
computadores. (O’AMBROSIO, 1999).

Levando em consideracdo que, ao observar um fenbmeno, apenas alguns
aspectos sdo selecionados, enquanto outros sdo descartados e, ao representa-los
ja estamos fazendo abstracbes e simplificac6es da realidade observada. Henry
(1997, p. 78) define: “um modelo é uma interpretacdo abstrata, simplificada e
idealizada de um objeto do mundo real, de um sistema de relagdes, ou de um
processo evolutivo que surge de uma descricdo da realidade.™®

Um aspecto citado por Batanero (2001) refere-se a representatividade de
um modelo matematico e suas implicacées. Segundo Matos (1995), modelo e
realidade (situacdo modelada) sdo facilmente identificados; € muito importante
sublinhar a necessidade de separar o modelo da realidade que ele pretende
representar, pois, tal identificacdo pode levar a tomar o fendbmeno como algo
controlavel, que muitas vezes, ndo o é, e a acreditar que o modelo esta, de fato,
representando fielmente esse fenbmeno. O autor tece criticas ao valor
representativo dos modelos matematicos, refere-se ao fato de que, dependendo
dos objetivos visados e do modo de encarar a realidade, diferentes modelos
podem ser criados para um mesmo fendmeno e que as condi¢des e a finalidade
para a qual ele foi construido devem ser explicitadas, permitindo, assim, uma
possivel utilizacdo ou comparagdo com outros; Batanero (2001) acrescenta que o
melhor modelo ndo é aquele que mais se aproxima das observag¢des, mas, sim,

aguele que, sendo simples, proporciona uma boa aproximacao.

'® Traducao nossa.
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Sob o ponto de vista da Matematica Aplicada, a Modelagem Matematica &
entendida, como um processo que tem origem na realidade e visa a construcao
de um modelo matematico dessa realidade. Esse processo é descrito, por varios
autores, em etapas sequenciais, formando um ciclo que pode ser repetido até que
o modelo matematico aproxime-se da situacdo a ser modelada, e diferem na
esquematizacdo do ciclo e no detalhamento das etapas. A titulo de ilustracéo,

alguns deles sao apresentados nas Figuras 3 a 6 e nos Quadros 1 e 2.

Internacionalmente a 1% International Conference on the Teaching of
Mathematical Modeling and Applications (ICTMA — 1, 1984) pode ser considerada
um marco inicial da relacdo Modelagem Matematica e Ensino da Matematica. No
Brasil, os primeiros estudos datam da década de 1970, provenientes da
Universidade Estadual de Campinas e da Pontificia Universidade Catdélica do Rio
de Janeiro. Sua consolidacdo, porém, s6 se deu no inicio dos anos 80 com o

Professor Rodney Bassanezi, sob influéncia do Professor Ubiratan D'Ambraosio.

> F laca 3. Obtencéo
e . Formulacéo da solucio
1. Identificagéo > do modelo . . fi

do problema - matematica

matematico do modelo
real
. - V
6. Escrita do 5. Comparagéo N
relatério e < com a 4. Interpretggao

apresentacéo realidade da solugéo
dos resultados

Fonte: Edwards; Hamson. (1990, p. 44 apud BARBOSA, 2001, p. 15).

Figura 3. Esquema de Modelagem Matematica

formulacao

Mundo Mundo
Real Matematico

~_ 7

interpretacao

Fonte: Berry; Houston. (1995, p. 24 apud BARBOSA, 2001, p. 15).

Figura 4. Esquema de Modelagem Matematica
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Fonte: Bassanezi. (1994, p. 64 apud BARBOSA, 2001, p. 15).

Figura 5. Esquema de Modelagem Matematica
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Fonte: Kerr; Maki. (apud MATOS, 1995, p. 20).
Figura 6. Modelagem para a sala de aula

Quadro 1. Ciclo da modelagem

O ciclo da Modelagem é um conjunto de processos organizados nas etapas

seguintes:

v identificacdo dos aspectos da realidade que interessa modelar;

v’ selecdo dos objetos, relages e outros elementos que sao relevantes;

v idealizacdo dos dados anteriores sob uma forma adequada para a sua
representacdo matematica;

v'escolha de um universo matematico adequado para estabelecer o modelo;

v’ traducgdo para a matematica dos aspectos selecionados da realidade;

v' estabelecimento de relacbes matematicas entre os objetos traduzidos,
explicitando os pressupostos formulados e as propriedades encontradas;

v' uso de métodos matematicos para a obtencdo de resultados matematicos
e conclusoes;

v interpretacao dos resultados e conclusdes em funcdo da realidade original;

v’ avaliacdo do modelo, confrontando-o com a realidade, ou comparando-o
com outros modelos, ou ainda, com a teoria existente;

v" modificacdo do modelo ou construcdo de um novo modelo, se necessario,
percorrendo novamente 0s estagios anteriores.

Fonte: Niss. (1987 apud MATOS, 1995, p. 18-19).
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Quadro 2. Esquema de Modelagem Matematica

ETAPA OBJETO DE ACAO ATIVIDADE ESPERADA
Descricdo simplificada dos elementos
. Estudo de um fenémeno real ou pertinentes para o problema proposto.
Realidade . A .
de um processo experimental. Aplicacao de um protocolo experimental.
Tal descricdo é filtrada por um olhar tedrico.
Situacéo genérica, Apresentacdo em linguagem corrente ou
descontextualizada, esguematica, validagéo retorica da analogia
Modelo abstratamente portadora de com a descricdo precedente. Confrontacéo
pseudo- propriedades do objeto de estudo. das hipoteses do modelo com os elementos
concreto Hipéteses do Modelo: em geral  correspondentes da descrigdo. Conjecturas
implicitas, porém explicitas para o sobre as propriedades do modelo
contexto particular. respondendo a guestéo.

Colocar em equacfes ou formalizacéo: a
Conjunto de equacdes ou de partir das leis do fenémeno estudado e dos
Modelo formalizagcbes matematicas conhecimentos teéricos do Modelo pseudo-
Matematico  representando as propriedades do  concreto, escrever matematicamente as
Modelo e as hip6teses admitidas. relacdes assinaladas entre as variaveis,
num determinado quadro tedrico.

Propriedades do Modelo Demonstracao de resultados tedéricos
Estudo Matematico, decorrentes das internos ao Modelo Matematico. Enunciado
Matematico hipéteses e das teorias formal de uma resposta ao problema
matematicas usadas. matematico proposto.

Formulagdo em termos correntes
dos resultados obtidos. Comparacao dos resultados numéricos ou
Recontextualizagdo. Confrontagcdo  qualitativos com os dados experimentais
do Modelo completado por esses correspondentes. Avaliacdo da margem de
resultados com as informacdes erro e da aceitabilidade do Modelo.
acessiveis da realidade.

Confrontacdo
Modelo-
Realidade

A apreciagdo da validade e da generalidade
do Modelo supde um conhecimento de
especialista da situacao estudada. Nao é
mais uma tarefa do matematico. O
especialista relativizara as conclusoes,
explicacbes e generalizacdes resultantes
do estudo matemético em funcéo das
hipéteses.

Extensdo da validade do Modelo a
outras situagfes anélogas,
condicdes e generalizacdes.
Previséo dos resultados nas
novas situacoes.

Generalizacéo
e previsdes

Fonte: Henry. (1997, p. 81-83)"*
A Modelagem Matematica pode ser proposta para desenvolver o contetudo

programatico a partir de um tema; neste caso, o aluno é orientado a construir o

seu préprio modelo e os objetivos sao:

v aproximar da matematica uma outra area do conhecimento;

v enfatizar a importancia da matematica para a formacdo do
aluno;

despertar o interesse pela matematica ante a aplicabilidade;
melhorar a apreensdo dos conceitos matematicos;

desenvolver a habilidade para resolver problemas;

estimular a criatividade. (BIEMBENGUT; HEIN, 2000, p. 18).

ANANENRN

* Traducao nossa
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Para colocar em pratica esse projeto, os autores sugerem ao professor
cinco passos: DIAGNOSTICO: numero de alunos, realidade socioecondmica, tempo
de aula, tempo extra-classe dos alunos para pesquisar, conhecimento matematico
que os alunos possuem; ESCOLHA DO TEMA: pelos alunos ou pelo professor,
podendo ser bimestral, semestral ou um Unico tema, de acordo com as condicoes,
motivagdo e interesse; DESENVOLVIMENTO DO CONTEUDO PROGRAMATICO: O
professor deve seguir as etapas do processo de modelagem: conhecer a
situacao-problema, desenvolver o conteddo matematico necessario para
formulacédo e resolucdo do problema com apresentacao de exercicios analogos e
interpretacdo-validacdo do modelo matematico; ORIENTACAO DE MODELAGEM:
reunides para acompanhamento e orientagdo desde a escolha do tema,
pesquisas, elaboracdo do modelo matematico, resolucdo dos problemas,
exposicao oral e escrita dos trabalhos e AVALIACAO DO PROCESSO: 0 professor deve
avaliar o grau de aprendizagem do aluno por meio de suas observacfes no
desenvolvimento dos trabalhos, provas e exercicios. A Modelagem Matematica
como metodologia de ensino e aprendizagem “parte de uma situacao/tema e
sobre ela desenvolve questdes que tentardo ser respondidas, mediante o uso de
ferramental matematico e de pesquisa sobre o tema.” (BIEMBEGUT; HEIN, 2000,
p. 28).

Os conceitos sobre a Modelagem da Matematica Aplicada nem sempre
podem ser transferidos automaticamente para o campo da Educacdo Matematica,
pois, neste caso, ndo conduz, obrigatoriamente, a construcdo de modelos
propriamente ditos, no sentido de estabelecer relagcbes matematicas entre

variaveis consideradas relevantes ao fenébmeno. (BARBOSA, 2001, p. 36).

Tendo em vista a pretensao desta tese, 0 uso que se faz da Modelagem
Matematica é norteado pelos pressupostos da Matematica Aplicada; entre os
esquemas propostos estudados, o de Henry (1997) foi 0 que mais se aproximou
das aspiracbes deste projeto e, por esse motivo, foi escolhido para servir de
fundamento na concepcao da sequéncia de ensino. No processo de Modelagem,
Henry (1997) distingue duas etapas, por terem competéncias distintas e, portanto,
requererem contratos didaticos diferentes; séo elas: observacdo e descricdo de

uma situacao real e formalizacdo do Modelo Matematico. Na primeira, escolhas



CAPITULO 1 - Problemética - fundamentos teéricos e metodolégicos 56

sao feitas, apoiando-se em conhecimentos cientificos, a fim de reter, o que parece
pertinente, tendo em vista o problema proposto. Além disso, ha a necessidade de
uma fase de experimentacdo que requer a elaboracdo de um protocolo
experimental, ou seja, um conjunto de instrucdes precisas a serem seguidas para
que a experiéncia possa ser realizada ou reproduzida. Na segunda, os alunos
precisam ser capazes de representar e manipular simbolicamente as relacées
obtidas, a fim de encontrar uma resposta ao problema proposto, além de validar e
generalizar os resultados obtidos. Ao concluir, o autor salienta que a etapa de
identificar as hipoteses do Modelo, como também a etapa de validacdo sao
delicadas e ha necessidade de um conhecimento especializado do fendmeno

estudado.

No que se segue, cada capitulo corresponde a uma fase da Engenharia
Didética, método de pesquisa que norteia o desenvolvimento desta tese.



CAPITULO 2

ANALISES PRELIMINARES

Este capitulo corresponde a primeira fase da Engenharia Didéatica; em seu inicio,
sao apresentados alguns aspectos epistemologicos e histéricos que antecederam
a criacdo do Modelo de Poisson, assim como o modo e a situacdo em que ele foi
introduzido; na sequéncia, alguns livros didaticos sdo analisados, sob o ponto de
vista matematico e didético, valendo-se de fundamentos da Teoria Antropoldgica
do Didatico; finalizando, séo feitas consideracdes sobre o significado institucional

de referéncia do objeto de estudo, conforme a Teoria das Func¢des Semidticas.

2.1 EPISTEMOLOGIA E HISTORIA

O estudo de questbes epistemoldgicas, evolucdo histérica dos conceitos e
obstaculos relacionados a Teoria das Probabilidades, segundo Batanero e
Serrano (1995), pode ajudar a entender as dificuldades de aplicacdo dos

conceitos na resolucéo de problemas, ainda hoje observadas.

Struik apresenta seis aspectos que tornam o estudo da historia da

matematica atrativo:

1) ele satisfaz o desejo de muitos de nos de sabermos como as
coisas em matematica se originaram e se desenvolveram; 2) o
estudo de autores classicos pode oferecer uma grande satisfacéo
em si mesmo, mas também pode ser um auxiliar no ensino e na
pesquisa; 3) ele ajuda a entender nossa heranca cultural, ndo
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somente através das aplicagbes que a matemética teve e ainda
tem na astronomia, na fisica e em outras ciéncias, mas também
devido as relac6es que ela teve e ainda tem com campos variados
como a arte, a religido, a filosofia e as técnicas artesanais; 4) ele
pode proporcionar um campo onde o especialista em matematica
e o0s de outros campos da ciéncia podem encontrar interesse
comum; 5) ele oferece um pano de fundo para a compreenséo das
tendéncias em educacdo matematica no passado e no presente;
6) podemos ilustrar ou tornar mais interessante 0 seu ensino e
conversacgido com historietas. (STRUIK 1985, p. 213)."°

Na Teoria das Probabilidades, as controvérsias ndo séo de tipo técnico, ja
que se tem uma axiomatizacdo satisfatoria, sem contradicfes e paradoxos, a de
Kolmogorov (1903 — 1987) de 1933, mas sao relacionadas a natureza dos objetos

que se representam por meio da probabilidade:

A preocupacdo pelo significado dos termos e conceitos
matematicos leva diretamente a indagacao sobre a natureza de os
objetos matematicos, a reflexdo ontoldgica e epistemolédgica sobre
a génese pessoal e cultural do conhecimento mateméatico e sua
mutua interdependéncia. (GODINO, 2003, p. 30). *°

Uma das no¢des mais antigas é a de acaso, cuja origem deve-se aos jogos
de azar, relativamente comuns nas primeiras dinastias da civilizacdo egipcia, por
volta de 3500 a.C. O jogo de dados data, provavelmente, de 3000 a.C. com 0s
arabes e, por muitos séculos, o acaso foi motivo de reflexdo de grandes
pensadores como Aristételes que defendia a idéia de que tudo o que existe deve
ser atribuido ou a natureza, ou a arte, ou ao acaso. De Moivre (1667 — 1754)

usava a providéncia divina para justificar o acaso (MILONE, 2004, p. 57 e 343).

Embora existam dados estatisticos coletados sistematicamente na
Antiguidade e ldade Média, como os censos de Roma da época imperial, o estudo
formal da Teoria das Probabilidades tem seu inicio na Franca, a partir de
indagacdes sobre jogos de azar, que eram para os franceses de entdo, habito
elegante e sem nenhuma restricdo legal; costumeiramente, 0s ricos investiam
grandes somas em jogos e solicitavam aos intelectuais da época, avaliacdes dos
riscos envolvidos (MILONE, 2004, p. 345).

A versdao melhor aceita considera como marco inicial da Teoria das

Probabilidades, a correspondéncia, em 1654, entre Pascal (1623 — 1662) e

'* Traducao de Célia R.A.Machado e Ubiratan D'Ambrésio.
'® Traducao nossa.
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Fermat (1601 — 1665) sobre um problema colocado por Antoine Gombaud
(Chevalier De Méré, 1607 - 1684) de como repartir o valor apostado em um jogo
honesto de cara ou coroa, cuja vitéria deveria ser daquele que primeiro obtivesse
trés vitérias, mas, que fora interrompido, quando um jogador tinha duas vitérias e
0 outro, uma. Ainda em 1654, Pascal refere-se a probabilidade, como uma
matéria ndo explorada (reparticdo do acaso nos jogos) e apresenta a Academia
de Paris um novo tratado, a Geometria do Acaso (MARTIN, 1996, p. 44).

Para Cournot (1801 — 1877), Jaques Bernoulli (1654 — 1705) foi o primeiro
responsavel pela confuséao entre as nocdes de chance e de probabilidade, pois as
usava de maneira equivocada e deve-se a Poisson (1781 — 1840) a formulacao
explicita da distingdo entre elas no liviro Recherches sur la probabilité des
jugements en matiére criminelle et en matiére civile (1837), em que chance devia
ser aplicada aos eventos (independente do conhecimento que se tem sobre o
fato), enquanto probabilidade era relativa aos conhecimentos; mas ele também

nao respeitou essa distingdo em seu livro, que s6 foi estabilizada com Cournot.

Deve-se a Jaques Bernoulli o termo probabilidade a priori, para o caso de
se considerar eventos equiprovaveis, enquanto probabilidade a posteriori servia
para medir a probabilidade de um evento a partir da observacdo de sua
frequéncia relativa em um namero suficientemente grande de eventos (MARTIN,
1996, p. 67).

A Teoria das Probabilidades comecgou a ganhar seu espa¢co no dominio da
matematica com Laplace (1749 — 1827), Poisson e Cournot. De inicio, ela ndo
aparece como uma teoria de matematica pura, mas, como um conjunto de
modelos matematicos indissociaveis de suas aplicagdes. No século XVIII esses
modelos foram reunidos sob a denominacdo de matematicas mistas (separadas
da matematica, que na época referia-se a Aritmética e a Geometria). A Analise
Combinatoria ja era considerada uma ciéncia abstrata e racional e a probabilidade
foi definida como a relagédo entre 0 numero de chances favoraveis ao evento e o
namero total de chances, por Cournot. Assim, tem-se o Calculo das
Probabilidades fundamentado na Analise Combinatéria e no Calculo Integral
(MARTIN, 1996, p. 43, 77 e 78).

Na segunda metade do século XIX, a probabilidade matemética foi aplicada
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no dominio biolégico e nas ciéncias sociais que, na época era conhecida como
estatistica moral, integrada a probabilidade dos julgamentos. Para Cournot, ndo
se tratava de medir a probabilidade de que um julgamento era justo ou injusto,
como o fez Condorcet (1743 — 1794), mas, em determinar condicbes 6timas, de

acordo com o numero de vozes no juri. A histdria da Teoria € cheia de criticas

(¢

by

em 1840, elas se referiam a objecdo em reconhecer sua cientificidade e a
contestacdo de sua legitimidade em nivel moral.'” A resposta de Poisson a
Academia de Ciéncias veio, em 1836, na obra Notes sur le calcul des probabilités,
na qual o autor diz que o Calculo das Probabilidades é tdo exato quanto a
Aritmética. (MARTIN, 1996, p. 255).

Em razao da
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U M LeeoeTmied, e 23

- pela primeira vez o

A=x7?
Modelo de Poisson.

Figura 7. Capa do livro de Poisson, 1837."

7

Observa-se que grande parte do livro é um verdadeiro tratado sobre a
Teoria das Probabilidades e a parte final versa sobre jurisdicdo. Nele sé&o

" 0 termo probabilidade, do latim probare, (a provar) designa originariamente o que é aprovado
pela autoridade.

18 site: <http:/ww-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Bookpages/Poisson10.gif> Acesso: 22 out. 2002.
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identificadas duas teorias associadas ao nome de Poisson: a generalizacdo da lei

dos grandes numeros de Bernoulli e 0 Modelo de Poisson. Este Ultimo aparece

em uma Unica pagina (206) como aproximacdo do Modelo Binomial, apresentado
na Figura 8.
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Figura 8. Livro de Poisson, 1837, p. 206."

Nesta obra, Poisson considerou uma variavel aleatoria com distribuicdo

9 Essa pagina é copia do livro: Recherches sur la probabilité des jugements en matiére criminelle

et en matiere civile, gentileza de M. Demailly, da Bibliotheque de mathématiques et d'informatique
— Ecole normale supérieure, Paris; obtida em: 24 fev. 2005.
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Binomial, onde p é o numero de repeticbes independentes do experimento de
Bernoulli. Admitindo p suficientemente grande, o nimero de sucessos dificilmente

ultrapassa um certo valor n. Assim, sendo Y a variavel aleatéria Binomial, tem-se

que P(Y = n) é um namero “muito pequeno”, dado por:

BT s) - = (s )

n n —-n n
=2 “'(“'l)'""(“'mrl)(l-g] (1-9j eseaproximadem—le'm.

n! " 1) 1) n!
0 1 2 n

Tem-se, portanto, que P(YSn)z(w—+m—+m—+...m—]e‘“’é a
or 1 2! n!

probabilidade de que um evento, cuja chance a cada prova é a fragcdo muito

T . : . -
pequena —, nao ocorra mals do gue n vezes, em um numero p de repeticoes.
u

Poisson continua com os argumentos e apresenta o caso, quando n = 0,

@ e, portanto, a probabilidade de que o evento

para o qual setem P(Y =0)=¢e
ocorra pelo menos uma vez sera dada por: P(Y>1)=1-P(Y=0)=1-¢e ™. Ele
comenta que, se n € um numero pegueno, o valor de P(YSn)pouco difere da

unidade. Assim,

W~P(1 n+1 n+1
a) PiY<n)=1--—2 _e®--2 _e®_ =
n P(W=n) (n+2)! (n+1)!
0 0,36787944 "L - o2
=1- e "’ 1+ + +...
1 0,36787944 (n+12)! n+2 (n+2)n+3)
2 0,18393972 _
3 0,06131324 1-P(Y <n)= w'e © 2y o +
! B (n+2) n+2 (n+2)n+3)
4 0,01532831
5 0,00306566  Elo exemplifica, considerando w=1 e n = 10, obtendo
6 0,00051094 0
1 _ L
7 0,00007299 1-P(Y <10)=1- Zme 1 préximo de 0,00000001,
8 0,00000912 k=0K"
9 0,00000101 como se pode constatar nos célculos ao lado.
10 0,00000010

Neste texto, é possivel identificar a aproximacao
1-P(W<10)= 0,00000001
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entre os Modelos Binomial e Poisson, isto &, entre (“J[Ej (1—9] e w—e‘ﬁj )
n u H

Esses resultados ganharam maior credibilidade, quando Antoine-Augustin
Cournot (1801-1877) publicou em 1843, o livro: Exposition de la Théorie des
chances et des probabilités, cujas paginas: 331 e 332 contém célculos que
validaram a aproximacdao feita por Poisson. A capa desse livro € apresentada na

Figura 9.

ESEisrr 4

(s CHANCES

DS PHORAKILITES

FaRik

EINE ITEJH R L rarersTa
— . ww =g

Figura 9. Capa do livro de Cournot, 1843.%°

Nas referidas paginas, 331 e 332 (Figura 10), Cournot apresenta alguns
calculos que comparam os valores das probabilidades obtidas com as férmulas da
distribuicdo Binomial (com parametros duzentos e um centésimo) e aquela

apresentada na obra de Poisson (com parametro dois).

%0 Obtida no site << http://galica.bnf.fr>>. Acesso em: 23 fev. 2005.
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DES ASSURANGRS, 33
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cette derniére: formule, nous comparerons les nombres quielle
donne pour p=0,01, n==100, avec cenx que M. Lacrolx a pris

T peine de exleulor par les formules rigourenses (p. 144 de l'ou-

wrage citd dans la note précédente), et nous formecons ainsi lo
tableau siivant, dans lequel & désigne le nombre des sinistres,
{ ) 1 piobalalliié de n sinistees, P la somme des nombres ims-
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12 CHAPITRE XIV,

- Quand on prend m=100 000, |a valeur de © restant
égale & 0,001 5, ou continuant de surpasser d'un demi

pour mille le: risque assuré, on a la probabilité 5 que lo
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Figura 10. Livro de Cournot, 1843, p. 331 e 332.*

Os valores apresentados na pagina 332 foram completados na Tabela 1,

possibilitando que se visualize a proximidade entre os dois modelos e, ainda, o

complemento desprezivel, ao qual Poisson se referiu.

L Obtidas no site << http://galica.bnf.fr>>. Acesso em: 23 fev. 2005.
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Tabela 1. Comparacgao entre distribuicao Binomial e de Poisson

Y ~ B(200;0,01) W~ P(2)
n P(Y=n) P(Y<n) 1-P(Y<=n) P(W=n) P(Wsn) 1 -P(Wsn)
0 0,133980 0,133980 0,866020 0,135335 0,135335 0,864665
1 0,270666  0,404646 0,595354 0,270671 0,406006 0,593994
2 0,272033 0,676679 0,323321 0,270671 0,676676 0,323324
3 0,181355 0,858034 0,141966 0,180447 0,857123 0,142877
4 0,090220 0,948254 0,051746 0,090224 0,947347 0,052653
5 0,035723 0,983977 0,016023 0,036089 0,983436 0,016564
6 0,011727 0,995704 0,004296 0,012030 0,995466 0,004534
7 0,003283 0,998987 0,001013 0,003437 0,998903 0,001097
8 0,000800 0,999787 0,000213 0,000859 0,999763 0,000237
9 0,000172 0,999960 0,000040 0,000191 0,999954  0,000046
10 0,000033  0,999993  0,000007 0,000038 0,999992  0,000008
11 0,000006 0,999999 0,000001 0,000007 0,999999  0,000001

Os valores exibidos na Tabela 1 permitem que se observe a aproximacao
entre os valores obtidos nos dois modelos: Binomial e Poisson, como também os
pequenos valores das probabilidades excedentes, justificando que elas podem ser
desprezadas. Cournot conclui dizendo que as diferencas apresentadas sao da
ordem daquelas que podem ser negligenciadas e que, por esse motivo, ele se
sente autorizado a se servir da férmula de Poisson, para valores grandes de m e

para aqueles pequenos valores de p, como 0s que se observa na pratica.

O Modelo de Poisson tem inUmeras aplicacdes: estrelas no espaco, falhas
de materiais, cria de animais no campo, etc., que se distribuem de acordo com a
lei de Poisson; se W; é uma variavel aleatoria discreta que fornece o nimero de
ocorréncias do evento em um intervalo de dimensao t unidades, seja de tempo,
area, ou volume, entéo, a distribuicdo de probabilidades de W;, sob determinadas
condicBes (que serdo oportunamente apresentadas), € de Poisson com parametro
At e indica-se: Wt ~ P(At) e é dada por:

k
P(W, =k) =e™ @ paratodok=0,1,2,3, ....
' k!

A seguir, sdo apresentados exemplos de observacfes que se ajustam a

distribuicdo de Poisson, encontrados em Feller (1973, p. 169-174).”

2 Tradugao nossa.
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Desintegracdes radioativas: um exemplo famoso é devido a Rutherford e

Geiger (1920), no qual se observou o numero de particulas o emitidas por uma
substancia radiativa que chega a um contador durante 2608 intervalos de tempo
de 7,5 segundos cada um com k particulas (Ny). Os valores da Tabela 2 fornecem
0 numero de intervalos observados, sendo 10.094 particulas em 2.608 intervalos,
que fornece uma média de 3,870 particulas; usando esse numero, como
parametro de um Modelo de Poisson, obtém-se os valores teéricos (esperados),
NPy.

Tabela 2. Desintegragao radioativa — Rutherford, 1920

K 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 =10

[\ 57 203 383 525 532 408 273 139 45 27 16
NP\(3,87) 54,40 210,52 407,36 525,50 508,42 393,52 253,82 140,33 67,88 29,19 17,06

Fonte: Feller (1973, p.170).

Pela Tabela 2, pode-se apreciar que os valores tedricos, NPy(3,87), sao
relativamente préximos daqueles observados, Ni. A fim de julgar a precisdo do
ajuste, isto €, a magnitude das flutuagbes do acaso, o teste qui-quadrado &
indicado. Assim,

2

Ny, — NP,

2 k ki
Xcalculado = Z( I I)

P 12885 e P(;3, >12885)=0168 cercade 17%
i ki

Pode-se esperar que, em condi¢des ideais, aproximadamente 17, de 100

casos em que se faca uma comparacdo analoga a feita, apresentem ajuste pior
que aquele exibido na Tabela 2. O valor critico para X(Zg), ao nivel de 5%, por

exemplo, € 16,919 que é maior do que o calculado e, portanto, neste nivel, ndo
existem motivos para se rejeitar o ajuste entre os resultados observados e

aqueles obtidos com o Modelo de Poisson.

Bombardeios aéreos sobre Londres: esse € um exemplo de distribuicdo
espacial de pontos aleatérios e refere-se ao bombardeio aéreo sobre Londres
durante a Segunda Guerra Mundial. A area foi dividida em 576 regides de um
guarto de quildbmetro quadrado cada. A seguir, a Tabela 3 a seguir registra a
distribuicdo das 537 bombas; Nk representa o numero de areas que receberam k

bombas. Estimando o numero médio de bombas por area, 537/576 = 0,932 tem-
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se uma estimativa do parametro da variavel aleatéria de Poisson a ser ajustada

aos dados.

Tabela 3. Bombardeio aéreo sobre Londres — Segunda Guerra Mundial

K 0 1 2 3 4 =5
Nk 229 211 93 35 7 1
NP(0,932) 226,81 211,39 98,51 30,60 7,13 1,57

Fonte: Feller (1973, p. 171).

(N — NP )?

-1169 e Ply2, >117)=088.
NP, L ey > 127)

Tem-se, portanto, Xgalculado = Z
i

O valor critico para X(24), ao nivel de 5%, por exemplo, € 9,49 que € maior

do que aquele calculado e, portanto, neste nivel, ndo ha motivos para rejeicdo do
ajuste entre os resultados observados e aqueles obtidos com o Modelo de
Poisson. Pode haver uma tendéncia para achar que os pontos de ataque
deveriam ser proximos; se isso fosse verdade, deveria haver uma frequéncia
maior em areas muito ou pouco bombardeadas, do que naquelas intermediarias.
Os valores da Tabela 3 mostram que existe aleatoriedade na distribuicdo dos

bombardeios em Londres.

[ Bactérias em uma lamina de

/ . \ Petri; uma lamina (ou placa) de

Petri*® € uma embalagem de cristal

/ L = ] \ ou plastico, na qual se dispbe um

f. L . h \ meio de cultivo para se fazer crescer

\_ A - ’{ bactérias ou fungos. A Figura 11

representa uma fotografia de uma

- lamina de Petri com colbnias de

\ S L N / bactérias visiveis ao microscopio, na

o | e forma de manchas escuras.

Figura 11. Bactérias em uma lamina de Petri.

Analogamente ao exemplo anterior, a Tabela 4 contém os numeros de

23 Definicdo e figura obtidas em Mediciclopedia, no site:
<www.igb.es/diccio/p/plhtm#placa_de_petri>. Acesso em: 25 nov. 2004.
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regides que tém k manchas escuras em oito experimentos com diferentes classes

de bactérias, que podem ser obtidos analogamente ao caso anterior.
os resultados, apresentados na Tabela 4, podem ser obtidos.

Tabela 4. Contagem de Bactérias

nivel
k 0 1 2 3 4 5 6 7 2
X
Nk 5 19 26 26 21 13 8 97
NPk 6,1 18,0 26,7 26,4 19,6 11,7 9,5
Ny 26 40 38 17 7 66
NP, 27,5 42,2 325 16,7 9,1
Ny 59 86 49 30 20 26
NP, 55,6 82,2 60,8 30,0 15,4
N, 83 134 135 101 40 16 7 63
NP, 75,0 1445 1394 89,7 43,3 16,7 7,4
N, 8 16 18 15 9 7 97
NP, 6,8 16,2 19,2 15,1 9,0 6,7
N, 7 11 11 11 7 8 53
NP, 3,9 10,4 13,7 12,0 7,9 7.1
Ny 3 7 14 21 20 19 7 9 85
NP, 2,1 8,2 15,8 20,2 19,5 15,0 9,6 9,6
Ny 60 80 45 16 9 -8
NP, 62,6 75,8 45,8 18,5 7,3

Fonte: Feller (1973, p. 172).
Nota: o dltimo elemento de cada experimento inclui 0s casos maiores ou iguais ao valor de k.

Além das inumeras aplicacdes do Modelo de Poisson, nas mais variadas
situacBes, como os exemplos citados, outro aspecto, ndo menos importante e
interessante, refere-se ao Processo de Poisson, que sera brevemente

apresentado na sequéncia.

Quando se define que para cada namero real positivo t, 0 numero de
ocorréncias de um evento em um intervalo de amplitude t, sob determinadas
condicOes, tem distribuicdo de Poisson e parametro At, ndo se tem exatamente
uma unica variavel aleatoria definida. Na verdade, trata-se de uma colecao
(infinita) de variaveis aleatérias, sendo cada uma determinada pela escolha do
valor de t. Essa colecdo é conhecida como Processo de Poisson; dessa forma,
“um Processo de Poisson € gerado sempre que um evento ocorra em algum
intervalo de tempo, para o0 qual as Hipbéteses de Poisson sejam satisfeitas.”
(MEYER, 2003, p.199).

Apesar do desmembramento dessa nocao ser interessante e importante,
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nao se tem, nesta pesquisa, o objetivo de entrar no mérito do assunto. Por esse
motivo, a referéncia a ele limitar-se-a a apresentacdo de um unico exemplo de

aplicacao, obtido em Meyer (2003, p.199).

Uma peca de maquinaria, quando funciona adequadamente, da um lucro
de L reais por hora (L> 2) a uma firma. Essa peca pode falhar em momentos
inesperados; suponha que o numero de falhas da referida peca seja, em média,
At em qualquer periodo de t horas de duracédo e que ele pode ser considerado
uma variavel aleatéria, W;, com distribuicdo de Poisson. Se a maquina falhar k
vezes em t horas, sabe-se que o prejuizo sofrido (parada da maquina seguida de
reparo) é igual a (k*+k) reais; assim, o prejuizo pode ser considerado uma variavel

aleatéria dada por: W¢? + W, e, portanto, o lucro total (LT) sera dado por:
LT =L.t— (W& +W,).

Interessa saber para qual valor de t o lucro esperado € maximo, isto é,

deve-se determinar o valor de t que maximiza E(LT).
Mas, E(LT) = E(L.t — (WZ + W) = E(L.t) — E(W?) — E(W)) =
=Lt— (At +(At)?) - At = L.t—2. At - (At)2

5 horas.
2.\

Assim, o valor de t deve satisfazer: L — 2.4 -2. A%t=0 =t =

Concluindo, a fim de garantir um lucro total esperado maximo €

2.2

interessante que paradas programadas da maquina a cada horas sejam

feitas.

2.2 ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

Neste capitulo, uma andlise de livros didaticos é apresentada, valendo-se de

nocdes da Teoria Antropolégica do Didatico.

Os livros foram selecionados dentre os que sdo indicados na bibliografia de

cursos universitarios em que esse conteudo € desenvolvido, ndo se limitando aos
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de Matematica, mas incluindo também os de Engenharia e Computacao. Depois
de um breve levantamento em Instituicbes de Ensino Superior do Pais, seis livros
foram selecionados; a grande variedade de livros indicados impossibilitou a
determinacdo dos mais frequentes para fazerem parte dessa andlise. Optou-se,
portanto, por seis livros escritos em portugués, sendo dois traduzidos e quatro de
autores nacionais. Esta escolha fundamenta-se na hipotese de que a grande
maioria dos alunos em cursos de graduagdo ndo domina suficientemente a lingua
inglesa (a quase totalidade dos livros estrangeiros indicados) e sempre que a
bibliografia permite, opta por aqueles escritos em portugués. Além desse fato, a
opcdo por quatro de autores nacionais fundamenta-se na hiptese de que as
situacdes propostas devem ser mais proximas da realidade dos alunos. A busca
por elementos de significado institucional de referéncia, do objeto Modelo de
Poisson, que séo influenciados também pelo momento histérico, segundo a
Teoria das Funcbes Semibticas, motivou a escolha de livros em edicdes atuais e

das décadas de oitenta e noventa do século XX.

2.2.1 OS LIVROS SELECIONADOS PARA ANALISE

Livro 1. MAGALHAES, M. N.; LIMA, A. C. P. Nogdes de Probabilidade e
Estatistica. 6. ed. Sdo Paulo: Edusp, 2004.

Livro 2. BUSSAB, W. O.; MORETTIN, P. A. Estatistica Basica. 5.ed. Sao Paulo:
Saraiva, 2004.

Livro 3. FONSECA, J. S.; MARTINS, G. A. Curso de Estatistica. 3. ed. Sdo Paulo:
Atlas,1982.

Livro 4. MORETTIN, L. G. Estatistica Basica. 7. ed. v. 1. Sao Paulo: Makron
Books, 1999.

Livro 5. MEYER, P. L. Probabilidade. AplicacBes a Estatistica. 2. ed. Traducao de
Ruy de C. B. Lourenco Filho. Rio de Janeiro: LTC, 2003.

Livro 6. SPIEGEL, M. R. Estatistica. 3. ed. Traducédo de Pedro Cosentino. Sao
Paulo: Makron Books, 1993.
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Além das justificativas ja apresentadas para a selecdo dos livros didaticos,
acrescentam-se: Livros 1 e 2 por serem edi¢cdes de 2004, em sua sexta e quinta
edicbes, respectivamente, garantindo uma razoavel representatividade do
momento histérico atual; Livro 3, por ser da década de oitenta, em sua terceira
edicdo e por ser escrito para o Curso de Matematica; Livro 4, por ser do final da
década de noventa e, em sua sétima edicao, que justifica sua aceitacdo em um
namero razoavel de instituicbes por um bom periodo; Livro 5, por ser tradicional
nos Cursos de Estatistica, ser traduzido para o portugués e talvez aquele dentre
os mais indicados; finalmente, Livro 6, por ser traduzido e da Cole¢cdo Schaum,

gue tem exemplares em varios ramos de estudo.

2.2.2 ANALISE PRAXEOLOGICA DOS LIVROS SELECIONADOS

Na Teoria Antropoldgica do Didatico, existe uma co-determinacdo entre as tarefas
didaticas e matematicas. No presente estudo, pretende-se descrever e analisar as
organizacfes matematica e didatica propostas nos livros selecionados. A primeira
refere-se a realidade matematica apresentada pelo autor e a segunda, o modo
que esse conteudo € desenvolvido. De acordo com essa Teoria, as duas
organizacdes (ou praxeologias) podem ser descritas e analisadas por meio de
tarefas, técnicas, tecnologias e teorias.

Dessa forma, alguns aspectos, de interesse no presente estudo, que sao
considerados variaveis que podem influenciar a construcéo e a relacdo ao objeto
matematico Modelo de Poisson, serdo organizados em tarefa, técnica e bloco
tecnologico/tedrico que norteardo a analise dos livros didaticos selecionados; ndo
se pretende fazer nenhum juizo de valor quanto a qualidade dos livros, mas
discuti-los sob o olhar das tarefas criadas. Além disso, as leituras efetuadas
sugeriram que tais variaveis fossem colocadas, por hipétese, como
influenciadoras no estudo desse conceito, mas, de modo algum esgotam as

variaveis didaticas e de contetudo que podem ser consideradas.
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2.2.2.1 DESCRIGAO E ANALISE DA PRAXEOLOGIA DIDATICA

Neste topico, pretende-se descrever e analisar as escolhas didaticas feitas pelos
autores dos livros selecionados ou, em outras palavras, as praxeologias didaticas

construidas em relacéo ao objeto Modelo de Poisson.

Uma praxeologia didatica, em relacdo a um objeto matematico, surge como
resposta a questdes didaticas do tipo: como ensinar ... ? ou como determinar ... ?
(GALLEGO, 2004). Essas questdes sdo traduzidas em tarefas didaticas a serem
executadas e as respostas referem-se as técnicas didaticas escolhidas, no caso,
pelos autores dos livros didaticos (CHEVALLARD, 1999); no bloco
tecnoldgico/tedrico tem-se as explicacdes e justificativas relacionadas as técnicas

adotadas.

Questao 1. Como construir o Modelo de Poisson?
Técnica 1.1. pela formula.

Técnica 1.2. como limite do Modelo Binomial.

Técnica 1.3a. baseadas nos Postulados de Poisson, mas, sem apresentar a
demonstragao.

Técnica 1.3b. baseadas nos Postulados de Poisson, apresentando a

demonstracao.

Técnica 1.4. baseadas nos Postulados de Poisson e usando limite do Modelo

Binomial.
Bloco tecnolégico/tedrico 1:

A opcédo de considerar esta tarefa fundamenta-se no resultado de Batanero
e Serrano (1995), quando estes autores enfatizam que a introducdo de um
conceito e de sua notacdo deve ser gradual, a fim de explicar matematicamente
as regularidades observadas nas varias publicacdes de Henry (1997; 2003), nas
quais o autor considera diferentes aspectos na aproximacdo ao modelo e,
também, nos critérios de avaliagdo do Programa Nacional do Livro Didatico
(PNLD) para 2005, em especial, no critério de correcdo e adequacao

metodoldgicas, que diz:
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2. Correcgéo e adequacao metodologicas

Por mais diversificadas que sejam as concepc¢fes e praticas de
ensino e aprendizagem, promover a apropriagdo do conhecimento
implica escolha de alternativas metodolégicas que contribuam
para um bom processo de ensino-aprendizagem. Essas escolhas
devem incluir estratégias que mobilizem e desenvolvam varias
competéncias cognitivas bésicas, como a observagdo, a
compreensdo, a argumentacdo, a organizacdo, a andlise, a
sintese, a comunicacao de idéias matematicas, o planejamento, a
memorizagdo, etc. Portanto, o livro didatico que deixar de
contemplar de forma evidente o trabalho adequado dessas
competéncias podera comprometer o desenvolvimento cognitivo
do educando. Nesse sentido, qualquer que seja sua opc¢ao, o livro
didatico deve atender a dois requisitos metodologicos basicos:

v/ ndo deve privilegiar, entre as habilidades e competéncias que
deve mobilizar e desenvolver, uma Unica, mas propiciar o
desenvolvimento equilibrado de varias habilidades e
competéncias;

v deve ser coerente com a proposta que explicita, respeitando os
preceitos que lhe dao identidade e permitem n&o so identifica-
la, mas compreender seu alcance. No caso de o livro didatico
recorrer a mais de um modelo metodoldgico, deve indicar
claramente sua articulagéo. (PNLD, 2005, p. 202-203).

O autor de um livro pode construir o Modelo de Poisson, valendo-se de
mais de uma das técnicas apresentadas. Isso se da quando é objetivado, na
organizacdo matematica, que o leitor resolva problemas em que a Unica
informacéo disponivel seja a média, e aqueles que podem ser resolvidos pelo
Modelo Binomial e o uso da aproximacdo Poisson € conveniente. Nesse
momento, ndo se pretende avaliar se o autor deixa para o leitor a tarefa

matemética de decidir pelo uso ou ndo da aproximagao.

Como técnica 1.1, tem-se a abordagem classica, na qual o conceito €
introduzido pela definicdo formal, ou seja, uma variavel aleatéria discreta que
assume valores inteiros de zero a infinito com distribuicdo de probabilidades dada
pela formula de Poisson; nesse caso, conceitos de exponencial e fatorial precisam

estar disponiveis.

Como técnica 1.2, tem-se o0 Modelo de Poisson introduzido como
ferramenta de calculo aproximado para probabilidades binomiais em que o valor
de n, nimero de repeti¢des, dificulta a obtencdo dos resultados. Nesse caso, ha
necessidade de que os leitores tenham disponiveis conceitos relativos a limite,

além daqueles citados na técnica anterior.
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Como técnica 1.3, tem-se inicialmente algumas hipoteses admitidas a
respeito de uma variavel aleatoria discreta e o Modelo de Poisson é construido
valendo-se delas. Os conteudos envolvidos nesse desenvolvimento, como
solucdo de equagdes diferenciais lineares homogéneas e ndo homogéneas de
primeira ordem, impossibilitam a apresentacdo dessa técnica a leitores que nao
tenham um bom conhecimento de Calculo Diferencial e Integral. Por esse motivo,
ela foi subdividida em 3a e 3b, sem e com demonstrag¢ao formal, respectivamente,
a fim de verificar se o0 autor admite tal conteddo como pré-requisito, ou impde o

resultado sem justificativa.

A técnica 1.4 é semelhante aquela apresentada por Henry e Dantal (1997),
onde, inicialmente, tem-se a definicdo da variavel aleatoria: nUmero de particulas
emitidas em um intervalo de tempo [0, t], em seguida, os cinco postulados
enunciados e, posteriormente, a definicdo de uma outra variavel aleatoria: nimero
de subintervalos de comprimento t/n, obtidos com a divisdo do intervalo de tempo.
Esta varidvel € binomial e, quando n é suficientemente grande, por aproximacao,
tem distribuicdo de Poisson. Como em cada subintervalo ocorre no maximo um

evento, a variavel definida inicialmente tem a mesma distribuicdo que esta.
Questao 2. Como representar o Modelo de Poisson?

Técnica 2.1. por tabela.

Técnica 2.2. graficamente.

Técnica 2.3. algebricamente.

Técnica 2.4. usando um software estatistico.

Bloco tecnolégico/teérico 2:

Para Duval (2000, p. 58-59), ndo existe conhecimento sem representagao e
€ preciso conhecer aquelas que sdo cruciais para aprender matematica. Assim
admitindo, pretende-se com essa tarefa conhecer os registros de representacao

apresentados pelos autores dos livros selecionados.

Batanero, Tauber e Sanchez (2001) concluiram que a variada gama de
representacbes de um conceito converte-se em ferramentas dinamicas de

exploracdo que podem favorecer a aquisicdo de muitos dos elementos de
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significado considerados no ensino, além de que o uso de um aplicativo
estatistico pode contribuir para a determinacédo das probabilidades, sem que seja

necessario o uso de tabelas pré-elaboradas.

Com o aumento do numero de alunos com um computador em casa e de
aplicativos disponiveis na Internet, é interessante observar se existe a
preocupacdo do autor em sugerir e orientar o seu uso. A agilidade que um
aplicativo pode proporcionar em determinar tabelas e construir os graficos
correspondentes, além do dinamismo quando se altera o parametro da
distribuicdo e muito rapidamente se pode obter a mudanca ocorrida na tabela e no
grafico podem contribuir, conforme constataram Batanero, Tauber e Sanchez
(2001), para o aumento de elementos de significado pessoal que o0s alunos
possam adquirir como, por exemplo, as propriedades do Modelo estudado.

Nesta tese, também, ha interesse em observar o uso de aplicativos
estatisticos; a orientacdo nos livros pode ser o primeiro e, muitas vezes, o Unico

contato a sugerir e ajudar o aluno nesse momento.

Questao 3. Como definir o uso da aproximacao Poisson ao Modelo Binomial?
Técnica 3.1. indicar em cada problema.

Técnica 3.2. definir valores limites para os parametros do Modelo Binomial.
Bloco tecnolégicol/teérico 3:

O uso do Modelo de Poisson para obter resultados aproximados em
problemas binomiais é bastante simples de ser aplicado. O PNLD (2005) sugere
que as estratégias propostas nos livros didaticos desenvolvam competéncias
como a andlise de relacbes e estruturas, o que reforgca a importancia de se

considerar essa tarefa.

Na técnica 3.1, considera-se que o autor sugere, no proprio problema, que

o leitor use a aproximacao Poisson.

Na técnica 3.2, considera-se 0 caso em que o autor define valores limites
para os parametros n e p do Modelo Binomial, para que a aproximacao possa ser

usada.

Quando as duas técnicas sao selecionadas, em relacdo a um mesmo livro,
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deve-se entender que o autor apresentou o critério de decisdo, mas 0 uso é
indicado em cada problema proposto. No caso em que apenas a técnica 3.2 &
selecionada, deve-se considerar que a decisdo da aproximacao é tarefa deixada
para o leitor. Se nenhuma delas é selecionada, significa que a opc¢ao didatica do

autor é pela ndo apresentacao desse conteudo.
Questao 4. Como apresentar os problemas referentes ao Modelo de Poisson?

Técnica 4.1. apresentar exemplos durante o desenvolvimento do conteddo ou

uma série de problemas resolvidos; nimero de problemas.

Técnica 4.2. apresentar uma série de problemas propostos sobre o Modelo de

Poisson; niumero de problemas.

Técnica 4.3. apresentar uma série de problemas propostos sobre os Modelos
Discretos misturados; nimero de problemas sobre o Modelo Poisson.

Bloco tecnolégicol/tedrico 4:

Esta tarefa tem a finalidade de descrever as escolhas didaticas do autor em

relacdo aos problemas apresentados no livro.

Em especial, pretende-se investigar se o autor deixa para o leitor a
identificacdo do modelo adequado, isto é, se 0s problemas que podem ser
resolvidos pelo Modelo de Poisson estdo misturados aos de outros modelos
discretos. Se isso ocorrer, mas, no enunciado for identificado que ele é de
Poisson, ele sera contado na técnica 4.2.

Assim como na Analise Combinatdria, a separacdo dos exercicios, de
acordo com a técnica de contagem a ser usada, deixa de lado a tarefa do leitor
escolher a técnica adequada; isso acontece também no caso dos Modelos de
Distribuicdo de Probabilidades, quando o0s exercicios sao propostos

separadamente de acordo com o Modelo.

A técnica de colocar problemas de modelos discretos e continuos
conjuntamente foi descartada, pois nenhum dos livros selecionados apresentou
essa opcado. Esta técnica foi ressaltada pelos resultados de Batanero, Tauber e
Sanchez (2001), dentre os quais os autores constataram a dificuldade dos alunos

para discriminar os casos em que uma variavel discreta pode ou ndo ser
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aproximada por uma distribuicdo continua.

Além de como apresentar os problemas, também, o nimero deles € uma
escolha didatica do autor; por esse motivo, na técnica selecionada sera exibido o
namero de problemas. O autor de um livro pode optar por mais de uma técnica,

dentre as definidas.

Questao 5. Como dar condigcbes ao leitor, para que ele possa adquirir 0s

elementos de significado do Modelo de Poisson?
Técnica 5.1. apresentar problemas contextualizados; numero de problemas.

Técnica 5.2. apresentar problemas que comparem dados reais ou simulados com

agueles obtidos com o Modelo de Poisson; nimero de problemas.
Bloco tecnolégicol/teérico 5:

Em razéo do interesse demonstrado no presente estudo, com a técnica 5.2
pretende-se investigar, se 0 autor apresenta um conjunto de dados reais ou
simulados para serem comparados com os teéricos, obtidos com o Modelo de
Poisson. Recentemente, o trabalho de Batanero, Tauber e Sanchez (2001)
constatou a dificuldade dos alunos para diferenciar distribuicdo tedrica e empirica.
Dantal (1997) observou que para a maioria dos alunos do segundo grau, 0S
conteudos de ensino ndo tiveram nenhum sentido com a construcdo do modelo

feita sem a observacao da realidade.

Quando se fala em dar sentido aos elementos do Modelo de Poisson, quer-
se dizer: o valor do parametro, da média, do desvio padrdo, das probabilidades
que podem ser desconsideradas por assumirem valores despreziveis e da
probabilidade maxima. Conforme sugere o PNLD (2005) admite-se, neste
trabalho, que problemas contextualizados (DANTE, 1988 apud SOARES; PINTO,
2001) envolvem situacdes mais proximas do cotidiano com valores reais ou
simulados que possibilitam a ampliacdo do significado atribuido a tais elementos.
Pode ser que o leitor ao encontrar um resultado absurdo e observa-lo no contexto

da situacéo, perceba a incoeréncia e reconsidere sua solugéo.

As conexfes dos contetudos estudados com o contexto soécio
cultural contemporaneo tém sido uma das recomendacBes mais
freqlentes e amparadas em pesquisas académicas. Com isso, a
contextualizacdo passou a ser um dos requisitos presentes na
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avaliacao de curriculos e livros didaticos. Tem sido observado, no
entanto, desvios na busca em atender tal requisito. O mais
frequente é tentar encontrar para todos os conceitos um vinculo
direto com situacdes do dia-a-dia dos alunos, o que tem sido fonte
de muitas contextualizacdes artificiais e inadequadas. (PNLD,
2005, p. 205).

Considera-se que o numero de exemplos, problemas resolvidos ou
propostos contextualizados séo escolhas didaticas do autor. Como na questao 4,
tem-se a totalidade de problemas apresentados no livro, por diferengca pode-se
saber se o0 autor apresenta, também, problemas tedricos, isto €, problemas em
que ele define o parametro do modelo e pede para calcular algumas
probabilidades, valor esperado, variancia, desvio padrdo, ou entdo, aqueles de
aproximagdo do Modelo Binomial em que sé&o dados os valores dos parametros e

o leitor deve calcular algumas probabilidades.

No artigo de Batanero, Tauber e Sanchez (2001), os autores analisaram
varios elementos de significado da distribuicdo normal e constataram que 0s
alunos adquiriram muitos deles e, também, apresentaram dificuldades como, por
exemplo, discriminar dados empiricos e os obtidos com o modelo e interpretar
resumos estatisticos, entre outros. Esse artigo sugere que a técnica 5.2 pode
contribuir para os leitores adquirirem alguns elementos de significado da
distribuicdo de Poisson.

Uma vez definidos os itens, que serdo considerados na descricdo e analise

dos livros selecionados, a Tabela 5 apresenta os resultados.

Trés dos seis livros considerados introduzem o Modelo de Poisson pela
férmula, apesar de serem livros de edicBes recentes e apenas trés apresentaram
mais de uma aproximacdo ao modelo. A exploracdo das propriedades
praticamente ndo é feita; a representacdo algébrica € usada no calculo de
algumas probabilidades, limitando-se a substituir valores na férmula. A sugestao
das pesquisas recentes para se trabalhar com experimentos da realidade a fim de
serem modelados, praticamente ndo aparece e, quando aparece, nado €

explorada. (HENRY, 2003; BATANERO; TAUBER; SANCHEZ, 2001).

O uso de registros de representacdo limita-se ao tratamento da

representacdo algébrica, e em nenhum momento foi encontrada a conversao para
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outro registro.*

Tabela 5. Resultado da analise de livros didaticos (organizacao didatica)

Tarefa Técnica Livi Liv2 Livd Livd Livs Liv6
1.1 férmula X X X X
' 1.2 lim. Bin. X X X X
Mtdcecl)cr)] sptgui;rsc(;n 1.3a Post. sem dem.
1.3b Post. com dem. X
1.4 Post. e lim. Bin. X X
2.1 tabela X X X
2. representar o 2.2 grafico X
Modelo Poisson 2.3 algébrica X X X X X X
2.4 aplicativo X
3. determinar uso da 3.1 indica no problema X
aproximagao 3.2 apresenta critério X X X
4. problemas 4.1 resolvido 2 2 1 15 5 3
apresentados e 4.2 proposto separado 6 6 8 6 14 3
quantidade 4.3 proposto junto 0 1 0 5 1 0
5. problema - dar 5.1 contextualizado 5 4 8 20 17 5
significado 5.2 real X tedrico 1 2 0 0 0 1

Fonte: informacgdes obtidas nos livros analisados.
Nota: nas tarefas 4 e 5 tem-se o nimero de problemas.

Embora o uso de computadores na escola esteja em pauta nos dias de
hoje, os livros estdo longe de contribuir para seu ensino; a maioria ndo sugere seu
uso, e, quando o faz, limita-se a exibir a tela final, sem orientacdo ou explicagao.
A apresentacdo de tabelas e graficos nem sempre estd dentro das normas do
Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), embora sejam livros de nivel

universitario com contetido de Estatistica.

Os problemas tanto resolvidos como propostos sdo, em sua maioria,
contextualizados, o que pode favorecer o aprendizado. A tarefa de identificar o

modelo a ser usado nos exercicios praticamente ndo é explorada nos livros

analisados.

Vergnaud (1994) ressalta a importancia de se trazer fatos historicos para
os livros didaticos a fim de que os leitores tenham conhecimento das conjecturas
e mudancas das idéias mateméticas ao longo do tempo, tornando-se mais

conscientes das suas proprias dificuldades e concepc¢des. Além de que, na ficha

** Tratamento e conversdo no sentido definido por Duval (2000, p. 63-66).
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de avaliacdo do PNLD (2005, p. 207) tem-se: “1.2 — Ha referéncias aos processos
histéricos de producdo do conhecimento matematico e estas contribuem para a

aprendizagem da Matemética?”

Em nenhum dos livros houve referéncia a fatos histéricos, o que torna atual

a citacao:
Nao faz muito tempo, a maioria dos matematicos mostrava pouco
interesse, e alguns deles até um certo desprezo, pela histéria da

matematica e por seus historiadores. Este conflito ainda nédo
terminou. (STRUIK, 1985, p. 191).

De modo geral, pode-se concluir que os livros didaticos analisados
apresentam o Modelo de Poisson de modo tradicional, mesmo em edi¢des atuais.
Os problemas, embora contextualizados, em sua maioria ndo se referem a dados
reais. O uso do computador aparece em alguns poucos casos, muito
discretamente, e s6 agueles que dominam esse ambiente podem fazer uso desse
conteudo. “O livro didatico exerce grande influéncia sobre a atuacéo do professor
em sala de aula, pois ele se torna, freqlientemente, a Unica ferramenta disponivel
para o seu trabalho.” (PNLD, 2005, p. 196).

2.2.2.2 DESCRIGAO E ANALISE DA PRAXEOLOGIA MATEMATICA

Neste item, serdo descritas e analisadas as praxeologias matematicas que podem
ser construidas em relacdo ao Modelo de Poisson. Neste caso, de acordo com a
Teoria Antropolégica do Didatico, pode-se valer da organizacao em tarefa, técnica
e bloco tecnoldgico/tedrico, que pode ser diferente, de acordo com a técnica
adotada (CHEVALLARD, 1999); assim considerando, ele é apresentado logo a
seguir de cada técnica e, ao final, existem algumas explicacées, em um bloco

tecnoldgico/tedrico geral.

De acordo com Chevallard (2001), ha uma estreita relacdo e influéncia
entre as organizacdes matematica e didatica, que ele define como co-
determinacdo; portanto, muitas das tarefas matematicas, correspondentes as
questbes que sao apresentadas a seguir, estdo relacionadas com as tarefas

didaticas do topico anterior.

Questao 1. Como introduzir a formula da distribuicdo de probabilidades de uma



CAPITULO 2 — Andlises preliminares 81

variavel aleatéria com distribuicdo de Poisson?
Técnica 1.1. construir a formula baseada nos Postulados de Poisson.
Bloco tecnolégicol/teérico 1.1:

Esta técnica requer conhecimentos avancados de Calculo Diferencial e
Integral, como a solucdo de um sistema de equacOes diferenciais lineares de
primeira ordem e a sua adocdo considera que o leitor os tenha disponiveis. A
deducao é longa e com varios pontos que precisam estar explicitos, mantendo as
expressbes intermedidrias para que o0 leitor possa acompanhar seu
desenvolvimento. (GRUPO AZARQUIEL, 1993).

Para simplificar a apresentacdo desta técnica, considerar-se-a o caso de
um experimento aleatorio, cujos acontecimentos repetem-se ao longo do tempo.
No caso em que a repeticdo se da no espaco, a demonstracao é analoga. As
notacbes utilizadas e o desenvolvimento da demonstracdo adotado foram
sugeridos em Guimarédes e Cabral (1997, p. 168-170; 183—-186).

Seja W a variavel aleatoria discreta definida pelo nimero de ocorréncias
em um intervalo de tempo de duracao t. Dessa forma, W pode assumir os valores:
0,1, 2,3, ..., com probabilidades respectivas: po(t), pa(t), p2(t), ps(t), ...., isto &, pk(t)

€ a probabilidade de k ocorréncias no tempo t.

Considere agora uma particdo do intervalo de tempo t em subintervalos de
pequena duragdo (At) e que AP, seja a probabilidade de k ocorréncias em um
intervalo de dimenséo At, vk, k=0,1,2,3,....

A fim de construir um modelo matematico que permita a determinacao

dessas probabilidades, faz-se necessario admitir as seguintes condicdes,

conhecidas como Hipo6teses de Poisson ou Postulados de Poisson:

Ci. 0os numeros de ocorréncias registrados nos intervalos da particdo séo

independentes entre si;

C,. a distribuicdo do numero de ocorréncias em cada intervalo € a mesma para

todos os intervalos da particao;

Cs. representando por AP; a probabilidade de se registrar exatamente uma

ocorréncia, em um intervalo At, AP; é considerado proporcional a At, isto é,
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existe um numero real positvo A, tal que, AP; = A.At. Ainda mais,

AP
m AP _ 9P,
At—0 At dt

C,. representando por AP, (k>2) a probabilidade de se registrarem k ocorréncias
em um intervalo At, AP, (k>2) é desprezivel quando comparado a AP;. Ainda

mais, lim ﬂ:dizo, vk, k>2;
At—>0 At dt

Cs. Como condicao inicial, tem-se que po(0) = 1, isto é, a probabilidade de
nenhuma ocorréncia em um intervalo de tempo nulo (At= 0) € um (evento certo).

Observe que pk(0) =0, vk, k>1.

Sem perda de generalidade, considerar-se-a que p(t) seja a probabilidade

de k ocorréncias no intervalo [0, t] e pk(t + At) no intervalo [0, t + At].

Para k = 0, tem-se o caso, representado na Figura 12.

Py(t) APy

Q \tr tjAt

Po(t+At)

Figura 12. Esquema para zero ocorréncias no intervalo [0, t + At]

De Cy, Cy, C3 e Cy4, tem-se que: AP, =1 - AP, - §APK ~1-LAt e
k=2

Po(t + At) = po(t) . AP, ~ po(t) [1-A.At]. Portanto, p°(t+AAtz_p°(t) ~-hpy(t).
Fazendo At — 0, tem-se p,(t) =-A.p,(t), ou o equivalente: EOEg =—
(0]

Integrando-se ambos o0s membros, em relacdo a t, obtém-se
Inpg(t)=-At+C, onde C & uma constante de integragdo. Da condicdo Cs,

considerando t = 0, conclui-se que C = 0 e, consequentemente, po(t) = e M.

Empregando essencialmente o0 mesmo caminho, pode-se obter uma
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expressao para pk(t), k>1.
k k-2
De fato, pi(t + At) = D py(1). AP, = P ().AP, +py 4 (1).AP + Y p, (1).AP, , ,
x=0 x=0

de onde se obtém:

0, (t+ AL ~ Py (6) LAt p () fi-nat] ¢ Pl AAtz PO 5o (0= (1)

Fazendo-se At—0, tem-se: p'k(t): k.[pk_l(t)—pk(t)], k=1, 2, ..., que

representa um sistema infinito de equacdes diferenciais lineares.

Definindo-se a funcao: qk(t)=e“.pk(t), 0 sistema acima torna-se:

G (D) =21 (1), k=1,2,....

Como p,(t)=e™, tem-se q,(t)=1. Note que g, (0)=0 para k>0. Assim,
qll(t):k e, portanto, q(t)=A.t
2
dz2(t)=2r0,(t)=2°t e, portanto, qz(t)z(k';)

)
k!

—~

\ O (1) = LGy (1) e, portanto, qy (t)=

Substituindo qk(t):e“.pk(t) tem-se que a variavel aleatéria W, ndmero
de ocorréncias em um intervalo de duracao t, tem distribuicdo de probabilidades

DK
=

” e M, para k =0, 1, 2, 3, ...que se define, como sendo

dada por: pk(t) =
uma variavel aleatéria com distribuicdo de Poisson com parametro (At) e se
indica W ~ P(L.).

A fim de evidenciar que o modelo esta bem definido, além da constatacéo
imediata de que todas as probabilidades sdo ndo negativas, faz-se necessario

mostrar que a soma das probabilidades é igual a um. De fato,

+ e +..=

e L&) e ) L ) L Y L )
épk(t)_ék!e o ¢ T ¢ Tt 3
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o () O) ()P ()
o 1 2 3

O desenvolvimento em série de Mac Laurin da fungédo e* é:

XXO Xl X2 X3 X4 n

e = —t—+—F—+—+..... +X—+... VX eR
o 1 21 3 41 nl

Substituindo esta ultima igualdade, quando x = A.t, tem-se:

ipk(t)= e (e“)= e® = 1. Portanto, 0 modelo esta bem definido.
k=0

Técnica 1.2. deduzir a férmula de Poisson, como limite do Modelo Binomial.
Bloco tecnolégicol/teérico 1.2:

Esta técnica requer conhecimentos sobre o célculo de limites, inclusive o
de limite fundamental. A problematica esta em definir, quando se deve fazer uso
da aproximacdo. Pode ser que estipular um valor limite para n e/ou para p, a fim
de garantir uma boa aproximagao, nao seja suficiente para os leitores adquirirem
um significado pessoal comparavel ao significado institucional de referéncia que
ele tem (GODINO, 2003). Serad que os leitores percebem e entendem o que
acontece com as probabilidades para valores superiores a n? Quando n é
superior ao valor limite, por que os valores das probabilidades nos dois modelos

sao proximos?

Considere-se uma variavel aleatoria discreta Y, nimero de sucessos nas n
repeticbes independentes de um mesmo experimento de Bernoulli, isto €, do tipo
sucesso/fracasso. Essa variavel aleatoria segue um Modelo Binomial, Y ~ B(n , p),

cuja distribuicdo de probabilidades € dada pela lei:
P(Y =k) = (Eka g™ onde k=0,1,2,...,n

sendo p a probabilidade de sucesso e g a de fracasso, isto é, q=1—p.

Nos casos em que o equipamento disponivel impossibilita que os célculos
das probabilidades sejam efetuados, em razdo da ordem de grandeza de n, ha a

necessidade de obter valores aproximados para as probabilidades desejadas.
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Considerando, inicialmente, np = A, tem-se: p =& e, portanto, q=1-&.
n n

Substituindo esses valores em P(Y=k), vem:

k n-k
P(Y =k) :(EJ(&] (1—&j ,parak=0,1,2,...,n.
n n

Calculando o limite, quando n tende a infinito, tem-se:

k n—k Kk n —k
lim P(Y =k) = lim (nj (ﬁj (1&] im () (1-&j (1_&j _
n— noo (k) \n n n>o k!(n-K)! nk n n

k n k
:(X_)l lim (1 - %j =(T<—)Ie'k =P(W =k) ,k=0,1,2,...,n, onde W ~P(}).

Concluindo, as probabilidades em um Modelo Binomial coincidem
exatamente com aquelas de um Modelo de Poisson em que np =i, quando n
tende a infinito. Nos dois modelos, as probabilidades sdo préximas, quando n for
grande e p pequeno; em geral, n> 20 fornece uma aproximacao aceitavel, desde
gue n.p < 7 (para o caso em que n = 20, equivale a p < 0,35; quando n = 25,

equivale a p < 0,28, etc.).
Técnica 1.3. apresentar a formula de Poisson por defini¢ao.
Bloco tecnolégicol/teérico 1.3:

Seja X uma variavel aleatéria discreta assumindo os valores: 0, 1, 2, 3,... .

e MK

Se P(X=Kk)= Kl

k=0, 1, 2, 3, ...., diz-se que X tem distribuicdo de Poisson,

com parametro A >0.

A introducdo de um conceito, diretamente pela sua definicdo, & usualmente
conhecido como modo classico ou tradicional em que se apresenta a definicdo,

um ou mais exemplos de aplicacdo e problemas propostos.

Técnica 1.4. deduzir a férmula de Poisson baseada nos Postulados e como limite

do Modelo Binomial.
Bloco tecnolégicol/teérico 1.4:

A técnica 1.4 parte dos Postulados e deduz a formula de Poisson, como
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limite do Modelo Binomial; dessa forma construido, pode-se justificar a aplicacao
do Modelo de Poisson a problemas em que s6 se tem conhecimento sobre o

numero médio de ocorréncias do evento em um dado intervalo.

Considerando o experimento de desintegracao radiativa, seja W; 0 nimero
de particulas emitidas no intervalo [0, t), para todo t>0; admitindo os Postulados
de Poisson, ja citados na técnica 1.1, divide-se o intervalo de tempo em

subintervalos de comprimento t/n, como na Figura 13.

A4 \ 4 9 A4 A4 n_vltv
o L 2 (=Dt
n n n

Figura 13. Divisao em subintervalos de comprimento t/n

A variavel aleatéria Y, niumero de subintervalos com uma particula tem

distribuicdo binomial com parametros n (total de subintervalos) e p = A(t/n)

(probabilidade de uma ocorréncia em um subintervalo). Para n suficientemente
grande, usando a técnica 1.2, tem-se que Y pode ser aproximada por uma

variavel aleatéria com distribuicdo de Poisson com parametro np =n.A.(t/n)=At.

Pelo Postulado C4, a probabilidade de que cada subintervalo contenha duas ou
mais ocorréncias, tende a zero, quando n cresce. Assim, W; € uma variavel

aleatéria com distribuicdo de Poisson e parametro A.t.
Bloco tecnolégicol/tedrico geral 1:

A validagédo de que o Modelo estd bem construido que foi apresentada no
final da técnica 1.1, € importante constar no final de qualquer técnica escolhida,
pois, qual o leitor que ndo se coloca a seguinte questdo: s&o infinitas
probabilidades, todas positivas e néo nulas; sera que a soma das probabilidades

é um?

Além disso, € importante apresentar abordagens do Modelo de Poisson
que déem condicdes ao leitor de resolver problemas que s6 tém como informacao
a média e, também, aqueles binomiais em que a aproximacdo Poisson é

adequada.

No desenvolvimento das técnicas descritas, deve-se dar especial atencdo
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ao objeto ostensivo adotado para representar o parametro do modelo. Quando se
usa a técnica 1.1 ou 1.4 é conveniente que se adote um objeto ostensivo do tipo
At que, em geral, € menos interessante para o caso da técnica 1.2 ou 1.3, que
podem ser simplificadas com a adoc&o do objeto ostensivo do tipo A. Além disso,
€ indispensavel que se defina o papel funcional e semiético do objeto ostensivo
usado, a fim de evitar futuras dificuldades na resolucdo de novos problemas ou

confusdes na leitura de outros livros.

Questdao 2. Como introduzir a formula para o valor esperado de uma variavel

aleatdria com distribuicdo de Poisson?
Técnica 2.1. deduzir a formula pela definicdo de valor esperado.
Bloco tecnolégicol/teérico 2.1:
Sendo W ~ P(), a distribuicdo de probabilidades € dada por:
k

P(W=k) = r e, parak =0, 1, 2, 3, ... . O valor esperado de W ser4, portanto,
k!

[e’e] [e’e] kk [e’e] kk
E(W)= YKkP(W=k)=Y k-—e?=e™ Yy k=
k=0 k=0 Kl k=0 Kl

0 1 2 3 1 2 3
{o X +1.>~_+2.>~_+3_%_..1:e—x.{lw_u_k_”w_"}:
} 1 ! | 1 2! 3!

0 1 2 0 1 2
—e AL A +2. A + 3. A +... =e_k.7».}h—+k—+x—+... =
1.(0! (2) o 1 2

Assim, a variavel aleatéria W ~ P(A) tem valor esperado A, ou seja, 0O

proprio parametro da distribuicdo, que se indica: E(W)=A.

A técnica 2.1, por usar a definicdo de valor esperado € simples de ser
aplicada, ja que o conceito de valor esperado deve fazer parte do contexto

anterior do livro. Outro detalhe a ser observado, refere-se ao uso do

desenvolvimento em série de Mac Laurin da funcao e, gue deve ser um

conhecimento disponivel do leitor e que, com certeza, ndo faz parte do contetudo
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de um livro de Estatistica.
Técnica 2.2. deduzir a formula usando func¢édo geradora de momentos.
Bloco tecnolégicol/teérico 2.2:

A técnica 2.2 depende do conceito de funcdo geradora que em um curso
de graduacdo ndo é comum sua introducdo, embora em um livro de Estatistica

possa fazer parte do contexto anterior do livro.

A funcdo geradora de momentos de uma variavel aleatoria € dada por:

G(t) = E(et'x). No caso, X ~ P(A) e sendo assim, tem-se:

- t K
G(t) = zetk e kk —xz(%i! ) _ot ghe _ ghihel

Como E(X) = G'(0), tem-seG (t) = (k.et)e"“*”et —net™*€" e portanto, E(X) = A
Técnica 2.3. ndo apresentar a deducao da formula e deixa-la para o leitor.
Bloco tecnolégicol/teérico 2.3:

A técnica 2.3 que deixa a deducdo a cargo do leitor, pode trazer alguma
dificuldade, pois supde conhecimentos que o texto anterior do livro, em geral, ndo
apresenta. No caso de um leitor menos informado e que ndo disponha de outro
material, ou ndo se dedique a buscar mais informacdes a respeito, pode ocorrer

gue essa demonstracdo seja desconsiderada.

Bloco tecnolégico/teérico geral 2:

7z

Independente da técnica utilizada € importante esclarecer a funcéo
semidtica do objeto ostensivo escolhido para representar o parametro da
distribuicdo e, consequentemente, a média da variavel aleatéria definida. A opcao
de At ou A, na construcdo do modelo, deve ser mantida na deducéo da formula

para a média. Se A foi definido como um numero real positivo tal que AP; =

A.At, entdo At € o numero médio de ocorréncias no intervalo de duracdote A €
o0 numero médio de ocorréncias por unidade de tempo. Mas, nada impede, de
acordo com o desenvolvimento adotado, que se defina A como o nimero médio
de ocorréncias no intervalo de duracdo t. Estas duas possibilidades de

representacédo do parametro do Modelo de Poisson séo facilmente confundidas e
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podem gerar desequilibrios, caso ndo sejam adequadamente explicitadas.

A opcdo pelo uso de uma técnica ou outra € uma escolha didatica

relacionada aos objetivos visados pelo autor no desenvolvimento do livro.

Questao 3. Como introduzir as formulas para a variancia e para o desvio padrédo

de uma variavel aleatéria com distribuicdo de Poisson?
Técnica 3.1. deduzir as férmulas pelo método pratico de calculo de variancia.
Bloco tecnolégicol/teérico 3.1:

Sendo W ~ P(), a distribuicdo de probabilidades € dada por:

k
o e, parak =0, 1, 2, 3, ... . A variancia de W pode ser obtida por:

P(W=k) = t

Var (W) = E (W?) — [E (W)]%. Conforme ja foi visto, tem-se que E(W) = A, sendo

necessario, portanto, calcular E(W?).

o . k o
E (WZ) = Zkz.P(WZK)Z > kZIQe—X :e—k > k?&:
k=0 k=0 k! k=0 k!

=e_kl02 (X)O +12 (}L)l +2? (}L)Z +32 ﬁJr--}:
o 1 2! 3!

—e ™ (W)e? )+ (e | == () +(n)2

Assim, Var (W) = E(WW?) — [EW)]* = [(A) +(»)*] - (L)* = A, o proprio
parametro da distribuicdo. O desvio padrdo € definido como a raiz quadrada
(positiva) da Variancia e indica-se DP(W). Assim, DP(W) = /Var(W =Jr .
Técnica 3.2. deduzir as formulas pela funcéo geradora de momentos.
Bloco tecnolégicol/tedrico 3.2:

Sendo W ~ P(1), a variancia de W pode ser obtida por:
Var (W) = E (W?) — [E (W)]’. Conforme ja foi visto, tem-se que E(W) = A e

G'(t) = (X_et )efmx.e‘ _ g ethhe!
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Assim, G"(t) = k.(1+ x.et). et %' o nortanto, E (W?) = G"(0) = A + A2.

Logo, Var (W) = E (W?) — [E (W)]> = A+ A2- A% = A, 0 proprio parametro da

distribuicdo. O desvio padrao € determinado como na técnica 3.1.
Técnica 3.3. ndo apresentar a deducao das formulas e deixa-las para o leitor.

Os comentarios sdo os mesmos que foram apresentados no caso do valor

esperado.

No desenvolvimento que se segue, 0s problemas propostos nos livros
didaticos sao relacionados como tipos de tarefas matematicas; o contexto, o0s
valores do parametro, as probabilidades pedidas podem mudar, isto €, as tarefas

sao diferentes, mas do mesmo tipo.

Tipos de Tarefas 4. Calcular o valor de probabilidades, como: P(W = k), P(W<K),
P(W< k), P(W>k) ou P(W> k), onde k pode assumir qualquer dos valores, 0, 1, 2,
3, ... e W é o0 numero de ocorréncias do evento em um intervalo de tamanho t.
Nesses casos, 0 numero médio de ocorréncias de tal evento em um intervalo de

tamanho t ou distinto de t, é informado.

Técnica 4. Inicialmente, calcula-se o numero médio de ocorréncias no intervalo
pedido. Se a probabilidade pedida for do tipo P(W = k), substitui-se o valor do
parametro na formula da distribuicdo de Poisson e efetua-se o céalculo indicado.
Se a probabilidade pedida for do tipo P(W<Kk), calculam-se as probabilidades de
P(W = x), para todo x < k, inteiro e, a seguir, somam-se 0s resultados. Se a
probabilidade pedida for do tipo P(W< k), procede-se como no caso anterior, para
todo x inteiro, x< k. Se a probabilidade pedida for do tipo P(W>k), deve-se usar a
probabilidade complementar, isto é, P(W>k) = 1 - P(W< k) e calcula-se como
indicado anteriormente. Se a probabilidade pedida for do tipo P(W> k), usa-se a
probabilidade complementar, isto é, P(W> k) = 1 - P(W<k) e o procedimento sera

aquele ja indicado.
Bloco tecnolégicol/tedrico 4:

A justificativa esta diretamente relacionada ao contetdo tecnolégico/tedrico
ja apresentado, isto é, a definicdo de variavel aleatéria com distribuicdo de

Poisson e as funcdes semidtica e instrumental do objeto ostensivo que
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representam o parametro da distribuicao.

O leitor precisa ser informado que, probabilidades do tipo P(W> k) e

P(W>k) que podem ser indicadas pelas somas: > P(W=x) e > P(W =x),
x=k x=k+1

respectivamente, podem ser calculadas usando-se a probabilidade complementar,

pois, na maioria dos casos, esta alternativa ndo é visualizada espontaneamente

pelos leitores.

Tipos de Tarefas 5. calcular as probabilidades pedidas por aproximacao Poisson

a um problema binomial proposto, contextualizado ou nao.

Técnica 5. determinar o parametro da variavel aleatéria de Poisson, isto €, AL =n.p

e calcular as probabilidades pedidas, usando a técnica 4.
Bloco tecnolégico/teérico 5:

A justificativa é aquela apresentada no bloco tecnolégico/tedrico da técnica
1.2. A problemética que deve ser explorada, refere-se a deciséo pelo uso, ou nao,
da aproximagéo Poisson. Impor limites para os valores de n e p, ou seja, limitar
n.p, para que a aproximagcao possa ser usada, € muito facil de ser aplicada,
porém é preciso que o significado pessoal declarado que o leitor possa expressar,
aproxime-se do significado institucional de referéncia. Nos casos em que o
equipamento disponivel impossibilita que os calculos das probabilidades sejam
finalizados, ha necessidade de se obter valores aproximados, valendo-se para tal
de outros modelos. A decisdo pelo uso da aproximacdo depende também da
precisdo desejada nos resultados. Pode ser que exemplos, em que os calculos
sejam efetuados com os dois modelos e depois comparados, auxiliem na reflexdo

sobre o tema; o uso de um aplicativo pode agilizar essa tarefa.

Tipos de tarefas 6. verificar se 0 Modelo de Poisson ajusta-se a um conjunto de

valores.

Técnica 6.1. calcular a média dos valores, a fim de inferir o pardmetro do Modelo
de Poisson. Comparar as frequéncias observadas e as frequéncias esperadas

(determinadas com o modelo) por meio de um teste estatistico.
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Bloco tecnolégicol/teérico 6.1:

Esta técnica é sugerida nas pesquisas de Henry (2003) e a de Batanero,
Tauber e Sanchez (2001). Um programa de computador pode contribuir na
execucao dessa tarefa, ja que os valores criticos podem ser facilmente obtidos,

desde que os livros didaticos introduzam-no e orientem seu uso.

A técnica 6.1 é teoricamente simples de ser aplicada e o teste qui-
quadrado favorece a discussdo em torno da comparagdo das frequéncias e

conclusao.

Técnica 6.2. calcular a média dos valores e com esta determinar as
probabilidades, admitindo o Modelo de Poisson. Comparar essas probabilidades
com as respectivas frequiéncias observadas: ver se hd uma boa coincidéncia

entre os valores das duas colunas.?
Bloco tecnolégico/teérico da técnica 6.2:

Esta técnica que foi utilizada em um dos livros analisados e, por esse
motivo, consta desta analise, sem nenhuma justificativa tecnoldgica ou teoérica.
N&o existe critério que possibilite a decisdo da coincidéncia ser boa ou no. E
apenas um momento inicial e subjetivo sem fundamentacdo matematica. Pode-se
considerar que 0 uso dessa técnica foi uma opcao didatica do autor, tendo em
vista um objetivo posterior de retomar o problema na apresentacdo de testes
estatisticos, quando ele podera definir critérios mateméaticos decisérios do que

seja uma boa coincidéncia entre os valores das duas colunas.

Considerando os livros selecionados, as tarefas e os tipos de tarefas, com
respectivas técnicas, os valores da Tabela 6 apresentam a classificagdo dos
mesmos, objetivando descrever a organizacdo matematica construida pelos
autores. O Modelo de Poisson tem sua apresentacdo e aplicacdo pouco
explorada nos livros analisados, indicando que o significado institucional de
referéncia do referido modelo é bastante limitado nas instituicbes de ensino
superior, nivel de graduacéo.

A pouca importancia dada a aproximacdo ao Modelo Binomial como

ferramenta de célculo pode ser justificada pelo facil acesso hoje aos

% Em itélico, palavras do autor do livro que usou essa técnica.
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equipamentos de calculo disponiveis, embora, dentre os livros analisados, alguns
datem de 1969 e 1976, com edicdes atualizadas, sem mudancas em relacédo a
esse aspecto. Na maioria dos casos, 0s problemas propostos sao repetitivos,
mudando apenas o contexto. Chega-se a ter um problema com o0 mesmo contexto
em mais de um livro, apenas com valores diferentes. A preocupacdo em
apresentar uma demonstracdo matematica rigorosa, praticamente, ndo existe, e

em alguns casos € deixada a cargo do leitor.

Tabela 6. Resultado da analise de livros didaticos (organizagao matematica)

Tarefa Técnica Livlt Liv2 Liv3 Liv4 Livs Liv6
1.1 Postulados X
1 deduzir a férmula 1.2 limite binomial X X X
de Poisson 1.3 formula X X X X X
1.4 Post. e lim Binomial X
2.1 definicéo X X

2 deduzir a férmula

do valor esperado 2.2 funcgao geradora

2.3 cargo do leitor X X X

3.1 definicéo X X
3 deduzir a férmula

da variancia e desvio 3.2 funcéo geradora

padréo
3.3 cargo do leitor X X X

4 problema proposto:
média
5 problema proposto:
aprox. binomial

4 det n°® médio e férmula 6 3 7 8 1 1

5A=np 1 3 3 1

6 problema proposto: 6.1 teste estatistico

real X tedrico 6.2 boa coincidéncia X

Fonte: os livros selecionados para analise.
Nota: nas tarefas 4 e 5 tem-se o nimero de problemas.

A indicacdo das pesquisas, para que sejam trabalhados conjuntos de
valores obtidos em experimentos da realidade e que sejam comparados com 0sS
tedricos, a fim de estudar a adequagédo do Modelo de Poisson, € pouco explorada
nos livros didaticos selecionados, embora as edi¢cdes analisadas sejam de: 2004,
2004, 2003, 1999, 1993 e 1982.

Considerando as analises das organizacdes praxeoldgicas, tanto didaticas
como matematicas, os elementos de significado institucional de referéncia,

segundo a Teoria das Funcbes Semiodticas, que devem fazer parte do estudo do
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Modelo de Poisson, podem ser determinados. Dessa forma, o topico 2.3, desta

tese, tem o objetivo de apresenta-los.

2.3 ELEMENTOS DE SIGNIFICADO INSTITUCIONAL DE
REFERENCIA

De acordo com a Teoria das Funcgbes Semioticas, o significado dos objetos
matematicos, como, por exemplo, o Modelo de Poisson, concebe-se com o
sistema de praticas ligadas a campos de problemas especificos e seis
componentes da cognicdo matematica (elementos do significado) sao
identificados: situacdes, acdes, linguagem, conceitos, propriedades e argumentos.
Essas componentes podem variar de acordo com o nivel de escolaridade, a
instituicdo de ensino e 0 momento histérico em que a analise ou interacéo didatica
ocorre e, ainda, pode-se considerar o carater pessoal ou institucional desse
significado. Os elementos de significado institucional de referéncia do Modelo de
Poisson podem ser identificados com o estudo histérico e epistemoldgico do
objeto em questdo, com a analise dos livros didaticos selecionados e com o0s
conhecimentos pessoais do professor (GODINO, 2003, p. 138), no caso, a autora
desta tese. Em sua apresentagdo, além da classificacdo nas seis componentes,
estas sdo agrupadas em trés facetas do conhecimento: préxis (associada a
competéncia, de ambito técnico/pratico), linguagem (em seus diversos registros) e

logos (associado a compreensao, de ambito tecnoldgico/tedrico).

As situacdes e acgbes pertencem ao primeiro grupo (praxis) e foram
selecionadas de modo a possibilitar a realizagdo de agdes que permitem
desenvolver competéncias (no sentido apresentado por GODINO, 2003) para a
realizacdo de tarefas associadas ao objeto de estudo. Dessa forma, em relacao
ao Modelo de Poisson, trés situagfes foram consideradas; a primeira permite que
a formula de Poisson seja obtida como modelo matematico que se ajuste a um
conjunto de valores experimentais; na segunda, a distribuicdo de Poisson é

determinada por aproximacdo ao Modelo Binomial sob determinadas condi¢des;
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e, finalmente, a terceira, como modelo tedrico para a resolucdo de problemas

aplicados a outras areas do conhecimento como, por exemplo, a Fisica.

A opcéo de introduzir o Modelo de Poisson baseado na realizagdo de um
experimento, de modo que ele seja obtido, como modelo tedrico que se adere aos
valores obtidos, € fundamentada nos principios da modelagem matematica, em
particular nos estudos de Batanero, Tauber e Sanchez (2001), Henry (1997 e
2003) e de Coutinho (2001), citados anteriormente.

A aproximacéo Poisson ao Modelo Binomial, a fim de tornarem viaveis os
calculos do segundo, nos casos em que o numero de repeticbes € elevado,
exerceu em outros tempos, um papel fundamental que hoje, com o facil acesso as
calculadoras e computadores, ndo mais se justifica. A riqueza esta na
comparacado entre os dois modelos matematicos, permitindo relacionar os
parametros e o grau de aproximacdo obtido, a tal ponto de se obter uma
coincidéncia tedrica exata. Este estudo possibilita que se amplie a discussao da
modelagem matematica e da relagcdo entre teoria e pratica, que justifica sua
apresentacdo neste trabalho. Ndo se descarta, porém, a aplicacdo dessa
aproximacdo a problemas de outras areas do conhecimento, como o fazem os
livros didaticos, pois, segundo Henry (1997) permite que se amplie a discussao do
gue o autor classificou como de dificil acesso, por requerer, muitas vezes, o
dominio de um especialista. Assim, neste estudo, ndo se pretende fazer uma
analise detalhada desse aspecto, mas, um inicio de reflexdo do aluno, no que se

refere a adaptacdo dos Postulados de Poisson a tais problemas e sua validade.

Estas aproximacdes ao objeto enriguecem e se complementam no estudo
do Modelo de Poisson. Admite-se, neste trabalho, que elas possibilitam a
realizacdo de acdes, cujas praticas, ao seio da instituicdo, podem permitir que o
significado pessoal atribuido ao objeto mateméatico amplie-se, como conseqiéncia
da experiéncia e da aprendizagem. As acgles, decorrentes de se colocar em
pratica as situacdes descritas, sdo apresentadas no Quadro 3 e vado desde a
realizacdo de um experimento e coleta dos resultados até a elaboracdo de
tabelas, graficos, levantamento de conjecturas, construcdo do modelo teorico,

comparacao entre valores experimentais e teoricos, validacao e generalizagao.
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Quadro 3. Elementos de significado de referéncia do Modelo de Poisson

PRAXIS

Situacdo

aproximacédo Poisson ao Modelo Binomial;

ajuste a uma distribuicdo de dados empiricos, como modelo tedrico aproximado;

situacdes relacionadas a outras areas do conhecimento como, por exemplo, a Fisica.

Acéo

realizacdo de experimentos da realidade e coleta dos resultados;

elaboracao de protocolo experimental; e descricdo de experimentos;

organizacgao, representacéo em tabela e/ou grafica e resumo estatistico dos valores coletados,
com o auxilio de aplicativo ou calculadora;

construcdo do modelo tedrico a partir de consideracdes relacionadas ao experimento;
comparacao de variaveis aleatérias com distribuicdo de Poisson com diferentes parametros:
comparacao das representacdes em tabelas e graficas das médias, das variancias, dos valores
das variaveis com probabilidade méaxima e dos intervalos com probabilidades ndo despreziveis;
estimacao do parametro do modelo teérico a partir dos valores obtidos na experimentacao;
calculo da freqiéncia esperada sob a hip6tese de que o modelo é de Poisson;

comparacao das freqiéncias esperadas e observadas por meio de tabelas, graficos e uso do
teste de aderéncia qui-quadrado, com conclusao e analise;

resolucdo de problemas semelhantes aqueles apresentados nos livros didaticos;

comparacao grafica entre os Modelos Binomial e Poisson;

representacao de freqliéncias e probabilidades em gréfico de colunas;

resolucdo de problemas de aproximac&o Poisson ao Modelo Binomial;

identificacdo de situacdes que podem ser estudadas, usando o Modelo de Poisson.

LINGUAGEM

Linguagem
tabelas e graficos de barras e funcdo acumulada;

verbal: aleat6rio, valor médio, média, nUmero médio de ocorréncias, nimero mais provavel,
modelo tedrico, valores coletados, protocolo experimental, pardmetro, distribuicdo de Poisson,
probabilidade desprezivel, teste qui-quadrado, Postulados de Poisson, hipoteses de Poisson,
frequéncia esperada, freqiiéncia observada, valores experimentais, valores observados, qui-
quadrado calculado, qui-quadrado critico, nivel de significancia, ndo rejeitar a hipétese.

Kk
algébrica: W, ~P(At) , P(Wtzk)z% e M INV.QUI (CHIINV, em inglés),

[E(W)-3.DP(W,) , E(W)+3.DP(W)] . %2, 1culado E(Wy), Var(W,). DP(W,).

2
' Leritico ?

LOGOS

Conceitos

aleatdrio, valor esperado (média), nimero médio, parametro de modelo, variancia, desvio
padrdo, limite, integral, exponencial, fatorial, independéncia, exclusividade, probabilidade
complementar, probabilidade desprezivel, pelo menos uma, no maximo um, pelo menos dois,
ndo mais do que cinco, mais de duas, até trés, pelo menos trés, desenvolvimento em série de
Mac Laurin, distribuicdo de probabilidades, funcao distribuicdo de probabilidades acumulada
(funcao reparticdo ou escada), distribuicdo Binomial, teste qui-quadrado, qui-quadrado critico,
qui-quadrado calculado, nivel de significancia.

Propriedades ou atributos

namero de emissdes depende do material e do intervalo de tempo entre as observacoes;
aleatoriedade dos valores obtidos na observacéo de emisséo de particulas;

para usar o Modelo de Poisson basta conhecer o nimero médio de ocorréncias;
caracteristicas de um Modelo Matematico associado a um experimento aleatério;

relacéo entre parametro, média e dispersédo e intervalo de observacéo;

valor esperado é uma funcéo linear;

valor da variavel com probabilidade maxima;

intervalo de nimeros reais que contém valores com probabilidades néo despreziveis;
decrescimento das probabilidades a medida que os valores distanciam-se da média;

a distribuicdo das ocorréncias é a mesma para todos os intervalos de uma particao;

0s numeros de ocorréncias registrados nos intervalos da particao séo independentes;

em um intervalo de pequena durac¢éo a probabilidade de se obter uma ocorréncia é diretamente
proporcional ao tamanho do intervalo;

duas ou mais ocorréncias, em um intervalo de pequena duragéo, tem probabilidade desprezivel;
a probabilidade de nenhuma ocorréncia em um intervalo de duragéo zero € um;

uma variavel aleatéria Y ~ B(n, p) aproxima-se de W; ~ P(n.p) quando n cresce e p diminui;
as probabilidades obtidas nos Modelos Binomial e Poisson coincidem exatamente no limite,
guando o numero de repeticdes tende a infinito e as médias coincidem.

Argumentos

validacao do ajuste do modelo tedrico aos valores empiricos por teste qui-quadrado ou
empirica, ou grafica, ou das respostas encontradas a partir da anélise do parametro do modelo;
demonstracdes formais e informais;

deducdes fundamentadas nas observacoes;

comparacdes de resultados particulares com generalizacoes.
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A realizacdo de tais acdes envolve conteudos e formas de expressa-los,
quer seja verbal ou por meio de simbolos algébricos, gréficos, etc.. Dentre os
signos, a serem institucionalizados, destacam-se os de aleatério, valores

experimentais e teéricos, distribuicdo de Poisson, parametro, probabilidade

desprezivel, valor mais provavel, Wi~P(At), P(Wt:k):@.e‘“, [E(W))-3.DP(W,),

E(W)+3.DP(W,)], entre outros. Assim, uma lista dos signos mais importantes a
serem considerados, neste estudo, encontra-se no Quadro 3 e relaciona-se a

faceta definida por Godino (2003) como linguagem.

As préticas dos alunos nas situagdes em que sao envolvidos permitem que
eles associem as expressodes alguns contetdos que Godino (2003) define como
significado. Estes conteudos referem-se a faceta logos e estdo associados a
compreensao; sao 0S conceitos, as propriedades ou atributos e os argumentos.
As conjecturas levantadas sdo formalmente ou ndo demonstradas, validadas ou
rejeitadas; algumas se tornam conceitos e outras propriedades. No
desenvolvimento das atividades, as praticas compartilhadas permitem que cada
sujeito associe um significado pessoal ao objeto de estudo, em termos das

funcBes semidticas que ele estabelece nas situa¢des propostas.

Dentre os conceitos envolvidos neste estudo destacam-se os de aleatorio,
Modelo de Poisson, teste qui-quadrado, frequéncia esperada e observada; dentre
as propriedades do Modelo de Poisson, os valores com probabilidades
despreziveis, a probabilidade maxima, a relacdo entre parametro, média,
variancia, entre outros. A forma de validacdo podera ser por demonstracao formal
ou fundamentada nas observa¢des. O Quadro 3 exibe os conceitos, propriedades
e argumentos considerados na elaboracdo da fase experimental, assunto do

Capitulo 3.

Apoiada nos elementos do significado de referéncia, a pesquisadora
selecionara aqueles pretendidos que norteardo a concepcao do trabalho a ser
desenvolvido em sala de aula, como também a construcdo dos instrumentos de
avaliacdo, andlise dos resultados e para inferir caracteristicas do significado
pessoal global, que os alunos podem construir.



CAPITULO 3

A SEQUENCIA DE ENSINO

CONCEPCAO E ANALISE A PRIORI

Neste capitulo, sdo apresentados o experimento piloto, a sequéncia de encontros
previstos, as condicOes de realizacao, objetivos, expectativas e a maneira que a

aprendizagem sera avaliada.

Por se tratar de uma pesquisa pontual, isto &, relacionada a um tdpico,
Modelo de Poisson, o piloto e a experimentacdo necessitam que 0S sujeitos
participantes tenham estudado: conceitos de probabilidade condicional, eventos
independentes e exclusivos, variavel aleatéria discreta, valor esperado, variancia,
desvio padrdo, Modelo Binomial, limite e integral. Nesse sentido, como se
pretende trabalhar com alunos de um curso regular de Probabilidade e Estatistica,
h& necessidade de se aguardar o momento do conteddo no desenvolvimento do
programa, garantindo, assim, nenhuma relacao pessoal anterior com o Modelo de
Poisson, que possa interferir nos resultados.

A fim de fazer alguns acertos, na sequéncia didatica a ser aplicada, foi
realizado um experimento piloto, cujos comentarios sao apresentados no que se

segue.
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3.1 O EXPERIMENTO PILOTO

Com o intuito de redirecionar o projeto de Engenharia Didatica pretendido, um
experimento piloto foi realizado no segundo semestre de 2003, em uma
universidade particular de Ensino Superior sem fins lucrativos, situada na capital
de S&o Paulo.

O primeiro ponto de decisdo referiu-se ao experimento da realidade que
poderia ser realizado, ponto de partida do esquema de modelagem visado
(HENRY, 1997). Logo de inicio, a pretensao de realizar a experiéncia de emissao
de particulas por uma fonte radioativa, experimento classico, quando se fala em
Modelo de Poisson, tornou-se viavel, quando uma professora do Departamento
de Fisica da referida Instituicdo informou que o Laboratorio de Fisica Nuclear
dispunha de quatro contadores Geiger-Mueller e pés-se a disposicdo para

cooperar em sua realizacéo.

O contador Geiger-Mueller, também, conhecido como contador Geiger, €
um detector elétrico, simples de ser manipulado que opera em determinada faixa
de tensédo e esta depende da geometria do contador (raio do fio anodo) e da

pressdo do gas de enchimento; ele pode medir raios o, B, y e X

Esquematicamente, € uma caixa retangular de aproximadamente 40cm X 30cm X
20cm, com gavetas, em uma das quais se deve colocar o material radioativo que
vem protegido em uma embalagem, a fim de permitir sua manipulacao; a escolha
da gaveta para coloca-lo define o foco que ir4 detectar as particulas emitidas. A
fim de acionar o equipamento, deve-se calibrar a tensdo, apertando,
pausadamente, um botdo, até que em um visor do aparelho chegue-se a tensao
desejada, no caso, 340V. Em seguida, deve-se calibrar o comprimento do
intervalo de tempo entre as contagens; o aparelho permite calibracdo de
intervalos de um em um segundo até dez, de dez em dez segundos até cem e de
cem em cem segundos até mil segundos. Coloca-se, entdo, o material radioativo
na gaveta desejada e inicia-se a contagem das particulas emitidas. A cada
intervalo de tempo, que foi fixado a priori, 0 aparelho interrompe a contagem e o

namero de particulas emitidas € indicado em um visor especifico; dependendo do
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material radioativo, as particulas emitidas podem ser raios o ou .

A Figura 14 exibe uma representacdo esquematica do contador Geiger-

Mueller.

| |
O
|:| ] |:| ] ] ‘down

count stop time up

gavetas

Figura 14. Contador Geiger-Mueller

O préximo ponto de decisao foi definir os sujeitos que fariam parte do piloto
e este foi fundamentado em dois aspectos: no primeiro, os alunos do segundo
ano do curso de Engenharia Elétrica eram do curso de Probabilidade e Estatistica
e iriam estudar o Modelo de Poisson, além de que, na cadeira de Fisica, no
mesmo semestre fariam um estudo sobre radiacao, incluindo o contador Geiger-
Mueller; o segundo, relaciona-se a disponibilidade do Laboratério de Informatica,
decisdo didatica fundamentada nas pesquisas de Henry (2003) e Batanero,
Tauber e Sanchez (2001). Coutinho (2001) concluiu que o fato de os alunos
desconhecerem o aplicativo a ser usado na experimentacao, pode comprometer o
desenvolvimento do estudo; assim, decidiu-se por um aplicativo de uso frequente
em muitas empresas paulistas, e conhecido pela maioria dos alunos, embora néo
se tivesse informacdo sobre o dominio que eles teriam dessa ferramenta. Esta
opcdo teve como objetivo que as interferéncias fossem poucas, durante o
transcorrer das atividades, além de contribuirem, com a exploracdo do préprio
aplicativo, para a formacao geral desses alunos. Sendo assim, catorze sujeitos,
voluntarios do curso de Engenharia Elétrica, sete do noturno e sete do vespertino,
participaram do piloto, que por disponibilidade do Laboratério de Informatica, se
desenvolveu no periodo vespertino. Convém observar que na falta de
equipamento especifico, como o contador Geiger-Mueller, outra experiéncia pode

ser desenvolvida, como o numero de telefonemas a um dado telefone, em um
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dado periodo, ou o niamero de veiculos de determinada cor que passa em um
cruzamento, em determinado intervalo de tempo de determinado dia da semana,

ou até uma simulacao, como o fez Henry (2003).

Sete encontros foram realizados, sendo dois por semana: um foi no
Laboratério de Fisica Nuclear, dois no Laboratorio de Informatica e quatro em sala
de aula usual, cada um com uma hora e meia de duragdo. Assim, esta
pesquisadora desenvolveu o trabalho com os alunos e duas professoras, da
mesma instituicdo, foram observadoras do grupo. Os alunos trabalharam em
dupla e, ao final de cada encontro preencheram, individualmente, uma ficha de
avaliacdo sobre o conteudo abordado e outra para opinarem sobre o que acharam
interessante, 0 que ndo gostaram ou ndo acompanharam, sugestbes para o
aprimoramento do mesmo, enfim tudo o que quisessem comentar a respeito da
sessdo. As fichas, os resultados das avaliagcbes e as observacbes sugeriram
mudancas no projeto de Engenharia, a fim de melhorar a possibilidade dos

objetivos serem atingidos.

Algumas decisbes, como a escolha de alunos do Curso de Engenharia
Elétrica e a experiéncia de emissédo de particulas por uma fonte radioativa, que
possibilitaram a conexdo com a cadeira de Fisica, apresentaram bons resultados.
Os participantes do projeto mostraram-se mais motivados que os demais nas
aulas de radiacdo, segundo informagOes explicitadas pela professora da
disciplina. Todos ficaram satisfeitos com a exploracao do aplicativo que, segundo
eles, podera ajuda-los no trabalho de conclusdo de curso. Alguns disseram que
gostaram de fazer matematica; expressao usada por um dos alunos ao final da
deducdo do Modelo de Poisson, embora outros a tenham achado complicada. A
importancia da realizacdo do experimento, como ja tinha sido apontada por
Coutinho (2001), também péde ser evidenciada, quando um dos alunos falou:
nunca se sabe o nimero que vai aparecer quando apertamos o botdo do contador
Geiger, embora se saiba que ele vai ser em torno de ...; essas palavras podem
indicar um aspecto do conceito de aleatorio, explicitado por esse aluno durante a

experimentacao.
Por outro lado, algumas mudancgas mostraram-se necessarias:

v’ trocar o teste inicial por uma ficha de informacgdes sobre o perfil do aluno;
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v' colocar os alunos antecipadamente em atividades que explorem o0 uso do
aplicativo, pois no piloto a exploracédo das situacdes ficou prejudicada, ja que a
propria.  manipulagdo da ferramenta fez parte da aprendizagem

simultaneamente, contrariando nossa expectativa,

v' colocar alunos do curso de Ciéncia da Computacdo na composicao das
duplas, a fim de minimizar as dificuldades que o uso do computador pode

acarretar;

v' fazer um teste estatistico a fim de validar, ou ndo, a aderéncia do Modelo de
Poisson aos resultados, e que nao foi feito no piloto por uma questéo de tempo

disponivel dos alunos; (Henry 2003)

v encontros com duas horas de duracdo e ndo uma hora e meia, como foi feito
no piloto, no qual a discussao, ou a institucionalizagdo ficou prejudicada em

alguns casos;

v repetir o experimento de emissdo de particulas com elementos radioativos
diferentes e o mesmo intervalo de tempo entre as observacbes, que pode
favorecer a ampliacéo do significado pessoal do parametro do Modelo;

v' diminuir a duracédo do intervalo de tempo entre as observacdes, a fim de que o

periodo de uma sesséao seja suficiente para realizacdo das experiéncias;

v fazer avaliacdo que exija 0 uso do aplicativo, como foi feito na pesquisa de
Batanero, Tauber e Sanchez (2001).

Com esses acertos e alteragbes, um novo grupo fez parte da fase
experimental, que se realizou no segundo semestre de 2004, logo apds os alunos
terem estudado o Modelo Binomial em seus cursos. O experimento piloto além de
revelar a necessidade de um conhecimento prévio em relacdo a manipulacdo do
aplicativo, indicou a dificuldade do desenvolvimento do trabalho pretendido com o
Modelo de Poisson que, por si sO, é complexo. Assim, a decisdo da pesquisadora,
na tentativa de minimizar tais problemas, foi usar o mesmo aplicativo nas
atividades de Estatistica Descritiva, explorando a funcdo frequéncia e a
representacao grafica, além de desenvolver o estudo do Modelo Binomial com as
mesmas etapas do processo de modelagem, partindo do experimento pratico de

lancar uma moeda cinqlienta vezes, explorando a construcdo de tabelas e
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graficos em planilha e usando a funcdo distribuicdo binomial para agilizar os

calculos, como, também, o teste de aderéncia qui-quadrado.

Tanto os alunos do piloto quanto aqueles que participaram da fase
experimental do estudo, fizeram-no voluntariamente. Como os participantes do
piloto impuseram a condi¢do de nao serem filmados ou gravados, decidiu-se, nos
dois casos, pela colocacdo de observadores e identificacdo de todos os
participantes por meio de um cracha com cédigos do tipo: 1A, 1B, 2A, 2B, etc.,
cuja a letra indica o curso a que pertencem, sendo A para Engenharia Elétrica e B

para Ciéncia da Computacao, e o numero indica a dupla.

3.2 0S ENCONTROS: CONCEPGCAO E ANALISE A PRIORI

Este topico trata da concepcdo e andlise a priori da seqiéncia de ensino a ser
aplicada aos alunos na fase experimenta. Sete encontros constam desta,
incluindo o teste final, cada um com duas horas de duragdo, desenvolvido na
Instituicdo de ensino onde os participantes estudam. Os ambientes, sala de aula
usual, Laboratério de Fisica Nuclear ou de Informatica séo identificados em cada

atividade.

Os encontros estdo organizados de acordo com as etapas de modelagem
prescritas em Henry (1997), cuja apresentacdo é feita em termos da Teoria
Antropoldgica do Didatico em que se tem: a tarefa que sera proposta aos alunos,
a técnica didatica a ser adotada e o bloco tecnolégico/tedrico com correspondente
andlise a priori que inclui explicacdes e justificativas, objetivos a serem atingidos e
expectativas em relacdo as respostas dos alunos no cumprimento da tarefa

proposta.

Na primeira etapa (realidade), os alunos receberdo um texto sobre
radiacdo, com o intuito de situa-los no contexto do experimento a ser realizado:
emissdo de particulas radioativas. Com base nesse estudo, um protocolo
experimental sera elaborado e colocado em acdo pelos alunos (Laboratério de

Fisica Nuclear).
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Na segunda etapa (modelo pseudo-concreto), sera feita uma breve analise
descritiva dos valores colhidos experimentalmente, incluindo tabelas, gréaficos e
algumas medidas de tendéncia central e dispersdo, com o auxilio de um
aplicativo, visando a levantar algumas conjecturas sobre o experimento realizado

(Laboratorio de Informatica).

Na terceira etapa (modelo matematico), com base no estudo anterior, 0

Modelo de Poisson sera formalmente construido (sala de aula usual).

Na quarta etapa (estudo matematico) tem-se a exploragdo do modelo
tedrico criado valendo-se do aplicativo ja utilizado; nela, para alguns valores do
parametro do Modelo de Poisson, convenientemente selecionados a fim de
possibilitar a generalizacdo de propriedades, os alunos irdo construir tabelas e
graficos correspondentes e determinardo algumas medidas de tendéncia central e

dispersao (Laboratorio de Informatica).

Na quinta etapa (confrontacdo modelo-realidade), os alunos irdo comparar
os valores obtidos em um dos experimentos realizados e aqueles
correspondentes ao modelo tedrico construido; tal comparacdo serd feita por

tabela, grafico e teste de aderéncia qui-quadrado (Laboratorio de Informatica).

Na sexta etapa (generalizacdo e previsbes), uma série de situacdes
associadas a outras areas do conhecimento, como também aquelas encontradas
em livros didaticos, serdo propostas aos alunos. Nela, ainda, sera explorada a
aproximacao entre os Modelos Binomial e Poisson, por meio da representacao
gréfica e em tabela, para alguns valores dos parametros, selecionados de modo a

favorecer a discusséo sobre o nivel da aproximacao obtida (sala de aula usual).

No ultimo encontro, um teste sera aplicado com o intuito de avaliar o
significado pessoal que os alunos foram capazes de atribuir ao objeto de estudo e
possibilitar sua comparacdo com aquele implementado na interacdo didatica e

constante da analise a priori.

Toda tarefa proposta aos alunos, depois de finalizada, terd suas respostas
apresentadas e discutidas no grupo, sob coordenacéo da professora que, apos a
chegada a um consenso, fara sua institucionalizacdo, impedindo, porém, que 0s

alunos alterem as respostas para que possam ser analisadas. Cada sesséo sera
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avaliada pela atividade desenvolvida durante o encontro e, algumas vezes,
também, por um questionario, descrito em termos de organizacdo praxeoldgica,
tendo o objetivo de explicitar a maneira pela qual a aprendizagem podera ser
identificada. Além disso, observadores fardo anotacbes sobre as manifestacées
dos alunos e do professor que também serdo consideradas na avaliagdo. Todo o
material de posse dos alunos sera recolhido ao final de cada encontro a fim de ser
analisado e verificar a necessidade de mudancas em relacdo ao que estava

previsto nas sessdes subsequentes.

A apresentacdo de cada etapa € encerrada com a identificacdo dos
elementos de significado institucional pretendidos (GODINO, 2003), selecionados

dentre os de referéncia, citados no Capitulo 2.
Conforme cita Chevallard (2002), neste estudo, a escala hierarquica de
niveis pode ser assim considerada:

Sociedade: desenvolvimento de habilidades e competéncias visando a aplicacao

pratica desse saber.

Escola: instituicdo particular de ensino superior, sem fins lucrativos, curso de

graduacdo em Engenharia Elétrica e Ciéncia da Computacéao.

Pedagogia: oito encontros de duas horas, alunos trabalhando em dupla, em

laboratérios de informatica, de fisica ou em salas de aula usuais.

Disciplina: Matemética.

Dominio: Estatistica.

Setor: Probabilidade.

Tema: variavel aleatéria.

Objeto: Modelo de Poisson.
Esta escala tem a finalidade de situar o saber visado no presente trabalho.
Antes do primeiro encontro, logo apds a definicdo dos alunos que faréo

parte do estudo e estes assinarem o termo de compromisso e aceitacao

voluntaria (Apéndice B), eles receberdo uma carta comunicando sua participacao

no projeto (Apéndice C) e, ainda, deverdo preencher a Ficha de ldentificacdo
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(Apéndice D), cujo objetivo é obter um breve perfil dos alunos. Sera entregue,
também, um texto sobre radioatividade (Apéndice E), elaborado com base em
Kaplan (1983) e com a supervisao de professores de Fisica Nuclear da Instituicao
onde se realiza a fase experimental; sera pedido aos alunos que facam sua leitura

antecipada.

3.2.1 A PRIMEIRA ETAPA - REALIDADE - Laboratério de Fisica

Nuclear

Esta primeira etapa da modelagem é denominada por Henry (1997) Dominio da
Realidade; em relagcéo a ela, o autor escreve:

Quadro 4. Primeira etapa de modelagem

ETAPA OBJETO DE AGAO ATIVIDADE ESPERADA

Descrigéo simplificada dos elementos pertinentes
para o problema proposto. Aplicacdo de um
protocolo experimental. Tal descrigéo € filtrada por
um olhar tedrico.

Estudo de um fenébmeno
Realidade real ou de um processo
experimental.

Fonte: Henry (1997, p. 81).

No inicio do primeiro encontro, os alunos serdo levados a uma sala de aula
usual, onde receberdo a informac¢do de sua néo identificacdo na pesquisa, pois
ela ndo sera gravada ou filmada. Em seguida, o termo de compromisso e
autorizacdo assinado e a ficha de identificacdo preenchida serédo recolhidos. As
duplas serdo formadas por meio de um sorteio aleatério, com um aluno de cada
curso, momento em que o0s crachads serdo entregues, a fim de que os
observadores possam anotar suas manifestacbes, garantindo o anonimato e
resguardando a possibilidade de acompanhamento das duplas e dos sujeitos no
transcorrer da fase experimental. Logo a seguir, 0s participantes seguirdo para o
Laboratério de Fisica Nuclear, onde uma professora especialista em Fisica
Nuclear, da propria Instituicdo, ird participar do encontro. A presenca desta é
justificada pela necessidade de pessoa autorizada na utilizacdo de tal laboratorio
por questdes financeiras e de seguranca, além dos esclarecimentos especificos
gue esta podera fornecer.
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Em um primeiro momento, os alunos serdo convidados a manifestarem
suas idéias a respeito do texto sobre radioatividade, cuja leitura fora solicitada,
fundamentando-se no trabalho de Henry (2003), no qual o autor disponibilizou
alguns textos para os participantes lerem com antecedéncia, e na importancia da
introducdo histérica quando se estuda um objeto matematico (STRUIK, 1985,
VERGNAUD, 1994 e PNLD, 2005). Trés objetivos a serem atingidos: o primeiro é
informar os alunos a respeito do experimento e motiva-los com a expectativa de
sua realizacdo; o segundo € prepard-los para a discussdo do protocolo
experimental; o terceiro é contribuir para a identificacdo das hipoteses do Modelo
e a etapa de validacdo, que, segundo Henry (1997), é delicada e necessita de

conhecimento especializado do fenbmeno estudado.

Em relagcdo a esse texto, sdo esperadas questbes relacionadas ao
desenvolvimento matematico das relacdes entre a meia-vida e a constante de
desintegracdo e entre esta Ultima e a vida média. Observa-se, porém, que 0s
conceitos matematicos utilizados: varidvel aleatéria, independéncia estatistica,
potenciacdo, radiciacdo, probabilidade complementar, exponencial, logaritmo
neperiano, derivada, limite, integral imprépria e integracéo por partes, fazem parte
do conteudo j& estudado pelos alunos. Este fato evidencia que uma discussao,
coordenada pela professora, podera resultar que o préprio grupo forneca os

esclarecimentos necessarios ao seu entendimento.

Como um estudo sobre radiacdo faz parte do curriculo dos alunos de
Engenharia, esperam-se questbes a respeito do funcionamento do contador
Geiger-Mueller e a possibilidade de manipular um material radioativo, sugeridas

pelo piloto.

O objetivo da apresentacéo coletiva € socializar as informacgfes do texto,
caso alguns alunos ndo tenham feito sua leitura, além de prepara-los para a
elaboracdo do protocolo experimental e construcdo do Modelo de Poisson. Na
sequéncia, a Tarefa 1.1 ser& proposta as duplas.

Tarefa 1.1 Elaborar um protocolo experimental para o estudo da emissao de
particulas por fonte radioativa, utilizando o contador Geiger-Mueller, selecionando
0os elementos a serem considerados e aqueles que deverdo ser descartados;
colocar em acao esse protocolo e anotar os resultados na Ficha 1.
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FICHA 1 - Experimentos®

(cologuem os cédigos dos seus crachas) Dupla: e

Primeiro Experimento

Tipo de material radioativo na gaveta

Voltagem Numero de repeticdes

Duracao do intervalo de tempo entre as observacgoes:

Valores os colhidos:

Técnica didatica: A elaboracdo do protocolo experimental sera feita
coletivamente, com a participacdo das professoras e na sua execucado os alunos
trabalhardo em dupla, sendo duas por contador, sob a orientagédo da professora
de Fisica.

Bloco tecnolégico/tedrico e analise a priori:

A decisdo pela realizacdo de um experimento, fundamenta-se nos
trabalhos de Girard (2001) e de Coutinho (2001) em que esta Ultima constatou,
ainda, a importancia de elaborar o protocolo experimental com os alunos, a fim de

explicitar os elementos a serem considerados.

Fundamentando-se no texto sobre material radioativo, as professoras irdo
coordenar a elaboracdo dos protocolos dos experimentos a serem realizados,
cujas repeticbes, em diferentes condicbes, tém o objetivo de viabilizar a
introducédo dos Postulados de Poisson que sera feita posteriormente. Para esse
fim, serdo propostos quatro experimentos, em gue as variaveis didaticas, duragéo
do intervalo de tempo, niUmero de observacdes, elemento radioativo e a gaveta do
contador onde ele é colocado, sdo fundamentais. O primeiro deles com um
determinado material radioativo e cinco segundos entre uma observacao e outra;
0 segundo com outro material e mesmo intervalo de tempo; o terceiro e o quarto

experimentos com o mesmo material usado no segundo experimento, porém com

6 A Ficha 1 que os alunos receberam tem cem espacos para a anotacdo dos valores colhidos e
repete-se nos quatro experimentos a serem realizados.
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trés e um segundo entre as observacdes, respectivamente. Estes tempos e a
opcao da gaveta mais distante tém a finalidade de obter valores que possam ser
aproximados por um modelo de variavel discreta (no caso, de Poisson). Em cada
experimento serdo colhidos os resultados de cem observacdes a fim de que seja
viavel a aplicacdo do teste qui-quadrado. Os tempos de cinco, trés e um segundo
pretendem, também, que a experimentacdo seja feita em um Unico encontro, sem
dispersdo por parte dos alunos®” e, ainda, possibilitem a emergéncia de
conjecturas relacionadas aos Postulados de Poisson como, por exemplo: o
namero médio de emissdes por unidade de tempo caracteriza a fonte radioativa, o
namero de emissdes € diretamente proporcional ao comprimento do intervalo de
tempo considerado e a probabilidade de uma emissao € diretamente proporcional
ao comprimento do intervalo de tempo, quando este é suficientemente pequeno.
Estas conjecturas sao sugeridas pelo proprio esquema de modelagem proposto
por Henry (1997).

Nessa etapa, algumas competéncias a serem desenvolvida: descrever uma
situacdo problematica, identificar a variavel aleatoria a ser estudada além de
elaborar e colocar em préatica um protocolo experimental (HENRY, 1997). Nao se

espera que os alunos encontrem dificuldades no desenvolvimento desta atividade.

3.2.1.1. AVALIAGAO

Apos o término da coleta dos resultados, os alunos serdo convidados a sair do
Laboratério de Fisica Nuclear e passarem a uma sala de aula usual, onde sera
proposta a Tarefa 1.2. A finalidade desta sera avaliar o aproveitamento dos
alunos, verificar se os objetivos foram atingidos e obter informagfes para os
futuros encontros que, embora ja estejam programados, podem sofrer
modificacdes, tendo em vista as caracteristicas da metodologia adotada. Além
desse instrumento, as anotacfes dos observadores poderdo complementar essa

avaliacéo.

Tarefa 1.2 Responder o questionéario da Ficha 2.

" No piloto, um dos alunos classificou como "tedioso" ficar aguardando trinta segundos entre as
observacoes.
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FICHA 2 — Avaliagao da primeira etapa
Questionario (coloque o cédigo do seu cracha) Aluno

1. Descreva em linguagem corrente, 0 primeiro experimento que vocé realizou;

explicite o que representam os valores que vocé coletou.

2. Considere que vocé use o protocolo do primeiro experimento realizado e o
repita. O que vocé pode dizer em relagcdo aos valores coletados e os obtidos na

repeticdo?
3. Considere o primeiro e o segundo experimentos que vocé realizou.
a) Qual a diferenca entre os dois?

b) O que representam os valores obtidos no primeiro experimento? E no

segundo?

c) Existe alguma relacdo entre os valores do primeiro experimento e os do

segundo? Por qué?

4. No segundo, terceiro e quarto experimentos, que vocé realizou, o material
radioativo € o0 mesmo, mas mudou a duracdo do intervalo de tempo entre as
contagens: tiveram duracdo de cinco, trés e um segundo, respectivamente.
Compare os resultados obtidos nos trés experimentos e complete ou responda,

conforme solicitado:

a) Se a duracéao do intervalo de tempo aumenta, os valores

b) Se a duracéo do intervalo de tempo diminui, os valores

c) Se o intervalo de tempo tiver duragdo muito pequena, menor que um segundo,
quais valores vocé espera obter? (cite alguns)

d) Considere que a duracédo do intervalo de tempo é zero, isto €, ndo tem intervalo

de tempo. Quais valores vocé espera obter? (cite alguns)

5. Um colega, que participou do piloto deste projeto, colheu os seguintes valores
com determinada fonte radioativa e intervalos de trinta segundos de duracao:

81 66 84 89 72 76 76 70 92 83 73 77 74

a) Vocé consegue predizer qual o valor mais provavel para o préximo resultado?

(sim ou nao); se sim, qual é?
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b) O proximo resultado a ser colhido tem sua probabilidade alterada por influéncia

dos anteriores? (sim ou nao)

c) Pode-se dizer que o valor do préximo resultado é dos demais.

6. No texto que vocé leu sobre material radioativo, o nimero médio de emissdes
por intervalo de tempo € uma caracteristica da fonte radioativa considerada na
experimentacdo; depende do tipo de material, da quantidade de massa e da
amplitude do intervalo de tempo, entre outros aspectos. Como vocé faria para
estimar esse numero médio de emissdes por intervalo de tempo, utilizando os

resultados colhidos:

a) no segundo experimento: , obtendo o
namero médio de emissdes por essa fonte a cada segundos.

b) no terceiro experimento: , obtendo o numero
meédio de emissdes por essa fonte a cada segundos.

C) no quarto experimento: , obtendo o numero médio de
emissdes por essa fonte a cada segundos.

7. Esboce sua opinido sobre o encontro de hoje: (por favor, seja 0 mais sincero

possivel em suas mengdes, pois elas sdo muito importantes!)
a) 0 que vocé gostou?

b) o que vocé nao gostou ou ndo entendeu?

c) qual parte vocé achou de fundamental importancia?

e) explicite suas criticas e sugestdes.

Técnica didatica: os alunos irdo responder o questionario individualmente e em
sala de aula usual;, a professora observara o trabalho dos alunos e s6 se
manifestard, quando solicitada, limitando-se a esclarecer o que esta sendo pedido

no texto.
Bloco tecnolégicol/teérico e analise a priori:

A professora de Fisica ndo participardA da atividade, pois seu
desenvolvimento dar-se-4 em sala usual e espera-se que 0s esclarecimentos

especificos ja tenham sido apresentados. O questionario e as anotacdes feitas
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pelos observadores tém o objetivo de avaliar o encontro e vislumbrar possiveis
alteracOes para os proximos, além de verificar se a realizacdo dos experimentos e
as discussdes coletivas deram condicbes aos alunos de fazerem conjecturas
relacionadas aos Postulados de Poisson que serdo introduzidas no proximo
encontro. Explicitar que ndo existe resposta errada e a importancia da sua
exibicdo para esse estudo faz parte do contrato didatico que sera negociado com
os alunos e nortear4 as atividades durante o projeto. A opgdo pela resposta
individual tem o propoésito de obter o maximo de informacdes a respeito dos

objetivos a serem alcancados.

A seguir, sdo apresentadas as respostas, as expectativas, 0os objetivos a
serem atingidos em cada item do questionario e as provaveis técnicas que 0s

alunos podem se valer em suas solugdes.

1. Esta questdo pretende avaliar se os alunos sabem descrever a situacao
experimental, ou seja, se eles identificam corretamente a varidvel a ser observada
e evidenciam o0s aspectos relevantes do experimento. A expectativa é que sejam
citados o material radioativo, a duracdo do intervalo de tempo, 0 numero de
repeticbes e a variavel a ser estudada pela maioria dos alunos. Poucos devem
citar a gaveta onde o material foi colocado e a regulagem da voltagem no
contador. A técnica que os alunos podem adotar para responder esse item, é a
reflexdo a respeito da acao que eles realizaram.

A resposta deve conter o tipo de material observado, a amplitude do
intervalo de tempo considerado, o numero de observacdes e a variavel aleatéria a
ser observada: numero de emissdes pela fonte radioativa no intervalo de tempo

considerado, que sdo 0s aspectos relevantes do primeiro experimento realizado.

2. Nesta questédo o objetivo € investigar se os alunos identificam a caracteristica
aleatéria dos resultados, além de verificar se percebem que, embora ndo sejam
0S mesmos, eles caracterizam a fonte observada. Além disso, pretende-se
verificar se o0s alunos fazem a conjectura do Postulado de Poisson
correspondente, qual seja, que a variavel aleatoria tem a mesma distribuicdo de

probabilidades, em qualquer dos intervalos considerados.

Os alunos podem afirmar que os valores ndo serdo os mesmos, mas nao

devem concluir que, embora distintos, eles caracterizem a fonte e, ainda, que a
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distribuicdo do numero de particulas emitidas em qualquer intervalo de tempo é a
mesma. Pode ser que alguns sujeitos afirmem que os resultados serdo
exatamente 0s mesmos, indicando que 0s experimentos realizados n&do foram
suficientes para uma primeira nocdo de aleatorio. As dificuldades relacionadas a
esse conceito sdo citadas nos trabalhos de Girard (1997) e de Batanero e Serrano
(1995). No piloto, tal fato também pode ser observado, mas o trabalho nas etapas
subsequentes mostrou que, aos poucos, 0s alunos identificaram algumas
caracteristicas desse conceito como, por exemplo, aquelas citadas por Batanero e
Serrano (1995, p. 26). Os alunos podem comparar os resultados das experiéncias

realizadas, a fim de responder essa questéo.

Na repeticdo do experimento, alguns resultados podem coincidir, outros
ndo, embora sejam proximos daqueles obtidos no primeiro experimento, porque a
emissao de particulas por uma fonte radioativa € aleatoria e se esta observando a

mesma fonte, com a mesma duracgéo do intervalo de tempo.

A fim de exemplificar, alguns valores obtidos na fase piloto deste projeto,
com o material cobalto 60, sdo apresentados a seguir.

intervalos com trinta segundos de duracdo: 81 - 66 -84 -89 —-72—-76 — 76 ...
intervalos com dez segundos de duracdo: 28 —-31-32-29-29-24-31-23 ...
intervalos com um segundo de duragédo:2-1-0-1-6-1-1-1-3-2...

3. Este item tem a intencéo de investigar se os alunos identificam que os valores
caracterizam a fonte observada. A expectativa € que, praticamente, todos 0s
alunos respondam que os resultados seriam diferentes, porque mudou o
elemento, simbolizando, ndo explicitamente, que cada conjunto de valores
caracteriza uma fonte. Os alunos podem recorrer aos resultados obtidos nos dois
primeiros experimentos a fim de responderem essa questdo, mas € preciso
verificar se eles os usam a fim de validar suas respostas, o que podera ser

constatado nas anotagdes dos observadores.

A resposta deve especificar, no item (a), que a diferenca existente é a
mudanca do material radioativo; no item (b), que os resultados no primeiro
experimento representam o nimero de emissdes de um material e, no segundo, o

de outro; no item (c), que ndo existe relagdo entre os resultados dos dois
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experimentos, pois cada um deles caracteriza uma fonte radioativa.

4. Esta questdo deve possibilitar que os alunos fagam conjecturas sobre trés
Postulados de Poisson: a probabilidade de uma ocorréncia em um intervalo
suficientemente pequeno é diretamente proporcional a sua duracdo, quando o
intervalo é suficientemente pequeno a probabilidade de duas ou mais ocorréncias
€ desprezivel e a probabilidade de zero ocorréncia em um intervalo de duracao

tendendo a zero é um.

Os alunos devem responder adequadamente os itens (a) e (b), embora (c)
e (d) possam ter respostas diferentes daquelas enunciadas, porém, sem
contradicdes. O piloto revelou que alguns alunos ndo conceberam que o intervalo
possa ter amplitude zero e apresentaram comentarios em torno de um intervalo
muito pequeno. A proporcionalidade entre a amplitude de um intervalo pequeno e
a probabilidade de haver uma emissdo ndo é esperada que apareca nas
respostas nesse momento. A técnica que os alunos podem se valer é a
observacédo dos resultados obtidos nos segundo, terceiro e quarto experimentos,
pois estarao de posse da Ficha 1.

A resposta deve ser: em (a), que os resultados seriam proporcionalmente
maiores, em (b), proporcionalmente menores, em (c), compostos, em sua maioria,

de zeros e uns e em (d), todos iguais a zero.

5. O objetivo desta questao é que os alunos fagcam a conjectura do Postulado de
Poisson que considera que o0 numero de ocorréncias em intervalos nao
sobrepostos sdo independentes e tém a mesma distribuicdo. Alguns alunos
devem responder que os resultados s&o independentes e outros que sao
exclusivos, como aconteceu no piloto, ou apresentarem uma outra resposta para
o item (b), citando que o valor deve estar entre aqueles obtidos, interpretando a
pergunta em termos da representatividade e ndo em relacéo a probabilidade. Nao
se espera que eles citem que o niumero de emissdes em qualquer intervalo tem a
mesma distribuicdo. A dificuldade em identificar e utlizar o conceito de
independéncia é citada em Girard (1997). Pretende-se investigar se tal dificuldade
permanece com a mudanca de estratégia que o trabalho com modelagem
propicia. A técnica que os alunos podem adotar para responder essa questao é a
observacao dos resultados colhidos, em particular, a aleatoriedade dos mesmos.
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A resposta deve afirmar, em (a), que ndo é possivel predizer o valor mais
provavel para o proximo resultado, em (b), que ndo tem sua probabilidade
alterada por influéncia dos resultados anteriores e em (c), que se pode dizer que o
valor é independente dos demais.

6. Com esta questao pretende-se investigar se os alunos percebem que a média
€ uma estimativa do numero médio de particulas emitidas pela fonte, no intervalo
de tempo considerado, que esta € mais precisa, quando se aumenta o nimero de
observacdes. Espera-se que eles cheguem a explicitar que se deve calcular a
média, mas nem todos devem mencionar que a estimativa é tanto mais precisa
qguanto maior for o nimero de observacdes ou que 0 niumero medio de emissdes
por unidade de tempo pode ser obtido, por regra de trés, qualquer que seja a
duracdo do intervalo de tempo. Os alunos podem associar o conceito de média

com o numero médio de emissdes da fonte que eles querem estimar.

A resposta deve mencionar o calculo da média aritmética dos resultados;
nesse caso, ter-se-a uma estimativa do numero médio de emissdes dessa fonte
no intervalo de tempo considerado: em (a), a cada cinco segundos, em (b), a cada
trés segundos e em (c), por segundo. A repeticdo do maior numero possivel de
observacbes do experimento, em intervalos de tempo de mesma duracao,

possibilita a obtenc&o de uma estimativa mais precisa.

7. Quando da realizacdo do piloto, esse item foi colocado como ficha de
comentarios sobre o encontro e foi muito valioso para o refinamento desta
pesquisa. A questdo objetiva avaliar o encontro em termos de visdo do aluno, o

gue pode favorecer futuros trabalhos ou, até mesmo, 0os proximos encontros.

Espera-se que a maioria dos alunos cite o experimento realizado no
Laboratério de Fisica Nuclear, como sendo interessante e motivador. Pode ser
gue algum aluno sinta-se intimidado a elogiar o desenvolvimento do trabalho,
apesar das recomendacdes da importancia de sua sinceridade; espera-se que

nao seja o caso de nenhum desses alunos.

3.2.1.2 ELEMENTOS DE SIGNIFICADO INSTITUCIONAL PRETENDIDOS

Os elementos de significado institucional pretendidos foram selecionados dentre
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agueles de referéncia citados no Capitulo 2, por fazerem parte do estudo
realizado neste encontro. De acordo com essa etapa de modelagem, proposta por
Henry (1997), o aluno deve refletir sobre os experimentos e discussoes realizados
e elaborar, ainda no caso particular, hipéteses sobre o Modelo de Poisson. Note
que, como o autor salienta, essa fase do processo € bastante complexa, por exigir
conhecimentos especificos do contexto; a Ficha 2 e sua discusséo, juntamente
com o texto sobre material radioativo tém como objetivo diminuir essa dificuldade
e possibilitar a organizacao de algumas conjecturas sobre as hipéteses do Modelo
de Poisson, além de uma primeira concepcao a respeito dos valores obtidos em

um experimento aleatério, quais sejam:

v' Os valores obtidos em um experimento aleatério sdo casuais; eles
caracterizam o experimento realizado, mas néo se pode dar demasiado crédito a
eles. (item 2 e/ou item 3 e/ou observacdo e reflexdo dos valores obtidos nos

guatro experimentos)

v' O numero médio de particulas emitidas em um intervalo de tempo é
caracteristica da fonte observada, considerando que varios fatores foram
desconsiderados. (item 1 e/ou item 2 e/ou item 3 e/ou item 6 e/ou primeiro e

segundo experimentos)

v' O numero de particulas emitidas em um intervalo suficientemente pequeno é
diretamente proporcional a amplitude do intervalo considerado. (item 4 (a) e (b)

el/ou terceiro e quarto experimentos)

v' A probabilidade de se obter mais de uma particula emitida em um intervalo de

tempo suficientemente pequeno é desprezivel. (item 4 (c) e/ou quarto

experimento)

v" A probabilidade de nenhuma emissdo em um intervalo de tempo de amplitude

zero € um. (item 4 (d))

v' Os numeros de particulas emitidas em intervalos de tempo nédo sobrepostos
sao independentes. (item 5 e/ou 0s experimentos realizados)

v" Os numeros de particulas emitidas em intervalos de tempo de mesma duracao
e com 0 mesmo material ttm a mesma distribuicdo de probabilidades. (item 2

e/ou comparacao entre segundo, terceiro e quarto experimentos)



CAPITULO 3 — Concepcdo e andlise a priori 117

Acredita-se que nem todas as respostas esperadas sejam dadas
espontaneamente, mas, com questionamentos adequados, sobre 0s respectivos
itens pode-se chegar a elas. Ao final das discussdes, a professora colocara as
conclusdes no quadro para que sejam institucionalizadas.

Uma sintese dos elementos de significado institucional pretendidos é
apresentada no Quadro 5, considerando as facetas do conhecimento: praxis,
linguagem e logos, em que se tem classificadas as seis componentes da cogni¢cao
matematica, quais sejam: situacdes, acdes, linguagem, conceitos, propriedades
ou atributos e argumentos. (GODINO, 2003, p. 118).

Quadro 5. Elementos de significado institucional pretendidos

PRAXIS LINGUAGEM LOGOS
Situacéo Conceitos
situacgdo relacionada a Fisica: Linquacem valor médio, aleatorio.
contagem de particulas Egﬁ’)?? Propriedades
emitidas por fontes P namero de particulas emitidas depende do
o valor médio, ; .
radioativas. teste qui- material e do intervalo de tempo entre as
Acdes quadrado, observacdes;

realizacéo de experimentos rotocolo valores obtidos na observacgédo de particulas
de contagem de particulas prot emitidas sdo aleatdrios.
A experimental.
radioativas com o contador C x Argumentos
; ) descricdo de . - =
Geiger-Mueller; validacéo empirica;
elaboracdo de um protocolo deducao fundamentada na observacéo dos
experimental; resultados obtidos.

experimentos.

3.2.2 A SEGUNDA ETAPA — MODELO PSEUDOCONCRETO -

Laboratorio de Informatica

A segunda etapa de modelagem é definida por Henry (1997), como Modelo

pseudo-concreto; em relagcéo a ela o autor escreve:

Quadro 6. Segunda etapa de modelagem

ETAPA OBJETO DE AGAO ATIVIDADE ESPERADA

Situacao genérica,
descontextualizada,
abstratamente portadora de

Apresentacdo em linguagem corrente ou
esquematica; validacao retérica da analogia

Modelo . : com a descricdo precedente. Confrontacdo
propriedades do objeto de .

pseudo- estudo. Hinoteses do Modelo: das hipéteses do Modelo com os elementos

concreto - Mip ' correspondentes da descricdo. Conjecturas

em geral implicitas, porém
explicitas para o contexto
particular.

sobre as propriedades do Modelo
respondendo a questéo.

Fonte: Henry (1997, p. 82).
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Esta etapa de modelagem sera desenvolvida no segundo encontro, no
Laboratério de Informatica, com o auxilio de uma planilha. Com a Tarefa 2.1
(Ficha 3), os alunos organizam os resultados, coletados nos experimentos, em
tabelas e gréficos, valendo-se de medidas de tendéncia central e dispersdo, com

o auxilio do aplicativo; a Tarefa 2.2 (Ficha 4) tem o objetivo de avaliar o encontro.

No inicio desta etapa, as duplas serdo orientadas a se posicionarem diante

de um computador e sera proposta a Tarefa 2.1.
Tarefa 2.1 Realizar a tarefa proposta na Ficha 3.
FICHA 3 — Estudo descritivo

(cologuem os cédigos dos seus crachas) Dupla e

Digite os valores obtidos na primeira experiéncia na planilha e obtenha o
resumo estatistico dos resultados, usando a opcao Estatistica Descritiva que o
aplicativo oferece. Com essas informagdes, digite a Matriz Bin (considerando um
estudo exato) e use a funcdo Frequéncia para contagem. Construa um grafico de
colunas com as informacgdes da Matriz Bin e respectivas freqiéncias. Repita essa
tarefa para a segunda, terceira e quarta experiéncias e salve no disquete que lhe
foi entregue (ndo esqueca de ir salvando, enquanto trabalha, para nao perder

informagodes).

Técnica didatica: Trabalho em dupla; a professora podera, quando solicitada,

orientar a manipulacéo do aplicativo.
Bloco tecnolégico/teérico e analise a priori:

A opcao de distribuir as fichas, pedir que as duplas executem a tarefa e so
orienta-las na manipulacéo do aplicativo, quando houver solicitacdo, € justificada
pelo fato de os alunos ja terem utilizado esse aplicativo nas aulas de
Probabilidade e Estatistica. O trabalho colaborativo pode favorecer o rendimento

das duplas, pois um dos alunos € do curso de Computacao.

Como ilustracdo da resposta para essa tarefa, um exemplo, com valores
obtidos em Henry (2003), é apresentado na Figura 15. Para Henry (1997), na
segunda etapa de modelagem, objetiva-se traduzir a descricdo dos experimentos

em um sistema estruturado e simplificado (em didatica, a contextualizacdo do
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saber velho). Aqui serdo levantadas as hipéteses do Modelo de Poisson, mas,

apenas no contexto particular do experimento, ou seja, da emissao de particulas

por essas fontes radioativas; as hipéteses do modelo geral estdo implicitas.

Pretende-se chegar ao modelo de forma esquemética, usando a linguagem

natural. Nessa etapa, a validacdo sera pela confrontagcdo com a descri¢cao feita na

etapa anterior, quando da elabora¢éo do protocolo experimental.

Estatistica descritiva Valores frequéncia
observados
Média 3,09 0 5
Erro padrao 0,18 1 11
Mediana 3 2 27
Modo 2 3 20
Desvio padréao 1,78 4 17
Variancia da amostra 3,17 5 11
Curtose 0,62 6 5
Assimetria 0,68 7 2
Intervalo 9 8 1
Minimo 0 9 1
Maximo 9 0
Soma 309
Contagem 100

30 4

niamero de emissies ohservadas
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Fonte: Henry (2003).

Figura 15. Exemplo de resposta da Tarefa 2.1.

O uso do computador como ferramenta didatica foi sugerido nas pesquisas

de Henry (2003) e Batanero, Tauber e Sanchez (2001). Nessa tarefa, o uso de um

aplicativo pode favorecer o estudo pretendido pela agilidade na construcdo de



CAPITULO 3 — Concepcéo e andlise a priori 120

gréficos e tabelas, cuja visualizacédo, segundo os achados de Parzys (1997) e de
Batanero, Tauber e Sanchez (2001), facilita a identificacdo de propriedades
relativas aos valores colhidos. Além disso, o aplicativo utilizado dispbe da
ferramenta Estatistica Descritiva que fornece de uma s6 vez informagdes como
meédia, variancia e desvio padrdo amostrais, numero de elementos, valores
maximo e minimo, que sdo particularmente (teis na elaboracdo da tabela de
frequéncias com base nos valores colhidos. Alguns alunos podem apresentar
dificuldades no uso da funcdo frequéncia do aplicativo, como ocorreu no

desenvolvimento do projeto piloto.

3.2.2.1 AVALIAGAO

De posse dos resultados experimentais, dos resumos estatisticos e das
representacdes graficas sera solicitado que os alunos respondam as seguintes
questdes que, juntamente com as observacdes e os conteudos dos disquetes

servirdo para avaliar a segunda etapa.
Tarefa 2.2 Responder ou completar os itens constantes na Ficha 4.
FICHA 4 - Avaliagao da segunda etapa

(coloquem os cddigos dos seus crachas) Dupla e

Observando os gréficos e os resumos estatisticos dos quatro experimentos

que voce realizou, responda 0s seguintes itens:

1. Defina a variavel aleatoria que vocé observou no: (ndo esqueca de identificar o

material radioativo)

a) primeiro experimento:

b) segundo experimento:

C) terceiro experimento:

d) quarto experimento:

2. Em cada experimento que vocé realizou, os valores obtidos s&o ditos
aleatdrios. Explique o que isso significa, isto €, 0 que vocé entende por valores

aleatorios?
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3. O segundo, terceiro e quarto experimentos que vocé realizou referem-se a um
mesmo material radioativo. Vocé ja tem calculado, na sua planilha, o nimero
médio de emissbes por essa fonte em cada um dos intervalos: cinco, trés e um

segundo.

a) Use o0 numero meédio de emissdes por essa fonte em cinco segundos (segundo

experimento) e obtenha o nimero médio correspondente para um segundo.
Complete: Em média, essa fonte emite particulas por segundo.

b) Use o numero médio de emissdes por essa fonte em trés segundos (terceiro
experimento) e obtenha o nimero médio correspondente para um segundo.

Complete: Em média, essa fonte emite particulas por segundo.

c) Vocé tem agora trés numeros: o obtido em (a), o obtido em (b) e aquele obtido
no quarto experimento, todos representam o niumero médio de emissées de uma
mesma fonte radioativa por segundo. Como vocé explica o fato de que os trés

nameros ndo sao exatamente 0S mesmos?

d) Com os conhecimentos que vocé tem até agora, algum deles é o verdadeiro
namero médio de emissbes por essa fonte? (sim ou nao). Se nao, tem

algum que € melhor que os outros? Por qué?

4. Complete, arredondando os numeros obtidos para duas casas decimais:

a) Primeiro experimento: média = e variancia = (cinco segundos)
b) Segundo experimento: média = e variancia=____ (cinco segundos)
c) Terceiro experimento: média = evariancia=___ (trés segundos)
d) Quarto experimento: média = e variancia = (um segundo)

Observando as informagbes acima, qual conjectura pode-se fazer em
relagédo aos valores da média e da variancia do numero de particulas emitidas por

uma fonte radioativa em um intervalo de determinada duracéo?

5. Esboce sua opinido sobre o encontro de hoje: (por favor, seja 0 mais sincero

possivel em suas citagdes, pois elas sdo muito importantes!)
a) 0 que VoCcé gostou?

b) o que vocé nao gostou ou ndo entendeu?
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c) qual parte vocé achou de fundamental importancia?
e) explicite suas criticas e sugestdes.

Técnica didatica: os alunos responderdo os itens da Ficha 4 em dupla e a
professora limitar-se-4 a orienta-los, para que ndo deixem de responder nenhuma

guestao.
Bloco tecnolégicol/teérico e analise a priori:

A opcdo de os alunos responderem as questdes em dupla, cuja
composicdo é de um aluno de cada curso, tem o objetivo de favorecer o
rendimento, ja que os alunos de Engenharia estudam radioatividade na cadeira de
Fisica, no semestre em questdo. O esclarecimento do texto, apenas quando
solicitado, pretende que o professor ndo induza as duplas na diregcdo das

solugbes esperadas.

A seguir, sdo apresentadas as respostas, 0s objetivos, as expectativas e as

possiveis técnicas que as duplas poderdo adotar na execucao da tarefa.

1. Neste item objetiva-se verificar se as duplas especificam o material e o
intervalo de tempo como sendo fatores considerados relevantes. A apresentacao
dos quatro itens a serem completados pode provocar uma reflexdo em relacéo a
esse aspecto. Objetiva-se, ainda, que as duplas comecem a fazer conjecturas em
relacdo ao Modelo, que é o mesmo em cada experimento, mudando apenas o
parametro e que este depende da duracdo do intervalo de tempo e da fonte

radioativa.

Em cada caso, a resposta deve mencionar que a variavel aleatoria € o
namero de emissbes pela fonte no intervalo de tempo considerado. Todas as
duplas devem responder adequadamente esse item, pois podem recorrer a Ficha
1 a fim de retomar os valores coletados. As observacdes da representacdo grafica
e do quadro Estatistica Descritiva podem favorecer as conjecturas em relacdo ao

Modelo de Poisson visadas.

2. O item tem o0 objetivo de investigar se a experimentacdo no Laboratério de
Fisica Nuclear e o tratamento dos valores obtidos na planilha possibilitaram
alguma evolucdo da dupla na interpretacdo do conceito de aleatorio, em relacao

ao que foi apresentado, individualmente, no questionario da Ficha 2.



CAPITULO 3 — Concepcdo e andlise a priori 123

As duplas poderao recorrer a Ficha 1 para elaborarem suas respostas e
deverdo explicitar que os valores ocorrem ao acaso, isto é, ndo podem ser
previstos antecipadamente. O projeto piloto forneceu respostas que se referiram a
nao ter ordem, diferentes uns dos outros, ndo seguem nenhuma lei de formacéo,
nao podem ser definidos antes de realizar o experimento, ndo tém regras, nao se
repetem?®, evidenciando que a idéia de aleatério estd presente na maioria das

respostas. Espera-se resultado semelhante também para esse grupo.

3. Este item tem o objetivo de verificar se as duplas identificam a idéia do acaso
do experimento realizado; comparando com a resposta do item 2 do questionario
na Ficha 2, pode-se avaliar se houve alguma evolucédo até o momento. A resposta
para o item (a) deve mencionar que a divisdo do numero médio por cinco e em (b)
por trés. No item (c), a justificativa da diferenca dos trés resultados deve ser
fundamentada no acaso dos experimentos realizados. No item (d), a resposta
deve conter que nenhum deles é o verdadeiro valor ou o melhor representante, ja

que o numero de observacfes é o mesmo em todos 0s casos.

Em relacdo as respostas das duplas, ndo se espera dificuldade em relacéo
aos itens (a) e (b); em (c) eles podem justificar corretamente, como também
podem apresentar alguma argumentacdo relacionada a duracdo do intervalo de
tempo. No item (d) pode ser que muitos alunos escolham o valor obtido em (a)
como sendo o melhor, justificando que quanto maior o intervalo de tempo, melhor
sera a aproximacao ao verdadeiro valor, como ocorreu no piloto. Existem indicios
de que uma maior amplitude do intervalo de tempo induza o aluno a concluir que
esse fator implique uma contagem mais precisa. A técnica que pode ser utilizada
pelas duplas nos itens (a) e (b) € o uso da regra de trés simples e em (c) e (d), a
técnica dever ser fundamentada na reflexdo e observacdo dos resultados

colhidos, como também no texto sobre material radioativo e sua discussao.

4. Com este item objetiva-se que as duplas fagam a conjectura da propriedade do
Modelo de Poisson de que média e variancia coincidem. A resposta deve
apresentar os valores da meédia e da variancia em cada caso, com duas casas
decimais e identificar uma aproximacédo entre os dois valores. N&o se espera que

os alunos cheguem a concluir a coincidéncia dos valores, justificando que as

8 Em itélico, termos usados pelos alunos no projeto piloto.
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diferencas encontradas podem ser devidas ao acaso da realizacdo dos
experimentos. Alguns podem dizer que os valores tém a mesma ordem de
grandeza e outros que nado existe relacdo entre os valores da média e da
variancia, identificando que essa conjectura nao foi feita até o momento. Espera-
se, ainda, encontrar erros de arredondamento na apresentacdo dos valores da
média e da variancia nos quatro casos, como ocorreu no piloto. Os alunos podem
se valer do uso do computador para os arredondamentos, formatando as células
para duas casas decimais, evitando os erros previstos anteriormente. Em relacao
aos valores da média e variancia, as duplas podem usar os resultados obtidos

nos quatro experimentos para organizarem suas conclusoes.

5. Esta questdo tem o objetivo de avaliar o encontro em termos de visdo das
duplas, o que pode favorecer futuros trabalhos ou, até mesmo, os proximos

encontros.

Os alunos devem citar a representacdo grafica como sendo importante na
visualizacdo dos resultados obtidos. No piloto, foi quase unanime, a explicitagdo
de que a exploracédo do uso do aplicativo foi 0 aspecto mais importante, pois nao
houve oportunidade de fazé-lo anteriormente e, ao mesmo tempo, acharam que
uma hora e meia ndo foi suficiente para aprenderem a manipular de modo

adequado o aplicativo.

Os comentarios e sugestdes obtidos no experimento piloto, além da
valorizacdo da exploracédo da planilha, fizeram alusdo a mudanca de ambiente,
Laboratério de Fisica Nuclear, Laboratorio de Informatica (que tal adotar essa
estratégia para o curso de Probabilidade e Estatistica?®®) e a importancia de se
poder valer de resultados reais para desenvolver o trabalho na planilha. Estas
observacdes foram muito valiosas na elaboracdo desta fase, tendo em vista que
elas também foram sugeridas pelos trabalhos de Coutinho (2001) e Batanero,
Tauber e Sanchez (2001).

3.2.2.2 ELEMENTOS DE SIGNIFICADO INSTITUCIONAL PRETENDIDOS

Nesta etapa, os elementos de significado institucional pretendidos referem-se as

? Frase de um aluno durante o projeto piloto.
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conjecturas que podem ser feitas em relacdo as propriedades do Modelo de
Poisson que serdo utilizadas na proxima sesséao. Os alunos podem recorrer aos
resultados experimentais e a sua representacdo grafica, para que os objetivos
sejam atingidos. Admite-se a hipétese de que esse estudo possa colaborar no
estabelecimento de uma relacdo pessoal significativa, dos alunos com o objeto
matematico Modelo de Poisson, como sugerem os resultados de Batanero,
Tauber e Séanchez (2001), quando os autores concluem que o0 uso de
computadores e observacdo de um experimento da realidade introduzem
mudancas no significado da Distribuicio Normal, porque afeta diferentes
elementos do modelo. No Quadro 7 tem-se uma apresentacdo dos elementos de

significado pretendidos nesse encontro.

Quadro 7. Elementos de significado institucional pretendidos

PRAXIS |LINGUAGEM LOGOS
Conceitos
aleatério, probabilidade desprezivel, independéncia, variancia,
desvio padrdo, média..
Propriedades
Acdes valores obtidos nos experimentos séo aleatorios;
organizacéo, ndamero de emissdes por intervalo de tempo € caracteristica do
representacao elemento radioativo;
em tabela e namero de emissdes em um intervalo de duracao suficientemente
grafico e Linguagem pequeno € diretamente proporcional & amplitude do intervalo;
resumo tabela; a probabilidade de obter mais de uma emissao, em um intervalo
estatistico de gréfico de de duracéo suficientemente pequena, € desprezivel;
valores barras. a probabilidade de nenhuma emisséo, em um intervalo de
coletados amplitude zero, € um;
com auxilio 0s numeros de emissdes, em intervalos ndo sobrepostos, sdo
de um independentes;
aplicativo. 0s ndmeros de emissdes, em intervalos de mesma duragéo e com
0 mesmo elemento radioativo, tém a mesma distribuicéo.
Argumentos
validagao empirica;
comparacao de casos particulares com generalizacéo.

3.2.3 A TERCEIRA ETAPA — MODELO MATEMATICO - Sala de

aula usual

Henry (1997) define a terceira etapa de modelagem, como modelo matematico.

Em relagéo a ela, o autor escreve:
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Quadro 8. Terceira etapa de modelagem

ETAPA OBJETO DE AGAO ATIVIDADE ESPERADA

Colocar em equacfes ou formalizacéo: a
partir das leis do fendmeno estudado e dos
conhecimentos teéricos do Modelo pseudo-

concreto, escrever matematicamente as
relacBes assinaladas entre as variaveis, em

um determinado quadro teorico.

Conjunto de equacdes ou de
formalizacdes matematicas,
representando as
propriedades do Modelo e as
hipéteses admitidas.

Modelo
Matematico

Fonte: Henry (1997, p. 82).
O terceiro encontro sera em sala de aula usual, ja que se pretende

desenvolver a organizacdo matematica do Modelo de Poisson de forma expositiva
e, a0 mesmo tempo, participativa. No inicio, os alunos receberdo uma cépia da
Ficha 4 e outra do contetdo do disquete correspondente; de posse deste material,
sera proposta a Tarefa 3.1, que tem o objetivo de trabalhar a terceira etapa de

modelagem: construcdo da organizacdo matematica do Modelo de Poisson.

Tarefa 3.1 Acompanhar o desenvolvimento que sera exposto pela professora,
participando da sua elaboragdo, com sugestdes e questionamentos, sempre que

necessarios.

O desenvolvimento, a que se refere a Tarefa 3.1, é apresentado na Ficha 5

e uma copia sera entregue a cada aluno ao final da exposicéo.
FICHA 5 — Construcao do Modelo Tedrico

Os experimentos que foram realizados, conforme se pode constatar,
referem-se ao estudo da radioatividade. A varidvel estudada foi o niumero de
particulas emitidas por uma fonte radioativa durante um intervalo de tempo de
duracéo t; seja W; essa variavel aleatéria. Em cada experimento, foi determinada
a distribuicdo de frequéncias por tabela e grafico e foram obtidas algumas
medidas, como média e variancia. Pretende-se construir um Modelo Teorico a fim
de determinar as probabilidades da variavel aleatéria W;, cujas frequéncias
correspondentes se aproximem dos valores daquelas encontradas em cada um

dos experimentos.

Pode-se considerar que a variavel aleatoria W;: numero de particulas
emitidas por uma fonte radioativa em um intervalo de duragdo t assume o0s
valores: 0, 1, 2, 3, ..., ja que o Modelo Tedrico deve possibilitar o estudo do

namero de particulas emitidas por qualquer fonte e qualquer duracdo para o
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intervalo de tempo. Considerando uma determinada fonte e um intervalo de

duracéo t, seja a particdo do tempo apresentada na Figura 16.

>
L 4
>

N tempo

oe
—
N
~—+
w
v

Figura 16. Particao do tempo
A distribuicdo de probabilidades da variavel aleatéria W, esta representada
na Tabela 7.
Tabela 7. Distribuicao de probabilidades da variavel aleatéria W;

W, 0 1 2 3
P(Wy) PW:=0) PW=1) PW=2) PW=3)

Calculo de P(W; = 0)

Considere as variaveis aleatorias, W,; W, . definidas pelo nimero de

particulas emitidas, por essa fonte radioativa, nos intervalos de duracdo At e

t+ A t, respectivamente, como indicado na Figura 17.

W ¢ WAt
N A
4 Y \
0 t t+At
NG %
I
Wisat

Figura 17. Namero de particulas no intervalo [0, t+ A t]

A fim de que o Modelo Tedrico possa ser construido, algumas hipéteses
devem ser admitidas, hipGteses essas sugeridas pela observacdo dos

experimentos realizados.

Como a fonte € a mesma, é razoavel admitir-se a hipotese (Hq) de que a
distribuicdo do numero de emissdées é a mesma para todos os intervalos da

particdo. Dessa forma, observa-se que W,, W, e W, tém a mesma

distribuicdo de probabilidades, cada uma em relacdo a duracédo do intervalo de
tempo considerado. Portanto, tem-se que:
P(Wiat =0)=P(Wy =0 1 Wy =0) (1)
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Outra hipotese (Hz) a ser admitida é que os numeros de ocorréncias
registrados nos intervalos de tempo da particao sao independentes entre si;

dessa forma, as variaveis aleatorias, W; e W,,, s&o estatisticamente

independentes, donde se pode escrever que:
P(Wiiat =0) = P(W,=0) . P(Wy =0) (2)

Como W,; tem a mesma distribuicdo de probabilidades de W,, mudando
apenas a duracao do intervalo de tempo, tem-se:
Tabela 8. Distribuicao de probabilidades da variavel aleatoria W ,;

Wit 0 1 2 3

P(Wat) P(Wxt=0)  P(Wju=1)  P(Wx=2) P(Wx=3)

Como P(W,;=0) + P(W,;=1) + P(W,;=2) + P(W,;=3) + ... = 1,
tem-se que: P(W,, =0) = 1-P(W,, = Z (W, =k).

Substituindo o valor de P(W,; =0) na equagéo (2), tem-se:

P(Wyar =0)=P(W; =0) . {1— P(Wy =1)- Z P(Wy = k)]
k=2

de onde se obtém,
P(W,, ¢ =0) = P(W, =0) - P(W, = 0). l:P(WAt 1)+ i P(W, = k)]
ou ainda,
P(W¢, o = 0)—P(W, =0) =-P(W, =0). {P(Wm =1)+ iP(Wm = k)}

Dividindo ambos os termos por At, tem-se:

P(W,, o = 0)—P(W (W 2 P(W
(o 0PI =0) gy, O){ = Z a = }

Passando ao limite quando At > 0 (At pequeno) tem-se:
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jim " Wes =0 =PW, =0) _ 5\ _ { jm PWar =), > lim P, = k)} o
At>0 At At>0 At = A0 At

Levando-se em consideracdo 0s experimentos realizados, € razoavel
admitir-se a hipétese (H3) de que em um intervalo de pequena duragido a

probabilidade de se obter uma emissdao é diretamente proporcional ao

comprimento do intervalo, isto €, existe um A, real positivo, tal que:
P(W,=1) = LAt (ver texto sobre material radioativo) (4)
Admite-se, ainda, a hipotese (Hs) de que em um intervalo de pequena

duracgao a probabilidade de duas ou mais emissoes é desprezivel, isto €,

P(W,=2) = P(W,=3) = ... = 0, ou equivalentemente, P(W,;=k) =0, Vk>2 (5)

Substituindo (4) e (5) em (3), tem-se:
AMAL S 0
+ lim —

At— K=2 At—

lim
At—0 At

De onde se tem:
P'(W, =0)=—-P(W, =0).A ou PW=0)__,
P(W; =0)

Integrando ambos os membros dessa Ultima igualdade, vem:
P'(W; =0

[ Mdtzj(—x) dt, e, portanto, j; P' (W, =0)dt=-At+cy,
P(Wt = 0) P(Wt = O)

onde c; € real.
Assim, In | P(W, =0)| + c; = — At + ¢y, onde c; e ¢ SAo reais.
Como P(W, =0)>0, tem-se: In P(W, =0) = — At + (c1 — C2); considerando
Cs = C; — Cp, vem que: In P(W, =0) = — At + cs. e portanto, e "3 =P(W, =0) ,
ou ainda, P(W, =0)=e™"'.e% ,istoé, P(W,=0)=e"'.c, (6)
E necessario admitir a hipétese (Hs) de que a probabilidade de nenhuma

ocorréncia em um intervalo de tempo nulo é um, isto €, se ndo tem intervalo
de tempo para a observacdo, com certeza, nenhuma emissado podera ser



CAPITULO 3 — Concepcéo e andlise a priori 130

observada. Note que a hipétese Hs € imediata, mas € uma condicdo, para que se

possa criar o Modelo Tedrico.
Com essa hipétese, tem-se que P(Wp = 0) = 1; substituindo esse resultado

em (6), tem-se que: 1= e ™ ¢, = ¢, =1.
' que é a probabilidade

Dessa forma, chega-se a: P(W,=0)=e

procurada.

Calculo de P(W;=1)
Ha dois casos exclusivos representados na Figura 18.

Wt=1 WAtZO
Al A
4 Y
0 t t+At
_ /)
Y
Wisat=1
Wi=0 Wipt=1
AL A
4 R \
(Miodelo para a t t+At
_ /)
Y
Wisat=1

Figura 18. Emissao de uma particula no intervalo [0, t+ A t]

P(Wi,ar =D =P[(W; =1 N Wy =0)U (W, =0 N Wy =1)]=
:P(Wt:].ﬂ WAt:O)"'P(Wt:O N WAt:]-):
= P(Wt :1)-P(WAt =0)+ P(Wt = 0).P(WM =1

Substituindo os valores obtidos anteriormente, tem-se:

P(Wgat =D = P(W; =1). {1— P(Wy =1)- k%P(Wm = k)} +e M P(Wy =1)

P(Weyar =1) -P(W; =1) = - P(W, =1). [P(Wm =1)+ éP(Wm = k)} +e LP(Wy =1)
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Dividindo por At ambos os membros da igualdade acima e levando ao

limite quando At - 0 chega-se a:
P' (W, =1)= -P(W; = 1).[A + 0] +e ' A ou P' (W, =1)= -P(W, = 1).A+ e ' A (7)
A solucdo dessa Ultima equacdo pode ser obtida, partindo-se da solucao
de: P'(W; =)= -P(W; = 1).A, que € o mesmo tipo de equagdo obtido
anteriormente, cuja solugéo é: P(W,=1)=e*'.c,. A determinagéo do valor de
c4 € um pouco diferente; note que esta deve ser a solugcdo da equacao:
P'(Wy=D)=-P(W; = 1).A+ et e para tal, c4 deve ser funcdo de t. Admitindo,
portanto, que c; = c(t), tem-se: P(W,=1)=e™'.c(t) e consegiientemente,

P'(W, =1)=-re'c(t)+ e™'c'(t). Substituindo esses dois resultados na

equacao (7), pode-se encontrar o valor de c(t).

De fato, -A.e*tc(t) +e e (t) =- L.ele(t) + e, de onde se tem:
c () = A e por integracdo segue que c () = A.t + k. Dessa forma,
P(W,=1)=e*'.cy = e*'ct) = P(W,=1) = e™'. L.t + k, onde k é um ndmero
real. Como P(Wp = 1) = 0, pois sem intervalo de tempo é impossivel obter-se uma

emissao, tem-se que: 0 = e’ L.0+k=k=0.
Assim, a probabilidade procurada é: P(W, =1) = e *'. At
Calculo de P(W; = 2)

Existem trés casos exclusivos a serem considerados: 2 e 0,1 e 1, 0e 2

representados na Figura 19.

P(Wt+At =2):P[(Wt =2 WAt =0)U(Wt =10 WAt =1)U(Wt =0 WAt =2)]=
=P(W; =2).P(Wy =0)+P(W; =1).P(W); =1 + P(W; =0).P(W, =2)
Substituindo-se os valores obtidos anteriormente vem:

P(Wi,pt = 2) = P(W; = 2).P(W, =0)+ e " ' ALP(Wy =) +e . P(W,, = 2) =

=P(W, =2). |1-P(Wy =1)- > P(Wy =k) |+ e A t.P(Wy =1) + e .P(W,y = 2)
k=2
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de onde se obtem: P(Wippt = 2)-P(W; =2)

o0

- P(W; =2).|P(Wy =1)+ > P(Wy =k)|+ e A t.P(Wy =1) + e . P(W, = 2)

k=2
W;i=2 Wat=0
N A
/4 D D
0 t t+At
- %
Y
Wisat=2
Wi=1 Wipt=1
Al A
’ Y \
0 t t+At
\ %
Y
Wi+at=2
Wi=0 Wprt=2
4 Y H
0 t t+At
_ %
Y
Wirat=2

Figura 19. Emissao de duas particulas no intervalo [0, t+ A t]

Dividindo por At ambos os membros da igualdade acima e levando ao

limite quando At - 0, chega-se a:
P'(W, =2)=-P(W;=2).[A + 0] +e'At. A+ e™'0

ou  P'(W,=2)=-PW;=2).A+ e )%
A solucdo desta Ultima equacdo pode ser obtida, partindo-se de

P'(W; =2)= -P(W; = 2).A, que € 0 mesmo tipo de equacédo obtido anteriormente,
LG

cuja solugdo é: P(W,=2)=¢e
A determinacgéo do valor de cs é feita de modo anélogo ao que foi feito para
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cs. Note que P(W, =2)=e™'.c;, deve ser a solugdo da equagéo:
P' (W, =2)= -P(W,; = 2).A+ e '3t (8)
e para tal, cs deve ser fungéo de t. Admitindo cs = c(t), tem-se:
P(W, =2)=e".c(t) e conseqiientemente, P'(W, = 2)=-ke'c(t) + e c'(t).

Substituindo-se esses dois resultados na equacao (8), pode-se encontrar o

valor de c(t). De fato,
e Me)+e e (t) =- e M e(t) + e M A%t

2,2
De onde se tem: ¢’ (t) = A%t Integrando, tem-se que c (t) = — + k. Dessa

2.2
forma, P(W,=2)=e™'.cc = e*'.c(t) = P(W,=2) = e™*! (% + kJ, onde k é

uma constante real.

Como P(Wp = 2) = 0, isto &, se ndo ha intervalo de tempo é impossivel

7\,22

observar duas emissdes, tem-se que: 0 = e 9 ( + k] — k=0.

2,2 2
= e_}“t_}\'_t: e_l‘t_ (}\'t)

Assim, a probabilidade procurada é: P(W, = 2) > >

Calculo de P(W; = 3)
Existem quatro casos exclusivos a serem considerados.

P(Wiiat =3) =

= P[(W; = 3N Wy = 0)U(W; = 2N Wiy = DU (W, =10 Wy = 2)U(W; =0 N Wy =3)]=
=P(W; =3 N Wyt =0)+P(W; =2 N Wyt =) +P(W; =1 N Wyt =2)+

+P(W; =0 N Wyt =3) =

= P(Wt = 3).P(WAt =0)+ P(Wt = 2).P(WAt =1+ P(Wt =1). P(WAt =2)+

+P(W; =0).P(Wy =3)

Substituindo-se os valores obtidos anteriormente, obtém-se:

P(Wiat =3) =
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e A2 t2

=P(W, =3).P(W, =0)+e PWy =D +e ' At.P(W, =2)+e ' P(W,, =3) =

=P(W, =3) {1— P(W, =1)- ip(wAt - k)} e Mt 2 zt PW, =) +e ' AtP(W, =2) +
k=2
+e M P(Wy =3)
Pode-se escrever, portanto, que:
P(Wipr = 3) —P(W, =3)=
=- P(W, = { (W, = i P(W,, =k) } et » zt PWy =D+e ' At.P(Wy =2)+
+e M P(Wy =3) _

Dividindo por At ambos os membros da igualdade acima e levando ao
limite quando At - 0, chega-se a:
: it M t2 At 1t
P'(W; =3)=-P(W;=3).[A + 0] +e™ T.m e At.0+e™™.0

3
ou, P'(W; =3)=-P(W; = 3).A+ e™*". L

A solucdo desta ultima equacdo pode ser obtida, partindo-se da solucéo de
P'(W,=3)= -P(W; = 3).A, que € o0 mesmo tipo de equacéo obtido antes; assim,
P(W,=3)=e".cq.

A determinacéao do valor de cg € feita de modo analogo ao que foi feito para

cs. Note que P(W, =3)=e™*'.cq, deve ser a solugdo da equagéo:

3;2
P'(W, =3)=-P(W, = 3).A+ e‘“.% (9)

e para tal, cs deve ser funcéo de t. Admitindo cs = c(t), tem-se:
P(W, =3)=e".c(t) e conseqiientemente, P'(W, =3)=-re *'c(t)+ e .c'(t)

Substituindo os dois resultados na equagéao (9), pode-se encontrar o valor

3.2
de c(t). De fato, —r.e lct)+e e (t) =- A.e () + e M. At

, de onde se

tem:
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2342 3,3
c ()= > gue integrando, chega-se a: c (t) = EE) + k.

3,3
Dessa forma, P(W,=3)=e™*'.cq = e*'.c(t) = P(W,=3) = e (};’—tz + k],

onde k é uma constante real.

303
Como P(Wy = 3) =0, tem-se que: 0 = e"‘o.(g >

+k] = k=0.

3
Assim, a probabilidade procurada é: P(W, = 3) = e‘“.%.

Apoiado nos resultados anteriores, pode-se fazer a conjectura de que a
distribuicdo de probabilidades da variavel aleatéria W numero de particulas

emitidas em um intervalo de duragéo t é dada pela férmula:
k
P(W, =k) = e‘“.% parak=0,1,2, 3, 4,...

A férmula é a representacéo algébrica dos valores da Tabela 9.

Tabela 9. Distribuigcdo de probabilidades da variavel aleatoria W;
A 0 1 2 3 4

pwy ot P07 o 007 o )7 e ()7 e (20
- o! T - 21 Y Al

A fim de constatar que a conjectura feita define uma distribuicdo de
probabilidades, € necessario verificar se a soma das probabilidades € igual a um.
De fato: P(W;=0) + P(W;=1) + P(W;=2) + PW;=3) + P(W;=4) + ........ =

e (n)° L M (u)* + oMt () 4 oMt () 4 oMt () * L =
© 0! B © 21 - 3! o4 T

At

(colocando-se e em evidéncia e usando-se o resultado do desenvolvimento

em série de Mac Laurin da funcéo e*!, tem-se o resultado a seqguir)

=g Mt t)l Ji M (M)4+ ...... =gl ght=1g%=

OI 1! 2! 3' 41
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A variavel aleatoria discreta W; definida por: nimero de particulas emitidas
em um intervalo de duracdo t tem distribuicdo de probabilidades dada pela

formula:
k
P(W, =k) = e—“.% parak=0,1,2,3, 4,...

e é definida como sendo uma variavel aleatoria discreta com distribuicdo de

Poisson e parametro At, cuja representacao €: W; ~ P(At).

As Hipéteses de Poisson

As cinco hipoteses que foram necessarias, a fim de se construir o Modelo
de Poisson sédo conhecidas com o nome de Hipéteses de Poisson ou Postulados

de Poisson e serdao enunciadas a seguir:

Hi. A distribuicdo do numero de emissdoes é a mesma para todos os
intervalos da particdo. As variaveis aleatorias associadas ao numero de

emissdes em intervalos de tempo nao sobrepostos sé&o independentes.

H,. Os numeros de ocorréncias registrados nos intervalos de tempo da
particdo sao independentes entre si. O numero de particulas emitidas tem a
mesma distribuicdo, em qualquer intervalo de tempo; ele depende apenas do

comprimento do intervalo e ndo de seus extremos.

Hi;. Em um intervalo de pequena duracao, a probabilidade de se obter uma
emissao é diretamente proporcional ao comprimento do intervalo. Em um
intervalo suficientemente pequeno, a probabilidade de haver s6 uma emisséo é

diretamente proporcional ao comprimento do intervalo: P(W,; =1) = L.At.

Hs. Em um intervalo de pequena duragao a probabilidade de duas ou mais
emissdes ¢é desprezivel. Em um intervalo suficientemente pequeno, a
probabilidade de haver duas ou mais emissdes é desprezivel, isto €,
P(W, =k) =0, paratodok > 2.

Hs. A probabilidade de nenhuma ocorréncia em um intervalo de tempo nulo
€ um. Chamada condic¢éo inicial do modelo, se t = 0, (comprimento do intervalo de
tempo € zero) com certeza ndo teremos emissoes, isto é, P(Wy, = 0) = 1. Como

consequéncia, P(Wp = k) =0, para todo k >1.
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Técnica didatica: debate cientifico em sala de aula usual. A professora
comunicara aos alunos que nao ha necessidade de anotar as informacdes que
serdo apresentadas, pois, ao final, uma cépia lhes sera entregue. De acordo com
a necessidade e possibilidade, a professora deverd questionar os alunos a
respeito das sugestdes, em cada passo da construcdo do Modelo de Poisson,
tendo o cuidado de fazer todas as passagens intermediarias. Aspectos historicos
sobre Siméon-Denis Poisson e sua obra serdo apresentados ao longo da

atividade; um breve resumo sobre o tema encontra-se no Apéndice A.
Bloco tecnolégico/tedrico e analise a priori:

A construcdo do Modelo de Poisson envolve passagens artificiais e a
utilizacdo de técnicas do Célculo Diferencial e Integral que, apesar de ja terem
sido objeto de estudo dos alunos em questao, o piloto revelou que na maioria das
vezes nao estdo disponiveis. Decidiu-se, assim, por um debate cientifico,
utilizando as conjecturas obtidas nas situacdes experimentais, que permitem a

participacdo dos alunos com sugestdes e respostas.

A opcédo pela sala de aula usual tem o propésito de que professora e
alunos participem, conjuntamente, da construgcdo do Modelo de Poisson. Nesse
ambiente, o quadro-negro possibilita que, durante a deducdo, informacdes
anteriores estejam disponiveis, facilitando o acompanhamento e as justificativas

necessarias em cada passagem.

A decisao de elaborar um texto com o contelido que sera desenvolvido na
construcdo do Modelo Teorico, para que os alunos ndo precisem anotar as
informacdes ja foi adotada e valorizada explicitamente pelos alunos do projeto
piloto. A copia, referente ao material da apresentacdo, s6 serad entregue aos
alunos ao final, pois, pretende-se que eles déem suas proprias sugestdes durante

o desenvolvimento do estudo.

A tarefa tem o objetivo de deduzir a formula da distribuicdo de Poisson.
Com base no experimento piloto, espera-se que varios alunos nao sO
acompanhem o desenvolvimento, mas participem de sua elaboracdo, com
sugestdes, respostas aos questionamentos e arglicdes em relacdo as passagens
efetuadas. Admite-se que o fato de os alunos nédo se preocuparem em fazer

anotacodes, durante o desenvolvimento, possa favorecer o acompanhamento.
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Embora os alunos cursem a disciplina de Calculo Diferencial e Integral, séo
esperadas dificuldades relativas a solugcdo das equacdes diferenciais lineares
homogéneas e ndo homogéneas de primeira ordem que aparecem nessa

construgao.

3.2.3.1 AVALIAGAO

A avaliacdo tem o objetivo de verificar se os alunos acompanharam a construgao
matematica da distribuicdo de probabilidades da variavel aleat6ria, nimero de
particulas emitidas por uma fonte radioativa em um determinado intervalo de
tempo, que segue o Modelo de Poisson. Nesse momento, as referéncias sao
restritas ao caso particular do experimento estudado, como sugere Henry (1997).
Na Tarefa 3.2, busca-se verificar, também, se os alunos sdo capazes de fazer

alguma conjectura em relacéo a possiveis aplicac6es a outros experimentos.
Tarefa 3.2 Responder as questdes da Ficha 6.
FICHA 6 — Avaliacao da terceira etapa
Questionario (coloque o codigo do seu cracha) Aluno

O Modelo Tedrico que foi construido hoje € conhecido como Modelo de
Poisson. Como foi visto, a variavel aleatéria discreta W nimero de particulas
emitidas por uma fonte radioativa em um intervalo de tempo de duracdo t tem

distribuicdo de probabilidades dada pela formula:

K
P(W, =k) = e™!, (}LI:)I , parak=0,1,2 3,4,...

Com base no que vocé estudou hoje e nos encontros anteriores, dé sua

opinido em relacao a:
1. O que representa no Modelo Tedrico:
(@ At (b) A

2. Nos experimentos que vocé realizou e explorou no Laboratorio de Informatica,
qual informacé&o vocé precisa, em cada um deles, para ser possivel a utilizacao do

Modelo Teorico criado?
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3. No final da Ficha 5, vocé encontra as Hipoteses (ou Postulados) de Poisson.

Qual a utilidade dessas hipoteses na construcdo do Modelo Tedrico?

4. Em que situacdes vocé acha que se pode usar o Modelo de Poisson? Cite

alguns exemplos.

5. Esboce sua opinido sobre o encontro de hoje: (por favor, seja o mais sincero

possivel em suas observacdes, pois elas sdo muito importantes!)
a) 0 que vocé gostou?

b) o que vocé nao gostou ou ndo entendeu?

c) qual parte vocé achou de fundamental importancia?

e) explicite suas criticas e sugestdes.

Técnica didatica: Propor, coletivamente, que o0s alunos respondam,
individualmente, todas as questdes da Ficha 6, reafirmando que ndo serdo

considerados acerto e erro nas respostas.
Bloco tecnolégicol/teérico e analise a priori:

A opcéo por respostas individuais visa a avaliar a concepg¢éo de cada aluno
em relacdo aos aspectos pretendidos na Ficha 6. A explicitacdo de que ele ndo
sera avaliado em termos de acerto e erro, e sim, quanto a concepcao que ele foi

capaz de construir, faz parte do contrato didatico estabelecido.

A tarefa procura avaliar se a técnica adotada na constru¢cdo do Modelo
Tedrico atingiu o objetivo de preparar o aluno, em alguns aspectos, aqueles
presentes na Ficha 6, para a exploracéo, generalizacéo e aplicacdo do Modelo de

Poisson, visados nos encontros subsequentes.

A sequir, sdo apresentadas as respostas de cada item da referida ficha,

com excecao do item 5, como também os objetivos e expectativas.

1. Com esse item, pretende-se verificar se os alunos diferenciam as duas
representacdes e, portanto, que a distribuicdo de probabilidades da variavel
aleatoria depende da duracdo do intervalo de tempo. Poucos alunos devem
responder adequadamente, pois eles tiveram alguma informacdo do que A

representa apenas no texto sobre material radioativo. A resposta deve mencionar
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que At representa o niumero médio de emissbes no intervalo de tempo de
duracdo t e A representa esse mesmo numero, mas, por unidade de tempo.
Paralelamente, a teoria envolvida na construcdo desse Modelo pode trazer
dificuldades que desviem a atencao do aluno; em todo caso, pretende-se verificar
qual interpretacdo, eles dardo a esses elementos. Na proxima etapa de

modelagem, essas propriedades serdo estudadas.

2. A questdo tem o objetivo de salientar que para o uso do Modelo de Poisson é
suficiente conhecer o numero médio de ocorréncias do evento e que essa
informacé&o pode ser obtida a partir dos valores experimentais que foram colhidos.
A resposta deve se referir ao nimero médio ou ao valor de A t, ou ainda, ao valor
de A. A maioria dos alunos deve chegar a essa conclusdo sem maiores

dificuldades.

3. Neste item, pretende-se que os alunos percebam que sem essas hipoteses ndo
seria possivel a construcdo do Modelo Tedrico e que, para se pensar em usa-lo
em uma determinada situacdo deve-se analisar a validade das mesmas. A
resposta deve citar a necessidade das hipoteses na construgcdo do Modelo
Tedrico e, em uma situacdo, em que elas forem vélidas, o Modelo de Poisson é
sugerido para seu estudo. Espera-se que os alunos refiram-se a necessidade
delas na construcédo do Modelo Tedrico, mas néo a obrigatoriedade de que elas

sejam validas, a fim de se utilizar o referido Modelo.

4. A questdao tem o objetivo de verificar se os alunos sdo capazes de citar
situacdes em que o Modelo Tedrico possa ser indicado, e como eles justificam
sua aplicacédo. A resposta deve se referir a situacbes em que as Hipoteses de
Poisson possam ser validadas ou a experimentos, cujas ocorréncias sdo casuais,
e pode-se obter o numero médio por observacdo, como por exemplo, 0 nimero
de chamadas telefénicas que chegam a uma central. Ndo se espera que eles
cheguem a explicitar exemplos que nao sejam referentes a emissao de particulas
por uma fonte radioativa; pode ser que citem outros elementos radioativos, com

intervalos de observacao distintos daqueles utilizados nos experimentos.

Finalizando o encontro, o material de posse dos alunos sera recolhido, a

fim de avaliar a necessidade de possiveis mudancas nas proximas fases.
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3.2.3.2 ELEMENTOS DE SIGNIFICADO PRETENDIDOS

O debate cientifico deve propiciar que a construcdo do Modelo de Poisson seja

acompanhada por todos os alunos. A discusséo coletiva sobre a Ficha 6 deve

possibilitar que os alunos apresentem argumentos para suas respostas e

conhecam as interpretacdes dos colegas, enriguecendo as proprias concepcdes

ou corrigindo-as quando for o caso. Pretende-se verificar, também, se eles

sugerem a verificacao da validade dos Postulados de Poisson para a aplicacdo do

modelo tedrico. Ao final do encontro, a explicitacdo das conclusdes viabiliza que o

saber, resultado das trocas, passe a fazer parte da cultura da classe. Nesse

encontro, dentre os elementos de significado institucional de referéncia, agueles

pretendidos estdo apresentados no Quadro 9.

Quadro 9. Elementos de significado institucional pretendidos

consideracdes
relacionadas
aos
experimentos
realizados.

P(W,=k) = e~

modelo tedrico.
W, ~ P(\1);

re ()X

k!

PRAXIS LINGUAGEM LOGOS
Agﬁ S Linguagem . . —COI’].CeItOS . . .
construcao do distribu_g_g_i 20 de Poisson limite, m_tggral, exponenma_l, fatorial, md}e_pendenma,
modelo ¢ e J exclusividade, desenvolvimento em série de Mac
L _ | Postulados ou Hipéteses Laurin, distribuicdo de probabilidades.
tearico a partir de Poisson, nimero Propriedades
de médio de ocorréncias, CTONrecaces

para usar o Modelo de Poisson basta conhecer o

namero médio de ocorréncias do evento;
importancia dos Postulados de Poisson na
construcéo do modelo tedrico.

Argumentos
demonstracdes formais.

3.2.4 A QUARTA ETAPA - ESTUDO MATEMATICO - Laboratério

de Informatica

Em relacdo ao estudo matematico, Henry (1997) escreve:

Quadro 10. Quarta etapa de modelagem

ETAPA OBJETO DE AGAO ATIVIDADE ESPERADA
Propriedades do Modelo Demonstracéo de resultados tedricos
Estudo Matemético, decorrentes das internos ao Modelo Matematico. Enunciado
Matematico hip6teses e das teorias formal de uma resposta ao problema
matematicas usadas. matematico proposto.

Fonte: Henry (1997, p. 82).

141
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Nesta etapa, pretende-se estudar as propriedades do Modelo Matematico
construido, explorando a representacdo em tabela e grafica da distribuicdo de
probabilidades, para alguns valores do parametro, devidamente selecionados, a
fim de que os objetivos sejam alcancados. O ambiente escolhido é o Laboratorio
de Informatica e o trabalho serd desenvolvido pelas duplas, pois, admite-se que
as trocas favorecam a identificacdo de tais propriedades. Dando inicio ao

encontro, a Tarefa 4.1 ser& proposta aos alunos.

Tarefa 4.1 Realizar as atividades propostas na Ficha 7, em dupla, e salvar no

disquete; responder o item 6 individualmente.
FICHA 7 — Explorando o modelo teérico

(codigos dos crachas) Dupla e

O Modelo Teoérico que foi estudado no ultimo encontro € o Modelo de
Poisson; no caso estudado, a variavel aleatéria W;, nUmero de particulas emitidas
por uma fonte radioativa em um intervalo de duracdo t, tem distribuicdo de

N . i (a)k
probabilidades dada pela lei: P(W, =k) = e SR parak =0, 1, 2, 3, 4,.....,
onde A é um numero real positivo; diz-se que W; tem distribuicdo de Poisson com

parametro At e indica-se: W; ~ P(At).
Utilizando a planilha, execute os seguintes itens: (salve no disquete)

1. Considere que W; ~P(0,5), isto é, At = 0,5. Do estudo que foi feito sabe-se que

a variavel aleatéria W; pode assumir os valores: 0, 1, 2, 3, .... .

a) Nomeie a planilha 1, isto é, clique duas vezes em plan 1 (abaixo, no lado
esquerdo) e digite P(0,5). Centralize toda a planilha, clicando no canto esquerdo
superior (no quadradinho cinza entre 0 1 e 0 A) e em centralizar. Na planilha,
digite na coluna A valores de W¢ 0, 1, 2, ..., até 10. Na coluna B, obtenha as
probabilidades respectivas, usando a fungédo Poisson; para tal selecione a célula
da coluna B ao lado da célula do zero e, a seguir, selecione f,/ estatistica/Poisson
(em namero de eventos, selecione a célula do zero, em média, digite o valor do
parametro da distribuicdo, 0,5; lembre que, em cumulativo, deve-se digitar
FALSO, a fim de se obter a probabilidade do ponto e ndo a acumulada), clique ok.
Selecione a célula de B, com o valor obtido, segure e arraste para obter as
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demais probabilidades. Formate a coluna B para quatro casas decimais. Use a

calculadora e a formula acima a fim de validar uma dessas probabilidades.

b) Complete: Para valores da variavel superiores a dez, com aproximacdo de
quatro casas decimais, as probabilidades valem aproximadamente

c) Faca o grafico correspondente aos valores, cujas probabilidades nao se

anularam.

d) O valor da variavel aleatéria W; com probabilidade maxima é:

e) Determine, em sua planilha, o valor esperado da variavel aleatéria W,
aproximado, usando os valores que tém probabilidade n&o nula, na sua
aproximacédo. Use a planilha para fazer os calculos e formate para quatro casas

decimais.

f) Determine, na sua planilha, a variancia e o desvio padrdo com aproximagao

para quatro casas decimais.

g) Complete: nesse exemplo, a média vale e a variancia vale :

portanto, nesse caso, média e variancia sdo

h) Como se sabe, aproximadamente 99% dos valores da variavel pertencem ao
intervalo: [E(W,) — 3.DP(W,) ; E(W,) + 3.DP(W,)]. Determine esse intervalo usando
a planilha para fazer os calculos; o intervalo obtido, com aproximacédo de quatro

casas decimais é€: ( ); observe no gréfico e/ou na tabela

dos valores, se o fato é aproximadamente verdadeiro.
2. Considere W; ~ P(5,8).

a) Nomeie a planilha 2, digite P(5,8). Digite na coluna A valores de W¢. 0, 1, 2, ...,
até 22. Na coluna B, obtenha as probabilidades respectivas, usando a funcéo
Poisson e formate a coluna B para quatro casas decimais.

b) Complete: Para valores da variavel superiores a 22, com aproximacao de

quatro casas decimais, as probabilidades valem aproximadamente

c) Faca o grafico correspondente aos valores, cujas probabilidades ndo se

anularam.

d) O valor da variavel aleatoria W; com probabilidade maxima é:
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e) Complete: nesse exemplo, a média vale e a variancia vale ,

portanto, nesse caso, média e variancia sao

f) Determine o intervalo [E(W;) — 3.DP(W,) ; E(W,) + 3.DP(W,)] usando a planilha
para fazer os célculos e observe o resultado no grafico; o intervalo obtido, com

aproximacao de quatro casas decimais €: ( ).

3. Considere W; ~ P(18,7).

a) Nomeie a planilha 3, digite P(18,7). Digite na coluna A valores de W;: 0, 1, 2, ...,
até 40. Na coluna B, obtenha as probabilidades respectivas, usando a funcéo

Poisson e formate a coluna B para quatro casas decimais.

b) Complete: Para valores da variavel superiores a 40, com aproximacdo de

guatro casas decimais, as probabilidades valem aproximadamente

c) Faca o grafico correspondente aos valores, cujas probabilidades ndo se

anularam.

d) O valor da variavel aleatoria W; com probabilidade maxima é:

e) Complete: nesse exemplo, a média vale e a variancia vale ,

portanto, nesse caso, média e variancia sao

f) Determine o intervalo [E(W;) — 3.DP(W,) ; E(W,) + 3.DP(W,)], usando a planilha
para fazer os calculos e observe o resultado no gréfico; o intervalo obtido, com

aproximacéao de quatro casas decimais, €é: ( ).

4. Considere agora que W ; ~ P(47,89). Sem fazer célculos ou gréafico, complete

0S seguintes itens, de acordo com o0 que vocé observou nos resultados anteriores:

a) O valor esperado de W € aproximadamente

b) A variancia de W é aproximadamente:

c) O valor da variavel com probabilidade maxima é aproximadamente

d) Determine, com o auxilio da calculadora o intervalo real que contém
aproximadamente 99% dos valores com probabilidades n&do despreziveis, isto €,

possiveis de serem observadas: O intervalo é

5. Os trés exemplos possibilitam que se faca as seguintes conjecturas:

a) Uma variavel aleatoria W; ~P(At), tem valor esperado proximo de
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e variancia proxima de

b) Os valores de uma variavel aleatéria W; ~ P(At) provaveis de ocorrer

pertencem ao intervalo:

¢) O valor de uma variavel aleatéria W; ~ P(At) que tem probabilidade maxima é

um valor préximo de

d) O intervalo que contém 99% dos valores da variavel com probabilidades néo

despreziveis € aproximadamente

FICHA 7 (continuagao — parte individual)
(coloque o cadigo do seu cracha) Aluno

6. Esboce sua opinido sobre o encontro de hoje.
a) 0 que vocé gostou?
b) o que vocé nao gostou ou ndo entendeu?
c) qual parte vocé achou de fundamental importancia?
e) explicite suas criticas e sugestdes.
f) o que vocé acha do trabalho em dupla?

Técnica didatica: organizar as duplas diante de um computador e entregar a
cada dupla o disquete e a Ficha 7; o item 6, que se encontra em folha separada,
devera ser entregue a cada aluno, para que responda individualmente. Pedir aos
alunos para realizarem as atividades propostas na Ficha 7 e acompanhar seu

desenvolvimento.
Bloco tecnolégico/tedrico e analise a priori:

O trabalho em dupla, com um aluno de cada curso, pode propiciar um
melhor rendimento, j& que um dos membros estuda Computacédo; além disso, no
Curso de Probabilidade e Estatistica todos os participantes ja tiveram alguma

experiéncia com a manipulagéo do aplicativo.

O acompanhamento da professora no desenvolvimento das atividades
limitar-se-a ao esclarecimento de alguma possivel dificuldade com a manipulacao

do aplicativo, sem interferir nos resultados que se pretende avaliar.
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O material recolhido servira para analise do encontro a fim de avalia-lo e

verificar a necessidade de alguma alteracéo nos encontros subsequentes.

Esta atividade tem como objetivo que os alunos fagcam conjecturas em
relacdo a algumas propriedades do Modelo de Poisson, quais sejam: o parametro
do modelo coincide com o valor esperado e com a variancia, a probabilidade
maxima € préxima ao valor esperado e os valores da variavel com probabilidades
nao despreziveis, isto €, passiveis de serem observadas, sao, aproximadamente,
aguelas que pertencem ao intervalo real delimitado pelos valores do valor
esperado menos trés desvios padrdo e do valor esperado mais trés desvios
padrdo. O uso da representacdo grafica pode favorecer a visualizacdo das
propriedades relacionadas a probabilidade maxima, ao valor esperado e ao
intervalo de valores com probabilidades ndo despreziveis, conforme apontam os

resultados de Batanero, Tauber e Sanchez (2001).

A escolha da variavel didatica, parametro do modelo (At) na elaboracao
dessa tarefa é de suma importancia; a opgéo por valores nédo inteiros visa a ndo
caracterizagdo de que a probabilidade maxima ocorre em um determinado e
possivel valor da variavel. Trés valores para o parametro foram selecionados: 0,5;
5,8 e 18,7; o primeiro, menor que um, representando os experimentos ditos raros,
e 0s outros com valores maiores que um, porém, respeitando o tempo didatico e
minimizando as dificuldades de visualizacdo da representacao gréfica e da tabela;
decidiu-se por controlar a variavel didatica, numero de casas decimais, com 0

objetivo de que os valores da média e variancia obtidos coincidissem.

A sequir, sdo apresentados 0s objetivos, as expectativas e a resposta para

cada item da Ficha 7.

1. A escolha inicial de um nimero menor que um para o parametro do modelo tem
0 proposito de colocar em evidéncia que, a partir de um certo valor da variavel, as
probabilidades tendem a se anular, justificando assim a possibilidade de que um
modelo tedrico, no qual a variavel pode assumir valores de zero a infinito, possa
se ajustar a uma situacao da realidade. Além disso, com essa op¢ao, ndo existem

probabilidades tendendo a zero para os menores valores da variavel.

Pretende-se que os alunos comecem a atribuir ao parametro do modelo um

significado pessoal mais amplo do que aquele apresentado na Ficha 6, ao
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observar que, nesse exemplo, ele coincide com o valor esperado; ainda mais, a
conjectura de que média e variancia tém valores aproximados, feita na Ficha 4, é
validada nesse caso. Alguns alunos podem precisar da ajuda da professora no

que se refere a introducao das férmulas na planilha.

As respostas para os itens (a), (c), (e) e (f) que deverédo ser salvas no

disquete sédo apresentadas na Figura 20.

Wt  P(Wt) Wt.P(Wt) (Wt)A2.P(Wt)
0 0,6065 0,0000 0,0000
1 0,3033 0,3033 0,3033 média =0,5000
2 0,0758 0,1516 0,3033 média dos quadrados=0,7500
3 0,0126 0,0379 0,1137 variancia=0,5000
4 0,0016 0,0063 0,0253
5 0,0002 0,0008 0,0039 desvio padrdo=0,7071
6 0,0000 0,0001 0,0005
7 0,0000 0,0000 0,0000 média + 3 desvios padrdo=2,6213
8 0,0000 0,0000 0,0000 média - 3 desvios padrdo=-1,6213
9 0,0000 0,0000 0,0000
10 0,0000 0,0000 0,0000
Pi0.5)
DB === = === m e e e e e e e oo
e
T
z O 4 -
021+---------- I -----------------------------------------
a0 : — A —— : : .
0 1 2 3 4 5
valores

Figura 20. Modelo de Poisson com parametro 0,5

No item (b), as probabilidades valem aproximadamente zero e no item (d),
o valor com a probabilidade maxima € zero; no item (g), média e variancia
coincidem e no item (h), o intervalo é: [0 ; 2,6213]. Em relacdo ao intervalo &
esperado que muitos alunos citem [-1,6213 ; 2,6213] que corresponde aos valores
obtidos com os calculos, sem que refltam que a variavel aleatéria ndo assume

valores negativos.

2. A mudanca do valor do parametro de 0,5 para 5,8 tem a intencdo de ajudar os
alunos a perceberem que o valor da variavel, a partir do qual as probabilidades

sao despreziveis, torna-se maior com o0 aumento do parametro, pois este coincide
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com o valor esperado da variavel aleatéria. Além desse aspecto, os alunos podem
perceber que o valor da variavel com probabilidade maxima é préximo ao do valor
esperado e que o intervalo real que contém os valores da variavel com
probabilidade ndo desprezivel depende do valor esperado e da dispersao, ou
seja, do desvio padrdo. Nesse caso, tem-se reforcada a conjectura de que valor

esperado e variancia coincidem exatamente.

Os alunos devem realizar esta tarefa com relativa facilidade, pois, as
dificuldades em relagdo a manipulacao do aplicativo, se existiram, devem ter sido
sanadas no item 1. As respostas para os itens (a), (c), (e) e (f) que seréao salvas
no disquete sao apresentadas na Figura 21. No item (b), as probabilidades valem,
aproximadamente, zero e no item (d), o valor com probabilidade maxima é cinco;

no item (g), média e variancia coincidem e no item (h), o intervalo é: [0 ; 13,0249].

Wt  P(Wt) Wt.P(Wt) (Wt)*2.P(Wt) média =5,8000
0 0,0030 0,0000 0,0000 média dos quadrados=39,4400
1 0,0176 0,0176 0,0176 variancia=5,8000
2 0,0509 0,1018 0,2037 desvio padrdo=2,4083
30,0985 0,2954 0,8861 média + 3 desvios padrdo=13,0249
40,1428 0,5710 2,2841 média - 3 desvios padrdo=-1,4249
5 0,1656 0,8280 4,1399
6 0,1601 0,9605 5,7628
7 0,1326 0,9284 6,4991
8 0,0962 0,7693  6,1543 P(5,8)

9 0,0620 0,5577 5,0196 T

10 0,0359 0,3594 3,5943
11  0,0190 0,2085 2,2931
12 0,0092 0,1099 11,3190 ':

13 0,0041 0,0531 0,6907 o
14 0,0017 0,0237 0,3318 b
15 0,0007 0,0098 0,1473
16 0,0002 0,0038 0,0608
17 0,0001 0,0014 0,0234
18  0,0000 0,0005 0,0085 01 23456 7 8 9101112131415 1617
19 0,0000 0,0002 0,0029 valores
20 0,0000 0,0000 0,0009
21 0,0000 0,0000 0,0003
22 0,0000 0,0000 0,0001

Figura 21. Modelo de Poisson com parametro 5,8

3. O aumento do valor do parametro e, consequentemente, do valor esperado tem
0 objetivo de que os alunos percebam que os valores da variavel com

probabilidade desprezivel ndo se limitam aqueles maiores que um determinado
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namero, mas também aos préoximos a zero. Nesse caso, novamente sao
reforcadas as propriedades em relacdo ao valor da variavel com probabilidade

maxima e a coincidéncia do valor esperado com a variancia.

Wt P(Wt) Wt.P(Wt) (Wt)*2.P(Wt) média =18,7000
0,0000 0,0000 0,0000 média dos quadrados=368,3898
0,0000 0,0000 0,0000 variancia=18,7000
0,0000 0,0000 0,0000 desvio padrdo=4,3243
0,0000 0,0000 0,0001 média + 3 desvios padrao=31,6730
0,0000 0,0002 0,0006 média - 3 desvios padrao=5,7270
0,0001 0,0007 0,0036
0,0004 0,0027 0,0162
0,0012 0,0084 0,0588
0,0028 0,0224 0,1795
0,0058 0,0525 0,4721
0,0109 0,1090 1,0898
0,0185 0,2038 2,2417
0,0289 0,3464 4,1574
0,0415 0,5399 7,0184
0,0555 0,7766 10,8723 02— POSY L.
0,0692 1,0373 15,5597
0,0808 1,2932 20,6909
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0,0924 1,6625 29,9258
0,0909 1,7272 32,8168
0,0850 1,6999 33,9986
0,0757 1,5894 33,3781
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0,0065 0,1897 5,4999
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0,0025 0,0762 2,3631
0,0014 0,0460 1,4715
0,0008 0,0269 0,8868
0,0004 0,0152 0,5177
0,0002 0,0084 0,2931
0,0001 0,0045 0,1611
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Figura 22. Modelo de Poisson com parametro 18,7
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As respostas para os itens (a), (c), (e) e (f) que serdo salvas no disquete
estdo apresentadas na Figura 22. No item (b), as probabilidades valem
aproximadamente zero e no item (d), o valor com probabilidade méaxima é dezoito;
no item (g), média e variancia coincidem e no item (h), o intervalo é: [5,7270 ;
31,6730].

4. O valor 47,89, dando continuidade ao crescimento do valor atribuido ao
parametro, pretende favorecer que o0s alunos sejam capazes de usar as
conjecturas sugeridas nos itens anteriores. Pretende-se avaliar se elas foram
feitas e se os alunos sao capazes de usa-las adequadamente, além de prepara-
los para a proxima questdo. Nao se espera dificuldade na execucdo deste item,

por analogia ao ocorrido no projeto piloto.

A resposta deve conter que o valor esperado é 47,89, que a variancia é
47,89, que a probabilidade maxima deve ocorrer no valor 47 ou 48 e que 0O
intervalo [27,1292 ; 68,6508] contém aproximadamente 99% dos valores da

variavel com probabilidade significativa.

5. A escolha de At para representar o parametro do modelo € justificada pelo
modelo teorico desenvolvido e procura verificar se os alunos sédo capazes de

generalizar, formalmente, as conjecturas anteriores.

A resposta deve mencionar que o valor esperado e a variancia séo iguais a
At, que os valores da variavel aleatdéria com probabilidades significativas
pertencem, aproximadamente, ao intervalo: [x.t —3AAL AL+ 3.«/7».tJ e que o valor

da variavel com probabilidade maxima € proximo de At.

3.2.4.1 AVALIAGAO

A avaliacdo desta etapa sera fundamentada nas respostas da Ficha 7, incluindo a
parte individual, nos contetdos dos disquetes e nas anotacdes dos observadores.
O item 6, da referida Ficha, tem uma questdo a mais, em relagdo as fichas
anteriores que se refere a opinido do aluno a respeito do trabalho em dupla que

também se pretende avaliar.
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3.2.4.2 ELEMENTOS DE SIGNIFICADO INSTITUCIONAL PRETENDIDOS

A discussdo coletiva tem a vantagem de o aluno ndo s6 expor as suas
concepgdes como também ouvir a de seus colegas podendo corrigi-las ou
complementa-las, além de argumentar sobre elas. A institucionalizacdo tem o
objetivo de discernir entre o conhecimento que deve ser fixado e o que deve, ou
pode, ser descartado. Caso as propriedades visadas ndo sejam citadas pelos
alunos, a professora deve propor questbes que provoguem desequilibrios e
consequente reflexdo, como por exemplo: se uma fonte emite 600 particulas por
minuto, qual a probabilidade de ela emitir exatamente uma particula em um dado
minuto? A respeito da validade do intervalo construido, sdo esperadas
discussbes, nos varios itens, em relacdo aos 99% dos valores que ele deve
conter, como também quanto aos numeros negativos que aparecem em sua
determinacdo, embora os alunos ja tenham feito uso da construcdo de tais
intervalos no estudo das variaveis discretas e discutido a relacdo entre este
aspecto e a simetria da distribuicdo de freqiiéncias. Ndo se espera contestacfes
guanto aos resultados de que média, variancia e parametro coincidem
exatamente e que a probabilidade méaxima ocorre para um valor da variavel
proximo da média. Apenas algumas dificuldades na manipulacdo do aplicativo

podem ocorrer, embora eles ja o tenham usado no curso de Estatistica.

Os elementos de significado institucional pretendidos nesta etapa
encontram-se sintetizados no Quadro 11.

Quadro 11. Elementos de significado institucional pretendidos

PRAXIS LINGUAGEM LOGOS
re resentapz\?loO féfica com o Conceitos
presentacao graiic média, variancia, desvio padréo.
auxilio de aplicativo ou Prooriedades
. ; Propriedades
calc~uladora, o Linguagem Hagem relagdo entre parametro, média e disperséo;
comparacao de variaveis média, o - A
o AP " valor da variavel com probabilidade méxima;
aleatdrias com distribuicdo de | probabilidade ; . . X
. ; . intervalo de nimeros reais que contém
Poisson com diferentes desprezivel, - - ~
N . = ) valores da varidvel com probabilidades néo
parametros: comparagéo das parametro, despreziveis:
representacdes em tabelas e | distribuicdo de . P o R .
e . . decrescimento das probabilidades & medida
graficas das médias, das Poisson

variancias, dos valores das | [E(Wt)-3.DP(Wt) gue os valores da variavel se distanciam

variaveis com probabilidade | E(Wt)+3.DP(W1)]. daquele de Apr“’:rf‘f;'r']'foasde maxima;
maxima e dos intervalos de ArgUMentos

" comparacao de resultados particulares e
valores com probabilidades s
~ P generalizagdo
ndo despreziveis.
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3.2.5 A QUINTA ETAPA-CONFRONTAGAO MODELO/REALIDADE-

Laboratorio de Informatica

A guinta etapa de modelagem, definida por Henry (1997) como Modelo/Realidade

tem, de acordo com o autor, as caracteristicas apresentadas no Quadro 12.

Quadro 12. Quinta etapa de modelagem

ETAPA OBJETO DE AGAO ATIVIDADE ESPERADA

Comparacéo dos resultados
numeéricos ou qualitativos com os
dados experimentais
correspondentes. Avaliagao da
margem de erro e da
aceitabilidade do Modelo.

Formulacdo em termos correntes dos
Confrontacdo | resultados obtidos. Recontextualizacéo.
Modelo- Confrontacao do Modelo completado por
Realidade esses resultados com as informacdes
acessiveis da realidade.

Fonte: Henry (1997, p. 82).
As duplas, uma por computador, irdo comparar os resultados obtidos no

primeiro experimento com aqueles do Modelo Tedrico, utilizando o valor médio,
obtido experimentalmente, como estimativa do parametro desconhecido. Nesta
comparacao, serdo usados os registros de representacdo tabela e gréfico que
poderdo contribuir na interpretacdo e visualizacdo dos resultados visados. A
manipulacdo desses objetos ostensivos pode favorecer a apreensao e ampliacao
do significado dos conceitos envolvidos, como salientam Bosch e Chevallard
(1999).

O teste qui-quadrado sera empregado com o objetivo de avaliar a margem
de erro e decidir pela aceitabilidade, ou ndo, do Modelo Tedrico como uma
aproximacéo dos resultados observados na experimentacéo (teste de aderéncia).
Nesta tarefa o uso do aplicativo favorece a obtencédo do qui-quadrado calculado e
critico (funcdo INV.QUI ou CHIINV), restando ao aluno interpretar os valores
obtidos e escrever a conclusdo. Os resultados de Batanero, Tauber e Sanchez
(2001) sugerem ser possivel a aprendizagem de nocbes bésicas sobre
distribuicdbes de probabilidade, dirigida a alunos que n&o possuem amplos
conhecimentos prévios em Estatistica, pois os calculos podem ser levados a cabo

com o uso de aplicativos; Batanero acrescenta:

Nossa andlise mostra, com claridade, a complexidade conceitual
dos testes estatisticos e a atencao particular que se deve dar ao
ensino da inferéncia, se quisermos prevenir nossos estudantes de
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futuras faltas de compreensdo, como as descritas por Vallecillos
(1999) [...] posto que os computadores tornam possivel uma
variedade de calculos e representacfes graficas, Moore (1997)
recomenda dar aos estudantes a oportunidade de ter a
experiéncia de trabalhar com dados e problemas reais.
(BATANERO, 2000, p.17). *

As observacbes evidenciam que ha a necessidade de se dar especial
atencao a funcéo semiotica dos ostensivos qui-quadrado calculado e critico, como

também a importancia de se trabalhar com resultados experimentais.

Dando inicio aos trabalhos do quinto encontro, sera entregue uma copia da
Ficha 8, que contém a demonstracdo de que ndo s6 € uma conjectura a
coincidéncia dos valores da média, variancia e parametro da distribuicdo, mas,
um resultado matematicamente comprovado. Os alunos deveréo ler a referida
Ficha e levantar os possiveis pontos de desentendimento para serem discutidos e

esclarecidos.

FICHA 8 — Esperancga e variancia do Modelo de Poisson

Conforme ja foi trabalhado em outros modelos (Bernoulli e Binomial), para
completar o estudo, esta faltando determinar as formulas para a média, variancia

e desvio padrdo, embora vocé ja tenha feito conjecturas a esse respeito.
O valor esperado de W; ~ P(At)

Como se sabe o valor esperado de uma variavel aleatoria discreta € dado
pela média dos valores da variavel, ponderados pelas respectivas probabilidades,
obtendo-se um ponto de equilibrio dos valores. Assim sendo, no caso de uma

variavel aleatéria W; ~ P(\t), tem-se:

Tabela 10. Distribuicdo de probabilidades da variavel aleatéria W;
W, 0 1 2 3 4

P(W;) e_“.—(m)0 e‘7”t.—(M)1 e‘“.—(M)2 L i
0! 1! 2! 3! 4!

Dessa forma,

E(W)) :O.e‘“.M + 1.e‘“.M + 2.e‘7‘t.M + 3.e_“.M T
0! 1! 2! 3!

* Tradugao nossa.
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= e, 1.(M)1 +2.(M)2 +3.(M)3 +:| =e At [(M)O + (M)l + ()° +
1.0! 2.1! 3.2! 0! 1! 2!

e rt.ett = ot
A variancia de Wy~ P(.t)

A variancia, de uma variavel aleatoéria discreta, mede a dispersdo dos
valores da variavel, em torno da média dos mesmos. Assim, define-se: Var (W) =
=E{[X — E(X)]3, da qual se deduz, usando propriedades do valor esperado, que a
variancia pode ser determinada, de modo mais rapido e preciso, por: Var(W,) =
=E(W;’) — [E(Wy)]°. Assim, tem-se que:

E(W; 2 = oz.e—“.M + 12.e—“.M + 22.e—“.M + 32.e—“.M R
0! 1! 21 3!

= e 12 —(M)l + 22 (M)z +32 (M)g + =
"1.0! S 2.1 321 7

—e Mt {1. (ké)!o +2. (}i!)l +3. (};)!2 + }:

0 1 2 1 2 3
=e“ktﬂ(u) +(M) +(M) +....J+(1.(M) + 2. (M) +3.(M) +....J]=
0! 1! 2! 1! 2! 3!
e Mt () + (ht.e*H] = At + (A t)A
Portanto, Var(W;) = E(W?) — [EW)J? = At + (At)® - (At)® = At.
Consequientemente, o desvio padrao sera: DP(W;) = /Var(W,) = +/A..
A coincidéncia: E(W;) = Var(W;) = At € uma caracteristica peculiar do
Modelo de Poisson.

ApOs os esclarecimentos em relacdo a Ficha 8, dando continuidade ao
encontro, sera proposta a Tarefa 5.1, objetivando a confrontacdo entre Modelo e
Realidade. Serdo entregues os disquetes, para que as duplas possam salvar 0s

arquivos referentes a essa atividade.

Tarefa 5.1 Desenvolver os itens propostos na Ficha 9 e salvar no disquete que
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Ihe foi entregue.
FICHA 9 — Comparando pratico e teérico

(codigos dos crachas) Dupla e

1. Na planilha, criar uma tabela com os valores da variavel aleatoria e respectivas
probabilidades; a variavel aleatoria devera ter distribuicdo de Poisson com média
estimada pelo valor que vocé obteve no quarto experimento (com tempo de 1
segundo) no Laboratorio de Fisica Nuclear. Vocés tém essa informacédo na Ficha
5 e na copia impressa do disquete correspondente. Formatem as células das

probabilidades para trés casas decimais.

2. Na mesma planilha, em uma coluna digitem as frequéncias observadas no
quarto experimento e as respectivas frequéncias esperadas, admitindo-se que a
variavel tem distribuicdo de Poisson; utilizem as probabilidades que vocés ja
calcularam para obtencéo das frequéncias esperadas, introduzindo a férmula na
planilha. Lembrem que foram colhidos 100 valores na experimentacéo; formatem

as células desses valores para uma casa decimal.

3. Facam o gréafico de colunas das frequéncias observadas e esperadas; néo

esquecam de colocar os valores da variavel como rotulo do eixo das abscissas.

4. Usem o teste qui-quadrado para comparar os valores obtidos na pratica
(observados) e os teoricos (esperados). Se vocés obtiverem frequéncias
esperadas menores que cinco, lembrem de somar algumas para uso do teste.

Escrevam a concluséo, considerando o nivel o= 5%.
FICHA 9 (continuagao — parte individual)
(Coloque o cédigo do seu cracha) Aluno

5. Esboce sua opinido sobre o encontro de hoje: (por favor, seja 0 mais sincero

possivel em suas observacdes, pois elas sdo muito importantes!)
a) 0 que vocé gostou?

b) o que vocé nao gostou ou ndo entendeu?

c) qual parte vocé achou de fundamental importancia?

e) explicitem suas criticas e sugestoes.
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f) o que vocé estd achando de trabalhar em dupla? Cite vantagens e

desvantagens, se existirem.

Técnica didatica: Distribuir a Ficha 9 e o disquete para as duplas e acompanhar
o desenvolvimento da atividade. Apresentar esclarecimentos apenas quando
forem solicitados, a fim de n&o interferir nos resultados. Avisar que o item 5 é para

ser respondido individualmente.
Bloco tecnolégico/teérico e analise a priori:

O trabalho livre dos alunos e em dupla pode propiciar que o0s
conhecimentos necessarios para a realizacdo da tarefa possam ser recuperados,
tanto no que diz respeito a manipulacdo do aplicativo como na utilizagdo do teste
de aderéncia qui-quadrado, pois estes ja foram objetos de estudo no curso de
Probabilidade e Estatistica. A resposta individual do item 5, objetiva que cada

aluno tenha liberdade de se expressar sobre o encontro e o trabalho em dupla.

N&o serdo apresentadas as respostas aos itens da Ficha 9 pois estas
dependem dos resultados experimentais, no momento nao colhidos. Uma
ilustracdo do que se pretende, encontra-se na Figura 23, valendo-se do exemplo

apresentado na Ficha 3.

No item 1, o uso do computador é uma ferramenta didatica eficiente pela
agilidade na obtencdo dos resultados e, sobretudo, por permitir que os valores
das probabilidades sejam obtidos, até chegar as despreziveis. Nesse momento,
tem-se uma primeira validacdo dessa propriedade das variaveis com distribuicéo
de Poisson, que os alunos estudaram no quarto encontro. E importante observar
a escolha didatica do quarto experimento realizado, pois, tendo ele o intervalo
entre as observacdes de um segundo, pode permitir uma aproximagao com uma
variavel aleatoria discreta e consequente validacéo, quando da aplicacdo do teste
de aderéncia. Pode ser que, para alguma dupla esse fato ndo aconteca, ja que os
valores seréo colhidos, posteriormente, e os resultados ndo podem ser previstos.
O objetivo é calcular as probabilidades e, a seguir, obter as frequéncias
esperadas. A aproximacdo para trés casas decimais pretende facilitar a

determinacao das frequiéncias esperadas.

No item 2, objetiva-se que os alunos comecem a visualizar a aproximacao,
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ou ndo, entre os valores nos dois conjuntos de frequéncias, por meio do objeto
ostensivo tabela. Espera-se que alguns alunos tenham dificuldade no uso da
funcéo freqiéncia, como ocorreu no piloto. A professora podera intervir em auxilio
a manipulacédo dessa ferramenta. A opcdo por cem observacfes também é uma
escolha didatica, cujo objetivo € a obtencdo da maioria das frequiéncias superiores
a cinco e conseqguente possibilidade do uso do teste qui-quadrado, além de
facilitar a determinacdo das frequéncias esperadas. Alguns alunos podem
necessitar de ajuda na introducéo de férmulas na planilha.

valor da Poisson freq. freq freq. esp. freq. obs. qui-quad.
variavel 3,09 observadas esperadas corrigidas corrigidas calculado
0 0,046 5 4,6 4,6 5 0,044465
1 0,141 11 14,1 14,1 11 0,666015
2 0,217 27 21,7 21,7 27 1,281977
3 0,224 20 22,4 22,4 20 0,252004
4 0,173 17 17,3 17,3 17 0,004678
5 0,107 11 10,7 10,7 11 0,009484
6 0,055 5 55 9,3 9 0,011262
7 0,024 2 2,4
8 0,009 1 0,9 qui-quad. calculado = 2,269884
9 0,003 1 0,3
10 0,001 0 0,1 54l 5%
11 0,000 0 0,0 qui-quad. critico = 11,07048
12 0,000 0 0,0
13 0,000 0 0,0
14 0,000 0 0,0
100 100,0
Realidade X Modelo O observado
W esperado

o 0m = —

n® de emissies

Conclusao:

Ao nivel de 5%, como qui-quadrado calculado é menor que o critico, ndo ha evidéncias para
rejeitar a hipotese de que os valores observados seguem o Modelo de Poisson com parametro
3,09.

Figura 23. Comparacao: Realidade e Modelo Poisson

No item 3, os alunos devem usar outro objeto ostensivo para representar

as frequéncias observadas e esperadas: o grafico. Para Bosch e Chevallard



CAPITULO 3 — Concepcéo e andlise a priori 158

(1999), a representacdo grafica € mais préxima do raciocinio que a algébrica e,
nesse caso, evidencia a comparacao entre ambas. Nao se espera que 0s alunos
apresentem dificuldade na realizacdo desta tarefa, pois eles jA construiram
graficos em varios momentos do curso de Probabilidade e Estatistica e no estudo

em questao.

O item 4 tem o objetivo de validar cientificamente, ou ndo, a conjectura que
pode ter sido feita visualmente, da aproximacao entre as frequiéncias esperadas e
observadas, por meio da representacdo grafica, no item anterior. O uso do
aplicativo tem a vantagem de agilizar a obtencéo do valor do qui-quadrado critico,
dispensando a busca em tabelas de livros, além de permitir que todos os calculos
sejam efetuados na propria planilha. O piloto revelou que os alunos tém
dificuldades relacionadas a introdugdo das formulas, como também no
preenchimento das informacdes ao utilizarem as funcdes disponiveis no
aplicativo. A introducdo de estudantes de computacdo, na composicdo das
duplas, e o preparo anterior na utilizacdo do teste estatistico, no estudo do
Modelo Binomial durante o curso de Probabilidade e Estatistica, procuram
diminuir tais dificuldades, mas alguns alunos podem apresentar problemas no
emprego das funcbes TESTE.QUI (CHITEST, em inglés), DIST.QUI (CHIDIST) ou
INV.QUI (CHIINV) e nas conclusGes. Conforme mostram os resultados de
Batanero, Tauber e Sanchez (2001), argumentacdo em termos de andlise e
sintese foi um dos elementos de significado que proporcionaram maior
dificuldade. A professora deve estar atenta ao trabalho das duplas e prestar os
esclarecimentos necessarios, quando estas ndo forem capazes de concluir a
tarefa. E provavel que a maioria dos alunos peca ajuda no momento de organizar
as frequéncias esperadas, no caso em que houver valores menores que cinco,
para poder usar o teste qui-quadrado, nem que seja para confirmar o que eles

fizeram.

3.2.5.1 AVALIACAO

A avaliacdo da etapa sera fundamentada nas respostas da Ficha 9 e respectivo
material do disquete, nas anotacdes dos observadores e nas consideracdes da

professora em relacdo ao desenvolvimento das atividades propostas.
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3.2.5.2 ELEMENTOS DE SIGNIFICADO INSTITUCIONAL PRETENDIDOS

A apresentacao e discussao das respostas da Ficha 9 pelas duplas pode ser mais
consistente, pois 0 aluno tem um companheiro para compartilhar os argumentos.
A possibilidade de ter outra dupla, que realizou 0 mesmo experimento e, portanto,
a mesma tarefa que possa concordar ou ndo, pode favorecer uma contestacao ou
complementacdo mais confiante, jA que esta ndo € do professor. A mudanca, em
relacdo ao contrato didatico usual, pode tornar as apresentacbes mais
espontaneas.

Na confrontacdo das respostas da Ficha 9, podem ocorrer diferencas que
precisam ser esclarecidas; para tal, a professora devera fazer, antecipadamente,
a tarefa para os quatro conjuntos de valores que foram obtidos com os
contadores. Quando tais diferencas existirem, todos poderdo participar da
discussdo e a professora devera intervir apenas quando o impasse nao for
solucionado. O objetivo é dar oportunidade aos alunos de apresentarem sua
interpretacdo em relag@o ao teste estatistico realizado e ouvir a de seus colegas,
que pode favorecer a ampliacdo e fixacdo do valor semioético desse objeto, ja que
a relacdo pessoal a um objeto ostensivo é produto de uma construcao
institucional e, assim, resultado de uma aprendizagem (BOSCH; CHEVALLARD,
1999). Os elementos de significado institucional pretendidos estdo no Quadro 13.

Quadro 13. Elementos de significado institucional pretendidos

PRAXIS LINGUAGEM LOGOS
Conceitos
Situacdes valor esperado, variancia,

Linguagem
tabela e gréfico de barras;

parametro, distribuicdo de

ajuste a uma distribuicéo de
dados empiricos, como modelo

desvio padrao, teste qui-
guadrado, qui-quadrado critico,
teonco:pﬁ:ggmado. Poisson, valor esperado, qw—quacljderz?onic;‘tﬁ:lgléﬁgo, nivel
estimacao do parametro do teste qui-quadrado, Proggriedades .
A
modelo tedrico a partir dos valores ffreqyfe hcia et;s pera%a, decrescimento das
obtidos na experimentagéo; requencia observada, probabilidades dos valores da
calculo da frequiéncia es eraaa qui-quadrado calculado, variavel aleatoria que se
- q P . | qui-quadrado critico, nivel ; ; q
sob a hipétese de que o modelo é de significAncia, nao distanciam daquele de

de~: Poisson; o rejeitar a hipotese: probabilidade méxima.
comparacao das freqiiéncias K Argumentos
esperadas e observadas por meio e (k.t) it validacéo do ajuste do modelo
de tabelas; P(W=k)= Kl -€ » | tedrico aos valores empiricos

gréficos e uso do teste de
aderéncia qui-quadrado, com
concluséo e analise.

por meio do teste de aderéncia
qui-quadrado;
demonstracdes formais e
informais;sinteses.

INV.QUI (CHIINV, em
inglés).
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De acordo com o significado institucional de referéncia do Modelo de
Poisson, o resultado do teste qui-quadrado para todas as duplas deve implicar a
nao rejeicdo da aderéncia do modelo tedrico aos valores observados. Caso isso
ndo aconteca, a rejeicdo serad colocada em discussao, o que podera ampliar os

objetivos visados.

3.2.6 A SEXTA ETAPA — GENERALIZAGAO E PREVISOES - Sala

de aula usual

Nessa etapa de modelagem, Henry (1997) salienta que a apreciagao da validade
e da generalidade é tarefa de especialista e ndo mais de matematico. No presente
estudo, adota-se a interpretacdo de que, nessa fase, os alunos apliquem o
Modelo de Poisson a situacfes tipicas de livros didaticos; dessa forma, pode-se
considerar que se esta fazendo uma generalizacdo da aplicagdo do modelo
estudado, pois as situacbes sdo diferentes daquelas estudadas, quais sejam,
emissdes de particulas por fontes radioativas. Em relacdo a sexta etapa, o autor

considera as caracteristicas apresentadas no Quadro 14.

Quadro 14. Sexta etapa de modelagem

ETAPA OBJETO DE AGAO ATIVIDADE ESPERADA

A apreciacéo da validade e da generalidade do
Modelo supde um conhecimento de especialista
da situacéo estudada. Nao é mais uma tarefa do
matematico. O especialista relativizara as
conclusbes, explicacdes e generalizacdes
resultantes do estudo matematico em funcdo das
hipéteses do Modelo.

Extenséo da validade do
Modelo a outras situacfes
Generalizacdo | anélogas, condi¢des e

e previsbes | generaliza¢cBes. Previsdo
dos resultados nas novas
situacoes.

Fonte: Henry (1997, p. 83).

O ambiente é a sala de aula usual e os problemas seréo propostos para
serem resolvidos pelas duplas, explorando, assim, a aplicacdo do Modelo de
Poisson a novos contextos; nesse encontro, sera introduzida também a

aproximacao Poisson ao Modelo Binomial.
Tarefa 6.1 Resolver os problemas propostos na Ficha 10.
FICHA 10 — Aplicando o Modelo de Poisson

(codigos dos crachas) Dupla e
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O modelo tedrico que foi construido € o de Poisson e no exemplo
estudado, a variavel aleatéria W;, nimero de particulas emitidas por uma fonte

radioativa em um intervalo de duracéo t, tem distribuicdo de probabilidades dada

médio de emissdes por essa fonte no intervalo de duragéo t. No caso, diz-se que
W, tem distribuicdo de Poisson com parametro At e indica-se: W; ~ P(At); sendo
assim, basta conhecer o valor de At para que o modelo possa ser aplicado. O
valor esperado de W; é At e coincide com a variancia, isto é: E(W;) = Var (W) =
At

Algumas hipéteses, conhecidas como Postulados de Poisson, foram
admitidas, para que o modelo pudesse ser construido; considerando uma particdo
do intervalo de tempo de observacédo da variavel, as hipéteses séo as seguintes:

Hi. A distribuicdo do numero de emissdoes é a mesma para todos os
intervalos da particdo. O numero de particulas emitidas depende apenas do

comprimento do intervalo de tempo e ndo de seus extremos.

H,. Os numeros de ocorréncias registrados nos intervalos de tempo da
particdo sao independentes entre si. As variaveis aleatOrias associadas ao
namero de emissées em intervalos de tempo ndo sobrepostos sao

independentes.

Hi;. Em um intervalo de pequena duracao, a probabilidade de se obter uma
emissao ¢é diretamente proporcional ao comprimento do intervalo.

Hs. Em um intervalo de pequena duragao, a probabilidade de duas ou mais

emissoes é desprezivel. P(W,; =k) =0, paratodok > 2.

Hs. A probabilidade de nenhuma ocorréncia em um intervalo de tempo nulo
é um. Chamada condicéo inicial do modelo, se t = 0, (comprimento do intervalo de
tempo € zero) com certeza, ndo se tem emissoes, isto é, P(Wy = 0) = 1. Como
consequéncia, P(Wp =k) =0, para todo k >1.

1. Fundamentando-se na validade dessas hipoteses e no modelo construido,
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dentre as variaveis aleatérias, definidas abaixo, indique aquelas que podem ser
estudadas, usando a distribuicdo de Poisson. (cologue um X sobre a letra do item

escolhido)

a) numero de particulas f emitidas por uma fonte radioativa a cada 10 segundos.

b) altura dos alunos matriculados no primeiro ano de determinado curso.

c) niumero de langamentos de uma moeda, até que ocorra a primeira cara.
d) numero de telefonemas que chegam a uma central telefénica por minuto.
e) volume liquido em garrafas de dois litros de coca-cola.

f) nimero de defeitos, quando se aplica fundo anticorrosivo manualmente

(pequenas bolhas na pintura) em chapas de a¢o de dois metros quadrados.

g) numero de caras em cinco lances de uma moeda honesta.

h) nidmero de cortes em um rolo de fita magnética com comprimento de 200 pés.
i) nimero de pecas defeituosas em um lote de 5.000 pecas.

j) numero de avibes que chegam a um aeroporto, em momentos de pico, por

minuto.

2. Para se pensar em usar o Modelo de Poisson no estudo de uma caracteristica,
em um experimento aleatério, esta caracteristica deve se referir a contagem ou a

medida?

3. Considere que se queira estudar o numero de chamadas de emergéncia

recebidas por certo Posto de Bombeiros.

a) O que € necessario admitir, para que se possa usar o Modelo de Poisson

(tedrico) nesse estudo?

b) Digamos que seja indicado o uso do Modelo de Poisson para se estudar o
numero de chamadas de emergéncia recebidas pelo Posto de Bombeiros. O que
€ necessario conhecer, para que o Modelo de Poisson possa ser aplicado e como

vocé faria para determina-lo?

c) Considerando que a variavel aleatéria discreta W,: numero de chamadas de

emergéncia recebidas pelo Posto de Bombeiros em dois dias, tem Distribuicdo de
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Poisson com parametro 2,6, isto é, W, ~ P(2,6), tem-se que A.t = , 1=

e, portanto, A = . Descreva o que representam:A.te A.

4. Considere que em um processo de fabricacao de placas de vidros, produzem-
se pequenas bolhas que se distribuem aleatoriamente pelas placas, com uma
densidade média de 0,4 bolha / m?.

a) O que vocé faria para avaliar se 0 numero de bolhas em tais placas de um

metro quadrado segue o Modelo de Poisson?

b) Admitindo que a resposta ao item (a) seja afirmativa, isto é, que se chegue a
conclusao de que o numero de bolhas em tais placas segue o Modelo de Poisson,
qual o numero esperado (média) de bolhas em uma placa de vidro de trés metros

de comprimento por dois metros de largura?

c) Com o resultado obtido em (b), qual a distribuicdo de probabilidades da variavel
aleatéria, numero de bolhas em uma placa de 3m por 2m, escolhida

aleatoriamente da producéo?

d) Com o resultado de (c), determine a probabilidade dessa placa ndo apresentar

nenhuma bolha.

e) Outra placa, obtida no mesmo processo de fabricacdo, tem dimensdes: 1,3m
por 2,4m.

(i) Qual o numero esperado de bolhas nessa placa?

(i) Qual a distribuicdo de probabilidades da variavel aleatoria, numero de
bolhas em uma placa de 1,3m por 2,4m?

(i) Determine a probabilidade de uma dessas placas, escolhida ao acaso,

apresentar, pelo menos, uma bolha.

(iv) Qual a variacdo do numero de bolhas em aproximadamente 99%
dessas placas? (cite um intervalo)

(v) Determine a probabilidade de uma dessas placas, escolhida ao acaso,

apresentar 300 bolhas.

(vi) Qual o numero mais provavel de bolhas que se pode ter em uma
dessas placas?
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5. De experimentos realizados anteriormente, sabe-se que o niamero médio de
particulas emitidas por determinada fonte radioativa € 3,25 particulas por

segundo. Determine a probabilidade dessa fonte emitir:
a) exatamente cinco particulas em um dado segundo;
b) até trés particulas por segundo;

c) exatamente oito particulas em dois segundos;

d) pelo menos uma particula em dois segundos;

e) mais de duas particulas em trés segundos;

f) trezentas particulas em trés segundos.

6. No estudo do desempenho de uma central de computacédo, o acesso a Unidade
Central de Processamento (CPU) é assumido ser Poisson, com média de quatro
requisicdes por segundo. Essas requisicdes podem ser de véarias naturezas, tais
como: imprimir um arquivo, efetuar um certo célculo ou enviar uma mensagem
pela Internet, entre outras. (MAGALHAES; LIMA, 2004, p. 90).

a) Escolhendo-se, ao acaso, um intervalo de um segundo, qual é a probabilidade
de haver mais de dois acessos a CPU?

b) Considerando um intervalo de dez segundos, escolhido ao acaso, qual a

probabilidade de haver cinqgiienta acessos?

7. Em uma estrada ha, em média, dois acidentes a cada 100km. Qual a
probabilidade de que em:

a) 250km ocorram pelo menos trés acidentes?
b) 300km ocorram ndo mais do que dois acidentes?

8. Em uma fita de som ha, em média, um defeito a cada 200 pés. Qual a
probabilidade de que:

a) em 500 pés nao aconteca defeito?
b) em 800 pés ocorram pelo menos trés defeitos? (MORETTIN, 1999, p. 114).

9. O numero de mortes por afogamento em fins de semana, em uma cidade

praiana, €, em média, duas mortes para cada 50.000 habitantes. Qual a



CAPITULO 3 — Concepcdo e andlise a priori 165

probabilidade de que:
a) em 200.000 habitantes ocorram cinco mortes?
b) em 112.500 habitantes ocorram no minimo duas mortes?

c) Qual, aproximadamente, o nimero mais provavel de mortes por afogamento,
em 112.500 habitantes?

d) Dentre 100.000 habitantes, determine o nimero minimo e maximo de mortes

por afogamento, provaveis de ocorrer. (MORETTIN, 1999, p. 114, adaptado).
FICHA 10 (continuagao — parte individual)
(Coloque o codigo do seu cracha) Aluno

10. Esboce sua opinido sobre o encontro de hoje: (por favor, seja 0 mais sincero

possivel em suas mencdes, pois elas sdo muito importantes!)
a) 0 que VoCcé gostou?

b) o que vocé nao gostou ou ndo entendeu?

c) qual parte vocé achou de fundamental importancia?

e) explicite suas criticas, sugestdes e comentarios em geral.

f) o que vocé estd achando de trabalhar em dupla? Cite vantagens e

desvantagens, se existirem.

Técnica didatica: Solicitar que as duplas resolvam a primeira situacdo e
aguardem que todos terminem para pedir que uma das duplas apresente a
resposta e as outras se manifestem a respeito; se houver desacordo, as duplas
nao deverdo alterar suas respostas e todos os alunos poderao opinar, até que se
chegue a um consenso. Na sequUéncia, o mesmo procedimento devera ser
adotado para as demais situacdes. A professora néo interferird no trabalho dos
alunos e, quando solicitada, limitar-se-a a pedir as duplas que resolvam da melhor
maneira que puderem. Sera permitido o uso de calculadoras. Ao final de cada
problema, a professora institucionalizara as conclusfes, para que possam fazer

parte do conhecimento a ser retido.
Bloco tecnolégico/tedrico e analise a priori:

A opcédo de nao interferir nas resolucbes fundamenta-se nas hipoteses de
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gue o0s encontros anteriores tenham dado condi¢cfes aos alunos de executarem a
tarefa proposta e de que as trocas, que o trabalho em dupla pode propiciar,
devem permitir que cada dupla tenha condi¢cbes de resolver todos os problemas.
A calculadora é indispensavel, para que os alunos possam levar a cabo suas

tarefas.

A decisdo de propor um a um os problemas e discutir cada um deles,
coletivamente, ao ser finalizado por todos, visa a corrigir, imediatamente,
possiveis interpretacdes equivocadas, para que estas nao sejam fixadas nos itens
subsequentes. A imposicdo de ndo alteracdo das respostas tem a finalidade de
permitir o reconhecimento das interpretacdes e solucdes iniciais e sua evolugao

no transcorrer dos exercicios.

A tarefa tem o objetivo de verificar se os alunos s&o capazes de fazer a
extensdo da validade do Modelo de Poisson a outras situacées, como também
prever seus resultados. Embora Henry (1997) cite que a identificacdo de
situacdes em que o modelo criado pode ser usado é trabalho de um especialista,
espera-se que a partir dos Postulados esta tarefa possa ser levada a cabo.

A solucdo, o que se espera do trabalho das duplas e os objetivos

especificos para cada item da Ficha 10 sédo apresentados no que se segue.

1. Este item, além de buscar saber se os alunos sdo capazes de identificar
corretamente as situagdes nas quais o modelo criado pode ser usado, pretende
verificar quais sdo os elementos em que eles se baseiam nessa selecdo, que
podem ser os Postulados ou uma comparacdo com a variavel estudada ou algum

outro elemento que poderé ser indicado pelas anotacdes dos observadores.

Devem ser selecionadas as opc¢oes (a), (d), (f), (h) e (j), por se referirem ao
namero de ocorréncias em intervalos de tempo, como foi o caso da
experimentacéo. E esperado que todos os alunos selecionem as opcdes (a), (d) e
(), mas pode ser que algum aluno selecione todas as opc¢bes que se inicia por

"ndmero de", caracterizando, assim, todas as variaveis discretas.

2. O item tem o objetivo de verificar se os alunos identificam a variavel aleatoria
com distribuicdo de Poisson, como sendo discreta e ao mesmo tempo reforcar a

informacd@o. A resposta deve mencionar que a caracteristica € proveniente de
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contagem.

3. a) O item busca averiguar se 0os alunos consideram a necessidade dos
Postulados na construgdo do modelo tedrico e, portanto, a validacdo dos mesmos
nas situacdes em que se deseja aplica-lo, além de avaliar um aspecto da etapa
de construcdo do modelo tedrico no processo de modelagem. A resposta deve
fazer referéncia aos Postulados de Poisson, mas ndo se espera que o0s alunos
traduzam os Postulados para a situagcdo em questdo; a professora devera propor
a tarefa na apresentacao coletiva das respostas.

Alguns alunos podem dizer que nédo entenderam a questdo; a professora
devera solicitar a dupla que coloque sua interpretacdo, reafirmando o contrato
didatico assumido em todos os questionarios, qual seja, que o aluno deve
expressar sua opinido e que nao se pretende avaliar em termos de certo e errado,

mas apenas colher informacdes para serem analisadas.

b) Com este item, pretende-se investigar quais elementos sdo considerados
essenciais, pelos alunos, a fim de que o Modelo de Poisson possa ser aplicado e,
de certa forma, avaliar se 0os objetivos da primeira etapa de modelagem foram
atingidos no processo desenvolvido. A resposta deve mencionar que € preciso
conhecer o numero médio de chamadas de emergéncia recebidas por esse Posto
de Bombeiros, em um intervalo de tempo, que pode ser, por dia, por hora, por
semana, ou qualquer outro; para determina-lo, € preciso colher vérias
observacdes em relacdo ao intervalo considerado e calcular a média, a fim de
obter uma estimativa do parametro do modelo que sera tanto mais precisa quanto
mais observacgdes forem colhidas. Vérios alunos devem citar a necessidade da
coleta de observacdes e fazer a média deles para estimar o parametro, mas ndo
se espera que facam referéncia a duracdo do intervalo de tempo ou a precisao.
Os alunos podem recorrer a fase da experimentacdo na busca de elementos para

sua resposta.

c) No item, busca-se verificar se os alunos sao capazes de discernir entre os dois
objetos ostensivos, A e A.t, o que poderd trazer beneficios aos itens
subsequentes. Pretende-se, ainda, comparar essas descricbes com aquelas
apresentadas na Ficha 6. A.t deve ser definido como o nimero médio de

chamadas recebidas pelo Posto de Bombeiros em dois dias, que t é dois dias e,
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consequentemente, que A € o nimero médio de chamadas recebidas pelo Posto

por dia, ou seja, 1,3.

4. a) Com este item, objetiva-se avaliar quais etapas do processo de modelagem
podem ser identificadas nas respostas dos alunos. A resposta pode se referir aos
Postulados de Poisson e, também, a coleta de valores, a fim de compara-los com
agueles teoricos do Modelo de Poisson, valendo-se do teste de aderéncia qui-
quadrado no processo decisorio. Alguns alunos poderdo citar os Postulados ou a
coleta de valores experimentais, para serem comparados com 0s teoricos, mas
nao se espera uma resposta completa. Caso aconteca, poder-se-a considerar que
essa dupla tem uma 6tima capacidade de sintese de todo o trabalho desenvolvido
que, segundo Batanero, Tauber e Sanchez (2001) é um dos elementos do
significado que pode proporcionar maior dificuldade.

b) Este item tem a intencdo de investigar se os alunos transportam a validade do
Modelo de Poisson, introduzido com intervalo de tempo para o de area. As
anotacOes dos observadores serdo muito importantes, para que se possa analisar
se essa dificuldade teve lugar e avaliar se todo o processo foi suficiente para os
alunos supera-la. A placa mede 3m por 2m, que equivale a 6m? como o valor
esperado € uma funcao linear, o numero médio de bolhas nessa placa sera
0,4.(6) = 2,4 bolhas. Os alunos n&do devem ter dificuldade na determinacao desse
namero, jA que usaram essa propriedade da média na Ficha 4. A escolha da
variavel didatica 0,4 deve-se a sua viabilidade na pratica e para romper a forte
tendéncia, identificada no piloto, de que esse numero precisa ser inteiro. A op¢ao
por apresentar esse numero médio por metro quadrado, ou seja, pela unidade de
medida, visa a facilitar, nesse primeiro momento, a determinagdo da média nos

6m?, como foi solicitado.

c) Este item pretende verificar se os alunos identificam o parametro, como sendo
a média da variavel aleatdria, ou seja, se a etapa de exploracdo do Modelo
Tedrico foi suficiente para os alunos lembrarem do resultado. A distribuicdo é de
Poisson com parametro 2,4, isto é, W ~ P(2,4). Ndo se espera dlvidas em
relacdo a essa questdo, como também a apresentacdo do objeto ostensivo Wg ~
P(2,4). A manutencdo da variavel didatica 3m por 2m, do item anterior, tem o

objetivo de ndo ser mais um fator a interferir no raciocinio.
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d) A escolha da variavel didatica: probabilidade de nenhuma bolha, mantendo o
parametro dos itens anteriores, tem o objetivo de facilitar o calculo e ndo envolver
qualquer outra dificuldade que nédo seja a aplicagdo imediata da formula. Deve-se
calcular a probabilidade da variavel aleatéria assumir o valor zero, usando a

férmula deduzida na constru¢céo do Modelo de Poisson:

—24 2,4°

= 0,0907
0!

P(We = 0) =e

No momento, ndo se pretende avaliar se os alunos memorizaram a
férmula, pois esta se encontra no inicio da Ficha em questdo, mas verificar se
eles sdo capazes de aplica-la na situacao proposta. Além disso, se o aluno fizer
um calculo errado e encontrar uma resposta absurda deseja-se investigar se ele é
capaz de identifica-la e corrigi-la; o fato podera ser constatado nas anotacdes dos

observadores.

e) Este item tem como intencdo principal avaliar se o aluno percebe a mudanga
do parametro do modelo, isto é, uma nova variavel devera ser definida, j& que
mudou o intervalo entre as observacdes. Acrescentam-se, ainda, novas
dificuldades que se pretende averiguar se os alunos sédo capazes de superar,
quais sejam: a interpretacdo adequada do termo pelo menos uma e da
probabilidade complementar, o uso do intervalo que considera trés desvios
padrdo de cada lado da média, como sendo aquele que contém,
aproximadamente, 99% dos valores provaveis de ocorrer, a identificacdo de 300
bolhas como tendo probabilidade desprezivel, sem calcula-la, e, finalmente, a
citacdo de um valor proximo ao esperado como sendo 0 numero mais provavel de

bolhas que se pode obter.
As respostas séo:
(i) (1,3).(2,4) = 3,12m? e como se tem 0,4 bolha/m?, se espera
(3,12).(0,4) = 1,248 bolha nessa placa;
(ii) a distribuicdo é de Poisson com parametro 1,248;

(iii) P(W312 21) =1-P(W312<1)=1-P(W31,=0) =
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=1

0
| 1248 12;8 =1-0,2871 = 0,7129;

(iv) como DP(W312) = /1,248 = 1,1171 tem-se:

[1,248 — 3.(1,1171) ; 1,248 + 3.(1,1171)] e como a variavel ndo pode assumir
valores negativos, o intervalo sera: [0 ; 4,5994];

(v) a probabilidade é zero;
(vi) o mais provavel é préximo de uma bolha.

Admite-se que os alunos tenham superado a dificuldade imposta pela
mudanca do intervalo de tempo para area nos problemas anteriores e resolvam a
atividade proposta adequadamente. A escolha das variaveis didaticas: o tamanho
da placa e a probabilidade pedida que envolve o termo pelo menos uma sao
essenciais aos objetivos visados, visto que Girard (1997) observou que
expressdes desse tipo podem trazer dificuldades na interpretacdo. Os alunos
podem se valer das etapas de construcdo e exploracdo do modelo teorico na

realizacdo da tarefa.

5. O item pretende averiguar se os alunos percebem a mudanga do parametro do
modelo e a interpretacdo dos termos: até trés, pelo menos uma e mais de duas,
além de repetir o uso do Modelo de Poisson com a finalidade de contribuir para a

memorizacao da férmula e de algumas propriedades.
As respostas sao as seguintes:

(a) sendo W, 0 nimero de emiss6es em um segundo, W; ~ P(3,25) e

P(W1=5)=e

5
—325 ﬂ: 0,1172;

(b) P(W; < 3) = P(W; = 0) + P(Wy = 1) + P(W; = 2) + P(W, = 3) =

_ o325 3,25° ; o325 325! ; o325 3,25° ;o325 3,25%

= 0,5914;
0! 1! 2! 3!

(c) sendo W, 0 nimero de emissfes em dois segundos, W, ~ P(6,5) e

P(W.=8)=e

8
65 —6’5| =0,1188;
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(d) P(W> > 1)=1-P(W,<1)=1-P(W,=0)=

_65 65°

=1-e =1-0,0015 = 0,9985;

(e) sendo a variavel W3 o niumero de emissdes em trés segundos, W3 ~ P(9,75) e
PW3;>2)=1-PW3<2)=1-P(W3=0)-P(W3=1)-P(W3=2)=

=975 9,75° @975 9,75! o975 9,752
0! 1 21

=1 = 0,9966;

(F) zero, pois esta probabilidade é desprezivel.

Os alunos devem resolver a questdo sem maiores dificuldades,
considerando que as institucionalizacdes das situacdes anteriores ja foram feitas,
embora se admita que isso possa ocorrer somente depois de algumas discussdes

entre os membros de cada dupla.

As variaveis didaticas, como a reutilizacdo do contexto da experimentacéo,
com intervalos de um, dois e trés segundos pretendem que o0s alunos se valham
do experimento realizado, a fim de executar adequadamente a tarefa. A
organizacdo dos itens, pedindo inicialmente o calculo da probabilidade para um
determinado nimero de ocorréncias e depois para um intervalo tem o objetivo de
apresentar uma dificuldade por vez, a fim de identificar aquela que néo tenha sido

superada.

6. Neste item, procura-se avaliar a reacdo dos alunos ao se depararem com uma
situacao tipica de livros didaticos e com a ordem de grandeza dos calculos. Os
alunos podem se valer de propriedades estudadas, a fim de responderem suas

possiveis indagagoes.
As respostas séo:

(a) sendoW; ~P(4), P(W1>2)=1-P(W; < 2) =

4 4° 4 4 4 42
=1-PW:=0)-PW;=1)-PW;=2)=1-¢e" a- - F_e— ?=0,7619;
050

(b) sendo Wy ~ P(40), P(W;o = 50) = e~ #° 45T =0,0177.
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Os alunos devem realizar o item (a) sem dificuldade, mas, no item (b) sdo
esperados gquestionamentos relacionados aos calculos. A professora limitar-se-a a
solicitar que eles pensem nas propriedades do Modelo de Poisson e encontrem
uma resposta que achem adequada, salientando, mais uma vez as regras do

contrato didatico assumido explicitamente.

7. No item, o propésito € verificar se o fato da varidvel aleatoria referir-se a
namero de acidentes por quildmetro, dificulta a transferéncia dos conhecimentos
adquiridos e, ainda, se a escolha didatica em informar a média a cada cem
quildbmetros é corretamente administrada na determinacdo do parametro do
modelo. Acrescenta-se, também, que se pretende observar a interpretacdo dos
termos: pelo menos trés e ndo mais do que dois e avaliar a evolugcédo dos alunos

na interpretacéo de termos desse tipo.
As respostas sdo as seguintes:
(a) sendo W5 ~ P(S), entao P(W250 > 3) =1- P(W250 < 3) =

=1-P(Was0=0)-P(Was0=1)-P(Wos0=2)=

0 1 2
=1-e° (5—+5—+5—j: 1-e > (18,5) = 0,8753;
or 1 2!

(b) sendo Wszg ~ P(6), P(W300 < 2) = P(W300 = 0) + P(W300 = 1) + P(W300 = 2) =

0 1 2
—e® (6—+6—+6—]= e ®(25) = 0,0620.
or 1 2!

8. Novamente, um problema apresentado em um livro didatico é proposto. As

solugdes para essa questao sédo as seguintes:

259
0!

a) sendo Wsgo ~ P(2,5), P(Wsgo = 0) = e 2° = e 2°=0,0821;
(a)

(b) sendo Wggg ~ P(4), P(Wgoo > 3) =1- P(Wgoo < 3) =

=1- P(Wgo(): 0) - P(Wgoo = 1) - P(Wgoo = 2) =

0 1 2
=1-¢* (4—+4—+4—j= 1-e*(13)=0,7619.
or 11 2!
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Pretende-se verificar se os alunos fazem uso da discussdo da situacao

anterior para resolverem o problema e se houve evolucdo na resposta.

9. As adaptacdes feitas referem-se ao item (b), no qual, pelo menos trés foi
substituido por no minimo duas e aos itens (c) e (d) que foram acrescentados,
pois se pretende averiguar se as discussfes da Ficha 7, em relacdo aos valores
negativos que apareceram na determinacdo do intervalo, foram adequadamente
interpretadas. As respostas sao:

o[ 8°
(a) sendo W200000 ~ P(8), P(W200000 = 5) =e 8(;} = 0,0916;

(b) sendo Wi112500 ~ P(4,5), P(W112500> 2) = 1— P(W112500< 2) =

0 1
£+£J:o,9389;
0! 1!

=1 - P(Wi12500= 0) - P(W11p500= 1) =1 - & *° (
(c) sendo Wi12500 ~ P(4,5), entdo, o numero mais provavel € proximo de quatro ou
cinco mortes por afogamento e calculando as duas probabilidades, chega-se a

quatro mortes por afogamento;

(d) sendo Wigoooo ~ P(4), entdo, 4 — 3.(2) = - 2 e como a variavel ndo pode
assumir valor negativo, o numero minimo, aproximadamente, € nenhuma
morte por afogamento; ja& 0 nimero maximo é proximo de 4 + 3.(2) = 10

mortes por afogamento.

10. O item busca as opiniées individuais e por esse motivo é entregue em folha
separada, ja que a tarefa é proposta para as duplas. Convém observar que, no
item (e), foram acrescentados 0s termos: comentarios em geral, com a pretenséo

de obter opinides que o aluno queira manifestar.

3.2.6.1 CURIOSIDADE DO MODELO DE POISSON

Por meio desse topico, pretende-se apresentar aos alunos a aproximacao entre
os modelos Binomial e Poisson. No inicio, serd questionada a semelhanca das
duas representacdes graficas para apenas, posteriormente, serem propostas

varias construcdes graficas dos dois modelos, como licdo extra-classe, antes do
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préximo encontro. O estudo sera feito a titulo de complementacao por ser um dos
elementos de significado institucional de referéncia identificado nesta pesquisa.
N&o se pretende estabelecer critérios, para que a aproximacao possa ser usada,
mas discutir condi¢des que possam favorecé-la. Com esse objetivo, a Tarefa 6.2

sera proposta aos alunos.

Tarefa 6.2 Executar na planilha as atividades propostas na Ficha 11 e imprimir

uma coépia para o proOXimo encontro.
FICHA 11 - Comparando Binomial e Poisson

(codigo dos crachas) Dupla e

1. a) Seja X uma variavel aleatdria com distribuicdo Binomial com parametros 20
e 0,2, isto €, X ~ B(20 ; 0,2). Digitar na primeira coluna os valores de X e na
segunda coluna obter as respectivas probabilidades, usando a funcéo
DISTRBINOM. (homeie a planilha como: B(20 ; 0,2))

b) Para se definir uma variavel aleatéria W;, com distribuicdo de Poisson, cujas
probabilidades aproximem-se daquelas determinadas com o Modelo Binomial,
deve-se impor que as médias das duas varidveis sejam iguais; assim sendo, a
média de W;, que é o parametro do Modelo Poisson, devera ser A.t = n.p =
20.(0,2) = 4. Na terceira coluna, obtenha as probabilidades respectivas usando a
funcdo POISSON, disponivel no aplicativo.

c¢) Construa uma representacdo grafica (colunas) das duas distribuicbes de
probabilidades nessa planilha. (ndo esqueca de colocar os valores da variavel
como rotulo do eixo das abscissas). Observe visualmente a aproximacao dos dois
modelos que vocé obteve.

2. Repita o exercicio 1, itens (a), (b) e (c), para o caso em que X ~ B(20 ; 0,6).
(n&o esqueca de nomear a planilha). Use a mesma escala do exercicio 1 no eixo

das ordenadas.

3. Repita o exercicio 1, itens (a), (b) e (c), para o caso em que X ~ B(20 ; 0,9).

Use a mesma escala do exercicio 1 no eixo das ordenadas.

4. Repita o exercicio 1, itens (a), (b) e (c), para o caso em que X ~ B(30 ; 0,2).

Use a mesma escala do exercicio 1 no eixo das ordenadas.
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5. Repita o exercicio 1, itens (a), (b) e (c), para o caso em que X ~ B(40 ; 0,2).

Use a mesma escala do exercicio 1 no eixo das ordenadas.
6. Repita o exercicio 1, itens (a), (b) e (c), para o caso em que X ~ B(60 ; 0,01).

7. Comparando os graficos que foram obtidos, qual a conjectura que se pode

fazer em relacdo a melhor aproximacao entre os Modelos: Binomial e Poisson?

Técnica didatica: A Ficha 11 sera proposta como licdo extra-classe e os alunos
poderdo realizd-la individualmente ou em dupla. Deve-se salientar a importancia
dela ser realizada para o proximo encontro e a utilizacdo da mesma escala no

eixo das ordenadas, a fim de viabilizar a comparacéo objetivada.

Bloco tecnolégicol/teérico e analise a priori:

O emprego do aplicativo € fundamental para que os alunos possam levar a
cabo a tarefa sem a necessidade de fazerem exaustivos célculos que poderiam
dispersar a atencdo em relacdo aos objetivos. Além disso, a representacao

gréfica facilita a comparacéo desejada pela imediata visualizacdo que ela fornece.

N&o se espera que os alunos tenham dificuldade na realizacdo dessa
tarefa, pois fizeram uso da fungdo DISTRBINOM no curso de Probabilidade e
Estatistica e da funcdo POISSON durante o projeto, como também tiveram varias

oportunidades de construir graficos de colunas na planilha.

Na questéo 7 ndo se pretende institucionalizar limites aos parametros, a fim
de que a aproximacdo possa ser usada, como o fazem os livros didaticos, mesmo
porque eles ndo concordam sob esse aspecto; no livro de Guimaraes e Cabral
(1997), a aproximacdao € indicada nos casos em que n > 20 e n.p < 7; no livro de
Morettin (1999), quando n > 30, p< 0,1 e A <10; no livro de Bussab e Morettin
(2004), quando n.p<7; no livro de Spiegel (1993), quando n > 50 e n.p<5, apenas
para citar alguns exemplos. Pretende-se, sim, discutir a importancia dessa
aproximacdo, quando ndo se tem equipamento disponivel para os calculos
binomiais e que ela melhora quando o valor do nimero de repeticdes cresce e 0
da probabilidade de sucesso decresce, devendo ser usada, quando néo se tem a

alternativa dos calculos exatos.

A solucdo da Ficha 11 esta representada nas Figuras 24 a 29.
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1.B(20; 0,2) = n=20e p =0,2; assim, At=n.p=20.(0,2) =4 = P(4).

X
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

B(20;0,2) P(4)

0,01
0,06
0,14
0,21
0,22
0,17
0,11
0,05
0,02
0,01
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

0,02
0,07
0,15
0,20
0,20
0,16
0,10
0,06
0,03
0,01
0,01
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

s

020 4

015 4

L s S |

010 1

0,05 4

0,00 -

Comparagio

B mE2002 |- -----
o)

IJ-II_HI T T T l
2 32 4 5 B T 8 9 10 11 12 13 14 15
valores

Figura 24. Comparagao B(20; 0,2) e P(4)

2. B(20;0,6) = n=20e p=0,6; assim, At=n.p =20.(0,6) =12 = P(12).

X
0
1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

B(20;0,6) P(12)

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0003
0,0013
0,0049
0,0146
0,0355
0,0710
0,1171
0,1597
0,1797
0,1659
0,1244
0,0746
0,0350
0,0123
0,0031
0,0005
0,0000

0,0000
0,0001
0,0004
0,0018
0,0053
0,0127
0,0255
0,0437
0,0655
0,0874
0,1048
0,1144
0,1144
0,1056
0,0905
0,0724
0,0543
0,0383
0,0255
0,0161
0,0097

0,25

0,20

0415

Lo 2 e e T

010

0,05

0,00

Caomparagéo

mE(20:0,5)
T """ttt TTTTmooommeoooooes opP(12y [T
I . T T O PR S .S

valores

Figura 25. Comparacgao B(20; 0,6) e P(12)
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3.B(20; 0,9 = n=20e p=0,9; assim, At=n.p =20.(0,9) =18 = P(18).

O©CoOoO~NOOOUTDS WNEFO

X B(20;0,9)

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0001
0,0004
0,0020
0,0089
0,0319
0,0898
0,1901
0,2852
0,2702
0,1216

P(18)
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0001
0,0002
0,0007
0,0019
0,0042
0,0083
0,0150
0,0245
0,0368
0,0509
0,0655
0,0786
0,0884
0,0936
0,0936
0,0887
0,0798

Comparagio
IR
mE(20:0,9)
020 f--mmmmmmm oo oP(18)
R - T
r
u}
R s
D05 F--=-=--mmmmmmmmmemem oo
0,00 +— arn 1l ”. ”H
34 5 6 F &8 910111213 1415 16 1¥ 15 19 20
valores

Figura 26. Comparacgao B(20; 0,9) e P(18)

4.B(30;0,2) > n=30e p=0,2; assim, At=n.p = 30.(0,2) =6 = P(6).

O©CoOoO~NOOUAWNPREOX

B(30;0,2)
0,0012
0,0093
0,0337
0,0785
0,1325
0,1723
0,1795
0,1538
0,1106
0,0676
0,0355
0,0161
0,0064
0,0022
0,0007
0,0002
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

P(6)
0,0025
0,0149
0,0446
0,0892
0,1339
0,1606
0,1606
0,1377
0,1033
0,0688
0,0413
0,0225
0,0113
0,0052
0,0022
0,0009
0,0003
0,0001
0,0000
0,0000

025 T---=-=--=--

020 f--------=--

005 +------ -

0,00 A

Comparagio

WE30.02
OP(E)

|d-||_'-'| T T T "
5 B 7 & 4 A0 11 12 13 14 15 16 A7 &
valores

Figura 27. Comparaca

o B(30; 0,2) e P(6)
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5.B(40; 0,2) => n=40e p =0,2; assim, At=n.p =40.(0,2) =8 = P(8).

X B(40;0,2) P(8)

0 0,0001 0,0003 -

10,0013 0,0027 Comparagao

20,0065 0,0107 e
30,0205 0,0286

4 00475 0,0573

5 0,0854 0,0916 L
6 01246 0,1221

7 0,513 0,1396

8 0,1560 0,1396 R I el o REEEEEE R WE(40,0,2[-----
9 0,1386 0,1241 r OP(a)

10 0,1075 0,0993 o

11  0,0733 0,0722 I 11 SO k-

12 0,0443 0,0481
13 0,0238 0,0296
14 00115 0,0169 008 doemons ALL-
15 0,0050 0,0090

16 0,0019  0,0045

17 0,0007 0,0021 000 4 .
18 0,0002 0,0009 R Y O SR S

19 0,0001 0,0004

20 0,0000 0,0002 valores

21  0,0000 0,0001
22 0,0000 0,0000

Figura 28. Comparagao B(40; 0,2) e P(8)

6. B(60; 0,01) = n=60¢e p =0,01; assim, At=n.p =60.(0,01) =0,6 = P(0,6).

X B(60;0,01) P(0,6) . -
0,5472 0,5488 omparagéo

0 050 == === m e e m e e e e e e e
1 03316 0,3293 S
20,0988 0,0988 N |
30,0193 0,0198 '
4 0,0028 0,0030 TR
5 0,0003 0,0004 B I | et B
6 0,0000 0,0000 LECR I | R ;E’Ef”s)” S EEhb
70,0000 0,0000 o 00 r-QF---Qf- e =
8 0,0000 0,0000 boozs1-Ml---Qb---mm e
9 0,0000 0,0000 20 {-Jl--- P
10 0,0000  0,0000 oas+-Ml -V
11  0,0000 0,0000 010 | o

005 + L--- ﬂ ———————————————————————————

0,00 4 . — i

u] 1 2 3 4 = =]

valores

Figura 29. Comparagao B(60; 0,01) e P(0,6)

Em relacdo aos valores dos parametros do Modelo Binomial, as escolhas
didaticas sao importantes para favorecer ndo s6 a comparacdo, como também as

conclusbes que se deseja obter. Inicialmente, foi mantido o mesmo valor do
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namero de repeticdes, variando a probabilidade (B(20; 0,2), B(20; 0,6), B(20; 0,9))
para depois manter a probabilidade e diversificar o niumero de repeticées (B(20;
0,2); B(30; 0,2); B(40; 0,2)); finalmente, um ultimo caso, B(60; 0,01), foi
considerado, objetivando a concluséao final. As Figuras 24, 25, 26, 27 e 28 tém as
mesmas escalas para o eixo das ordenadas nos graficos construidos, a fim de

viabilizar uma comparacao entre eles.

Ao final do encontro, os alunos seréo avisados que fardao um teste final.

3.2.6.2 AVALIACAO

A avaliacao desta etapa sera fundamentada sobretudo nas respostas da Ficha 10

e nas anotacfes dos observadores.

3.2.6.3 ELEMENTOS DE SIGNIFICADO INSTITUCIONAL PRETENDIDOS

Dentre os elementos de significado institucional de referéncia, constam como

pretendidos aqueles sintetizados no Quadro 15.

Quadro 15. Elementos de significado institucional pretendidos

PRAXIS LINGUAGEM LOGOS
Conceitos
Situaces _ ndmero médio, valor esperado (média),
situa m Hadas  Linguagem distribuigao de probabilidades,
& 1S 4 q ndmero médio de probabilidade complementar, probabilidade
a outras areas do ocorréncias, parametro, desprezivel, pelo menos uma, mais de
conhecimento como, | gistribuiczo de Poisson, duas, até trés, pelo menos trés.
por exemplo, a Fisica | pogiylados de Poisson, Propriedades
sob C%(;‘[girrggl: das hipéteses de Poisson, valor esperado é uma funcéo linear;
A c”?e s hipéteses de Poisson, intervalo que contém valores da variavel
resm de numero mais provavel. com probabilidades ndo despreziveis;
problemas W, ~P( Kkt) , valor da vana\r;]eélvi:i(r)nrg.probab|lldade
semelhantes aqueles = :& -Lt decrescimento das probabilidades
apresentados nos | P(W=k) .€ : S -
livros didaticos. com ! conforme os valores da varidvel aleatéria
auxilio de calculadora, [E(W,)-3.DP(W,) , distanciam-se dgch(?rlsade probabilidade
ou aplicativo. E(W)+3.DP(Wy)] Arglmentos
validacao gréfica.




CAPITULO 3 — Concepcéo e andlise a priori 180

3.2.7 O ULTIMO ENCONTRO - TESTE FINAL - Laboratério de

Informatica

O ultimo encontro ndo faz parte do processo de modelagem proposto neste
estudo, embora, inicialmente, pretenda-se discutir a aproximacdo entre os dois
modelos para finalizar o estudo. O principal objetivo deste topico é aplicar um
teste final de avaliacdo com questdes, para serem levadas a cabo com ou sem o
uso do aplicativo e outra que o exige. Por esse motivo, 0 ambiente sera o

Laboratério de Informética.

No inicio das atividades, sera citada para apresentacdo e discussdo a
Tarefa 6.2 que, depois de concluida serd complementada com a entrega da Ficha
12 que traz a demonstracdo da coincidéncia exata entre os Modelos Binomial e
Poisson sob determinadas condi¢cbes. As duas situacdes que aparecem no final
da Ficha serdo colocadas para o grupo e corrigidas na sequéncia.

FICHA 12 — Aproximagao Poisson do Modelo Binomial

Seja a variavel aleatoria Y ~ B(n , p); a distribuicdo de probabilidades de Y
é dada pela lei: P(Y =k) = (Eka g"* ,onde k=0,1,2,...,n, p é a probabilidade

de sucesso e g a de fracasso, isto €, g = 1 — p. Uma maneira de se obter valores

aproximados para essas probabilidades € apresentada a seguir.

Considere a mudanca de variavel: np = Ai.t. Tem-se entdo:
p= At e portanto, g=1- E. Substituindo esses valores em P(Y=k) vem:
n n
k n—k
n
P(Y :k):( ](Ej (1—Mj , parak=0,1,2,..,n.
k)L n n

Calculando o limite quando n— «, em ambos 0os membros da igualdade

acima, tem-se:

k n—k k n _k
lim P(Y =k) = lim (n] (E) (1-E) _jim L () (LMJ (1-Mj L
N—>a0 n—wo |\ K )\ N n noo kI(N-K)! K n n




CAPITULO 3 — Concepcéo e andlise a priori 181

() i M(N-D.(0-2). .. (n-k+D).(n-K)! (At "
T Kl now K (n-K)! n)
k n k n
_ B |'m9.”_1.”_2.....”’“1{1-Ej _ G |im(1-ﬂj
k! nson n n n n k! noo n

. T 1
Efetuando — se amudanca de variavel :L =—,tem-seque X — ®
n x

gquando n — o e que n=X.(A.t);assim,

M lim (1 - E]n = M lim (1 - ljx.(m = (}“:I)k [ lim (1 - ijrt =

I noow n I xow X X—>00 X

k At k k
O IV ) (oafpet O e pi — kg onde W, ~PQLY
k! \e k! k!

Concluindo, as probabilidades num Modelo Binomial coincidem exatamente
com as respectivas probabilidades em um Modelo de Poisson em que At= n.p, no
limite, quando n tende a infinito. As probabilidades nos dois modelos sao
proximas quando n for “grande” e p “pequeno”, ou seja, nos casos dos chamados

eventos raros.
Veja um exemplo apresentado em Morettin (1999, p.116-117):

Um técnico visita os clientes que compraram assinatura de um canal de TV
para verificar o decodificador. Se a probabilidade de defeito for de 0,0035, qual a

probabilidade de que em 2.000 visitas ocorra no maximo um defeito?

Seja a variavel aleatdria Y: numero de decodificadores defeituosos entre os 2.000
verificados. Tem-se que Y ~ B(2.000 ; 0,0035). Deve-se calcular P(Y <1) =

P(Y=0)+P(Y=1)=

2.000 2.000
[ 0 J.o,oo35°.o,99752°°°+( . j.0,00351.0,99751999z

~0,000901 + 0,006327 = 0,007228 (esses calculos foram feitos na planilha).

Usando a aproximagao pelo Modelo de Poisson, tem-se: A.t =2000.0,0035 =7.

0 1
PW<1) = PW;=0)+PW;=1)=¢e”’ [% +%]= 0,007295.

Utilize a aproximacdo pelo Modelo de Poisson nas seguintes situacoes
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(vocé pode usar a calculadora ou a propria planilha).

1. Se 3% das lampadas fabricadas por uma companhia sdo defeituosas,
determinar a probabilidade de, em uma amostra de 100 |lampadas, duas ou
menos serem defeituosas. (SPIEGEL,1993, p. 212).

2. Uma companhia de seguros descobriu que s6 cerca de 0,1% da populacéo
esta incluida em certo tipo de acidente a cada ano. Se seus 10.000 segurados
forem escolhidos, ao acaso, na populagéo, qual sera a probabilidade de que nédo
mais do que cinco de seus clientes venham estar incluidos em tal acidente no
proximo ano? (MEYER, 2003, p. 210).

A leitura e posteriores esclarecimentos tem como justificativa o fato da
demonstracao ser artificiosa e, portanto, ndo se espera que o0s alunos sejam
capazes de desenvolvé-la sem ajuda. A institucionalizacdo das conclusdes antes
de propor os dois problemas visa a elaborar um inicio de técnica de resolucao
para situacfes desse tipo e evitar possiveis equivocos de interpretacdo. A seguir,

sdo apresentados alguns comentarios a respeito das duas situagdes propostas.

1. As escolhas didaticas dos valores dos parametros: p = 0,03 e n = 100 e das
probabilidades até dois tém o objetivo de que o calculo seja imediato, mesmo com

0 uso da calculadora, embora a dupla possa optar pelo uso da planilha.

Considerando a variavel aleatéria Y: numero de lampadas defeituosas
entre 100 da amostra tem-se n = 100 e p = 0,03 e, portanto, Y ~ B(100; 0,03);
para o calculo aproximado deve-se impor que A.t = n.p = 100.(0,03) = 3, ou se€ja,
W~P(3). Assim, a probabilidade pedida: P(Y<2) pode ser calculada,
aproximadamente, por P(W;<2) = P(W=0) + P(W=1) + P(W=2) =

0 1 2
:e_3[3 +3_+3_J = e %(85)=0,42319.
o' 1 2!

2. As escolhas didaticas: 10.000 e 0,1% aos parametros e até cinco as
probabilidades tém a intencdo de verificar se os alunos optam pelo uso do
aplicativo na resolugdo desse problema. Considerando a varidvel aleatoéria Y:
ndamero de clientes incluidos em tal acidente dentre os 10.000 escolhidos ao

acaso tem-se Y~ B(10.000; 0,001). Assim, na aproximacdo deve-se ter A.t = n.p

= 10.000.(0,001) = 10 e, portanto, a variavel aleatoria aproximada com



CAPITULO 3 — Concepcéo e andlise a priori 183

distribuicdo de Poisson sera: W; ~ P(10). A probabilidade pedida P(Y <5) pode ser
aproximada por P(W;<5).

P(W;<5) = P(W=0) + P(W=1) + P(W=2) + P(W;=3) + P(W;=4) + P(W;=5) =

_ _1O£1oO 10! 102 10® 10% 10°
=e + - + + +
or 11 21 31 4l 5l

J = e 10(1477,67)=0,067086.

A titulo de ilustracéo, logo a seguir, sera distribuida a Ficha 13 que contém
a representacdo grafica da distribuicdo de probabilidades acumulada da variavel
aleatdria de Poisson com parametro trés; ela nado foi utilizada neste trabalho, pois
o gréafico de colunas possibilita melhor visualizagcdo nas comparacdes e objetivos

visados.
FICHA 13 — Funcgao reparticao

Representacgao grafica da distribuicdo de probabilidades acumulada

W F(t) Foiszan (3)
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Os comentérios sobre a Ficha 13 limitar-se-8o ao conceito de probabilidade

acumulada, suas propriedades e as estratégias utilizadas na construcao grafica.
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3.2.7.1 ELEMENTOS DE SIGNIFICADO INSTITUCIONAL PRETENDIDOS

Primeira parte do encontro (antes do teste final)

Na primeira parte da sessao, em que se pretende discutir a aproximagao entre 0s
Modelos Binomial e Poisson, dentre os elementos de significado de referéncia,
citados no Capitulo 2, o Quadro 16 apresenta uma lista daqueles pretendidos

nesta fase do estudo.

Quadro 16. Elementos de significado institucional pretendidos com a aproximagao
Poisson ao Modelo Binomial

PRAXIS LINGUAGEM LOGOS

Conceitos
no maximo um, ndo mais do que cinco, limite,
exponencial, fatorial, distribuicdo de probabilidades,
funcéo distribuicdo de probabilidades acumulada

Situacdes . (funcao reparticédo ou escada), distribuicdo Binomial.
aproximagao Linguagem Propriedades
Poisson ao | tabelas e graficos de | uma variavel aleatéria Y ~ B(n , p) se aproxima de
Modelo barras e fungao W, ~ P(n.p) quando n cresce e p diminui;
Binomial acumulada; as probabilidades obtidas nos Modelos Binomial e
Acles W~P(At) Poisson coincidem exatamente no limite, quando o
resolucao de ( t)k namero de repeticdes tende a infinito e as médias
problemas P(W=k)=~——~— e M coincidem.
de k! Argumentos
aproximacao E(W) demonstracdes formais e informais;
Poisson ao Var(W,) validacao gréfica;
Modelo DP(W)). comparacdes de resultados particulares com
Binomial. generalizagbes.

demonstracdes formais e informais;
validacao gréfica;
comparacdes de resultados particulares com
generalizacdes.

Dando continuidade ao encontro, cada aluno sera colocado diante de um

computador, a fim de responder o teste final.
Tarefa 7.1 Realizar as atividades propostas na Ficha 14.
FICHA 14 — Teste final
(coloque o cadigo de seu crachd) Aluno
1. Assinale todas as alternativas com as quais vocé concorda.
Construir um Modelo Matematico associado a um experimento aleatério

a) é elaborar uma ou mais equacdes matematicas que possibilitem o estudo de

uma caracteristica que se queira observar.
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b) serve para fazer previsdes a respeito de valores futuros.

C) proporciona uma aproximacao aos valores observados na realizacdo de uma

experiéncia.

d) consiste em determinar equacfes matematicas que possibilitem a

determinacao de valores iguais aos obtidos experimentalmente.

e) exige, muitas vezes, que algumas hipoteses sejam admitidas, a fim de se poder

determiné-lo.

f) é obter uma representacédo abstrata de algum aspecto da realidade observada.
2. Assinale todas as alternativas com as quais vocé concorda.

Para definir completamente uma distribuicdo de Poisson, é suficiente conhecer:
a) a moda; b) a média; ¢) a mediana; d) a variancia; e) o desvio padréo

3. Se uma variavel aleatéria W; tem distribuicdo de Poisson com parametro 16,

complete as afirmacbes abaixo:

a) W, pode assumir os valores:

b) O valor esperado (média) de W, &

c) A variancia de W; é

d) O desvio padréo de W; é
e) O valor de W; com probabilidade maxima € proximo de

f) O intervalo que contém os valores de W; com probabilidades significativas, isto

€, ndo despreziveis, é aproximadamente:

g) Os valores de W; maiores que a média, conforme aumentam, tém suas

probabilidades cada vez

4. Sendo W, ~ P(8,2), complete:
a)W1~P(__);b)Ws~P(__); ¢) E(Ws) = __;d)Var(Ws)=__;e) P(Ws=3)=_
f) moda de W, é um valor proximo de

5. Complete: Na representacdo por meio de um gréfico de colunas de uma

distribuicdo de probabilidades, os valores da variavel aleatéria sdo situados no
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eixo e as respectivas probabilidades no eixo

6. Assinale as situacfes que podem ser estudadas, usando o Modelo de Poisson:
a) peso dos alunos de uma escola em um determinado periodo letivo.

b) nimero de guarda-chuvas que uma loja vende por dia.

c) volume de agua em piscinas de tamanho olimpico.

d) nimero de defeitos em rolos de cinco metros de fita de aco produzidos por

uma industria.

e) numero de vezes que ocorre a face trés, em dez lances de um dado honesto.
f) tempo de espera na fila de um determinado banco.

g) numero de acidentes "na rodovia da morte" em um fim de semana.

h) nimero de vezes que uma pessoa realiza o teste pratico, a fim de obter a
habilitacdo de motorista amador.

7. Na fabricacdo de pecas de determinado tecido, aparecem defeitos, ao acaso,
na média de dois defeitos a cada 20m?. Supondo uma distribuicdo de Poisson
para os defeitos e selecionando, aleatoriamente, recortes de tecido da producéao,

pede-se:

a) o nimero médio de defeitos em 50m?;

b) a probabilidade de haver exatamente quatro defeitos, em 50m?;

c) a probabilidade de haver pelo menos dois defeitos em 10m?;

d) o nimero mais provavel de defeitos em 10m?;

e) aproximadamente, o niimero maximo e o nimero minimo de defeitos em 10m?;
f) a probabilidade de haver mais de quinze defeitos em 10m?;

8. Estudando o numero de erros nas paginas de determinado jornal concluiu-se
que se pode considerar que a variavel aleatéria Wip, nUmero de erros em dez
paginas do jornal, escolhidas ao acaso, tem distribuicdo de Poisson, representada

no gréafico a seguir:
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Complete:

a) no eixo das abscissas (eixo dos x) sédo representados

b) no eixo das ordenadas (eixo dos y) séo representadas

c) o numero médio de erros em dez paginas é aproximadamente
d) Wio~P(__ ).

9. O departamento de recursos humanos de uma empresa entrevista, em média,
3,4 candidatos a emprego por hora. Admitindo que o nimero de entrevistas segue
uma distribuicdo de Poisson, pede-se:

a) a probabilidade de mais de dois candidatos serem entrevistados em meia hora;
b) nUmero médio de entrevistas em 45 minutos.

10. Em um curso universitario sabe-se que apenas 2% dos alunos sdo do sexo
feminino. Escolhendo-se, ao acaso, 30 estudantes, qual a probabilidade de se
obter exatamente sete do sexo feminino? Use a distribuicdo de Poisson para

obter um valor aproximado da probabilidade pedida.

11. Digite os valores que representam numeros de telefonemas recebidos por
uma central telefénica a cada minuto na planilha, e use o teste qui-quadrado, com

um nivel de 5%, para avaliar a aderéncia dos valores observados ao Modelo de

2

_ . ol =

Poisson; escreva sua conclusdo. Lembrete: y* = Z—( = = o1 :
[ ei

NUmero de telefonemas 0O 1 2 3 4

Frequéncia 25 37 21 12 5
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Técnica didatica: Fazer a entrega da Ficha 14 individualmente e reafirmar a
importancia, para os objetivos desta pesquisa, que nenhum item fique sem

resposta.
Bloco tecnolégico/tedrico e analise a priori:

A justificativa por ndo permitir que o aluno consulte colegas ou a professora
e solicitar que ele responda todos os itens € porque se pretende avaliar a
eficiéncia do método de ensino desenvolvido e o significado pessoal que ele foi
capaz de adquirir, quer seja aprendizagem ou erro de aprendizagem.

Esta tarefa tem o objetivo especifico de levantar os elementos de
significado pessoal declarado pelos alunos ao final do processo de modelagem.
Em comparando esses elementos e aqueles de significado institucional
pretendidos, poder-se-a fazer um tipo de avaliagéo do presente trabalho.

Na sequéncia, sdo apresentadas as respostas, as expectativas e 0s

objetivos a cada item da Ficha 14.

1. Varios alunos devem selecionar os itens (a), (c) e (e), por identificar alguns
termos que fizeram parte do estudo, como: equa¢Bes matematicas, aproximacao
aos valores, hipoteses admitidas; outros, pelo mesmo motivo podem assinalar o
item (d) e, nesse caso, tem-se a evidéncia de um erro de aprendizagem. As
alternativas a serem assinaladas sao (a), (b), (c), (e) e (f). A questdo tem como
finalidade verificar quais desses elementos os alunos identificam na construgéo

de um Modelo Matematico associado a um experimento.

2. Em varias oportunidades, foi salientada que a Unica informacdo necessaria
para o uso do Modelo de Poisson é a média; deseja-se verificar se essa

caracteristica peculiar € evidenciada pelos alunos.

3. Varios alunos ndo devem encontrar dificuldade para responder todos os itens.
A escolha didatica do valor do parametro igual a dezesseis é para facilitar o
calculo da raiz quadrada (desvio padrédo) e, também, para que a determinacdo do
intervalo ndo dé valor negativo, dificuldade que ndo se deseja avaliar nesse
momento. Se W; tem distribuicAo de Poisson com parametro dezesseis, pode
assumir os valores 0, 1, 2, 3, ... ; 0 valor esperado e a variancia coincidem e sao

iguais a dezesseis; o desvio padrdo, consequentemente € quatro; a variavel tem
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probabilidade maxima préxima ao valor 16; o intervalo com valores da variavel
com probabilidade ndo desprezivel de ocorrerem é [16 — 3.(4) ; 16 + 3.(4)], ou
seja, [4 ; 28]; finalmente, os valores da variavel tendem a diminuir ao se
distanciarem da média. Com essas respostas, varias propriedades do Modelo de
Poisson, aquelas relacionadas ao que foi exposto, poderao ser identificadas como

fazendo parte do conhecimento dos alunos, ou néo.

4. A escolha de um valor nao inteiro para o parametro do modelo tem o objetivo
de avaliar, se os alunos fazem a mudanca do parametro corretamente. A
passagem inicial por W; visa que o aluno calcule primeiro o valor de A para
depois obter o de A.4. Se W,~P(8,2), entdo, A vale 4,1. Assim, parat=1, At =
4,1 e W; ~P(4,1); parat=4, At=16,4 e W, ~ P(16,4), E(W,4) = Var (W,) = 16,4;

assim, a probabilidade pedida sera:

_164 16,4°
|

PW,=3)=e = 0,000000075.(735,1573333) = 0,000055456.

5. A representacdo do grafico de colunas que foi usada durante os encontros,
deve situar os valores da variavel no eixo das abscissas e as respectivas
probabilidades no eixo das ordenadas. Embora seja um aspecto relativamente
simples, o piloto evidenciou que os alunos tinham o costume de nao prestar
atencdo, ao que estdo representando nos eixos e acabavam trocando ao colocar
os titulos nos eixos. Pretende-se verificar se esse erro que pode ocorrer durante o

desenvolvimento desse estudo, € consciente ou apenas falta de atencgéo.

6. Apesar das dificuldades que essa questao possa sugerir, salientadas por Henry
(1997), busca-se averiguar se os alunos identificam a variavel aleatoria com
distribuicdo de Poisson como sendo discreta e referindo-se a um intervalo quer
seja de tempo, comprimento, volume, area, etc. Como esse tipo de problema ja
fez parte de um dos questionarios no estudo, ndo se espera dificuldade na

identificacdo correta das situacoes. As situacdes a serem assinaladas sao: (b), (d)
e (9).
7. Nessa questdo, as escolhas didaticas visam a avaliar um elemento de

significado por vez e em ordem crescente de dificuldade. Assim, a informacao da

média de dois defeitos a cada 20m? e o pedido para 50m? facilita o célculo para
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1m? e a determinacdo a seguir para os 50m?, acarretando como resposta um
namero inteiro. Pedir a probabilidade de exatamente quatro pretende verificar se a
féormula é lembrada e utilizada adequadamente; sé depois é pedida a
probabilidade de haver pelo menos dois defeitos, mas os 10m? sdo mantidos, a
fim de que se possa avaliar a interpretacdo do termo pelo menos dois. Os itens
subsequientes mantém os 10m? a fim de se avaliar especificamente o nimero
mais provavel, o minimo e o maximo, para logo em seguida, tendo este ultimo,
inferir a probabilidade de haver mais de 15 defeitos. Como o valor esperado é
uma funcdo linear, a média de dois defeitos a cada 20m? equivale a 0,1 defeito a
cada metro quadrado (A = 0,1). Assim em 50m?, espera-se A.t = 0,1.(50) = 5
defeitos. A probabilidade de haver quatro defeitos em 50m? seré entéo:

o5

P(Wso = 4) = e 21

= 0,006738.(26,041667) = 0,175467. Em 10m? o valor

esperado é L.t =0,1.(10) = 1 e a probabilidade pedida seré:

0 41
P(W10>2) =1 - P(Wyo < 2) =1-P(W1=0) - P(Wyo=1) =1 - e_l{% + %) =

-1
=1-2€ "=1-2.(0,367879)=0,264241. O mais provavel de ocorrer € um defeito,
sendo zero o minimo (1 — 3.(1) = -2) e 4 o maximo de defeitos (1 + 3.(1) = 4);
consegiientemente, a probabilidade de haver mais de quinze defeitos em 10m? é

desprezivel, podendo-se aproximar para zero.

8. A questédo pretende investigar se o grafico facilita a identificacdo dos elementos
representados nos eixos e pode ser comparada com a resposta do quinto item.
Além disso, pode-se verificar se essa representacdo favorece a determinacao da
média e, consequentemente, do parametro do modelo. No eixo das abscissas,
sao representados os valores da variavel e no eixo das ordenadas os valores das
probabilidades. O niumero médio de erros em dez paginas €, aproximadamente,
sete e Wy ~P(7).

9. A opcédo de fornecer o numero médio em uma hora tem o objetivo de tornar
imediata a determinacao de A. O item (a) pede a probabilidade em uma hora, a
fim de verificar se o0 aluno percebe a necessidade de calcular a média. A mudanca

para 45 minutos, em (b), pretende averiguar se as mudancas de unidade e
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variavel sdo percebidas e efetuadas corretamente.

A informag&o de 3,4 candidatos por hora fornece A = 3,4 e sendo t = 1/2
tem-se At=3,4.(1/2) = 1,7. Assim, Wy, ~ P(1,7) e a probabilidade pedida sera:

PWi12>2)=1-PWi2 <2)=1-PW12=0)—PWy12=1)-P(Wy12=2) =

0 1 2
)

=1-0,182684.(4,145) = 0,242777.

Como 45 minutos corresponde a t = 3/4 e, portanto, At = 3,4.(3/4) = 2,55;

assim o numero médio é 2,55 entrevistas em 45 minutos.

10. A questdo sobre a aproximacédo Poisson tem a intencao de verificar se o aluno
€ capaz de resolver os exercicios desse tipo que aparecem nos livros didaticos.
N&do se pretende avaliar se ele é capaz de decidir pela aproximacdo ou ndo dos
dois modelos, pois este aspecto ndo foi visado neste estudo. As escolhas das
variaveis, como o célculo da probabilidade para um Unico valor e o nimero de
estudantes igual a trinta tém a intencédo de que os célculos possam ser efetuados
com a calculadora. A escolha de um nimero da ordem de 3x10® tem o propésito
de que o aluno observe o valor do parametro do modelo, questione se a resposta
esta correta, tendo em vista o valor encontrado, e perceba que ela pode ser
desprezivel. Sendo a variavel Y: numero de estudantes do sexo feminino dentre
os 30 que foram selecionados aleatoriamente, tem-se que Y ~ B(30 ; 0,02). Para
se obter uma resposta aproximada, usando o Modelo de Poisson, deve-se
considerar W; ~ P(At), onde At = n.p = 30.(0,02) = 0,6. Assim, a probabilidade

pedida seré:

,
05 067 _ 0,548812.(0,000006) = 0,000003048.

PW;=7)==¢e o

11. Nessa tarefa, deseja-se verificar se 0os alunos obtém sucesso ao usar a
funcdo Poisson, calcular as frequéncias esperadas, inserir a formula do qui-
quadrado na planilha, determinar o qui-quadrado critico e sintetizar a conclusao.
Por meio da observacéao, as dificuldades e suas origens, caso existam, podem ser
identificadas. A escolha de fornecer as frequiéncias em lugar dos valores originais
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para serem organizados tem a intencédo de diminuir o tempo para a aplicacdo do
teste. A resposta obtida na planilha é apresentada na Figura 30. Optou-se pela
apresentacdo na propria Ficha da formula para se determinar o qui-quadrado
calculado, caso esta ndo seja lembrada por algum sujeito, pois ndo se objetiva,

neste estudo, sua memorizacao.

Xi Foi Xi*Foi P(1,35) Fei (Foi-Fei)*2/Fei

0 25 0 0,25924  25,92402606 0,032935631

1 37 37 0,349974  34,99743519 0,114587421

2 21 42 0,236233  23,62326875 0,291303418

3 12 36 0,106305 10,63047094 0,176437136

4 5 20 0,035878  3,587783942 0,55587355

100 135 qui-quad. Obs. 1,171137157

média observada = 1,35 nivel 5% graus de lib. 5-1-1=3

qui-quad. Crit. 7,814724703
Concluséo: Como o qui-quadrado calculado €é inferior ao critico pode-se concluir que, ao
nivel de 5%, ndo ha evidéncias para se rejeitar a hipétese de que os valores podem ser

aproximados pelo Modelo de Poisson.

Figura 30. Teste qui-quadrado obtido na planilha

3.2.7.2 ELEMENTOS DE SIGNIFICADO INSTITUCIONAL AVALIADOS

No que se segue, 0s principais elementos de significado institucional avaliado em

cada questéo do teste final sdo apresentados.

1. Caracteristicas de um Modelo Matematico associado a um experimento

aleatorio.

2. Para usar o Modelo de Poisson, basta conhecer o nimero médio de

ocorréncias.

3. Valor da variavel com probabilidade méxima; intervalo de nimeros reais que
contém valores da variavel com probabilidades ndo despreziveis; decrescimento
das probabilidades conforme os valores da varidvel aleatéria se distanciam

daquele de probabilidade maxima; relacdo entre parametro, média e dispersao.

4. Relacdo entre parametro, média e dispersao; relacdo entre parametro do

modelo e intervalo de observacéo; valor da variavel com probabilidade maxima.

5. Representacao de frequéncias e probabilidades em gréafico de colunas.
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6. Identificacdo de situacbes que podem ser estudadas usando o Modelo de

Poisson.

7. Relagdo entre parametro do modelo e intervalo de observacdo; valor da
variavel com probabilidade maxima; intervalo de numeros reais que contém
valores da variavel com probabilidades nédo despreziveis; interpretacdo do termo
pelo menos dois; resolucdo de problemas semelhantes aqueles apresentados nos

livros didaticos, com auxilio de calculadora, ou aplicativo.

8. Representacdo de frequiéncias e probabilidades em grafico de colunas e
determinacdo, a partir deste, do parametro do modelo; coincidéncia entre os

valores da média e parametro do modelo.

9. Resolucdo de problemas semelhantes aqueles apresentados nos livros
didaticos, com auxilio de calculadora ou aplicativo; relacdo entre parametro do

modelo e intervalo de observacédo, determinacédo da média.

10. Resolucdo de problemas semelhantes aqueles apresentados nos livros
didaticos, com auxilio de calculadora ou aplicativo. Aproximagéo entre os Modelos

Binomial e Poisson.

11. Calculo da frequéncia esperada sob a hipétese de que o modelo é de
Poisson; comparacdo das frequéncias esperadas e observadas por meio de
tabelas, graficos e uso do teste de aderéncia qui-quadrado com conclusao e

anélise.

No capitulo que se segue, sera descrita a fase experimental do presente
projeto, isto é, 0os comentarios sobre a aplicacdo da sequéncia de ensino

elaborada com as devidas alteracdes que se fizerem necessarias, se existirem.



CAPITULO 4

EXPERIMENTACAO

Neste capitulo um relato da aplicacdo do projeto de ensino € apresentado. No
inicio, tem-se a caracterizacdo dos sujeitos que participaram da pesquisa, de
acordo com as informacfes obtidas na Ficha de Identificacdo e, a seguir, sdo
descritas as sessdes que foram desenvolvidas com os alunos, de modo que as
alteracdes, em relagdo ao que estava previsto, como também aquelas que a
analise a posteriori apos cada encontro tenha sugerido, possam ser exibidas e
justificadas. A prépria pesquisadora desempenhou o papel de professora no
desenvolvimento das atividades, sendo estas acompanhadas por observadores,
mas, ndo gravadas ou filmadas, por imposi¢cédo dos alunos participantes.

Ao final de cada encontro, as anotacdes dos observadores e o material de
posse dos alunos foram recolhidos, a fim de que pudessem ser analisados pela
pesquisadora, antes da sessdo seguinte, além de evitar que algum aluno
esquecesse de trazé-lo ou o alterasse. Com tal procedimento, ficou descartada a
possibilidade dos participantes fazerem uma revisdo ou complementacao fora dos

horarios previstos para desenvolvimento do projeto.

Todas as atividades, quando encerradas, tiveram suas respostas expostas,
no coletivo, pelos préprios alunos e, depois de discutidas, as conclusdes foram
institucionalizadas pela professora, para que pudessem fazer parte do

conhecimento a ser retido.
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4.1 OS SUJEITOS DA PESQUISA

Participaram dessa fase do estudo, dezesseis alunos do segundo ano de
graduacdo da mesma Instituicdo de Ensino Superior onde foi realizado o
experimento piloto, sendo oito do curso de Engenharia Elétrica (periodo noturno e
seis anos de duracdo) e oito de Ciéncia da Computacdo (periodo matutino e
duracdo de quatro anos). A opcao por oito duplas deveu-se ao numero de
contadores Geiger-Mueller (quatro) disponiveis no Laboratério de Fisica Nuclear

da Instituicdo, o que possibilitou que se tivesse duas duplas por equipamento.

O objetivo, ao adotar metade do numero de alunos de cada curso, foi
montar as duplas de trabalho com um aluno de cada, pretendendo-se, com isso,
favorecer a troca de conhecimentos das duas formacdes e, consequentemente,
um melhor aproveitamento, tanto na manipulacdo do aplicativo como no
experimento a ser realizado, fundamentando-se nos resultados de Carvalho e
César (2001), citados anteriormente. Durante o periodo letivo em questéo,
segundo semestre de 2004, todos os participantes cursavam a disciplina
Probabilidade e Estatistica, mas apenas os de Engenharia Elétrica tinham em seu

curriculo Fisica Moderna que inclui um estudo sobre radiacao.

Os motivos de ndo se ter realizado o projeto com todos os alunos que
cursavam a disciplina de Probabilidade e Estatistica, em periodo regular de aulas,
foram: cada classe tem numero de alunos superior a quarenta que torna inviavel a
realizacdo da experiéncia no referido Laboratério de Fisica Nuclear, as turmas
incluem dependentes que ja estudaram o Modelo de Poisson e a impossibilidade
de montar duplas com alunos dos dois cursos, ja que um € matutino e o outro

noturno.

Em Probabilidade e Estatistica, os alunos estudaram, em suas turmas,
durante o primeiro semestre, Estatistica Descritiva e os fundamentos basicos da
Teoria das Probabilidades e, no segundo semestre, antes da fase experimental
deste projeto, variaveis aleatérias discretas, incluindo o calculo da média,
variancia e desvio padrdo, seguido do Modelo Binomial. Este ultimo foi

desenvolvido de acordo com o processo de modelagem, utilizado nesta pesquisa,
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e exploracdo da planilha. Os participantes foram dispensados do curso regular, no

que se refere as aulas relativas ao estudo do Modelo de Poisson.

Com base nas informagdes obtidas na Ficha de ldentificag&o, ao perfil dos
sujeitos participantes pode-se acrescentar que a meédia (n) das idades é 21,1
anos, com desvio padréo (o) igual a 2,4 anos e a idade mediana (md) é igual a
20 anos. Em relacdo a essas variaveis, as diferengas entre os alunos dos dois
grupos: Engenharia Elétrica (E) e Ciéncia da Computacdo (C) ndo séo
expressivas, ja que: mde = 20 anos, pe = 20,9 anos, cg = 2,5 anos, mdc = 20,5

anos, uc =21,3anose occ =2,2 anos.

A distribuicdo dos alunos quanto ao tipo de Ensino Basico, privado ou
publico, é apresentada nos valores da Tabela 11 e nela pode-se constatar que o
namero de alunos do curso de Ciéncia da Computacdo que frequentou escola
particular é superior ao de Engenharia Elétrica.

Tabela 11. Distribuicao de Freqiiéncia quanto ao Ensino Basico

Engenharia Elétrica Ciéncia da Computagao

Tipo de ensino Fundamental Médio Fundamental Médio
Privado 2 4 5 6
Publico 6 4 3 2

Fonte: Ficha de Identificacdo apresentada no apéndice D

Metade do numero de alunos do curso de Engenharia Elétrica fez cursinho
preparatoério para o vestibular com duracdo de um ano e, dentre os de Ciéncia da
Computacéo, seis o fizeram, sendo que destes, um com duragao de quatro meses
e outro durante um ano e meio. No que se refere a manterem uma atividade
regular paralela ao curso de graduacdo, no momento do desenvolvimento do
presente estudo, observa-se apenas dois alunos de cada grupo trabalhando em:
estagio no Laboratério de Informatica da propria instituicio onde estuda,
desenvolvimento de aplicativos, manutencdo de equipamentos meédicos e
administracdo académica na proépria instituicdo. Metade do numero de alunos
participantes ja ficou em dependéncia em uma ou mais disciplinas em seus
respectivos cursos e quatro de Engenharia e dois de Computacgéo sdo favorecidos
por algum tipo de bolsa, que auxilia a manutencédo de seus estudos.
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4.2 O PRIMEIRO ENCONTRO

A entrega antecipada da ficha de identificacdo e do texto sobre radioatividade nao
ocorreu porque s6 foi confirmada a participacédo dos dezesseis alunos pretendidos
as vésperas do inicio do desenvolvimento do projeto, que ndo poderia ser adiado,
tendo em vista o término do estudo do Modelo Binomial no curso de Probabilidade
e Estatistica e, ainda, as atividades relacionadas ao curso de graduacédo, no qual

os alunos estao matriculados.

Assim, no inicio do primeiro encontro, os alunos foram levados a uma sala
de aula usual, onde leram e assinaram o termo de compromisso e autorizacao
relacionado ao presente projeto (Apéndice B), responderam a Ficha de
Identificacdo (Apéndice D) e lhes foi entregue uma carta (Apéndice C),
comunicando a participacdo neste estudo, para que pudessem justificar a
auséncia em seus empregos, nos dias e periodos previstos; mesmo nao tendo a

informacéo da necessidade desta, todos receberam a referida carta.

Na sequéncia, a professora sorteou um aluno de cada curso (nomes em
tiras de papel idénticas e dobradas em duas caixas, uma para Engenharia e outra
para Computacao, preparadas antecipadamente) a fim de compor as duplas e, a
seguir, os crachas foram entregues de modo que o nimero identificasse a dupla e
a letra indicasse o curso de origem do sujeito, sendo A para Engenharia e B para
Computacdo. Dois observadores que, também, participaram do encontro,
receberam crachas com os cddigos: obs 1 e obs 2.

As fichas de identificacdo e os termos de compromisso foram recolhidos e
os alunos convidados a se dirigirem ao Laboratério de Fisica Nuclear, onde a
professora especialista 0s aguardava com o0s equipamentos devidamente
organizados e lhes foi entregue o texto sobre material radioativo (Apéndice E).
Depois de um periodo para a sua leitura, o texto foi colocado em discusséo e as
guestdes que se referiram ao funcionamento interno do contador Geiger-Mueller
foram esclarecidas pela professora de Fisica, valendo-se de uma representagéo
esquematica construida na lousa (Figura 31).

As demais questdes referiram-se ao amplificador, ao discriminador, a
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interferéncia da quantidade de massa no numero de emissdes e as particulas
emitidas, espontaneamente, na sala de aula em razdo das paredes de cimento.
Apds todas serem esclarecidas pela professora de Fisica, esta explicou,
coletivamente, a conduta na manipulacdo do aparelho para a realizacdo do
experimento e apresentou o0s elementos radioativos disponiveis, todos
especialmente embalados com a aparéncia de um botdo e cerca de dois

centimetros de diametro.

Mistura anodo ip .
Janela gasosa amplificador descriminador
de mica . 4 V
sinal
T
T
Cilindro |
metalico scaler ~~
= 0V =sinal
‘
. HV
catodo —+
queda de
potencial
terra
Para cada particula emitida, um sinal elétrico é contado.

Figura 31. Esquema de funcionamento do Contador Geiger-Mueller

Na seqUéncia, a professora informou que as pretensbes com a
experimentacdo eram semelhantes aquelas que eles haviam vivenciado com os
lancamentos da moeda visando a construgdo do Modelo Binomial, valendo-se
inclusive do teste qui-quadrado. Em seguida, todos, professoras e alunos,
participaram da elaboracdo dos protocolos experimentais. Nessa tarefa, ficaram
definidos o numero de observacdes em cada experiéncia, para que o teste qui-
quadrado pudesse ser usado e a necessidade de mudanca do elemento radiativo
e do intervalo entre as observacoes, fatores considerados relevantes, tendo em
vista a variavel em estudo. As professoras definiram: a voltagem do aparelho
(340V), os materiais radioativos que seriam utilizados, a gaveta do contador, onde

eles deveriam ser colocados (a mais distante) e o0s intervalos entre as
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observacdes, para que o tempo didatico fosse respeitado e os objetivos atingidos.

As duplas foram orientadas a se dirigirem a frente dos contadores, ficando
duas em cada equipamento; assim, as duplas um e dois observaram o contador
um; as duplas trés e quatro, o contador dois; as duplas cinco e seis, o trés e as
duplas sete e oito, o contador quatro. Nesse momento os observadores ficaram
ao lado dos contadores um e quatro. A professora de Fisica orientou cada grupo a
colocar o material na gaveta do contador, a regular a tensdo do aparelho, que
precisa ser pausada para ndo o danificar, a calibrar e conferir o tempo desejado e
a disparar o contador para iniciar a contagem, devendo este ser acionado, apos a

obtencéo de cada valor.

Diferente do que se havia planejado, 0 mesmo material radioativo foi usado
nas trés primeiras experiéncias, sendo trocado no quarto experimento, por
sugestéo da professora de Fisica; como os tempos previstos foram mantidos, isto
€, dois materiais com o mesmo periodo de tempo entre as observacfes e um
deles em diferentes intervalos, os objetivos visados néo foram alterados. Assim, 0
cobalto 60 (°°Co) foi utilizado nos trés primeiros experimentos, com tempos de
cinco, trés e um segundo, respectivamente, e no ultimo, o material observado foi o
estroncio 90 (*°Sr), com intervalos de cinco segundos entre as contagens. Em
todos os casos foram feitas 100 medi¢des e anotadas na Ficha 1, que ja dispunha
de 100 espacos, a fim de facilitar a contagem.

Durante a experimentacao, o contador dois passou a registrar apenas zero
emissdo em varias contagens, na realizacdo do terceiro experimento, fato este
gue chamou a atenc¢ao dos alunos, que solicitaram a presenca da professora de
Fisica; ap6s uma rapida investigacao, verificou-se que o cabo do equipamento
havia desconectado da tomada e o problema foi resolvido imediatamente. Os
zeros obtidos em sequéncia foram abandonados e as observacdes restantes

foram colhidas.

Com a mudanca na programacdo prevista para o encontro, a avaliacdo
(Ficha 2) ficou adiada para o inicio do proximo. Alguns alunos queriam
permanecer com a ficha que continha os valores coletados para serem digitados
na planilha, pois sabiam de sua necessidade por experiéncia anterior em relacao
ao estudo do Modelo Binomial, pedido este que foi negado pela professora, pois
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esta precisava antecipar as analises pretendidas no desenvolvimento do projeto

com as observacdes coletadas.

Alguns alunos, 4A, 8B, 3B e 3A, dos dois cursos, como se pode constatar
pelas letras dos cédigos de identificagdo, permaneceram no laboratério a fim de
obter mais informacgdes relacionadas ao conteudo abordado no encontro, em
especial, sobre acidentes recentes com radiacdo, como o de Angra dos Reis, e
sobre a identificacdo de particulas emitidas em ambientes, como a sala de aula. A
respeito desse Ultimo aspecto, a professora de Fisica apresentou um aparelho,
com a forma e tamanho semelhante a um telefone sem fio, que quando ligado
identifica irradiagcdes por meio de um sinal intermitente, e acelera ou desacelera
conforme o maior ou menor nimero de particulas emitidas. Os alunos testaram
alguns materiais disponiveis, como: papel, madeira, etc., a fim de verificar a
interferéncia destes, quando colocados entre o material radioativo e o aparelho de
identificacdo. Se ndo fossem os compromissos da professora de Fisica, 0s

guestionamentos e curiosidades iriam se prolongar por mais tempo.

A titulo de ilustracao e informacéo, os valores obtidos no primeiro contador,
durante a realizacdo dos quatro experimentos, sdo apresentados nas Figuras 32,
33,34 e 35.

1° experimento Wi freq
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Média 113 4 0 T
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Figura 32. Resultados do primeiro experimento do primeiro contador
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2° experimento
Co 3s
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Figura 33. Resultados do segundo experimento do primeiro contador
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Figura 34. Resultados do terceiro experimento do primeiro contador
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4°
experimento
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Figura 35. Resultados do quarto experimento do primeiro contador

A analise preliminar dos resultados obtidos nos quatro experimentos
realizados (nos quatro contadores) foi decisiva para se optar a usar os valores
obtidos no terceiro experimento na comparagao entre observado e esperado
segundo o Modelo de Poisson, como se podera constatar na Ficha 9. Além dos
valores de meédia e variancia serem proximos, 0 caso poderia facilitar a
visualizacao grafica, em razdo do menor numero de valores possiveis da variavel,
confirmando as previsbes, quando se fez a escolha dos intervalos entre as

observacgoes.

4.3 O SEGUNDO ENCONTRO

O ambiente, onde as atividades foram desenvolvidas durante esse encontro, foi 0
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Laboratério de Informatica. No inicio, os crachas foram entregues aos
participantes e observadores: a estes Ultimos, foram acrescentados mais trés,

para se obter o acompanhamento do trabalho de mais duplas.

Com a finalidade de completar a primeira etapa do estudo, foi entregue a
Ficha 2, que corresponde a avaliagdo do primeiro encontro. Apesar de um aluno
(8A) ter chegado atrasado dez minutos, ele também realizou, individualmente, a
tarefa prevista na concepcdo da seqiéncia de ensino. Um aluno (2A) faltou ao
encontro e seu par trabalhou individualmente nas atividades dessa sess&o.
Quando todos terminaram de responder o0 questionario, a professora coordenou a
apresentacao e discussao das respostas pelos alunos e socializou as conclusées,
tendo o cuidado de inibir qualquer alteragdo nos registros que foram recolhidos

logo a seguir.

Dando continuidade ao encontro e iniciando a segunda etapa de
modelagem (HENRY, 1997), as duplas foram orientadas a se colocarem diante
dos computadores a fim de realizarem a Tarefa 2.1, sendo entregue a Ficha 1,
correspondente aos valores obtidos experimentalmente, e a Ficha 3 com a
atividade a ser desenvolvida.

Na execucdo dessa tarefa, o trabalho apresentou mais dificuldades do que
o esperado. Embora os alunos ja tivessem usado o aplicativo no estudo da
estatistica descritiva, variavel aleatoria discreta e Modelo Binomial, durante o
curso regular, muitas foram as dificuldades e, consequientemente, maior o tempo
dispensado na execucédo da tarefa. Apesar das recomendacdes da professora, a
dupla trés ndo salvou o arquivo durante a execuc¢do e, ao final, por falha do
programa (operacado ilegal), perderam todas as informagles; este fato foi
acompanhado por um observador.

Por ignorar a necessidade de confirmar, antecipadamente, se a instalacdo
do programa nas maquinas do laboratério tinha sido completa, a opcéo:
estatistica descritiva ndo estava disponivel e, portanto, ndo pode ser utilizada.

A manipulacdo da funcao frequéncia, conforme esperado, foi a que trouxe
maior dificuldade, no que se refere a finalizacdo da janela, embora a professora
tenha salientado a necessidade de apertar, simultaneamente, as teclas:

crtrl+shift+enter. Muitos alunos repetiram o0 processo, varias vezes, sem sucesso
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até que um deles chamou a atencdo que se deveria manter apertadas as teclas:
ctrl+shift, em seguida, clicar a tecla enter, para sé depois soltar as outras duas.

Com essa observacdao, todas as duplas obtiveram as frequéncias corretamente.

Na construcdo dos gréficos, a professora foi requisitada para orientar a
manipulacdo do aplicativo. Como os alunos repetiram a tarefa para os quatro

experimentos, as dificuldades descritas foram sanadas ao longo das atividades.

Ao final do periodo, os materiais foram recolhidos e a sesséo foi encerrada,
a avaliacdo da segunda etapa de modelagem, que estava prevista para esse
encontro, ficou adiada para o inicio do proximo.

4.4 O TERCEIRO ENCONTRO

Antes do terceiro encontro, a professora acrescentou um quadro com a estatistica
descritiva a cada arquivo dos disquetes e imprimiu cOpia dos mesmos. Como a
dupla trés fez a atividade (conforme anotacdo do observador) e perdeu as
informacdes por falha técnica, a professora fez uma copia do arquivo da dupla
quatro, que observou o mesmo contador. As duplas: cinco, sete e oito nao
finalizaram a tarefa para o quarto experimento por falta de tempo; assim, a
professora providenciou uma coépia do arquivo da dupla seis e complementou o

arquivo das duplas sete e oito, antes de imprimir.

O ambiente foi a sala de aula usual; no inicio, todos os participantes,
inclusive observadores, receberam seus crachas, cépias dos disquetes referentes
a Tarefa 2.1 e a Ficha 4 referente a avaliacdo da segunda etapa de modelagem.

O sujeito 4A chegou uma hora atrasado, pois, havia sido assaltado, quando
se dirigia para o encontro e, praticamente, ndo participou do estudo, tendo seu

parceiro realizado a tarefa individualmente.

Dando continuidade ao encontro, a professora esclareceu que a sequéncia
da sessao seria feita no quadro-negro e referia-se a um estudo matematico

relacionado aos experimentos realizados; acrescentou que todos deveriam
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participar do estudo, acompanhando e colaborando com sugestbes e
guestionamentos, e ndo precisariam fazer anotacdes, pois, uma copia lhes seria
entregue ao final. Durante esse periodo, 0s observadores registraram a
participacéo dos alunos e da professora.

A distribuicdo de probabilidades da variavel aleatéria, nimero de particulas
emitidas em um intervalo de duracéo t, foi determinada e representada por uma
férmula, definida como sendo de Poisson. Aspectos histéricos sobre Siméon-
Denis Poisson e seus trabalhos foram apresentados ao longo do estudo. Ao final
da construcdo, uma copia da Ficha 5 foi distribuida a cada participante e, a seguir,
os alunos responderam a Ficha 6, correspondente a avaliacdo dessa etapa.

Depois desta ser recolhida, o encontro foi encerrado.

4.5 O QUARTO ENCONTRO

A andlise das respostas e comentarios dos alunos expressos na avaliagdo do
terceiro encontro (Ficha 6) revelou que alguns alunos tinham duvidas quanto a
construcdo matematica que havia sido feita; por esse motivo, a professora decidiu
retomar parte do estudo no inicio das atividades, antes de dar continuidade ao
que estava previsto. Assim sendo, os alunos foram orientados a se dirigirem,
inicialmente, a uma sala de aula usual, onde os participantes receberam seus
crachas, sendo refeita a deducéo da probabilidade da variavel aleatoria assumir o
valor trés, com grande participacdo de alguns alunos que nao tinham duvidas a
respeito. Complementando o trabalho, foi demonstrado que a soma das
probabilidades € um e a Ficha 6 foi colocada em discussdo. A seguir, as

conclusdes foram socializadas pela professora.

Nesse momento, o ambiente de estudo foi alterado e todos se dirigiram ao
Laboratério de Informatica, sendo distribuida a Ficha 7 (exploracdo do Modelo de

Poisson) com os disquetes.

Durante o desenvolvimento das atividades, as duvidas que se sucederam

foram discutidas pelos colegas e socializadas pela professora.
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No desenvolvimento do trabalho proposto, o tempo dispensado pelas
duplas na execucdo das tarefas foi diferenciado. Ao final do periodo previsto para
0 encontro, a Ficha 7 foi recolhida, embora a maioria dos alunos n&o a tivessem

finalizado.

4.6 O QUINTO ENCONTRO

O ambiente desse encontro foi o Laboratorio de Informatica; o aluno 8A chegou
25 minutos atrasado e os alunos 1B e 3A ndo compareceram: o0 primeiro por estar
febril e o segundo por ter uma entrevista visando a um emprego; assim, seus
parceiros trabalharam individualmente. Depois de entregues o0s crachas, 0s
disquetes e a Ficha 7, os alunos deram continuidade a Tarefa 4.2, que foi

finalizada em cerca de uma hora de trabalho.

Conforme as duplas iam terminando a atividade, a professora questionava-
0s sobre os resultados encontrados, as conjecturas que poderiam ser levantadas
e as conclusdes. Quando todos terminaram, as duplas foram convidadas a
manifestarem suas respostas e opinides; em seguida, a professora socializou as

conclusdes, muitas delas relacionadas as propriedades do Modelo de Poisson.

Dando continuidade a sesséo, a professora explicou que a coincidéncia
entre os valores da média, variancia e parametro do modelo ndo era apenas uma
conjectura, mas, uma propriedade do Modelo de Poisson. Na sequéncia, a Ficha
8 foi distribuida a cada aluno para que lesse a deducédo das férmulas da média e

da variancia.

Um espaco de tempo, para que as duvidas, em relacdo a leitura efetuada,
pudessem ser levantadas, discutidas e sanadas foi aberto. Socializados todos os
resultados, o encontro foi encerrado. A Tarefa 5.1 (comparacéo entre prético e
tedrico) ficou adiada para a proxima sessao.
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4.7 O SEXTO ENCONTRO

O ambiente foi o Laboratério de Informatica e logo apds a entrega dos crachas a
todos os participantes, a Ficha 3, com os respectivos conteudos dos disquetes
impressos, e a Ficha 9, com a atividade a ser desenvolvida, foram distribuidas. O
sujeito 2A ndo compareceu a essa sessdo e 0 seu parceiro trabalhou
individualmente.

A analise da professora, em relacdo ao ultimo encontro, sugeriu mudancas
na Ficha 9, no sentido de dar orientacdbes mais detalhadas para seu
desenvolvimento; assim, a Ficha 9 (reformulada) entregue aos alunos foi a

seguinte:
FICHA 15 —(FICHA 9 reformulada) — Comparando pratico e teérico

Comparando Pratico e Teérico (codigo dos crachas) Dupla e

Nesse encontro, pretende-se comparar 0s resultados observados no
terceiro experimento que vocé realizou, no Laboratorio de Fisica Nuclear, com o

Modelo Tedrico, ou seja, o Modelo de Poisson que foi construido.
1. No terceiro experimento, a variavel aleatoria W, é definida como

2. Os valores que vocé organizou na Ficha 3 e que foram impressos, sdo 0s

seguintes: (complete a tabela abaixo)
Wy

Freq. observada Total

7

3. Para testar se esses valores seguem uma Distribuicdo de Poisson, é
necessario calcular as freqiiéncias esperadas sob a hipétese de que o Modelo é

de Poisson. No Modelo de Poisson, o parametro At representa ;

sendo assim, o valor estimado para At, pelos resultados obtidos na

experimentacdo, devera ser At=A.1= 1 =

4. Na planilha, digite as colunas: (ndo esqueca de salvar no disquete!)
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3 =100

5. Na proxima coluna, use a funcdo Poisson e obtenha as respectivas

probabilidades nesse Modelo. (formate para trés casas decimais)

6. A fim de fazer a comparacgéo pretendida, é preciso determinar as frequéncias
esperadas (Fesp) respectivas as probabilidades sob o Modelo de Poisson; use a
proxima coluna e determine essas frequéncias. Vocé tera na planilha: (ndo

esqueca de salvar!)

W, Fob Prob. Poisson Fesp

> =100 2=100

7. Para que se possa usar o teste qui-quadrado, é preciso que os valores das
freqiéncias esperadas (Fesp) Nd0 sejam nulos e que no maximo 20% dos valores
sejam menores que cinco. Observe os valores que vocé obteve para as
freqUéncias esperadas e, se necessario, some algumas de modo que o valor seja
nao inferior a cinco. Lembre que essa mesma operacao devera ser efetuada com
as frequéncias observadas (Fop), para que seja possivel a comparagdo usando o
teste qui-quadrado. Na planilha, vocé tera: (ndo esqueca de salvar!)

W, Foo  Prob.Poisson  F F.; Fo,

¥ =100 ¥=100 ¥=100 ¥ =100

8. Faca o gréfico de colunas das frequéncias esperadas e observadas que vocé
obteve (Fei X Fo).

Use a propria planilha para determinar o valor do qui-quadrado calculado:
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2
2 _ «(Roi—Fei) s L |
Yecalc = 2——— . Vocé ter4 em sua planilha: (ndo esqueca de salvar!)
[ Fei
W, Fo»  Prob.Poisson  F, Fei Foi ((Foi-Fei)*2)/F;
0
> =100 >=100 Y =100 =100 Y=

9. Em sua planilha, use a funcdo INV.QUI para determinar o valor do qui-
quadrado critico, com nivel de 5%. Lembre-se que o numero de graus de
liberdade serd: r— 1 — 1, porque o parametro do Modelo de Poisson foi estimado.

Complete: o valor do qui-quadrado critico é: (use trés casas decimais)

10. Compare os valores do qui-quadrado critico e qui-quadrado calculado e

escreva sua conclusao.

Este encontro deu continuidade ao que estava previsto na quinta etapa de
modelagem, ou seja, a comparacao entre os valores obtidos experimentalmente e
com o modelo tedrico (Ficha 9), bem como a apresentacdo, discussdo e

conclusdes, que a seguir foram sintetizados e institucionalizados pela professora.

Por solicitagdo de alguns alunos, foi retomada a discusséo em relagéo ao
intervalo de nimeros reais que contém valores da variavel com probabilidade nédo
desprezivel, quando este resulta em numero negativo (calculo da média menos

trés desvios padréo); novamente, a conclusédo foi socializada.

Durante a execugao da Ficha 9, embora tenha sido reformulada e os
alunos ja terem feito uso dos conceitos nela envolvidos, como o célculo do
namero de graus de liberdade e as condi¢cdes para uso do teste qui-quadrado
(valores das frequéncias esperadas), estes aspectos foram colocados em
discussdo para o grupo e, com o auxilio da professora, foram sintetizados e

institucionalizados.

Quando todos finalizaram as atividades propostas na Ficha 9, as duplas
foram orientadas a apresentarem suas respostas e conclusbes. A professora
coordenou essa explanagdo de modo que cada dupla pudesse comparar 0s

resultados com a outra que tinha observado o mesmo contador e, dessa forma,
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fazer um fechamento das soluc¢des encontradas.

Antes da sessdo, a professora resolvera a Tarefa 5.3 para os valores
obtidos nos quatro contadores e observara que apenas para o caso do segundo
contador Geiger-Mueller, justamente aquele que havia sofrido pane durante a
experimentacéo, o resultado do teste ndo era o esperado. Por esse motivo, as
duplas que utilizaram tal equipamento, foram deixadas para o final da
apresentacdo. Quando estas expuseram suas conclusdes, a professora pediu
para 0 grupo que manifestasse sua opinido em relacdo ao motivo de tal
acontecimento diferenciado dos demais. Depois de um breve momento de
comentarios paralelos, o aluno 4A lembrou a falha do equipamento exatamente
no momento da coleta de tais observacdes. A professora lembrou que os zeros
obtidos tinham sido descartados. O referido aluno, que € do curso de Engenharia,
observou que, em momentos anteriores, poderia ter havido interrupcbes na
passagem da corrente que ocasionaram contagens iguais a zero e que estas nao
tinham sido descartadas, podendo justificar o0 aumento do valor do qui-quadrado
calculado. Vérios alunos opinaram a respeito e a concluséo obtida foi que deveria
ser feita uma nova experiéncia, com o mesmo material, a fim de se obter uma
resposta com credibilidade. Finalizadas as apresentacbes e conclusbes, o

encontro foi encerrado.

4.8 O SETIMO ENCONTRO

Nesse encontro, os participantes foram orientados a se dirigirem a uma sala de
aula usual, onde foram distribuidos os crachéas e a Ficha 10 (aplicacdo do Modelo
de Poisson) que constitui a interpretacdo dada a sexta etapa de modelagem. Os

sujeitos 2A e 2B ndo compareceram a sessao.

A professora explicitou as regras do contrato didatico para o
desenvolvimento das atividades: as duplas fariam um U(nico exercicio e
aguardariam a finalizacdo deste por todos, para, em seguida, apresentar e discutir

as solucdes, sem, no entanto, alterar a resposta que haviam dado a principio.
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Dentro dessa norma foram resolvidos os cinco primeiros exercicios. Depois disso,
a professora comunicou as duplas que estas poderiam resolver os problemas
restantes e que estes teriam suas solugcdes apresentadas e discutidas

posteriormente.

A mudanca no contrato didatico tem duas justificativas: as cinco situacoes
iniciais ja abordaram os aspectos essenciais ao desenvolvimento das demais e
algumas duplas se sentiam desmotivadas por terminarem rapidamente o0s
exercicios e precisarem aguardar o trabalho dos colegas ser finalizado. Conforme
0 contratado, quando todos terminaram a resolucdo dos problemas restantes,

estes foram discutidos e as conclusdes socializadas.

A professora pds em discussdo a semelhanca entre as representacdes
graficas das distribuicbes Binomial e Poisson, fato esse explicitado pela dupla 6
quando da exploracdo do modelo tedrico (Ficha 7). Depois de breves comentarios
e de levantada a questdo sobre as condicbes dessa aproximacao, diferente do
que fora planejado, copias das situagBes propostas na Ficha 11 (comparacdo
entre Binomial e Poisson), elaboradas anteriormente pela professora, foram
entregues a cada individuo. A aproximacao entre os dois modelos foi colocada,
novamente, em discussao e, ao final, os alunos, orientados pela professora,
elaboraram uma resposta a questao sete da referida Ficha. As justificativas para a
entrega da Ficha 11 resolvida sé&o as seguintes: pela programacéo faltava apenas
um encontro e era importante que o teste final fosse aplicado, além de que a
execucao dessa Ficha ndo traria novas contribuicbes ao estudo, mas, sim, sua

discussao.

4.9 O OITAVO ENCONTRO

O ambiente do oitavo encontro foi o Laboratério de Informatica e nele foi visada a
aplicacao do teste final, com vista a avaliacdo do trabalho desenvolvido em todo o
projeto. No inicio, com todos os alunos presentes, depois de entregues 0s

crachas aos participantes e aos observadores, a demonstracdo da coincidéncia
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entre os Modelos Binomial e Poisson, sob determinadas condi¢bes (Ficha 12), foi
entregue aos alunos para efetuarem a sua leitura. Foi aberto um espaco de tempo
para discussao e esclarecimento que, ao ser encerrado, 0s problemas propostos,
foram resolvidos e corrigidos pelo préprio grupo.

A seguir, a professora questionou os alunos a respeito da representacéo
grafica da distribuicdo de probabilidades acumulada do Modelo de Poisson e,
apos algumas consideracdes mencionadas pelos alunos, um exemplo (Ficha 13)
lhes foi entregue, a titulo de ilustracdo. A opcdo pela funcdo distribuicdo de
probabilidades representada por um grafico de colunas, neste estudo,
fundamenta-se na melhor visualizacdo que esta proporciona, quando comparada

aquela da funcdo acumulada.

Como ultima atividade, foi entregue a Ficha 14, que diz respeito ao teste
final, para ser resolvida individualmente; estando cada aluno diante de um
computador, este pdde optar pelo uso do equipamento, ou ndo, nos dez primeiros
problemas, e o de numero onze deveria ser resolvido na planilha e salvo no

disquete que lhe foi entregue.

Com o teste, cada sujeito recebeu uma folha em branco para que
expressasse suas opinides sobre o projeto e demais comentarios que quisesse

manifestar.

Finalizando os trabalhos, a Ficha 14 e os disquetes foram recolhidos e os
participantes receberam os agradecimentos da pesquisadora.



CAPITULO 5

ANALISE A POSTERIORI

VALIDACAO

Neste capitulo, serdo apresentados e analisados os elementos colhidos durante a
fase de experimentacdo: as respostas obtidas nas fichas e nos arquivos salvos

em disquetes e as anotagdes dos observadores e da professora.

Em cada etapa do processo de modelagem adotado neste estudo, as
atividades foram desenvolvidas com o objetivo de comparar os elementos de
significado institucional implementados e aqueles de significado pessoal
declarados pelos alunos. Neste tépico, os resultados obtidos serdo discutidos,
identificando-se nas respostas dos alunos agueles que estdo conforme a pauta
institucional estabelecida, ditos logrados e aqueles que ndo concordam com ela,

habitualmente conhecidos como erros de aprendizagem. (GODINO, 2003).

A analise que se sucede, sera apresentada de acordo com as etapas de
modelagem previstas neste estudo, embora algumas delas tenham ocupado mais

de um encontro em seu desenvolvimento.
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5.1 A PRIMEIRA ETAPA

Nessa primeira etapa da modelagem matematica, o foco principal é a elaboracéo

de um protocolo experimental e sua aplicacdo. (HENRY, 1997).

Fundamentando-se nas informacdes obtidas na Ficha 2, em patrticular, no
item sete, pdde-se constatar o interesse no experimento realizado, em especial,
na manipulacdo dos elementos radioativos e nas informacdes relacionadas ao
funcionamento do contador Geiger-Mueller. Embora o projeto estivesse no inicio
de seu desenvolvimento, alguns alunos explicitaram a importancia da interacédo
entre 0s cursos e sugeriram a realizacdo de trabalhos desse tipo com maior

freqUéncia no transcorrer da graduacao.

Todos os alunos fizeram referéncia aos elementos relevantes do
experimento, mas as descricdes evidenciaram dificuldades na expressédo das

idéias, sobretudo quanto a terminologia especifica da teoria envolvida.

Na repeticdo de um experimento, todos concluiram que os valores seriam
distintos, dois deles explicitaram que as médias seriam proximas e um sujeito

citou a ndo existéncia de relacdo entre os resultados colhidos.

Na comparacao entre os valores do primeiro e quarto experimentos, foi
unanime a identificacdo da dependéncia do material radioativo observado, sendo
qgue alguns se referiram inadequadamente a quantidade de energia, em lugar do

namero de particulas emitidas.

A relacdo entre o numero de emissdes e o comprimento do intervalo de
tempo foi corretamente interpretada pelos alunos e doze responderam que o

namero de ocorréncias seria zero, caso o intervalo tivesse amplitude zero.

A impossibilidade de predizer um proximo resultado foi identificada pelos
alunos a menos de dois deles que afirmaram a existéncia de um valor especifico
para tal; quatro sujeitos citaram a independéncia dos resultados, um usou o termo
aleatdrio e os demais concluiram que os valores sdo proximos aos anteriores ou a
média.

S6 um aluno ndo especificou o célculo da média aritmética dos valores
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obtidos como estimador do nimero médio de emissdes por intervalo de tempo.

Quanto aos elementos de significado pessoal declarado, o acima exposto
permite concluir que os alunos desenvolveram com facilidade a situagc&o proposta,
porém apresentaram dificuldade na elaboracdo do protocolo experimental, nao
porque ndo soubessem distinguir os elementos relevantes do experimento, mas
sim na utilizacdo adequada de termos especificos da teoria. As nocdes de média,
aleatério e independéncia foram ampliadas e algumas de suas caracteristicas
puderam ser identificadas nas respostas da maioria dos alunos, mas ndo de
todos, evidenciando a complexidade desse conceito ja salientada por outros
pesquisadores. A dependéncia dos resultados em relacdo ao material e ao
intervalo de tempo entre as observacoes foi explicitada pelos alunos, assim como

0 seu carater aleatorio.

Finalmente, os registros nas fichas e as anotacbes dos observadores
mostraram que o0s alunos basearam-se nos resultados experimentais para validar
suas respostas. Assim, ha evidéncias de que essa etapa atingiu o objetivo
principal: contribuir com fundamentos, observados na ag¢do, aos quais os alunos
podem se valer, a fim de justificar e entender o desenvolvimento das sessbes

subsequentes.

Apesar da experiéncia escolhida referir-se a uma area do conhecimento
que os alunos ndo tém dominio, pdde-se observar que esta foi importante para
motivar e despertar o interesse, além de contribuir para que 0s objetivos
pudessem ser atingidos. Observa-se, portanto, que ndo s6 essa etapa €
fundamental no esquema de modelagem em estudo, como concluiu Coutinho
(2001), mas também sugere que o0 experimento a ser realizado deve ser

cuidadosamente selecionado, tendo em vista 0s sujeitos visados no estudo.

5.2 A SEGUNDA ETAPA

A exploracdo dos valores colhidos na fase experimental, por meio da

representacdo grafica e determinacdo de medidas como média e variancia visam
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ao levantamento de conjecturas no contexto particular do experimento.

As variaveis em estudo foram definidas corretamente por todos os alunos.
Pode-se concluir que a exploragéo realizada em planilha eletrénica veio reafirmar
e complementar a primeira etapa, garantindo a explicitagdo, pelas duplas, da
dependéncia do material radioativo e do intervalo de tempo no numero de

particulas emitidas.

Em relagéo ao significado de valores aleatorios, foram citados os termos:
independente, sequéncia, ordem e ligacdo que, quando comparados ao

explicitado na primeira etapa evidenciam uma ampliacéo dessa nocéao.

Apesar de alguns erros na digitacdo dos resultados dos experimentos, a
obtencdo do numero médio de emissfes por segundo, nos trés experimentos, ndo
apresentou dificuldade; a n&o coincidéncia de tais valores foi justificada pela
aleatoriedade, sendo utilizados, também, os termos: valores probabilisticos,
estatisticos ou nao regulares. As anotac6es dos observadores mostraram que tais
alunos empregaram esses termos em substituicdo a aleatério. Apenas uma dupla
respondeu que um deles era o verdadeiro numero médio de emissdes pela fonte,

mas néo o especificou.

A aproximacao entre os valores da média e variancia foi explicitada por
cinco duplas; as outras responderam que a diferenca entre as duas medidas é
diretamente proporcional ao comprimento do intervalo de tempo e que a média e
variancia ndo sao constantes. Uma dupla considerou a média, por segundo, em
todos 0s casos e concluiu que quanto maior o tempo entre as observacoes
obtém-se um numero maior de emissfes. Como tais respostas ndo excluem a
conjectura pretendida, da proximidade das duas medidas, pode-se considerar que

esse obijetivo foi atingido.

Conforme previsto na analise a priori, 0s alunos apresentaram dificuldades
no uso da planilha eletrdnica, tanto na obtencéo das freqiéncias, como também
na construcao dos graficos. Estas foram sanadas com o auxilio da professora,
fato esse constatado no transcorrer da tarefa proposta. Os alunos destacaram: o
trabalho com a planilha, a visualizacdo dos valores experimentais por meio da
representacdo grafica, as informacgdes contidas no Quadro Estatistica Descritiva e

a apresentacdo oral e coletiva, com discussdo e fechamento, como sendo
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aspectos importantes dessa fase.

Nessa etapa de modelagem, pode-se concluir que o trabalho de exploragéo
dos valores obtidos experimentalmente, em particular, a representacdo grafica
com auxilio de um aplicativo, mostrou-se favordvel & emergéncia das
propriedades do modelo, no que tange ao contexto particular dos experimentos
realizados; vale mencionar que o uso do computador agilizou a obtencdo das
representacoes pretendidas, mas os alunos precisam conhecer e saber manipular

o aplicativo antes da sua utilizac&o para ndo comprometer os objetivos visados.

Nas anotacbes dos observadores, pbde-se constatar as vantagens do
trabalho em dupla, em especial por esta ser formada por um aluno de cada curso
(Computacdo e Engenharia), evidenciando a contribuicdo de um, no aspecto da
manipulacdo da ferramenta e do outro, no que diz respeito ao experimento

realizado, enriquecendo as discussdes intraduplas.

5.3 ATERCEIRA ETAPA

Com base nos experimentos realizados e na exploracao dos resultados colhidos,
esta etapa da modelagem matematica tem o objetivo de construir o modelo
tedrico, no caso, o Modelo de Poisson. Pautados no contexto particular da
radioatividade e nos estudos das fases anteriores, as Hipoteses de Poisson foram

introduzidas a medida que o desenvolvimento assim o exigiu.

A participacdo dos alunos, estimulada pela professora durante a
construcdo do modelo pretendido, evidenciou que o conteddo mateméatico
envolvido poderia trazer dificuldades para seu acompanhamento; assim sendo, a

professora refez parte da demonstracéo, considerando que

€ necessario manter as expressées intermediarias e, mesmo que
agente manipule os simbolos, é importante encorajar os alunos a
traduzir em palavras as expressfes simbdlicas a fim de enriquecer
a expressdo e reforcar o sentido dos simbolos (GRUPO
AZARQUIEL, 1993, p. 41).*

* Tradugao nossa
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A avaliacdo dessa etapa foi fundamentada, nas respostas da Ficha 6. O
significado pessoal atribuido a At e A, declarado pelos alunos, evidenciou que a
construcdo realizada néo favoreceu a apreensao do significado institucional para
eles implementado. Em nenhuma das respostas, a média foi citada, mas apenas
0 numero de particulas emitidas em um intervalo de tempo ou a caracterizacao da

dependéncia desses elementos em relacdo ao material e ao tempo.

Na construcdo do modelo tedrico, a necessidade das Hipoteses de Poisson
foi identificada por todos os alunos, e os exemplos limitaram-se aqueles
relacionados aos experimentos realizados ou a caracteristica da variavel aleatoria
ser discreta, com excec¢do de dois deles que se referiram ao nimero de macas
gque caem de uma macieira por unidade de tempo e acidentes de transito.
Conforme a analise a priori, pbde-se constatar que as situacées em que o Modelo
de Poisson aplica-se, raramente sao citadas de modo espontaneo.

Véarios alunos mencionaram a complexidade matematica envolvida na
demonstracdo, mas acharam interessante a aplicacdo do Calculo Integral
apresentada. A explanacdo histérica sobre Siméon-Denis Poisson feita pela
professora foi valorizada. Houve até quem classificasse de fundamental o proprio
questionario, por possibilitar, em sua discussdo, um realinhamento das nocdes
em estudo. Um sujeito classificou a aula de mais descontraida do que o normal,
por solicitar e permitir a participacdo dos alunos em seu desenvolvimento, além
da apresentacdo detalhada da demonstracdo. Conforme mencionado na analise a
priori, 0s conceitos de independéncia e exclusividade foram confundidos e foi

preciso discuti-los e institucionaliza-los.

A andlise desta etapa evidencia sua complexidade e a necessidade de
esclarecimentos dos conceitos matematicos e probabilisticos envolvidos,
sobretudo aqueles relacionados a determinacdo da constante de integracéo,
definicdo de derivada de uma funcdo como limite da razdo incremental, variaveis
aleatérias independentes, probabilidade da unido de eventos mutuamente
exclusivos, soma das probabilidades igual a um no caso de variaveis aleatorias
discretas. A construcdo apresentada favoreceu a apreensdo das Hipéteses de
Poisson e sua importancia, mas, ndo possibilitou a compreensdo do parametro do

modelo, embora a dependéncia das varidveis tempo e tipo de material tenham
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sido identificadas. Acrescenta-se, ainda, o interesse explicito por aspectos
histéricos relacionados ao estudo, que puderam ser agregados ao

desenvolvimento dessa etapa.

5.4 A QUARTA ETAPA

Na exploracdo do modelo tedrico, optou-se pela representacdo em tabelas e
gréficas, com auxilio de planilha eletrénica. Apesar dos alunos ja terem trabalhado
com o aplicativo, péde-se constatar, nas anotacdes dos observadores e da
professora, a dificuldade na introdugéo das formulas necessérias para o célculo,
tanto ao que se refere a manipulacdo da ferramenta, como aos conceitos
estatisticos envolvidos (valor esperado, variancia, desvio padrdo). A professora
interrompeu a tarefa, quando tais duvidas surgiram e, no coletivo, questionou o
grupo sobre tais nogbes até que, pouco a pouco, 0s alunos recuperaram 0S
conceitos estatisticos e suas respectivas formulas; a orientacdo, quanto a

utilizacao do aplicativo, foi dirigida a cada dupla, de acordo com a necessidade.

No que se refere a construcdo de graficos, valendo-se da planilha, os
questionamentos referiram-se a introducéo do rétulo do eixo das abscissas, sendo
que duas duplas nédo o fizeram. Além disso, uma dupla colocou como titulo do
eixo dos valores da variavel o tempo, outra limitou todos os graficos para valores
entre zero e cinco e uma dupla ndo construiu, na planilha, o intervalo de valores
com probabilidades ndao despreziveis. Esses elementos interferiram em algumas

respostas do questiondario da Ficha 7, que norteou a presente analise.

Todos os alunos concluiram que, a partir de um certo valor da variavel, as
probabilidades sdo despreziveis, a menos de uma dupla que, ao limitar o grafico
para o caso de parametro 18,7, colocou esse numero como sendo o tal limite. A
probabilidade méaxima foi identificada pelas duplas corretamente, a menos
daquelas que iniciaram o0 eixo das abscissas, incorretamente, por um e se
valeram da representacdo grafica em suas respostas. A coincidéncia dos valores

do parametro, média e variancia foi consenso de todos.
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Na determinacdo do intervalo de valores da variavel com probabilidades
nao despreziveis, a menos de uma dupla, todas consideraram o intervalo com
limite inferior negativo nos dois primeiros casos (4 =0,5 e 1=5,8), ndo observando
que a variavel nunca assume tais valores. Houve, também, erros de introducdo da
formula na planilha, que acarretaram intervalos incorretos. Quanto a inducao
pretendida, no caso do parametro do modelo assumir o valor 47,89, pode-se
concluir que o objetivo foi atingido a menos de uma dupla que obteve um intervalo
errado. A generalizacao foi feita sem dificuldades pela maioria dos alunos, sendo
que duas duplas representaram o intervalo de modo incorreto e uma, dentre

estas, o errou.

Nos comentérios individuais, o trabalho no Laboratorio de Informética foi
valorizado por todos como sendo um instrumento que favorece a aprendizagem,
como também o trabalho em dupla, sendo salientadas as vantagens do debate
sobre as duvidas, maior confianca nas conclusdes e mais agilidade na resolugéo
das situacOes propostas. Alguns sujeitos explicitaram que as representacoes
graficas facilitaram a visualizacdo de resultados e que essa atividade trouxe

esclarecimentos sobre o parametro do modelo.

Na comparacdo entre os significados institucionais implementados e
pessoais declarados, pode-se concluir que eles se aproximaram apos O
desenvolvimento da tarefa proposta. No que se refere ao intervalo de valores da
variavel com probabilidades nao despreziveis, poucos sujeitos ndo o
identificaram. As variaveis didaticas escolhidas, valores do parametro do modelo,
foram adequadas, para que a generalizacéo pretendida fosse obtida e ha indicios
de que houve aprendizagem, no que se refere ao significado institucional de

referéncia do objeto ostensivo At.

O uso de planilhas precisa ndo sO ser introduzido anteriormente, mas
também ser explorado intensamente para que nao interfira nas no¢cfes que se
deseja estudar. Nesse encontro, alguns sujeitos ndo atingiram todos os objetivos
visados em razao do uso incorreto das ferramentas disponibilizadas na planilha.

Essa etapa é, portanto, fundamental para a comparagédo entre modelo e
realidade que se pretende realizar, pois é nela que o aluno comeca a dar
significado ao parametro, além de tornar viavel a aproximacao entre uma variavel

gue assume valores até infinito e um experimento que nunca assume tais valores.
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5.5 A QUINTA ETAPA

O uso do modelo tedrico construido como aproximacdo dos resultados obtidos
experimentalmente, seguido da aplicacdo de um teste estatistico para a sua
validagéo, ou ndo, € a interpretacdo da autora deste estudo, dada a etapa definida
como confrontacdo entre modelo e realidade por Henry (1997). As respostas da
Ficha 9 e o respectivo arquivo salvo em disquete fundamentaram a andlise que se

segue.

Apenas uma dupla ndo definiu corretamente a variavel aleatoria estudada e
mudou os valores da frequéncia observada, tendo corrigido no arquivo do
disquete. O fato representa a néo insercao da dupla no trabalho desenvolvido até
0 momento, apesar da participacao voluntaria. A identificacdo do parametro com a
média, depois da etapa anterior, foi unanime, a menos de uma dupla que

questionou, como deveria proceder para calcular essa média.

Durante a execucdo das atividades propostas na planilha, as dificuldades
foram muitas e, em varios momentos, a professora interrompeu a atividade e
provocou uma discussao coletiva sobre as duvidas, sendo que, em alguns casos,
os conteudos foram introduzidos e institucionalizados. Os comentarios que se

seguem, apresentam esses aspectos.

O primeiro problema girou em torno do calculo das probabilidades do
Modelo de Poisson, usando a fungéo disponivel na planilha; além da informacéo
da existéncia desta, a professora também coordenou a discussdo sobre o
preenchimento da janela correspondente. A determinacdo das frequéncias
esperadas foi discutida e solucionada intraduplas, conforme as anotacfes dos
observadores. Na construgcéo do gréfico, com as duas frequiéncias representadas,
houve pedido de auxilio a professora que se limitou a sugerir que selecionassem

as duas sequéncias na opcéo: intervalo de dados.

O calculo do qui-quadrado precisou ser institucionalizado pela professora,
inclusive no que se refere as frequiéncias esperadas menores que cinco. Algumas
duplas apresentaram dificuldade para introduzir a férmula na planilha, solicitando

ajuda ou confirmacéo em relacdo ao que haviam feito, evidenciando que o uso da
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planilha precisa ser repetido muitas vezes para que os alunos dominem sua
manipulacdo. Na determinacdo do qui-quadrado critico, fato semelhante ocorreu
em relacdo aos alunos que questionaram o significado do nivel de confianca do

teste, esclarecido na explicagéo da professora para o grupo.

Os registros nos disquetes, apds as discussdes e explicagdes, foram
corretos, a menos de duas duplas que, apesar da observacao explicita no item
trés da referida ficha, ndo colocaram os valores da variavel, como rotulo do eixo

das abscissas.

Dentre os comentarios dos alunos, foram destacados: a comparacéao entre
os valores do qui-quadrado calculado e critico para se obter a conclusdo, a
visualizacdo gréafica dos valores tedricos e experimentais, a identificacdo da
possibilidade de mau funcionamento do equipamento na realizagdo do
experimento, o trabalho no Laboratério de Informatica e as vantagens da
professora sanar as davidas durante o desenvolvimento das atividades. Quanto
ao trabalho em dupla, continuaram as citacdbes em relacdo a agilidade na
execucao das tarefas, as trocas de conhecimentos, as idéias que nunca surgiriam
em um trabalho individual e, em razdo da auséncia de um sujeito em um
encontro, a importancia de o colega estar presente em todos 0os momentos e de

modo participativo.

Nessa etapa, ficou evidente que o fato dos alunos ja terem feito uso de um
aplicativo, ndo garante que este possa ser usado no desenvolvimento de novas
nocdes. E preciso um trabalho anterior exaustivo de exploracéo e fixac&o para, s6
depois, fazer uso deste em novas nocdes. As dificuldades com o aplicativo
prejudicaram o desenvolvimento dessa etapa; também os conceitos estatisticos
(teste qui-quadrado: qui-quadrado critico e calculado, nivel de confianca,
freqUéncia esperada e observada, etc.), apesar de ja introduzidos, necessitaram

revisoes.

O trabalho em sala de aula usual mostra, constantemente, as dificuldades
do aluno que falta para acompanhar o desenvolvimento do curso; pdde-se
observar esse fato, quando um aluno explicitou o comprometimento do trabalho
em dupla, quando seu colega havia faltado em sesséo anterior. Apesar de todos

0S sujeitos participarem espontaneamente do projeto nem todos se mostraram



CAPITULO 5 - Andlise a posteriori e validacdo 223

compromissados em relacédo a ele.

Quanto as conclusdes do teste estatistico, apesar de coerentes, apenas
duas delas puderam ser consideradas corretas; os alunos apresentaram
dificuldade para expressar e redigir suas idéias. Algumas duplas registraram a
aceitacdo da hipotese nula, em lugar da néo rejeicdo, embora tenha sido
ressaltada pela professora a diferenca entre as duas afirmacdes, em um teste de
hipotese. Esta observacéo € vélida, também, para alguns livros didaticos, que nao
serdo citados por uma questéo de ética.

Dos elementos de significado pessoal declarados, podem ser considerados
erros de aprendizagem, a sintese na conclusdo do teste estatistico, para a
maioria dos sujeitos e, em alguns casos, a representagdo gréfica, no que se
refere ao rétulo do eixo das abscissas. Os demais elementos de significado
implementados nesse encontro podem ser considerados logrados, isto é, de

acordo com a pauta institucional.

5.6 A SEXTA ETAPA

Nessa fase de generalizacdo foram propostas situagdes-problema em contextos
diferentes daquele em que o Modelo de Poisson foi construido.

As situacdes que se referiram ao tempo foram identificadas por todas as
duplas, como podendo se aproximar do modelo criado, talvez por analogia ao
estudo que foi feito, mas, seis duplas selecionaram o item associado a érea e sete
aquele que diz respeito ao comprimento. As anotacbes dos observadores
revelaram que os Postulados de Poisson foram referéncia aos alunos na
resolucdo desse item. Houve dupla que selecionou todos os casos de contagem e
uma delas, aquele relacionado a altura, evidenciando que a identificacdo de tais
hipoteses é uma tarefa complexa e delicada. (HENRY, 1997).

Os alunos caracterizaram o Modelo de Poisson como proveniente de
contagem, provavelmente por consequéncia do experimento realizado, além de

explicitar a necessidade da validade das Hipoteses de Poisson e a independéncia
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entre as ocorréncias. Conhecer o nimero médio por intervalo de tempo, a fim de
se aplicar o Modelo de Poisson foi citado por trés duplas e apenas uma delas
referiu-se a repeticdo do experimento para obté-lo; todas as demais citaram o
namero de chamadas e o tempo de duracao.

Como previsto, na andlise a priori, todas as duplas identificaram
corretamente os elementos A4 e At, justificando que o trabalho desenvolvido

nessa etapa foi favoravel para a caracterizacdo desses elementos ostensivos.

A validade das Hipoteses de Poisson, a coleta de resultados de vérias
observacdes e o numero médio foram citados, como necessarios para a avaliacao
da aderéncia do Modelo de Poisson a situacdo enunciada. Nenhuma dupla citou o
teste qui-quadrado de aderéncia. A linearidade da média foi corretamente
aplicada por todos os sujeitos na determinacdo do parametro do modelo, mesmo
na relacdo area, sugerindo que o trabalho realizado foi favoravel, para que a

mudanca do intervalo de tempo para espaco nao trouxesse maiores dificuldades.

Embora a professora tenha sido solicitada por varias duplas, no célculo da
probabilidade da variavel aleatoria de Poisson, todas obtiveram o resultado

corretamente, a menos de uma que confundiu os elementos da formula e

2,4 6
+.24 ~ : ~ .
escreveu: P(W, =0) = EG—I’; talvez, a representacdo Ws escolhida ndo seja a

mais adequada, por possibilitar tal confusdo. Quatro duplas interpretaram
corretamente a probabilidade que envolveu a expresséo: pelo menos uma, e uma

delas fez a mesma confuséo citada em relacdo aos elementos da formula.

A determinacdo do intervalo que contém valores da variavel com
probabilidades néo despreziveis foi correta, depois da professora ter questionado
0 grupo e este participado de sua determinacéo. O valor do parametro do Modelo
foi citado por uma dupla como tendo probabilidade maxima, mesmo nos casos em
que esse numero nao era inteiro, evidenciando que, para esses sujeitos, 0
significado pessoal atribuido a esse elemento difere do institucional

implementado.

Varias foram as respostas com arredondamentos incorretos, como por
exemplo, 0,9984 para o valor 0,998497 ou 0,996 para 0,99667 ou 0,117 para

0,1178, etc.. Apesar da professora ter chamado a atencdo da ocorréncia de tais
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erros, em varios momentos, inclusive durante o curso regular de Probabilidade e

Estatistica, eles persistiram até o final da Ficha.

Algumas duplas indicaram a solucéo limitando-se a substituir os valores na
férmula do modelo sem finaliza-lo. Na interpretacéo dos termos: pelo menos uma,
até trés, mais de dois, ndo mais do que dois, os erros persistiram até o final da
atividade. O parametro do Modelo foi determinado de acordo com a pauta
institucional estabelecida em todos os casos e por todas as duplas, independente

da situacgao referir-se a intervalo de tempo ou comprimento.

Nas anotacdes dos observadores, pode-se constatar que os alunos fizeram
uso de suas calculadoras nas resolucdes dos problemas e, apesar deste ser um
instrumento de uso frequente, nas duas formacdes, foram obtidas respostas
incorretas. Além disso, o caso em que foi pedida a probabilidade da variavel, com
distribuicdo de Poisson e parametro quarenta, assumir o valor cinqiienta, duas
duplas fracassaram na tentativa de utilizarem suas calculadoras na obtencédo do

resultado pedido.

O acima exposto permite dizer que as Hipo6teses de Poisson, introduzidas
na criacdo do modelo tedrico, passaram a fazer parte do conhecimento explicitado
pelos alunos, porém sua identificacdo € uma tarefa complexa. O trabalho
desenvolvido ampliou o significado dos elementos ostensivos A e At, além
daquele de probabilidade maxima. Por outro lado, o estudo realizado nédo
possibilitou a aproximacdo pretendida entre os significados institucionalizados e
agueles pessoais declarados pelos alunos, no que se refere aos intervalos de
valores da variavel com probabilidades ndo despreziveis e a aplicacdo da férmula
de Poisson. Ha indicios de que a representacdo adotada ndo favoreceu sua
determinacdo. Pdde-se constatar, também, que a interpretacdo de termos como,
pelo menos dois, foi dificuldade ndo superada, reafirmando os achados apontados
por Girard (1997).

O encontro foi encerrado no horéario estipulado e, por esse motivo, trés

duplas néo finalizaram os dois ultimos problemas, embora tenham sido corrigidos.



CONSIDERACOES FINAIS E

CONCLUSOES

Esta pesquisa enquadra-se no campo da Didatica da Matemética e teve como
foco de investigacéo o ensino e a aprendizagem do Modelo de Poisson.

A escassez de pesquisas sobre o tema e por considerar que a
complexidade que ele envolve, pode ser minimizada com escolhas adequadas na
sequéncia de ensino a ser desenvolvida, decidiu-se pela elaboracdo e aplicacéo
de um projeto didatico.

Neste trabalho, ndo se visou ao ensino formal do Modelo de Poisson, com
a introducdo pela formula, propriedades e aplicacdes, e sim, sua construcédo a

partir de uma situacéo experimental, como modelo tedérico aproximado.

AVALIAGAO DA SEQUENCIA DE ENSINO (TESTE FINAL)

Uma vez finalizada a experiéncia de ensino, procedeu-se a aplicacdo do teste
final, cujo objetivo foi descobrir as caracteristicas principais no significado pessoal
gue os alunos construiram sobre o Modelo de Poisson. Assim, um guestionario,
com onze situacdes, em que a ultima deveria ser resolvida com o auxilio de um
aplicativo, foi proposto aos alunos que responderam individualmente e nédo Ihes
foi permitida a consulta a nenhum apontamento ou ficha anteriormente

desenvolvida, embora pudessem fazer uso de suas calculadoras ou do
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computador, disponivel durante toda a avaliacdo. Dos testes respondidos apenas
catorze foram considerados, representando aqueles sujeitos presentes nos

encontros.

No que se segue, os resultados de cada questdo sdo apresentados e
discutidos e, ao final, os elementos de significado pessoal em acordo com o
institucionalizado e os que podem ser considerados erros de aprendizagem sao

sintetizados.

Tabela 12. Freqiiéncia de respostas da primeira questao

Item a (¥ b (*) c (¥ d e* f(*)

Freqiiéncia 10 1 8 3 12 5
Notas: (*) indica as op¢bes que devem ser selecionadas.
nos itens sem (*), os valores indicam o nimero de alunos que nédo os selecionaram.

As informacgBes da Tabela 12 confirmam o previsto na andlise a priori e
permitem concluir que os alunos identificaram a necessidade de se admitir
hipoteses e elaborar equacdes na constru¢cdo dos modelos matematicos e que
por meio destes obtém-se uma aproximacdo dos resultados encontrados

experimentalmente.

Tabela 13. Freqiiéncia de respostas da segunda questao

Item a b (* c d e

Freqiiéncia 0 14 0 12 7

Notas: (*) indica a opg&o que deve ser selecionada.
nos itens sem (*), os valores indicam o niimero de alunos que néao os selecionaram.

Os valores da Tabela 13 permitem citar que a maioria dos alunos foi capaz
de concluir que o conhecimento da média € suficiente para definir a distribuicdo
de Poisson, o que a identifica com o parametro do modelo. Alguns alunos
selecionaram, também, a variancia ou o desvio padrdo, provavelmente, por ser
imediata a determinacdo do parametro do modelo a partir de qualquer um deles,

ou pela relacéo existente entre eles.

Tabela 14. Freqiiéncia de acertos na terceira questao

Item a b c d e f g

Freqiiéncia 1 11 9 7 6 3 12

Estas informacdes evidenciam que, embora os alunos tenham concluido
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que as probabilidades diminuem, conforme o valor da varidvel aumenta (a partir
da média), apenas um deles registrou a possibilidade da variavel, no modelo
tedrico, assumir valores até infinito. Talvez, as representacdes graficas, que
tornam visiveis apenas alguns valores da variavel, tenham contribuido para esse

resultado.

Poucos alunos foram capazes de lembrar as demais propriedades do
Modelo de Poisson envolvidas nesse item; a explicagao para tal fato pode ser a
opcdo de ndo se desenvolver atividades extra-classes e o numero reduzido de

aplicacdes do modelo que foram propostas.

Segundo as anotacGes dos observadores e da professora, varios alunos
reclamaram pelo fato de n&o terem levado a Ficha 10 para casa, a fim de se
prepararem para o teste final. Duas justificativas para tal: as fichas ndo deveriam
ser alteradas, apos sua discussdo e correcdo, em relacdo ao que os alunos
responderam inicialmente, a fim de se poder analisar essa pré-concepc¢ao e,
também, porque nos cursos de graduacgéo, usualmente, a maioria dos alunos néao
executa tarefas fora do horario de aula (ou copiam de seus colegas, sem reflexao)
e até ndo estudam para as provas sob o argumento de falta de tempo. Pretendeu-

se, portanto, avaliar o alcance do trabalho desenvolvido apenas com o0s

encontros.
Tabela 15. Freqiiéncia de acertos na quarta questao
Item a b c d e f
Freqiiéncia 12 8 7 6 5 5

Ha indicios de que a relacdo entre o parametro do modelo e o tamanho do
intervalo considerado ainda nao faz parte do conhecimento adquirido por todos os
alunos, ja que, no primeiro item, alguns alunos foram capazes de determinar
corretamente o parametro, mas, no segundo houve um maior nimero de

enganos.

Embora cerca da metade do numero de sujeitos tenha respondido
corretamente os itens (b), (c) e (d), em praticamente todos 0s casos, obteve-se a
coincidéncia do parametro, média e variancia. A formula do modelo e a

propriedade da moda foram lembradas e determinadas sem maiores dificuldades;
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o0 erro encontrado deveu-se a determinacao incorreta do parametro do modelo.

Todos os alunos identificaram os elementos representados nos eixos

coordenados do grafico da distribuicdo de probabilidades.

Tabela 16. Freqiiéncia de respostas na sexta questao

Item a b(*) c d*) e f [Q) h

Freqiiéncia 7 10 1 11 11 5 12 4
Nota: (*) indica as op¢des que devem ser selecionadas.

O item (e), de maior frequéncia de erro e caracteristico do Modelo
Binomial, pode ter sido selecionado, porque o aluno considerou a possibilidade do

uso da aproximacao Poisson.

Tabela 17. Freqiiéncia de acertos na sétima questao

Item a b c d e f

Freqiiéncia 13 10 3 9 6 8

No caso do intervalo referir-se a area, o parametro da distribuicdo de
Poisson foi determinado corretamente, com excec¢ao de um aluno, indicando que
o trabalho desenvolvido foi favoravel, para que a mudanca de intervalo de tempo

para o de area nédo trouxesse dificuldade.

Os alunos foram capazes de determinar as probabilidades usando a
féormula da distribuicho de Poisson, porém, quando estas dependeram da
interpretacdo do termo, pelo menos dois, o resultado foi diferente. Ha evidéncias
de que é necessario mais do que a repeticdo de problemas probabilisticos que
envolvam tais termos para mudar esse panorama. Durante a fase experimental,
qguando essa dificuldade veio a tona, foi utilizada a estratégia de se transferir o
problema a contextos relacionados a preco de objetos como, por exemplo, um
ténis desse tipo custa pelo menos R$150,00, obtendo-se a correta interpretacao
por parte dos alunos e posterior resposta adequada ao problema original.
Entretanto, os resultados, ora apresentados, indicam que o trabalho realizado nédo
foi suficiente para que todos 0s sujeitos superassem essa dificuldade que parece

ser merecedora de estudos especificos.

Dentre as propriedades do Modelo de Poisson que foram consideradas no

estudo, o valor da variavel com probabilidade maxima e aqueles com
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probabilidades despreziveis sdo lembrados com mais facilidade do que aquela
que se refere ao intervalo de valores da variavel com probabilidades nao
despreziveis; talvez, porque esta ultima envolva o calculo de uma expresséo que

depende da média e do desvio padréo.

Tabela 18. Freqiiéncia de acertos na oitava questao

Item a b c d

Freqiiéncia 9 11 8 4

Embora na quinta questdo quase todos os alunos tenham explicitado
adequadamente os elementos representados nos eixos coordenados, 0 mesmo
ndo se pode afirmar, quando se oferece a representacao grafica e pede-se para
indicar os elementos neles expressos, mesmo no caso de se ter os rotulos
especificados. Observa-se que, apesar do trabalho realizado com a construcao de
gréficos, a leitura destes €, ainda, repleta de falhas. Ha evidéncias de que o
significado pessoal atribuido a esse tipo de representacdo ndo € aquele
institucional, que se tem como referéncia, para sujeitos nesse nivel de

escolaridade.

A relacdo entre o par@metro do modelo e a média p6de ser identificada na

resposta de dez alunos, embora nem todos tivessem encontrado o valor correto.

Tabela 19. Freqiiéncia de acertos na nona questao

Item a b

Freqiiéncia 3 12

Embora apenas trés alunos tenham acertado o calculo da probabilidade
envolvendo o termo, mais de dois, o parametro do modelo foi determinado
corretamente por doze sujeitos, evidenciando que a propriedade da coincidéncia

entre média e parametro é conhecimento da maioria dos participantes.

Embora se tenha apresentado a aproximacdo entre os dois modelos,
Binomial e Poisson, por meio de uma comparacgao grafica e a ndo pretensdo em
definir critérios para sua utilizacdo, a aplicacdo na situacao apresentada teve um
bom indice de acerto, dez que corrobora a expectativa de que essa tarefa é
bastante simples de ser executada. Conforme a analise a priori, alguns sujeitos

completaram a questdo, salientando que a probabilidade obtida poderia ser
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considerada desprezivel.

Quanto a ultima questdo do teste, a ser desenvolvida com o auxilio da
planilha, nove sujeitos encontraram corretamente os valores do qui-quadrado
observado e critico; apesar da resposta acertada, os argumentos ndo foram
suficientes para a conclusdo apresentada, confirmando que este € um dos
elementos de significado que proporciona maior dificuldade de compreensao,
como ja foi salientado por Batanero, Tauber e Sanchez (2001). Poucos alunos
fizeram uso da representacdo gréfica, a fim de visualizar a aproximagéo entre o0s
resultados experimentais e tedricos, embora alguns tenham questionado a
professora sobre tal exigéncia na tarefa proposta; como a resposta deu liberdade
para o aluno tomar a deciséo, a maioria entendeu que esta era desnecessaria na

resolucéo da atividade.

As anotacOes dos observadores evidenciaram que a determinacdo da
freqiéncia esperada e do qui-quadrado critico foram motivo de reflexdo e
tentativas, tanto no que se refere ao contetudo envolvido quanto & manipulagéo do
aplicativo. Em varios momentos, os alunos solicitaram a presenca da professora a
fim de confirmar ou questionar sobre suas concepcdes, embora esta os tenha
orientado a tomarem as decisdes que achassem adequadas. Assim, pode-se
concluir que, apesar do bom nimero de acertos, 0os alunos necessitam repetir
varias vezes esse tipo de tarefa, para se sentirem seguros em suas decisdes,

sobretudo no que se refere a argumentacao sobre os resultados encontrados.

No que se segue, as concordancias e as diferencas entre o significado
institucional avaliado e o pessoal construido pelos alunos participantes sao
sintetizadas.

Concordancias entre o significado institucional avaliado e o

pessoal constru