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Resumen. Existen insuficiencias con las practicas matematicas de los signifi-
cados de las funciones reales de una variable real. Luego, la metodologia de
analisis didactico aplicada muestra, con la ayuda de algunas herramientas
teoricas del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Mate-
matica, una sintesis de los principales significados institucionales, que son
intencionados en la documentacién normativa (planes de estudio, programas
de la asignatura y libros de texto) para el proceso de ensefanza-aprendizaje
del concepto funcion real de una variable real, desde su significacion global.
Ademas, se proponen importantes criterios de mejora a tomar en cuenta por
el profesor de matematicas en la educacion superior, para el desarrollo del
trabajo con funciones.
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Abstract. There are inadequacies with the mathematical practices of the mean-
ings of the real functions of a real variable. Then, the methodology of applied
didactic analysis shows, with the help of some theoretical tools from the Onto-Se-
miotic Approach of Knowledge and Mathematical Instruction, a synthesis of
the main institutional meanings, which are intentional in the normative docu-
mentation (study plans, curricula and textbooks) for the teaching and learning
process of the real function concept of a real variable, from its global signifi-
cance. In addition to this, important improvement criteria to be taken into
account for the development of teachers’ work with functions in higher education
classrooms are proposed.

Keywords: epistemic suitability; systems of practices; meanings; representation;
conversion; function.

INTRODUCCION

Una aspiracion en las carreras de ingenieria de la Universidad de Camaguey
Ignacio Agramonte Loynaz es mejorar los indicadores globales de calidad del
Ministerio de Educacion Superior, reflejados en los objetivos de trabajo del curso
2016-2017 (colectivo de autores, 2014). Un reciente andlisis cuantitativo-cualitativo
del proceso de ensenanza-aprendizaje de las matematicas en nuestro departa-
mento, demuestra que la calidad de los aprendizajes de los estudiantes no permite
alcanzar tal proposito. En los informes de la asignatura Matematica |, donde se
imparte el contenido basico de calculo diferencial e integral de funciones reales
de una variable real, ha quedado confirmado que: el trabajo con las funciones y
su aprendizaje aun no responde a una solida comprension de su estructura
y apropiacion en todos los temas de matematicas impartidos en las carreras de
ingenierias, lo cual ha provocado el pobre desenvolvimiento en el trabajo con los
conocimientos de funcion, tanto en los docentes como en los alumnos.

En la actualidad, el problema del aprendizaje de las funciones reales en la
educacion superior constituye una dificultad aun no resuelta. El estudio llevado
a cabo por Amaya, Pino-Fan & Medina (2016) revela la persistencia en la falta
de comprension del concepto funcion y en su identificacion; asi se corrobora en
otros estudios hechos por Godino, Bencomo, Font & Wilhelmi (2006), donde se
afirma que el conflicto epistéemico mas marcado en relacién con el concepto de

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 30, NUM. 2, AGOSTO DE 2018 203



Seydel Bueno Garcia y Olga Lidia Pérez Gonzdlez

funcién, es el distanciamiento entre el reconocimiento del concepto a nivel
escolar y su uso consciente en el ambito social. Los significados asociados al
trabajo con los conceptos matematicos que se pretenden, impactan en la for-
macion de ingenieros.

Se dice, que en los procesos de instruccién y aprendizaje del conocimiento matematico
el tratamiento de los contenidos se hace de forma fragmentada y descontextualizada,
sin que se revelen a los alumnos vinculos y relaciones entre ellos, asi como de estos
con las asignaturas de la profesion (Montes de Oca, Rubio & Nufiez, 2016: 2).

De manera particular, consideramos la fragmentacion y la descontextualizacion
en el tema de funciones reales de una variable real -vistas desde una arista
intra-matematica— como el insuficiente apoyo que existe entre los diferentes regis-
tros semidticos del concepto de funcion, para el desarrollo de las diferentes activi-
dades matematicas que en la formacion de ingenieros deben ser resueltas, lo que
provoca la prevalencia del uso algebraico sobre los restantes, al igual que la
aplicacion de este concepto en los disimiles contextos en los cuales se presenta.
Por tal motivo, nos inclinamos por estudiar los significados y sus vinculos, que son
pretendidos en la ensenanza del concepto de funcion real de una variable real
en las carreras de ingenieria en la Universidad de Camagtiey.

El proceso de formacion en la educacion superior cubana tiene el objetivo
de preparar integralmente al alumno en una determinada carrera universitaria.
Supone brindar los conocimientos y las habilidades necesarias para el desem-
peno profesional, y también utilizarlos en la solucién de los problemas que se
le presenten como parte de su actividad laboral (Horruitiner, 2009).

Existen estudios en cuanto a practicas matematicas en la ensenanza vy el
aprendizaje de las funciones reales de una variable real, entre los que se encuen-
tran Hitt (2003), Godino, Bencomo, Font & Wilhelmi (2006), Duval (2006), Men-
dible & Ortiz (2007), Godino, Batanero & Font (2007) y Amaya et al. (2016), entre
otros. A manera de sintesis, estos autores han sefalado que en profesores y
alumnos con frecuencia se utiliza la manipulacion de representaciones alge-
braicas, y esto produce limitaciones en su comprension. Sin embargo, las activi-
dades que involucran transformaciones ventajosas de tipo conversion y tipo
tratamiento (Duval, 2006) son minimizadas por los profesores al estudiar las
funciones (Amaya et al. 2016). Esto se verifica cuando existen otras tendencias
que dan prioridad al estudio del concepto funcion, sobre la base del analisis
grafico (Berciano, Ortega del Rincon & Puerta, 2015).
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Varios autores (Vinner, 1991; Dubinsky & Harel, 1992; Stewart, 2006 y Berciano
et al, 2015) recomiendan y asumen la representacion de las relaciones funcio-
nales de forma verbal, algebraica (analitica y por secciones), tabular y grafica,
en tareas fundamentalmente de traduccion. Sin embargo, segiin Berciano et al.
(2015), la representacion grafica facilita ver las caracteristicas globales de la
funcién, y la ecuacion permite determinar con precision valores de ambas varia-
bles. Si bien son ciertas estas conclusiones, a la vez provocan que prevalezca el
uso de un registro sobre otros, por lo que los vinculos operacionales y procedi-
mentales en la realizacion de conversiones y tratamientos, dificultan la compren-
sion y apropiacion del concepto de funcion.

El aprendizaje del concepto de funcién no se desliga de su componente
semiotico, como se ha visto anteriormente, componente que se refiere a un
significado numérico, algebraico, geométrico y verbal, pero que también inter-
viene en las practicas de ensenanza influenciadas por documentos rectores y
directivos; y estas, a su vez, configuran un significado institucional que es llevado
de forma planificada al discurso en nuestras aulas. Debido a la manera en que
este significado institucional o pretendido del concepto de funcién es implemen-
tado, se hace necesario caracterizarlo, pues tendra lugar inmediatamente en las
practicas operatorias de nuestros estudiantes que se forman como ingenieros.

Estos motivos generan el problema: icudles son los significados concretos
del concepto de funcién real de una variable real que deben ensenarse a los
ingenieros? y tiene la intencion de contribuir al perfeccionamiento de la ense-
Aanza de las matematicas en el nivel superior, para la formacion integral de la
cantera de futuros cientificos en diferentes ramas de la ciencia, del Proyecto
Nacional 2016-2020 “Perfeccionamiento de la ensefanza de la matematica”.

El objetivo de nuestra investigacion es identificar los significados institu-
cionales (practicas institucionales) pretendidos con criterios de mejora para la
ensenanza del concepto de funcion que podemos encontrar en los planes y
programas de estudio de matematicas, asi como en los libros de texto basicos
de las carreras de ingenieria. Estas practicas seran caracterizadas y analizadas
a través del complemento didactico-matematico del Enfoque Onto-Semidtico
(EOS) del Conocimiento y la Instruccion Matematica (Godino & Batanero, 1994;
Godino et al. 2007), la idoneidad didactica (Godino, Font, Contreras & Wilhelmi,
2006) del proceso de ensefanza del concepto funcién real de una variable
real, de manera que solo se tome la dimension epistémica y los criterios dados
por Pino-Fan, Castro, Godino & Font (2013), que se da en este proceso instruc-
tivo en la actualidad.
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NOCIONES TEORICAS
LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN LA FORMACION DE INGENIEROS

Se consideran objeto de las matematicas todas las formas y relaciones del mun-
do real que poseen objetivamente tal grado de independencia respecto al con-
tenido, que pueden ser totalmente abstraidas de este ultimo. Ademas, no solo
las formas abstraidas de la realidad son objeto de estudio de las matematicas,
sino también aquellas l6gicamente posibles, determinadas sobre la base, formas
y relaciones ya conocidas. La ensefianza de las matematicas en la formacion de
un ingeniero es aquella donde todo ingeniero considera representaciones téc-
nicas y cientificas en términos matematicos, con los cuales refleja los rasgos
cuantitativos de los fenémenos que estudia. De tal modo, el objetivo de esta
disciplina es lograr que el ingeniero domine el aparato matematico que lo haga
capaz de modelar y analizar los procesos técnicos, economicos, productivos y
cientificos, de manera que utilice en ello tanto métodos analiticos como aproxi-
mados, y use eficientemente las técnicas de computo.

El diseno de diferentes planes y programas de estudio ha dedicado atencién
al concepto de funcion, pues ha sido caracterizado en la formacion del ingeniero
como conocimiento previo, invariante del conocimiento, conocimiento basico y
linea directriz para el estudio de diferentes temas de matematicas. Lo cierto es
que su contenido es una prioridad indispensable para cualquier proceso de
ensenanza de las matematicas. En la asignatura Matematica | impartida como
tronco comun en todas las ingenierias de la Universidad de Camaguey Ignacio
Agramonte Loynaz, se dispone aproximadamente de 6 horas de clases para
desarrollar el tema de funciones reales de una variable real.

PRINCIPALES SIGNIFICADOS DEL CONCEPTO DE FUNCION REAL DE UNA VARIABLE
REAL EN LAS MATEMATICAS Y EN SU ENSENANZA

El concepto de funcion esta presente en todas las matematicas. No solamente
es central en las areas propias de las matematicas (llamadas teoricas o
puras), sino que es la herramienta por excelencia en las areas que buscan
modelar o describir las actividades cotidianas y los fendémenos que se per-
ciben (Ugalde, 2014). A partir de la forma mas primitiva de contar y del
intento de comprender situaciones cotidianas del hombre, este autor define
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algunos significados, los cuales podemos interpretar como significados pri-
mitivos del concepto de funcion, que fueron atribuidos inicialmente durante
su evolucion historica. Entre ellos estd la relacion entre las cantidades de
los conjuntos, la tabulacion primitiva de algunos fenémenos o cuentas, la
trigonometria, leyes de la fisica, crecimiento de poblaciones, interés simple
0 compuesto.

Las representaciones del concepto de funcién, segun Azcarate & Deulofeu
(1990), son mediante una descripcion verbal, diagramas, tablas de valores, gra-
ficas y relacion algebraica. Cada una de estas representaciones constituye sig-
nificados, donde necesariamente el aprendizaje de este concepto requiere de la
interaccion entre ellos, y no solo por la l6gica propia del conocimiento, sino
también por la l6gica del aprendizaje de los estudiantes.

Una visién amplia sobre el significado de funcion se tiene a partir de sus
representaciones, cuando se define como correspondencia entre conjuntos,
relaciéon entre magnitudes variables, representacion grafica, expresion ana-
litica, correspondencia arbitraria y la funciéon a partir de la teoria de conjuntos
(Amaya et al. 2016). El concepto de funcién como se entiende hoy se con-
solidé en 1837, con el matematico Gustav Dirichlet, aunque Gottfried Leibniz
en 1673 ya habia expresado algunas ideas al respecto en sus trabajos (Parra,
2015). El estudio histérico-epistemoldgico sobre este concepto realizado por
parra (2015) sefala que las ideas de Dirichlet responden a interpretar la
funcion como una correspondencia arbitraria, lo que nos permite, para nues-
tro analisis, incluir aquellas funciones definidas por secciones u otras que
también son objetos de estudio en las carreras de ingenieria. Stewart (2006)
precisa que una funcion es una regla, lo cual también brinda al concepto
un caracter general y arbitrario. Por otra parte, algunos autores atribuyen a
Galileo la introduccion de manera formal del concepto de funcion en las
matematicas.

En la antigiiedad (Babilonia y Egipto) las matematicas —desde el punto de
vista del concepto de funcion— se limitaban a la elaboracion de tablas de medi-
ciones de los fendomenos observados. Luego aparecen las matematicas griegas,
en particular los trabajos de Arquimedes, con las primeras leyes de la cinematica.
En la edad media, en muchas areas del pensamiento humano se vislumbraron
las primeras representaciones graficas sencillas asociadas a los movimientos y
cambios observados en los fendmenos naturales. El mayor auge del concepto
de funcion se dio durante los siglos XVI, XVII y XVIII, con el desarrollo de los
numeros reales y el andlisis matematico.
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FUNDAMENTOS EPISTEMICOS DEL ENFOQUE ONTO-SEMIOTICO
PARA LA CONSTRUCCION DEL CONOCIMIENTO MATEMATICO, EN EL CASO
PARTICULAR DEL CONCEPTO DE FUNCION REAL DE UNA VARIABLE REAL

En el proceso de ensenanza de las matematicas, donde también tiene lugar la
apropiacion de sus contenidos por los estudiantes, los significados de tales
contenidos son transmitidos a partir de enfoques, concepciones y estrategias
asumidas desde la didactica. La apropiacion de los significados se consolida en
la medida en que son usadas las definiciones, propiedades y los procedimientos
que los involucran. Estos son mediados por registros semioticos que permiten
evaluar las operaciones que realizadas con los significados.

Para describir la operatividad del concepto de funcion a partir de sus signi-
ficados en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, y su
implicacion en la formacion de ingenieros, es necesario recurrir a enfoques que
brinden una herramienta metodoldgica que contribuya a caracterizar y describir,
como se pretende en las diferentes directrices curriculares que aparecen en
planes, programas y libros de texto de la asignatura, al igual que la articulacion
entre tales conocimientos significativos. Por esto en la presente investigacion
adoptamos el modelo teodrico conocido como Enfoque Onto-Semidtico (EOS) del
Conocimiento y la Instruccion Matematica, desarrollado en diversos trabajos por
Godino y colaboradores (Godino & Batanero, 1994; Godino et al, 2007) para
lograr el objetivo propuesto.

Dicho marco tedrico incluye un modelo epistemologico y cognitivo de las
matematicas, sobre bases antropologicas y socioculturales; un modelo cognitivo
sobre bases semioticas de indole pragmatica, y un modelo instruccional cohe-
rente con los anteriores. Para nuestro analisis es importante la eleccion de este
enfoque, pues consideramos que no solo posibilita describir aspectos del apren-
dizaje de los sujetos que aprenden, sino que permite explicar cudles son los
factores que inciden en las dificultades y establecer criterios para orientar la
construccién y perfeccionamiento del conocimiento matematico en la ensefanza
y el aprendizaje. Los elementos fundamentales de este enfoque que resultan
novedosos para la didactica de las matematicas, y que sustentan nuestro pro-
posito, son los componentes epistémicos y sus configuraciones. De este enfoque
tomaremos en cuenta la nocion de idoneidad epistémica (Pino-Fan et al, 2013)
que se refiere al grado de representatividad de los significados institucionales
pretendidos (o implementados) respecto a un significado de referencia, que en
nuestro caso es el significado matematico o global del concepto de funcién.
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Utilizaremos los criterios para la idoneidad epistémica dados por Pino-Fan
et al, (2013), contextualizados en la ensefianza y el aprendizaje de las matema-
ticas en la Universidad de Camagtey, debido al trabajo sistematico que se hace
con la funciones en los temas de limite y continuidad, derivada y clculo integral
con funciones de una variable real, sin descuidar que la tendencia al perfeccio-
namiento de los planes de estudio es integrar el sistema de conocimientos y
reducir el numero de horas para tratar los temas del calculo diferencial e integral.
Estos fundamentos epistémicos nos permiten analizar y describir sistematica-
mente los objetos matematicos primarios y su relacion con las actividades de
aprendizaje a partir de su descriptor, como se propone:

Situaciones/problemas: propuesta de situaciones que generan conversiones y tra-
tamientos de variadas formas de representacion del concepto de funcién, uso de
medios tecnologicos y aplicaciones del concepto.

Conceptos/definiciones: caracteristicas esenciales y no esenciales, propiedades comu-
nes y no comunes que se analizan y expresan en el lenguaje matematico (verbal,
gréfico, simbolico). Clasificaciones y relaciones conceptuales que se determinan.
Elementos de representacion semiética: implementacion de procesos y tipos de
representaciones de la actividad matematica que se proponen.
Proposiciones/propiedades: adecuacion de las explicaciones, deducciones, enun-
ciados, comprobaciones y demostraciones al nivel que se trata.

Procedimientos y argumentos: empleo de reglas, principios, pasos y estrategias que
se utilizan para el analisis de significados.

En nuestra concepcidn, estos objetos matematicos son utilizados en instituciones
y destinados a la resolucion de problemas y preparacion del conocimiento que
antecede al resto de las tematicas del calculo diferencial e integral. La solida
apropiacion de los significados garantiza el desarrollo de la practica matematica.
Las practicas institucionales que estan asociadas al concepto de funcion se refie-
ren a la implementacion planificada y concatenada del contenido matematico, en
la documentacién normativa (planes de estudio, programas de asignatura y libros
de texto, entre otros elementos) que predominan en los docentes de matematica
para el desarrollo del tema. Las practicas personales se observan en el desempeno
operacional de los estudiantes durante la interaccion con el contenido matematico.
Estos objetos que intervienen en las practicas matematicas institucionales y per-
sonales sobre el concepto de funcion real de una variable real, son propuestos en
los planes de estudio, programas y libros de texto basicos.
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La metodologia aplicada en esta investigacion, dirigida a identificar los
significados institucionales o practicas institucionales que se pretenden
sobre el concepto de funcion real de una variable real, tiene en cuenta tres
momentos principales: 1) La determinacion de un significado global de
referencia para el concepto de funcion; 2) La determinacion del significado
pretendido para el concepto de funcién en los planes y programas de estu-
dios, y en los libros de texto considerados basicos; y 3) La aplicacion de los
fundamentos o criterios de idoneidad epistémica precisados con anterioridad,
para valorar dichos significados y brindar criterios sobre su mejora.

La metodologia propuesta se apoya y adapta a la dada por los autores
Pino-Fan et al. (2013), en cuanto a su caracterizacion del significado epistémico
de la derivada. Esta elaborada mediante una revisién de tipo histérico-docu-
mental, en articulos cientificos referenciados que abordan este concepto, ade-
mas del empleo de criterios y configuraciones epistémicos que contribuyen a
obtener los significados que se quieren.

ASPECTOS METODOLOGICOS
CARACTERIZACION DE LOS PROCESOS DE ESTUDIO CON EL CONCEPTO DE FUNCION

En el analisis y estudio de los procesos de ensenanza y aprendizaje de las mate-
maticas, observamos que ultimamente gran parte de las investigaciones en didac-
tica de las matematicas se desarrollan alrededor del uso de nociones que permiten
materializar los conceptos matematicos mediante diferentes conjuntos de simbolos
y graficos. Varios autores (Vrancken, Engler & Miiller, 2012; Nardin, Alvarez, Blanco,
Bueno & Mora, 2012; Herrera, Cuesta, Escalante & Juana, 2016; Amaya et al, 2016)
hacen referencia a las representaciones semioticas y a las representaciones men-
tales, y sostienen que el desarrollo de las representaciones mentales se lleva a
cabo como una interiorizacion de las representaciones externas.

Las representaciones matematicas se entienden como herramientas (signos
o graficos) que hacen presentes los conceptos y procedimientos matematicos,
con las cuales los sujetos registran y comunican su conocimiento; esto es, las
estructuras matematicas adquieren significado para el sujeto mediante el trabajo
con las representaciones, y de aqui surge parte de su interés didactico. No es
posible estudiar los fendmenos relativos al conocimiento, su aprendizaje y su
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desarrollo en el desempeno de los docentes y estudiantes, sin recurrir a la nocion
de representacion en matematicas.

Entre las formas de representacion mas generales de los contenidos mate-
maticos estudiados en el nivel superior en las carreras de ingenieria, se distin-
guen dos familias de sistemas: las representaciones simbolicas y las graficas.
Las representaciones simbélicas son de caracter alfanumérico (es un término
mas general que incluye letras y nimeros, asi como la combinacion de estos).
Representaciones numéricas, verbales y analiticas son ejemplos de este tipo de
sistema de representacion. Se pueden simular mediante programas informaticos,
y la sintaxis es descrita mediante reglas de procedimientos.

Las representaciones graficas incluyen las de tipo figurativo, de caracter
analogico, y su sintaxis viene dada por reglas de composicion y convenios de
interpretacion. Los registros semidticos incluyen ambos tipos de representaciones,
al igual que en su aprendizaje se implementan e interactian estas representa-
ciones. El uso de los sistemas de representacion es un medio de expresion que
caracterizados por signos propios y forma en que se organizan, aspecto que debe
ser considerado al evaluar el desempeno cognitivo de los estudiantes durante
la actividad matematica que se realiza.

Un objeto matematico puede ser descrito a través de su dimensién personal
e institucional, si se tiene en cuenta que de forma personal se utiliza un signi-
ficante para darle un significado a dicho objeto durante la actividad matematica.
Lo institucional esta determinado por las actuaciones que pretende la ensefanza
en la relaciéon significante-significado (Godino & Batanero, 1994), la cual es
referenciada en las directrices curriculares de la asignatura matematica I. Los
tipos de representacion que utilizan la relacion significante-significado, mencio-
nados por Hitt (2003) y Duval (2006), unidos a los procesos de conversion, for-
man un sistema de representaciones capaz de integrar los distintos contextos
matematicos. A manera de ejemplo, vemos que un grafico (significante) de una
funcion (significado grafico) puede ser convertido en una ecuacion algebraica
(significante) de la funcion (significado algebraico o analitico).

Sobre la representacion de un concepto, Fernandez-Millan & Molina (2016)
caracterizan el significante y expresan el contenido de un concepto (significado)
al plantear que es un conjunto estructurado de notaciones, simbolos y graficos,
con reglas y convenios, que permite expresar aspectos y propiedades de un
concepto —en forma mas especifica, sus elementos—, solo anadimos que los
sistemas de representacién también reflejan la comprension y el modo de
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solucion de tareas de aprendizaje, por ejemplo la resolucién de problemas
durante el proceso de formacién de los estudiantes.

Las funciones son los objetos fundamentales con los que trata el calculo
diferencial e integral, donde sus representaciones tabular, verbal, grafica y ana-
litica también se pueden transformar y combinar para modelar matematicamente
fendmenos del mundo real. Las funciones siempre surgen cuando una cantidad
depende de otra (Stewart, 2006), por tal motivo, su generalizacion se puede
modelar cuando nos encontramos con conjuntos de variables ligadas entre si
(Kudridvtsev & Demidovich, 1989). Este criterio se inclina mas hacia representa-
ciones analiticas de las funciones.

Los significados que se pretenden con el concepto de funcion pueden ilus-
trarse a partir de la configuracion epistémica dada por Godino, Bencomo, Font
& Wilhelmi (2006), la cual considera objetos matematicos primarios alrededor
de las representaciones semidticas del concepto de funcion, que pueden ser
descritos y caracterizados.

Después de estas consideraciones, es posible proponer criterios que permitan
analizar y caracterizar los significados del concepto funcién real de una variable
real, que se pretenden en el proceso de ensenanza-aprendizaje en las carreras de
ingenieria. A partir de dicha caracterizacion podemos emitir criterios de mejora
sobre la idoneidad epistémica y su relacion con el aprendizaje de los alumnos.

De todo lo abordado hasta el momento, consideramos que las practicas institu-
cionales, u objetos matematicos primarios acerca del concepto de funcion real de
un variable real, nos acercan hacia una concepcion de apropiacion de este concepto.
En el marco de la teoria de las representaciones semidticas (Hitt, 2003; Duval, 2006)
se definen los contextos matematicos mas importantes donde ocurren las represen-
taciones, los procedimientos utilizados para la conversion y el tratamiento de registros
semioticos, asi como los principales significados del objeto matematico.

CRITERIOS PARA EL ANALISIS DE LA DIMENSION EPISTEMICA
EN EL ESTUDIO DE LAS FUNCIONES

El significado del concepto de funcion, analizado desde sus origenes hasta la
actualidad permite establecer un significado de referencia. Los significados par-
ciales, institucionales o pretendidos, subordinados a estos referentes, seran ele-
mentos de andlisis en la caracterizacion de la idoneidad epistémica del concepto
estudiado. “La idoneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de
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los significados institucionales implementados (o previstos), respecto de un sig-
nificado de referencia” (Godino, Bencomo, Font & Wilhelmi, 2006: 4).

Por considerar que los criterios dados por Pino-Fan et al. (2013) en el analisis
epistémico de la derivada son generales, los tomaremos en cuenta para el ana-
lisis de los significados pretendidos del concepto abordado, y realizaremos algu-
nos ajustes en ellos, debido a la evolucion de las exigencias del proceso de
ensenanza y aprendizaje de las matematicas en la actualidad.

I. Representatividad de los campos de problemas propuestos

Este criterio refleja las tareas matematicas que requieren de los objetos y signi-
ficados matematicos que promueven el aprendizaje de los significados definidos
en el entorno del concepto de funcion. La resolucion de problemas es un objetivo
de ensefnanzay aprendizaje en matematicas, pues se tiene en este proceso que:

Los problemas son usados como medio, objeto y método. Como medio, ya que se
usan como el instrumento adecuado para la introduccion de temas, el desarrollo de
métodos y en general la formacion de algunas habilidades; como objeto, pues el
proposito principal en las actividades del proceso de ensenanza y aprendizaje es la
resolucion de problemas y como metodo ya que mediante dichos problemas se
posibilita la introduccion de métodos, procedimientos, etc. (Yordi, 2004: 17-19).

Los significados de los objetos matematicos estan relacionados con los sistemas
de practicas que aparecen principalmente en presentaciones del contenido,
ejemplos y ejercicios que se proponen. Estas practicas matematicas, constituidas
por concepciones, enfoques, orientaciones, etc, del aprendizaje del contenido
matematico, se presentan esencialmente por acciones implementadas y que son
planificadas para ser transmitidas en la ensenanza del concepto de funcion, se
vinculan con los problemas representativos del campo correspondientes a los
significados institucionales del concepto que se estudia.

a) CP1: determinacion de relacion entre magnitudes.

b) CP2: calculo y estimacion de valores funcionales.

c) CP3: representacion de funciones en situaciones intra-matematicas.

d) CP4: modelacién de situaciones practicas mediante funciones.

e) CP5: representacion de funciones en computadoras u otros dispositivos
electronicos.
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II. Procesos de representacion activos en el planteamiento
y solucién de las tareas

Durante el proceso de andlisis de la idoneidad epistémica es necesario consi-
derar los distintos tipos de representaciones (lenguaje matematico) utilizados
para referirse a los diferentes objetos matematicos, asi como los tratamientos y
conversiones entre ellos.

De acuerdo con Berciano et al. (2015), existen cuatro formas fundamentales
de representar una funcion: tabular, verbal, grafica y analitica, aunque deben
considerarse otras formas de ilustrar correspondencias univocas entre dos con-
juntos numeéricos. Tal es el caso de los diagramas de Venn o de flechas, de
maquinas, sagitales, entre otras que también forman parte de la actividad mate-
matica en el desempeno profesional del ingeniero. La figura 1, muestra algunos
de estos ejemplos, que son poco usados en la formacion matematica del inge-
niero debido a la prevalencia de lo analitico y grafico en el trabajo con funciones,
y que tienen una alta significacion en el desarrollo del concepto de funcion en
la actualidad.

a) Traduccion o conversion de situaciones de la vida.

b) Conversién y tratamiento en las distintas formas de representacion.

d) Traducciones y conversiones entre las distintas formas de
representacion.

d) Visualizacion de las formas de representacion.

x fx)
(Entrada} (Salida)
A LB

Figura 1. llustra un diagrama de maquina y otro de flecha para una funcién .

Ill. Representatividad de los elementos regulativos y argumentativos

Los elementos regulativos y argumentativos (definiciones, proposiciones, procedi-
mientos y argumentos) relativos al concepto de funcién, son mediados a través de
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los elementos lingtisticos que hemos mencionado y sirven para identificar con
claridad los significados mas usados por los docentes y estudiantes durante el estu-
dio de este concepto. Los elementos lingtiisticos descritos e identificados sobre los
conocimientos de funciéon que se exponen en los planes y programas de estudio
de matematicas, como también en libros de textos en las carreras de ingenieria,
destacan la ampliacion de significados institucionales del concepto funcion.

IV. Conocimientos previos a la profundizacion del concepto de funcion

Este criterio se refiere a las formas previas de definir, analizar y representar el
concepto de funcion, y su relacion con su presentacion en los libros de texto, al
igual que en los planes y programas de estudio de matematicas. Para compren-
dery valorar esta relacion tomamos en cuenta los principios basicos brindados
por Pino-Fan, Guzman, Font & Duval (2017) acerca de la teoria de los registros
de representacion semidtica (TRRS), donde:

1. Existen tantas representaciones semioticas diferentes del mismo objeto,
como registros semioticos usados en matematicas.

2. Cada representacion semiotica diferente del mismo objeto matematico no
indica explicitamente las mismas propiedades del objeto que se represen-
ta. Lo que se afirma explicitamente es el contenido de la representacion.

3. El contenido de las representaciones semidticas nunca debe confundirse
con el objeto matematico que representa.

Esto permitird encontrar y caracterizar en la comprension y resolucion de ejer-
cicios y problemas, como forma de actividad matematica, elementos sobre los
tipos de representaciones y los procedimientos para la conversion y el tratamien-
to entre estos.

V. Representatividad de los significados institucionales pretendidos
(o implementados) respecto al significado global de referencia

El sistema de ensenanza en las carreras de ingenieria se concibe para que el
estudiante pueda apropiarse de los conocimientos incluidos en el programa de
las asignaturas de matematicas, el cual deriva de los planes de estudios de cada
carrera y propone el trabajo con los significados institucionales que tienen los
libros de texto basicos de cada carrera. Todo esto forma parte del curriculo.
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Luego, los contenidos matematicos que aparecen en los planes de estudio,
programas de las asignaturas y los significados que se les da en los textos basicos
seran, en nuestro caso, los significados institucionales pretendidos de referencia.

Para que la instruccion sea epistémicamente idonea, este conjunto de objetos
y significados institucionales de referencia debe representar el significado global
del concepto de funcion real de una variable real. El énfasis en determinados
significados y objetos matematicos, y el desconocimiento de otros, puede resultar
en un cubrimiento epistémico parcializado que puede afectar la idoneidad del
proceso de instruccion (Pino-Fan et al, 2013).

Los cinco criterios de idoneidad epistémica mencionados son descritos en el
siguiente apartado en el que, ademas de mostrar las configuraciones de objetos y
sistemas de practicas de los planes de estudio, programas y libros de texto, elaboramos
el analisis de la idoneidad epistémica a partir de los principales significados glo-
bales de los significados institucionales de referencia sobre el concepto de funcion.

SIGNIFICADO EPISTEMICO (PRETENDIDO) DEL CONCEPTO FUNCION EN LOS PLANES Y
PROGRAMAS DE ESTUDIO DE MATEMATICA

De los significados historico-didacticos sobre la construccion del concepto fun-
cion y su implementacion en el proceso de formacion de los ingenieros, que
aparecen en los planes y programas de estudio para el analisis de las configu-
raciones epistémicas, se tienen en cuenta los aspectos siguientes:

1. Los significados de las funciones que actualmente se pretenden en los
planes y programas de estudio de las carreras de ingenieria.

2. Exigencias sobre la implementacion de los significados (objetivos,
propositos, fines, etc.).

3. La relacion entre los significados historico-didacticos y los significados
pretendidos.

En el plan de estudio y los programas de matematicas en la formacion de ingenieros
se pueden constatar los significados pretendidos. La Tabla 1 resume los componentes
epistémicos-didacticos (conjugacion de un componente epistémico con uno del
proceso de ensefanza y aprendizaje) y su contenido (conocimiento, acciones, habi-
lidades y problemas, entre otros), que conforman un significado pretendido para la
ensenanza y el aprendizaje del concepto de funcion en las carreras de ingenieria.
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COMPONENTES
EPISTEMICOS- SIGNIFICADOS QUE SE PRETENDEN
DIDACTICOS

» Andlisis previo de las propiedades de las funciones.
Objetivos, fines, * Representacion de funciones en forma analitica y grafica.
propositos, etc.  Interpretacion de funciones reales.

* Resolver problemas con funciones reales.

Concepto de funcién. Caracteristicas, propiedades generales y particulares.
Transformaciones y operaciones con funciones. Funciones elementales
basicas y no elemental. Dominio de funciones elementales, propiedades,
caracteristicas incluidas y sus representaciones graficas. Expresar
relaciones funcionales de forma explicita e implicita.

Sistema de
contenidos.

e Caracterizar el concepto de funcion y representarla analitica y
geomeétricamente.

» Determinar las propiedades fundamentales de una funcion utilizando
los conceptos teoremas y propiedades.

 Interpretar los conceptos de funcion estableciendo sus relaciones con
fenomenos de la realidad.

» Describir las caracteristicas generales (dominio, imagen y ley de
correspondencia) de una funcion real.

* Determinar el dominio de funciones de una variable real y
representarlo graficamente.

e Determinar el conjunto imagen de una funcién real siempre que esto

Exigencias a cumplir sea posible.

(acciones, » Determinar las propiedades generales y particulares de una funcién

habilidades, real de una variable utilizando los conceptos teoremas y propiedades.

procedimientos). ¢ (lasificar una funcion como: real, de una variable, elemental o no
elemental, algebraica o trascendente, polinomica, racional o irracional.

e Representar graficamente funciones reales de una variable:
elementales basicas, transformadas de elementales basicas vy
funciones definidas por tramos cuyas funciones componentes sean
elementales basicas mediante el uso de lapiz y papel.

» Representar graficamente funciones reales de una variable real con
ecuacion explicita conocida, utilizando un asistente matematico.

e Resolver problemas geomeétricos, fisicos y vinculados al perfil,
identificados como problemas de graficacion, comparacion,
aproximacion y optimizacion utilizando los conocimientos del tema,
con el uso de lapiz y papel y un asistente matematico.

Tabla 1. Resumen de los significados pretendidos por los componentes epistémicos-didacti-
cos en la ensefanza del concepto de funcion en las carreras de ingenieria.
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En cuanto al trabajo con funciones, el plan de estudios que contiene las
orientaciones establecidas por el Ministerio de Educacion Superior respecto al
diseno curricular de cada carrera, donde aparecen la disciplina Matematica y
sus asignaturas por semestre y anos, se dirige a satisfacer las demandas actuales
y futuras a nivel nacional de los Organismos de la Administracion Central del
Estado (OACE) y los programas de estudio de las asignaturas, y propone: 1)
‘analizar desde variadas formas de representacion, disimiles relaciones que se
establecen entre magnitudes, lo que permitira dar soluciones a tareas y proble-
mas de la vida practica y profesional del estudiante al facilitarle la formulacion
de modelos matematicos de problemas financieros, quimicos, ecologicos, fisicos
y geométricos’; 2) “el estudio de funciones reales de mayor complejidad”. Para
esto, son determinadas las propiedades generales y particulares de las funciones,
aligual que las clasificaciones de las funciones reales, lo cual permite solucionar
distintas tareas con relaciéon al tema de funciones. 3) “el uso de los asistentes
matematicos para el analisis y la representacion de funciones reales de cualquier
clasificacion”. Aqui se determinan los asistentes mas usados en la formacion de
ingenieros, como es el Derive, Matlab y Maple, entre otros, lo cual permite la
exploracion, la interaccion con nuevos tipos de funciones, para asi poder resolver
tareas de gran envergadura en el proceso de instruccion.

Respecto a los conceptos/definiciones, el plan de estudios y los programas
resaltan algunos, tales como los de funcion (polinémica, racional, algebraica,
trascendente, por parte o secciones).

Entre las proposiciones se consideran: las propiedades generales y particu-
lares de las funciones; las reglas o leyes (las formas posibles de representar una
funcién); las propiedades o teoremas fundamentales para el analisis y la inter-
pretacion de funciones o modelos funcionales vinculados con situaciones de la
vida practica. Los procedimientos presentados estan indicados para el desarrollo
de las habilidades de calculo con valores funcionales, analisis de propiedades
generales y particulares, interpretacion de modelos funcionales, representacion
de funciones en forma analitica y grafica (fundamentalmente de aquellas ele-
mentales y no elementales que sean posibles) resolucion de problemas de la
vida practica, al igual que asi como para el uso de asistentes matematicos en
el calculo, la representacion y validacion de propiedades.

Entre los argumentos principales que se pretenden para comenzar el estu-
dio de las funciones esta la determinacion de relaciones funcionales entre
magnitudes, la observancia de la variacion de una con respecto a otra entre
magnitudes fisicas, quimicas, financieras y geométricas, entre otras. Esto se
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articula con representaciones de modelos funcionales de variadas formas, para
apoyar el analisis y la resolucién de problemas con funciones reales de una
variable real. Hasta este momento se puede ver que el concepto de funcion
en las matematicas superiores es retomado de las ensenanzas precedentes y
tratado en nuevas extensiones (polinémicas, racionales, algebraicas, trascen-
dentes y por partes o secciones) de este concepto. Son ampliadas las formas
de representaciones y se profundiza en el analisis de las funciones. La finali-
dad del trabajo con funciones es interpretar, modelar y resolver problemas en
la vida practica y profesional del estudiante.

SIGNIFICADO EPISTEMICO (PRETENDIDO) DEL CONCEPTO FUNCION
EN LOS LIBROS DE TEXTOS

En la busqueda de configuraciones epistémicas, nuestro estudio analiza una
muestra de libros de textos basicos y complementarios que tradicionalmente
han sido usados en la asignatura Matematica | en las carreras de ingenieria,
los cuales presentamos en la Tabla 2. Sin embargo, analizamos el libro 1 por
considerar que su uso es general en todas las carreras de ingenieria, ademas
de que presenta novedosas representaciones, aplicaciones y problemas e intro-
duce el uso de los asistentes matematicos. Nos centramos en el analisis de las
practicas matematicas propuestas en dichos libros de texto, en los capitulos
dedicados al estudio del concepto funcion real de una variable real.

Textos basicos de matematicas en las carreras de ingenieria

Stewart, J. (2006). Cdlculo con trascendentes tempranas. México: International Thomson Editores.
Rodriguez, R. (1989). Cdlculo diferencial e integral. Cuba: Pueblo y Educacion.

Berman, G. N. (1989). Problemas y ejercicios de andlisis matemdtico. Cuba: Pueblo y Educacion.
Piskunov, N. (1977). Cdlculo diferencial e integral. Moscu: Editorial Mir.

Demidovich, B. (1985). Problemas y ejercicios de andlisis matemdtico. Mosct: Editorial Mir.

S U1 A W N =

Kudriavtsey, V, Demidovich, B. (1989). Breve curso de matemdtica superior. Moscu: Editorial Mir.

Ayres, F. (1989). Cdlculo diferencial e integral. Teoria y compendio de problemas de cdlculo
diferencial. México: Libros McGraw-Hill.

Tabla 2. Listado de los textos tradicionales de matematica usados en la ensefianza del con-
cepto de funcion.
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Para comparar los significados globales del concepto de funcion con los que se
pretenden en las carreras de ingenieria, utilizamos la nocion de configuracion
epistémica dada por Godino, Bencomo, Font & Wilhelmi (2006), representada en
la Figura Il. Esta configuracion muestra los principales componentes epistémicos
historicos, asi como sus contenidos y relaciones, que se utilizan en la construc-
cion del concepto funcion real de una variable real, en el proceso de ensefanza
y aprendizaje. Solo que se reconfigura, debido al nivel de ensenanza y a la
introduccién del uso de computadoras en la actualidad, que permiten la intro-
duccion y el uso del lenguaje, procedimientos, entre otros elementos computa-
cionales. Esta nocion permite identificar y describir sistematicamente los objetos
matematicos primarios (problemas, elementos lingtisticos, conceptos, proposi-
ciones, procedimientos y argumentos) puestos en juego durante la solucion de
las practicas matematicas propuestas.

Configuraciones epistémicas

ANALITICA

CONJUNTISTA
Figura 2. Representacion de la configuracion epistémica historicamente utilizada por textos y

programas de matematicas en la enseianza del concepto de funcion real de una variable real.

El libro Cdlculo con trascendentes tempranas, considera dos aspectos didacticos
principales para el estudio de las funciones reales de una variable real. El pri-
mero va dedicado a los tipos de definiciones y representaciones que se orientan.
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El segundo trata la resolucion de problemas con el uso de las representaciones
y definiciones propuestas.

Se abordan cuatro tipos de situaciones/problemas: 1) Situaciones/proble-
mas que plantean alguna relacién conjuntistas entre magnitudes de natura-
leza geométrica, fisica, etc, que buscan establecer correspondencias;
2) Situaciones/problemas (resueltos) que ejemplifican, sistematizan y profun-
dizan el uso de las representaciones y definiciones de las funciones, sus
propiedades generales y particulares y la aplicacion de modelos analiticos;
3) Situaciones/problemas que analizan graficas (curvas) de mayor composicion
y comportamientos diversos para determinar propiedades generales y particu-
lares, al igual que a la interpretacion de magnitudes. 4) Situaciones/problemas
que utilizan principalmente tablas para realizar analisis e interpretaciones,
como también conversiones entre las representaciones funcionales. Se introdu-
cen conceptos/definiciones relacionados con las clasificaciones de funciones
polindmicas, racionales, algebraicas, trascendentes, y el concepto de funcién por
parte y/o por secciones. Se tiene en cuenta que tal concepto de funcién es uti-
lizado para introducir otros como funcion continua y derivable. Ademas de tales
definiciones, se dedican topicos al andlisis de estas funciones, con ejemplos
variados y argumentaciones que proporcionan un analisis solido para la solu-
cion de tareas y problemas con funciones.

Entre las propiedades/proposiciones que se introducen podemos senalar
las propiedades sobre las operaciones con funciones, las transformaciones
sobre las funciones, nociones del comportamiento asintético de una funcion,
el estudio de propiedades particulares y generales de funciones no elementa-
les, por ejemplo su forma grafica. Son ampliadas las propiedades y proposi-
ciones sobre las funciones compuestas, en cuanto a su determinacion y su
analisis. Hacemos distintivo en cuanto a los conceptos, propiedades y propo-
siciones que estos elementos del conocimiento matematico guardan gran
relacion en el tema de funciones, pues son la base de los procedimientos para
el analisis y la interpretacion de las mismas.

El analisis y la interpretacion de funciones requieren, en este caso, el uso
de procedimientos tanto algoritmicos como heuristicos, apoyandose frecuen-
temente las operaciones con funciones con el uso de asistentes matematicos.
Tal es el caso del célculo de valores funcionales, de inversas y la representacion
grafica, entre otras. Por tal razon involucramos el trabajo con funciones en este
tema dentro de la resolucion de problemas, pues para graficar a lapiz y papel
una funcion cuadratica basta con conocer un algoritmo, pero para graficar
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una funcién g(x) = Vx? - 25 se requiere de varias propiedades; sin embargo,
con el uso de asistentes matematicos el analisis de funciones es mejor.

El principal argumento que podemos sefalar radica en las justificaciones
dadas a la inclusion de conceptos/definiciones o proposiciones, ejemplificacion
y explicaciones de técnicas a sequir, y el uso de conceptos/definiciones y pro-
posiciones. Ademas, en la resolucion de los distintos problemas son necesarias
argumentaciones deductivas y visuales.

Dentro de las caracteristicas fundamentales de este texto se encuentra la
extension del estudio del concepto de funcion, la variedad de representaciones
funcionales, donde algunas son sistematizadas, se profundizan y otras son
ampliadas, como es el caso de las funciones por partes. La propuesta de tareas
con el uso de asistentes matematicos es mucho mas eficaz para la comprension
de los conceptos y propiedades, y la realizacion de tareas con tales elementos
cognitivos del aprendizaje.

La Tabla 3 muestra el tipo de conversion que se activa (significados preten-
didos y personales) entre las representaciones de una funcion, en la resolucion
de los campos de problemas que hemos considerado en este libro de texto, tanto
en el planteamiento del problema, como en su solucion, asi vamos a interpretar
la informacion que nos brinda. Por ejemplo, la celda marcada con una x indica
que el libro de texto considera problemas que requieren la conversion entre los
distintos registros semioticos que se mencionan en la tabla por cada campo de
problemas. Si un problema plantea representar graficamente una funcion alge-
braica dada su ecuacion, es un problema que requiere la conversion de analitica
a grafica. Las celdas que poseen color indican que el proceso de conversion no
se aplica por una razén logica, es la misma representacion y solo se ejecuta un
tratamiento. Las celdas sin seleccion ni color nos muestran pocos ejemplos y
tareas dirigidas en este sentido.

222 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 30, NUM. 2, AGOSTO DE 2018



Practicas actuales de la idoneidad epistémica y cognitiva del concepto funcion real de una variable real ..

Representaciones para f(x)
=
Emergentes | _ | | 5| =| 8| &
Campo de problemas (CP) 222|288
2181215882
Previas < 7|4 %
o
Verbal X | x| x
Crafica X | x| x
CP1: Determinacion de relacion entre Analitica X X
magnitudes (establecer reglas o leyes). Tabular X | x X | x
Secciones X X X
Computacional X | X | x
Verbal X
Grdfica X
CP2: Célculo y estimacion de valores Analitica X
funcionales. Tabular X
Secciones X
Computacional X
Verbal X | X
Grafica X | x| x
CP3: Representacién de funciones en Analitica X X X
situaciones intramatematicas. Tabular X | X X
Secciones X X
Computacional X | x| x| x
Verbal X | X
Grafica X | x| x
CP4: Modelacion de situaciones practicas Analitica X X X
mediante funciones. Tabular X | X X
Secciones X X
Computacional X | X | X | X
Verbal
Crafica
CP5: Representacion de funciones en maquinas Analitica X X X
computadoras u otros dispositivos electrénicos. Tabular X X
Secciones X
Computacional

Tabla 3. Muestra en forma matricial las principales conversiones que se realizan en la solu-
cion de problemas y que forman parte de los significados que se pretenden en la ensefnan-
za del concepto funcion.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 30, NUM. 2, AGOSTO DE 2018 223




Seydel Bueno Garcia y Olga Lidia Pérez Gonzdlez

Ejemplos de los significados que se pretenden en este libro de texto por cam-
pos de problemas

CP1: Determinacion de relacion entre magnitudes (establecer reglas o leyes).

1. Al abrir un grifo de agua caliente, la temperatura T del agua depende de cudanto tiempo ha
estado saliendo el agua. Dibuje un esbozo de grafica de T como una funcion del tiempo t
que ha transcurrido desde que fue abierto el grifo.

T4

Ejemplo 1. Conversion de la representacion verbal a la grafica.

CP1: Determinacion de relacion entre magnitudes (establecer reglas o leyes).

2. La tabla muestra el nivel promedio de dioxido de carbono en la atmosfera, medido en
partes por millén en el Observatorio Mauna Loa, desde 1980 hasta el 2008. Utilice los datos
de la tabla para encontrar un modelo para el nivel de diéxido de carbono.

Nivel de CO; Nivel de CO;

Ao (em ppm) A0 (en ppm)

1980 3387 1996 3624

1982 3412 1998 366.5

1984 3444 2000 3694

1986 347.2 2002 T3z

1988 3515 2004 3775

1990 3542 2006 3819

1992 3563 2008 3856

1994 358.6 C — 338.7 = 1.675(r — 1980)

Ejemplo 2. Conversion de la representacion verbal-tabular a la analitica.

CP1: Determinacion de relacion entre magnitudes (establecer reglas o leyes).

3. Se tiene que C(w) es el costo de enviar por correo paquetes con peso w. Se puede definir
una funcioén por secciones y otra por una grafica a partir de la tabla dada.
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w (onzas) C(w) (ddlares) 088 si0<ws] 1%
0<w=1 0.88 . L S

| <
l<w=2 105 105 sil<ws2 | ——
Zew=3 1.22 122 si2<ws<3 ‘
I w=4 1.39 C(w)= ) |
4<w=s 1.56 139 si3<ws400

of 1 3 3 4 5

Ejemplo 3. Conversion de la representacion tabular a secciones y luego a grafica.

CP2: Calculo y estimacion de valores funcionales.

4. Una funcion f esta definida por f(x) = {1 X;‘;‘: 11 Evalte f(-2), f(-1) y £f(0) grafique la
funcion.

Ejemplo 4. No requiere necesariamente de su conversion si se comprende el tratamiento
algoritmico que lleva este cdlculo.

CP3: Representacion de funciones en situaciones intramatematicas.

5. Encuentre el dominio y grafique cada una de las siguientes funciones.

a) f(x)=2-04x e)Fx)=x*-2x+1
b) f(t)=2t+t* f) H(t) =4

) g(x)=vx-5 g)Fx) = 2x+1]
d) G(x) =3k h)g(x) =K - x

Ejemplo 5. Conversion de la representacién analitica a la grafica.

CP4: Modelacion de situaciones practicas mediante funciones.

6. Un contenedor rectangular sin tapa tiene un volumen de 10m°. La longitud de su base es
dos veces su ancho. EI material para la base cuesta $10 por metro cuadrado, y el material
para los lados cuesta $6 por metro cuadrado. Exprese el costo de los materiales, como una
funcion del ancho de la base.

C(w) =20w? + 8¢

Ejemplo 6. Conversion de la representacién verbal a la analitica, requiere de un tratamiento
mas complejo que la identificacion de una ley por una simple inspeccién.

CP5: Representacion de funciones en computadoras u otros dispositivos electronicos.

7. Determine una pantalla de visualizacion apropiada para la funcion f(x) = V8 - 2x* y Usela
para trazar la grafica de f.

Ejemplo 7. Conversion de la representacion analitica a la grafica, requiere del uso de asistentes
matematicos por su complejidad y la exigencia de la tarea.
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Después de observar las entradas en la Tabla 3, segun la interpretacion que le
hemos dado luego de la revision del libro de texto, apreciamos como las entradas
en dicha tabla estan distribuidas en tan solo algunas casillas. Si bien es cierto
que los libros estudiados proponen varios sistemas de representacion, también
lo es el vinculo entre ellos, y el tratamiento especifico que lleva la actividad de
aprendizaje que se realiza en forma de tareas o ejercicios como caso particular
de esta.

Observemos que no siempre se logra tener una matriz simétrica de entrada
de valores en cada cuadrante de colores diferentes asociados a cada campo de
problemas, lo que refleja que la conversién entre registros semiéticos en el texto
sobre el tema de funciones reales de una variable real no es bidireccional, lo
que puede ser una alerta de que los docentes deben dirigir el dominio de los
significados institucionales que los planes de estudio y programas proponen. Se
reconoce la dificultad de disenar actividades matematicas que, en conjunto,
utilicen todas las posibles conversiones semioticas exhibidas en la tabla; el
énfasis en solamente algunas, como la relacion analitica-grafica o viceversa
puede afectar la atribucion de significados, de manera que algunos sean olvi-
dados y se refuercen otros.

RESULTADOS Y CRITERIOS OBTENIDOS

» Persiste aun en la ensenanza del concepto de funcion la prevalencia de
significados algebraicos y graficos. Sin embargo, se incrementa el trabajo
con funciones numeéricas y verbales en problemas practicos que apoyan la
comprension y significatividad del concepto, mediante un cubrimiento mas
completo de sus formas de representacion. En este sentido, es necesario que
tales significados sean sistematizados durante la actividad matematica y la
practica-profesional que se realiza vinculada con el concepto.

Criterio 1: La insercién de multiples significados del concepto funcion en la
instruccion facilita y complementa el diseno de actividades matematicas
vinculadas con la profesion.

e De acuerdo con lo planteado por Pino-Fan, Guzman, Font & Duval (2017),
la representacién semidtica que se moviliza en cada contexto (algebraico,
grafico, numeérico) es amplia, pues son incorporados graficas, ecuaciones,
tablas y elementos linglisticos, entre otros elementos. Para esto, los proce-
dimientos, métodos, estrategias, etc, que se dirijan al tratamiento deben ser
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generales, de manera que lo particular de cada representacion pueda ser
relacionado con lo esencial del concepto.

Criterio 2: La conversion de registros semioticos en el trabajo con funciones
es considerada un procedimiento heuristico esencial para el entendimiento
y la solucion de tareas y ejercicios, como forma de resolver problemas.
Criterio 3: En el trabajo con funciones la conversion y el tratamiento es el
componente esencial para la comprension y la resolucion de ejercicios.

* El andlisis de propiedades de las funciones en la ensenanza se realiza

fundamentalmente sobre la base de distinguir propiedades generales y
particulares en sus mas diversas formas de representacion. Esto implica que
debe procurarse mediante herramientas didacticas que permiten la racio-
nalidad del pensamiento matematico, tales como la interpretacion represen-
tacional del concepto y sus propiedades.
Criterio 4: El analisis funcional como actividad fundamental del trabajo con
funciones requiere del uso racional de acciones de didacticas, las cuales
pueden ser: la descripcion, la interpretacion, la variacion de condiciones, la
modificacion, etc, que conlleven a la determinacion de propiedades.

Los ejemplos mostrados en cada campo de problemas han sido objeto de eva-
luacion en los alumnos que cursan las carreras de ingenieria industrial, meca-
nica y ciencias alimentarias, que conforman una muestra de 128 estudiantes.
El proposito de la evaluacion en cada uno de estos problemas consistio en
valorar la obtencion de la conversion y la ejecucion del tratamiento, de manera
que se tenga en cuenta que son dos procesos paralelos y verticales que ejecuta
el sujeto que aprende cuando se enfrenta a los problemas que hemos descrito.
De manera general, pudimos determinar que los resultados de los problemas
no son favorables cuando se centran en la obtenciéon de registros de forma
grafica y analitica a partir de otros, pues solo 48% de los estudiantes logra
resultados satisfactorios en este sentido. Sin embargo, la motivacion por realizar
tareas de este tipo mejora, pues constituye algo novedoso en el conocimiento
de las funciones para el quehacer del ingeniero. Los mejores resultados, 62%,
se obtienen cuando los alumnos realizan tareas donde interactua el registro
analitico con el grafico, o viceversa.

De manera global, en este analisis sobre las practicas operativas de los
estudiantes se manifiesta que los algoritmos utilizados en el tratamiento son
usados de forma eficiente, pero después de que el profesor ofrece niveles de
ayuda, con baja efectividad para el desarrollo cognitivo del estudiante. Por tal

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 30, NUM. 2, AGOSTO DE 2018 227



Seydel Bueno Garcia y Olga Lidia Pérez Gonzdlez

motivo, es necesario que en las tareas que realicen los alumnos evidencien el
trabajo eficiente con los componentes epistémicos, sobre sus interpretaciones y
justificaciones en el conocimiento de las funciones reales de una variable real.

CONCLUSIONES

Hemos presentado un analisis didactico de los principales significados episté-
micos que se pretenden en los planes y programas de estudio, al igual que en
libros de texto, para la ensenanza de las matematicas en las carreras de inge-
nierfa. Los significados epistémicos que estan presentes de manera frecuente
en el trabajo con funciones son los 6 expresados en la Tabla 3, aunque existen
otros significados como los diagramas de flechas y de maquinas, que son sola-
mente ilustrativos para comprender el concepto de funcion. También se presen-
tan algunos resultados en el orden cognitivo, que desarrollan los estudiantes. El
analisis estuvo apoyado en los componentes que brinda y que caracterizan la
idoneidad epistémica en el trabajo con funciones. De este andlisis resultd des-
crito un campo de problemas que involucra a cada uno de los componentes de
la idoneidad epistémica, los cuales —relacionados con dichos componentes—,
conforman un sistema de practicas que se manifiestan en la ensefanza vy el
aprendizaje del concepto de funcion.

Como aspecto importante a tener en cuenta desde la perspectiva de nuestro
analisis, estd que los registros semidticos asociados al concepto de funcién
articulan con el objeto y con los diferentes tipos de problemas; ademas de que
profundizan el trabajo en la conversion y el tratamiento entre variadas formas
de representaciones. Esta articulacion forma parte de las practicas pretendidas
y operativas en el proceso de ensenanza y aprendizaje. Cuando los campos de
problemas que involucran a los componentes y sus significados pretendidos -
relativos al concepto de funcion en nuestro caso— se relacionan con las repre-
sentaciones (verbal, numérica, analitica, grafica, entre otras), es posible evidenciar
el comportamiento de las conversiones entre representaciones.

Los campos de problemas que han sido determinados no solo constituyen
sistemas de practicas que se trabajan desde el proceso de ensenanza de las
matematicas en las carreras de ingenierfas, forman también la actividad mate-
matica que llevan a cabo dichos estudiantes cuando se enfrentan a las tareas
con el concepto de funcion y donde, a su vez, encuentran las mayores dificulta-
des. A modo de resumen, se tiene que en la ensenanza y el aprendizaje del
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concepto de funcién en las carreras de ingenierias, los docentes y alumnos
encuentran un aumento de:

* Los registros semidticos sobre la representatividad del concepto, incluido
de forma ascendente el computacional, asi como su complejidad.

* Los procesos de conversion y tratamiento entre representaciones reflejados
por campos de problemas.

* Las clasificaciones, procedimientos de solucion, habilidades, proposiciones,
entre otros elementos, que conforman el significado epistémico idoneo
para realizar tareas de aprendizaje.

De modo general, consideramos que la eleccion de tareas matematicas que
articulen los campos de problemas vy los significados matematicos es crucial
para promover la idoneidad epistémica y cognitiva del aprendizaje significativo
del concepto funcion real de una variable real.
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