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Resumen

La proporcionalidad es un contenido longitudinal y transversal en el curriculo. Esta
presencia se justifica por el gran nimero de aplicaciones. El objetivo de este trabajo es
analizar la idoneidad epistémica y motivar la necesidad de una ingenieria didactica, que
permita la evolucion del significado personal aprendido por los estudiantes. Esta ingenieria
permite avanzar desde una actividad puramente aritmética hasta otra donde el algebra esta
consolidada. Se aportan algunas implicaciones para la formacion docente.
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ingenieria didactica.

Abstract

Proportionality is a longitudinal and cross-curricular subject. The large number of
applications justifies this presence in the curricula. The objective of this paper is to analyse
the epistemic suitability and to motivate the need for a didactical engineering that allows
the evolution of the personal meaning learned by the students. This engineering allows for
progressing from a purely arithmetical activity to another activity where algebra is
consolidated. Finally, there are some implications for teacher training.

Keywords: Curriculum, proportionality, didactical suitability, holistic-meaning, didactical
engineering.

1. Introduccién

La proporcionalidad es un objeto matematico longitudinal en el curriculo de Educacion
Primaria y Secundaria. Ademas, es transversal a diferentes materias: Matematicas y
Educacion Artistica, en Educacion Primaria; Matematicas, Matematicas orientadas a las
ensefianzas académicas o aplicadas, Fisica y Quimica, Biologia, Dibujo Técnico,
Educacion Plastica, Visual y Audiovisual, Dibujo Artistico, Volumen y Fundamentos de
Arte en Educacion Secundaria. Asi, como se puede ver en el anexo, la proporcionalidad
se relaciona con:

=  Educacion Primaria

— NuUmeros. Razon y proporcion. Magnitudes directa e inversamente
proporcionales. Constante de proporcionalidad. Porcentajes, leyes del doble,
triple, mitad. Aplicaciones en la vida cotidiana.

— Educacion audiovisual o Expresion artistica: proporcion como medida de
equilibrio orden y estética.

=  Educacion Secundaria

— Areas de Matematicas: Numeros, Geometria (Tales, semejanza), Funciones
(funcién lineal), Probabilidad (clasica como proporcion de casos favorables
entre posibles, siendo todos equiprobables) y Estadistica (proporcion con la
media muestral o poblacional).

Wilhelmi, M. R. (2017). Proporcionalidad en Educacién Primaria y Secundaria. En J. M. Contreras, P.
Arteaga, G. R. Cafiadas, M. M. Gea, B. Giacomone y M. M. Lo6pez-Martin (Eds.), Actas del Segundo
Congreso International Virtual sobre el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion
Matematicos. Disponible en, enfogueontosemiotico.ugr.es/civeos.html




2 Proporcionalidad en Educacion Primaria y Secundaria

— Asignaturas cientifico-técnicas: Actividad cientifica (relaciones funcionales
entre magnitudes), Cineméatica (aceleracion en un movimiento armonico simple
(m.a.s.) proporcional al desplazamiento), Biologia (composicién y funcién de
bioelementos), Genética y evolucidon (proporcion de la descendencia y la
informacién genética), Dibujo técnico (aplicaciones de la proporcionalidad,
equilibrio y proporcion aurea).

— Asignaturas artisticas: Educacion plastica, visual y audiovisual (proporcién
como medio de obtener equilibrio, ritmo o, en general, una percepcion estética
de una produccién visual o acustica), Dibujo Artistico (el cuerpo humano como
modelo de belleza y funcionalidad), Volumen (canones de proporcion de
diferentes culturas y periodos artisticos) y Fundamentos de Arte (proporcién
aurea y su uso en diferentes artes).

De manera sucinta, se presenta en la Figura 1 el mapa curricular de la proporcionalidad.

Matematicas Arte
Educacion . Educacion Significados
Primaria Nimeros : artistica previos

Educacion plastica,
visual y audiovisual

Educacion Significados

Numeros y algebra

Secundaria  Geometria Funciones ! Dibujo Volumen  emergentes
: artistico
Estadistica y Probabilidad : Fundamentos
: de arte
A_ctiv!c_lad Cinematica
cientifica
: . Genética y
Biologia evolucion
Dibujo
técnico

Figura 1. La nocidn de proporcionalidad en el curriculo

Esta presencia longitudinal y transversal de la proporcionalidad se justifica por el gran
namero de aplicaciones (Godino y Batanero, 2002). Asi, el propdsito curricular es la
adecuacion paulatina del significado personal de los estudiantes a los distintos contextos
de uso, mediante un curriculo en espiral (Bruner, 1988).

Esta diversidad de contextos de la proporcionalidad puede ser utilizada para hacer
emerger los campos numeéricos racional y real. Por ejemplo, en la probabilidad el
numero racional se adecUa a la definicion de Laplace o frecuencial (casos favorables
entre posibles), mientras que la probabilidad axiomatica segun Kolmogorov es una
funcién real de variable real con imagen en [0,1]. Sin embargo, no es este el objetivo del
trabajo. Aqui se analiza la idoneidad epistémica (Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi,
2006) que se sigue del curriculo y de sus posibles desarrollos y se motiva la necesidad
de una ingenieria didactica (Godino, Rivas, Arteaga, Lasa y Wilhelmi, 2014), que
permita la evolucion del significado personal aprendido por los estudiantes. Este
significado debe articular los significados parciales de la proporcionalidad y generar las
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condiciones para la evolucion de su uso en Educacion Primaria (conocimientos previos)
hacia su uso y desarrollo en Educacion Secundaria (conocimientos emergentes).

Para alcanzar este objetivo, en la seccion 2 se aportan las herramientas teoricas y
metodoldgicas que van a ser utilizadas (idoneidad didactica, holosignificado, niveles de
algebrizacion e ingenieria didactica). En la seccion 3 se hace una valoracion de la
idoneidad didactica de los procesos de estudio convencionales asociados al curriculo
actual. Esta valoracion permite motivar algunas implicaciones para la ensefianza
(seccion 4).

2. Marco tedrico y metodoldgico

Una de las funciones esenciales del docente es valorar la pertinencia y eficacia de un
determinado proceso de estudio. Esta valoracion no es absoluta, sino relativa a una
determinada institucion, en un momento especifico y con unos agentes concretos. Asi,
ademas del andlisis del contenido matematico (dimension epistémica), es necesario
valorar otras dimensiones:

— Dimension cognitiva. Relativa a los procesos de aprendizaje de los estudiantes
concretos gque participan en el proceso de estudio.

— Dimension afectiva. Relativa al impacto afectivo y a la gestion de las emociones
en el proceso de adquisicion de contenidos novedosos, que incluye errores,
fracasos, conflictos semidticos, negociacién de significados, éxitos, etc.

— Dimension interaccional. Relativa a las formas de interaccionar docente-
estudiantes y entre pares iguales (estudiantes entre si).

— Dimension mediacional. Relativa a los medios utilizados para la gestion del
significado en la clase.

— Dimension ecologica. Relativa al contexto, marco normativo e institucion donde
se desarrolla el proceso de estudio. Las normas, ademas del curriculo y proyecto
de centro, engloba los contratos pedagdgicos y didacticos subyacentes y, en
general, todo el entramado normativo necesario para el funcionamiento del
sistema didactico (Godino, Font, Wilhelmi y Castro, 2009).

Estas dimensiones no son independientes entre si; por ello, en ocasiones se agrupan para
explicar los procesos de ensefianza y aprendizaje. Asi, para el andlisis de la idoneidad
didactica es usual distinguir tres macrodimensiones: epistémica-ecologica, cognitiva-
afectiva e interaccional-mediacional (Godino, Wilhelmi, Bencomo, 2005; Contreras,
Ordofiez, Wilhelmi, 2010), para enfatizar el triangulo didactico (matematicas,
estudiantes y docente) y sus relaciones.

Este analisis global de los procesos de estudio no se puede realizar de forma
descontextualizada, puesto que es consustancial a la institucion y al momento temporal
en que tiene lugar. Por ello, es necesario describir un significado global u
holosignificado (Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2007a, 2007b) que oriente el desarrollo
del curriculo y articule significados parciales adquiridos previamente.

En el caso de la proporcionalidad, el holosignificado, que se sigue de los contextos de
uso intramatematicos (aritmético, algebraico, funcional, geométrico, probabilistico,
estadistico) y extramatematicos (ambitos cientifico-técnico y artistico o vida cotidiana),
debe permitir el necesario progreso en los sucesivos niveles de algebrizacion (Godino,
Ake, Gonzato y Wilhelmi, 2014; Godino, Neto, Wilhelmi, Aké, Etchegaray y Lasa,
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2015; Godino, Wilhelmi, Neto, Blanco, Contreras, Diaz-Batanero, Estepa y Lasa, 2015).
Asi es preciso prever el progreso desde una actividad puramente aritmética (nivel 0),
propia de la Educacion Primaria, hasta la consolidacion algebraica (nivel 3), en los
primeros afios de la Educacidn Secundaria, y la utilizacion de pardmetros en el posterior
analisis funcional (nivel 4). Godino, Beltran-Pellicer, Burgos y Giacomone (2017)
proponen una categorizacion de significados parciales asociados a la proporcionalidad
segun el nivel de algebrizacion de la actividad matematica: aritmético, proto—algebraico
y algebraico—funcional. Aqui el objetivo es motivar que este progresivo avance es
posible si se realiza una ingenieria didactica (Godino, Rivas, Arteaga, Lasa y Wilhelmi,
2014) que permita un transito flexible entre los distintos significados parciales.

“Flexible mathematical thinking is what permits the passage between different
partial meanings and the coordination or partitioning of the different meanings
when necessary” (Montiel, Wilhelmi, Vidakovic y Elstak, 2009, 143).

Antes de dar pautas para el disefio de practicas matemaéticas, se valora, a modo de
analisis a priori, el desarrollo usual del curriculo en términos de su idoneidad didactica
relativa.

3. Valoracion de la idoneidad didactica en el desarrollo del curriculo de Educacion
Secundaria

Valorar la idoneidad de los procesos de estudio requiere por un lado conocer los
significados asociados y contextos de uso, analizar la continuidad y rupturas del
curriculo y, por ultimo, valorar su funcionamiento. En los siguientes apartados
abordamos estos aspectos partiendo de la regla de tres (como modelo estereotipado de
la proporcionalidad) y concluyendo con fendmenos didacticos asociados.

3.1. Laregla de tres

Una méaxima general en Educacion es el desarrollo de nuevos contenidos basados en los
previos, relacionados con el topico que se desea abordar. Asi, el desarrollo de la
proporcionalidad en el inicio de la Educaciéon Secundaria (MEC, 2015) debe partir de
los conocimientos previos adquiridos en la Educacion Primaria (MEC, 2014), donde la
proporcionalidad se introduce mediante la regla de tres en situaciones cotidianas o
calculos sencillos de doble, triple o mitad. Asimismo, se utiliza para valorar cualidades
artisticas de formas y objetos.

La inclusion explicita de la regla de tres en el curriculo es una novedad, puesto que es la
constatacion de un hecho; a saber, a pesar de que los curriculos anteriores a la LOMCE
(MEC, 2013) no incluian explicitamente esta regla, ni en Primaria (MEC, 2007b) ni en
Secundaria (MEC, 2007a), era un contenido que se ensefiaba en la escuela. Por lo tanto,
a pesar de que ya en la LGE (MEC, 1970) no se incluia esta regla en los curriculos, ha
persistido su ensefianza en la escuela, como modelo prototipico de la proporcionalidad.

Por otro lado, la regla de tres no se incluye en los curriculos internacionales de manera
homogénea en la misma etapa Educativa. La manipulacion explicita de incognitas y la
resolucion de la ecuacién asociada (Figura 2) ha condicionado su inclusion en grados
superiores, donde se proponen actividades cuyo objetivo final es la el acceso al nivel 3
de algebrizacion.
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Enunciado Resolucion
Juan sabe que para hacer Se tiene:
un pan se debe utilizar 350 —— 600
350gr de agua por cada X —— 450

600gr de harina. Solo Luego:

tiene 450gr de harina, 350 x 450 = 600 - x =

jcuanta  agua  debe 350 x 450

i =x="——""=12625
utilizar? x 600 )

Figura 2. Resolucion de problemas de proporcionalidad mediante la regla de tres

Asi, no es extrafio observar en curriculos (de distintos paises y momentos histéricos) el
traslado de la técnica “regla de tres” a la Educacion Secundaria e introducir la
proporcionalidad en Educacion Primaria mediante el método de “reduccion a la unidad”
y el analisis tabular.

3.2. Fendmenos didéacticos: continuidad y rupturas en el curriculo

En Educacion Primaria, para organizar situaciones cotidianas donde el uso de la
proporcionalidad es pertinente se recurre en muchas ocasiones a la construccion de
tablas. Las tablas permiten la organizacion eficaz de la informacion y resaltan la utilidad
de determinar el valor que le corresponde a la unidad, de ahi la denominacion de la
regla “reduccion a la unidad”.

Esta introduccién suele ser obviada en el desarrollo de la proporcionalidad en
Educacion Secundaria que contempla casi exclusivamente un uso técnico de la regla de
tres 0 una interpretacion funcional a partir de la férmula de funcién lineal (y=mx, m>0).

Esta situacion genera diversos fendmenos didacticos (Wilhelmi, Font y Godino, 2005):

— llusion de la transparencia. Los nifios desde los 9-10 afios tienen experiencias
reiteradas en situaciones cotidianas y escolares de proporcionalidad. Esto muchas
veces hace que en la Educacion Secundaria 12-14 afios los ejercicios de
proporcionalidad se planteen como “algo sabido”, siendo Unicamente necesario
centrarse en las nuevas formas de expresion, que se presumen transparentes “porque
tienen un correlato con una nocién ya conocida”. La realidad es que se requiere de
aprendizajes especificos que relacionen la construccion de tablas, la técnica de
reduccion a la unidad, la regla de tres, la interpretacion de la pendiente de una
funcién lineal, el paso de la formula a la tabla y a la representacion gréfica, etc.

— llusion de la linealidad. La aplicacion abusiva de la linealidad estd documentada
sobradamente (Dooren, De Bock y Verschaffel, 2006). Este abuso esta condicionado
por la forma en que se introduce la proporcionalidad; a saber, como una nocion
aislada, donde no es necesario analizar si se trata de una situacion modelizable por
esta nocion. Con otras la palabras, los problemas de proporcionalidad aparecen
todos en el mismo apartado y se fuerza, casi de inmediato, el manejo técnico, donde
el nifio debe Unicamente determinar si “a mas, mas; a menos, menos”.

Asi, es usual que hasta un docente en formacion ante la cuestion “La funcion

1 . . .
y = 1—m (x > 0) es directa o inversamente proporcional?” no responda

inmediatamente: “La pregunta carece de sentido, puesto que la funcién no es lineal”.
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De hecho, la gran mayoria analizan si la funcion es o no creciente, en aplicacion de
la regla “a mas, mas; a menos, menos” (Figura 3).
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Figura 3. La “proporcionalidad” como sinénimo de “funcién creciente”

Asi, la propiedad en acto “a mas, mas; menos, menos” se revela como un obstaculo
didactico muy persistente en el tiempo, incluso en estudiantes que han tenido una
escolarizacion brillante, que les ha llevado a optar por ser docentes en matematicas.
Bien es cierto que algunos de los estudiantes afiaden, tras el estudio de la
monotonia, alguna referencia al hecho de que la funcién “no es lineal” (Figura 4);
ademas, Unicamente un namero muy reducido de estos ultimos afiade, de forma
implicita o explicita, la necesidad de existencia de una constante m de
proporcionalidad (y=mx, m>0), concluyendo pues que la funcion dada no
representa una relacion de proporcionalidad (Figura 5).
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Figura 4. No hay proporcionalidad en la funcién = |1 — ﬁ (x>0)
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Figura 5. No hay proporcionalidad en la funcion = /1 — ﬁ (x>0)

Estos dos fendmenos (de ilusion de la transparencia y de la linealidad) estan
relacionados con otros dos que determinan los momentos de introduccién y desarrollo
de la proporcionalidad.

Ruptura longitudinal. La ensefianza de la proporcionalidad en Educacion Secundaria
no parte en general del conocimiento adquirido en Primaria. En esta etapa, la
proporcionalidad se desarrolla en un contexto aritmético o con un nivel 1 de
algebrizacion incipiente. Sin embargo, en Educacion Secundaria, se inicia la
instruccion algebraica mediante ecuaciones de primer grado y funciones lineales y
afines, de tal suerte que la proporcionalidad se desarrolla en este contexto como un
ejemplo de utilidad de la funcién lineal (proporcionalidad directa). Mas adelante, la
introduccién de la funcion inversa numérica (y=1/x) permite la introduccion formal
de la proporcionalidad inversa. En este proceso no se parte de los conocimientos
previos (representacion tabular, reduccion a la unidad y, en su caso, regla de tres),
sino gue se formaliza funcionalmente la proporcionalidad y se construyen las tablas
“dando valores”. Hay pues una ruptura en la linea longitudinal de los aprendizajes.

Omision transversal. La nocion de proporcionalidad se introduje en distintas areas
del curriculo (Figura 1), pero la ensefianza parcelada del mismo no permite
contextos de reconocimiento de la nocion en las distintas &reas intra y extra
matematicas. Con otras palabras, no se establecen las condiciones necesarias para
que los estudiantes adquieran la nocion como un objeto unitario.

Este analisis permite proponer unas implicaciones para la ensefianza que tendrian que
tenerse en cuenta para la elaboracion de una ingenieria didactica (Godino, Rivas,
Arteaga, Lasa y Wilhelmi, 2014). En la siguiente seccion se describen estas
implicaciones.

4. Implicaciones para la ensefianza

Los fendbmenos de ruptura longitudinal y omision transversal descritos en el apartado
anterior pueden ser evitados si se revisan las propuestas de los libros de texto y los
desarrollos potenciales que de ellas se podrian realizar.
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4.1. Atencion a la adquisicion longitudinal de los aprendizajes

En general, en la Ensefianza Secundaria se sigue un proceso de estudio para el
aprendizaje de la proporcionalidad como funcién lineal en dos momentos separados en
el tiempo y desarticulados. En un primer momento, se realizan problemas vinculados a
la construccidn de tablas de valores y a la aplicacion de la regla “reduccion a la unidad”.
Eventualmente, introduciendo la representacion grafica en el plano cartesiano como una
forma de “ver los valores”, no como abaco (Lacasta y Pascual, 1998).

En un segundo momento, se introduce la formula (y=mx, m>0) como modelo de
proporcionalidad para la resolucion de problemas; asi, en particular, se plantea como
gjercicio la construccién de una tabla con los valores (x, y), para la representacién en el
plano cartesiano y la observancia de que la proporcionalidad “es una recta”.
Eventualmente, se sefiala que la pendiente m de la recta es el valor de y alcanzado en
x=1, pero en general no es habitual interpretar este hecho en términos de la técnica
“reduccion a la unidad”.

De esta forma, se desaprovecha un desarrollo natural en 9 pasos:

1) Organizacion de los valores conocidos y desconocidos en forma de tabla de
valores.

2) Reduccién a la unidad: determinacion del valor de “y” al que le corresponde
‘Ele’ﬁ.

3) Construccién de una tabla de valores “extensa” que contemple la informacion de
1) y de 2).

4) Representacion en el plano cartesiano de los valores de la tabla 3), identificando
unos valores en el eje “X” y “sus parejas” en el eje “y”.

5) Interpretacion gréfica de la técnica “reduccion a la unidad”: valor de y para x=1.
6) Determinacion de la relacion:
“valor de y”” = “valor de reduccién a la unidad” x “valor de x”
Esta relacion se establece en este paso en escritura natural, no formalizada.

7) Determinacién de la formula de la funcidon lineal (y=mx, m>0) que describe la
situacion, como un lenguaje simplificado y eficiente, donde la pendiente m
representa el valor de reduccion a la unidad.

8) Interpretacion de la situacion original en términos de la formula de la funcion
lineal determinada: eficacia y coste.

9) Desarrollo de la nocion de funcion lineal como familia dependiente del
parametro m (y=mx, meR).

Los pasos 1 y 2 se desarrollan integramente de forma aritmética (nivel O de
algebrizacion). Los pasos 3 y 4 suponen un progreso hacia la generalizacién (nivel 1).
En los pasos 5 y 6, aunque se utilice un lenguaje no formalizado, suponen asimismo un
progreso en el nivel de algebrizacion, puesto que se descontextualiza la informacion,
observandose una relacion entre las variables sujeta a la representacion grafica (que
podria modelizar otras situaciones); finalmente, en el paso 7, la representacion de la
funcion en lenguaje formalizado es indicadora de nivel 2 de algebrizacion. En el paso 8
se desarrolla la nocion de funcién lineal en un contexto algebraico consolidado (nivel
3), que posteriormente se contextualiza como ejemplar de la clase de funciones (y=mx,
meR), dependientes del pardmetro m (nivel 4).
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Sin embargo, el esquema general de la Ensefianza de Secundaria en dos momentos,
descritos al inicio de esta seccion 4.1, queda descrito sucintamente, en funcion de estos
9 pasos, de la siguiente forma:

— Momento 1: 1) = 2).
— Momento 2: 7) = 3) = 4). Luego, descontextualizadamente, se desarrolla 9).

De esta forma, se pone de manifiesto no solo una ruptura en el proceso, sino la omision
de los pasos 5 y 6 que permiten, por un lado, la articulacién del nuevo modelo de la
proporcionalidad (funcion lineal y=mx) con la técnica “reduccion a la unidad” y, por
otro lado, la construccion del lenguaje formalizado. Asimismo, se omite en muchos
casos el paso 8, puesto que se entiende que el modelo “funcion lineal”, introducido en el
punto 7, es “transparente”. Luego de estos dos momentos se desarrolla de forma aislada
el paso 9. Asi pues, ademas de la ruptura del proceso cognitivo, no se realiza un
desarrollo paulatino de los niveles de algebrizacion.

Por ultimo, la regla de tres no se ha introducido en la propuesta en 9 pasos para evitar
los fendbmenos de ilusion de la transparencia y de la linealidad, descritos en la seccion
3.2. Sin embargo, segun los curriculos, esta regla se introduce o bien entre los pasos 1y
2 (si aparece como contenido en Educacion Primaria), o bien entre los pasos 6 y 7 (si se
incluye en el inicio de la Educacién Secundaria). Esta Ultima decision es mas adecuada,
porque pone el énfasis en la manipulacion simbdlica como medio eficaz en la resolucion
de problemas; en el momento en el que esta manipulacion no es un mero juego de
simbolos, sino que queda contextualizada en la resolucion de ecuaciones.

4.2. Atencion a la articulacion transversal de aprendizajes

En la Figura 1 se muestra de forma sintética las distintas areas que introducen la
proporcionalidad en el curriculo. En Secundaria la nocion se utiliza de forma masiva, en
diferentes areas, pero sin la determinacion de conexiones eficaces y estables, que
representan, segin el NCTM (http://www.nctm.org/standards/), un estandar de proceso.

“[Process Standards:] Connections. Mathematics is not a collection of separate
strands or standards, even though it is often partitioned and presented in this
manner. Rather, mathematics is an integrated field of study. When students
connect mathematical ideas, their understanding is deeper and more lasting, and
they come to view mathematics as a coherent whole. They see mathematical
connections in the rich interplay among mathematical topics, in contexts that
relate mathematics to other subjects, and in their own interests and experience.
Through instruction that emphasizes the interrelatedness of mathematical ideas,
students learn not only mathematics but also about the utility of mathematics.”

Los principios y estandares del NCTM sefialan ademéas la necesidad de tener un
curriculo bien articulado longitudinalmente y que integre la tecnologia para mejorar los
aprendizajes. Para que estos aprendizajes se adecuen a las expectativas mas altas la
ensefianza debe partir del conocimiento y necesidades de los estudiantes, siendo
desafiante y exigente, con un acompafiamiento adecuado, que asegure la equidad. Para
que esto sea posible, es necesario que los distintos estandares de contenido (nimeros y
operaciones; algebra; geometria; medida; andlisis de datos y probabilidad) sean
desarrollados en contextos variados y proximos a los intereses de los estudiantes y que,
ademas, permitan progresar en los estandares de proceso (resolucion de problemas;
razonamiento y prueba; comunicacion; conexiones; representaciones).
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ElI EOS (Godino, Batanero y Font, 2007) condiciona la eficacia de un proceso a la toma
en consideracién de las dimensiones involucradas y, por lo tanto, el disefio de una
practica matematica supone de facto responder a cuestiones del tipo:

— Dimension epistémico-ecoldgica. ¢Qué contenido se desea abordar teniendo en
cuenta las posibilidades y restricciones curriculares?

— Dimension cognitivo-afectiva. ; Como hacer evolucionar el significado personal
de los estudiantes hacia el institucional pretendido, tomando en consideracion
los intereses y expectativas de los estudiantes?

— Dimensidn interaccional-mediacional. ¢ Qué interacciones y medios facilitan la
negociacion de significados en un proceso de estudio?

4.3. Propuesta de una situacion problema: el sorteo de la Liga de Campeones

La probabilidad clasica o de Laplace puede ser modelizada como una proporcion, con
constataste de proporcionalidad la probabilidad de que un suceso elemental ocurra,
suponiendo todos equiprobables. De esta forma, si hay n sucesos elementales, la
probabilidad de cada uno de ellos es 1/n y la de un suceso compuesto (Sk) por k sucesos
elementales es k/n, es decir, “k” veces 1/n:

P(Sk) = l X k
n

En este contexto se plantea el analisis de noticia de Internet (Figura 6), que sefiala la
probabilidad de los cruces en los octavos de final de la Liga de Campeones de futbol
europeo (Champions). Esta noticia tiene interés para un gran nimero de estudiantes
(idoneidad afectiva) y permite el desarrollo del significado personal atribuido a la
probabilidad y proporcién (idoneidad cognitiva). Ademaés, permite establecer
conexiones matematicas (idoneidad epistémica) propias del curriculo (idoneidad
ecoldgica). Asimismo, permite la integracion de hojas de calculo para la simulacion de
resultados (idoneidad mediacional) y la gestién de las interacciones entre pares de
iguales y con el docente para la negociacion de significados (idoneidad interaccional).

, La Liga en 11Gameros 2+ Seguir

)/9 3‘9}
'@‘5"
- c

3.501 posibles sorteos de 1/8 de Champions

PROBABILIDAD DE CRUCES

wee ARS NAP BAR ATM MON DOR LEI Juv
PSG 12.51% 20.62% 20.08% 18.77% 14.68% 13.34%
BEN 12.91% 17.48% 16.88% 12.54% 16% 12.71% 11.48%
McCI 15.62% 25.36% 18.22% 24.25% 16.54%
BAY 16.77% 13.74% 22.48% 16% 16.48% 14.54%
LEV 15.6% 13.05% 21.65% 20.39% 15.4% 13.91%
RMA 21.74% 17.62% 20.91% 21.22% 18.51%
OPO 13.11% 11.03% 17.77% 17.28% 12.77% 16.37% 11.68%
SEV 19.88% 16.42% 19.57% 24.62% 19.51%

Leyenda: PSG: Paris Saint Germain; BEN: Benfica; MCI: Manchester City; BAY: Bayern (de
Mdnich); LEV: (Bayer 04) Leverkusen; RMA: Real Madrid; OPO: Oporto; SEV:
Sevilla; ARS: Arsenal; NAP: Napoles; BAR: Barcelona; ATM: Atlético Madrid;
MON: Ménaco; DOR: (Borussia) Dortmund; LEI: Leicester City; JUV: Juventus.

Figura 6. Probabilidad de cruces de octavos de final de la Champions
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El método de sorteo para determinar los emparejamientos en octavos de final de la
Champions tiene en cuenta que en los octavos de final no pueden enfrentarse equipos:

— Que se han enfrentado en la fase previa.
— Que pertenecen al mismo pais.

Ademas, los equipos se separan en dos bombos: uno, formado por los 8 equipos que han
quedado primeros en sus respectivos grupos de la fase previa; otro, formado por los 8
equipos que han quedado segundos en dichos grupos. Asi, es suficiente: 1) tomar al azar
un equipo del bombo A, 2) determinar qué equipos son sorteables en el bombo B vy,
finalmente, 3) tomar al azar un equipo del bombo B.

Para poder completar el punto 2) es necesario tener en cuenta las condiciones y utilizar
la funcion condicional “SI( )” de Excel para establecer qué equipos son sorteables. Si,
por ejemplo, en el primer turno de sorteo del bombo A sale elegido el Mdnaco (Figura
7) significa que se deben excluir del sorteo el PSG (ya que ambos clubes juegan en la
Liga francesa) y el Leverkusen (que quedd segundo en el grupo del Monaco en la fase
previa). Esta exclusién se hace introduciendo en las celdas G5 (relativa al PSG) y G9
(relativa al Leverkusen) las formulas:

G5=SI(O($C$2=1;$C$2=5);0;"Sorteable")
G9=SI(O($C$2=5;$C$2=6);0;"Sorteable")

Que excluyen en ambos casos la posibilidad de ser sorteables. EI nimero 5 hace
referencia al orden que tiene Moénaco en el Bombo A, que esta configurado por los
equipos: 1) Arsenal, 2) Néapoles, 3) Barcelona, 4) Atlético, 5) Mdnaco, 6) Borussia, 7)
Leicester y 8) Juventus. De esta forma, el nimero aleatorio 1 designa al Arsenal; el 2, al
Napoles;... el 5, al Monaco; y asi sucesivamente. En la Figura 7 se muestra el proceso
total, con las funciones Excel necesarias, para la realizacion del primer emparejamiento.

| A B C D E F G
1 EQUIPOS 8
2 SORTEQ-A 5 SORTEO-B 3
3
= |GRUPO Bombo A GRUPQ Bombo B
5 A Arsenal 0 A PSG 0
6 B Napoles 0 B Benfica Sorteable
7 C Barcelona 0 C Manchester City Sorteable
8 D Atlético 0 D Bayern Sorteable
9 E Monaco Elegido E Leverkusen 0
10 F Borussia Dortmund 0 F Real Madrid Sorteable
11 G Leicester 0 G Oporta Sorteable
12 H Juventus 0 H Sevilla Sorteable
13 6

Leyenda: Férmulas en Excel
C2=ALEATORIO.ENTRE(;C1) G5=S1(0($C$2=1;$C$2=5);0;"Sorteable")
Ci=S($C$2=i;"Elegido,0) G6=SI($C$2=2;0;"Sorteable™)

(5<i<12)
G7=SI(O($C$2=3;$C$2=1;$C$2=7);0;"Sorteable")
G8=SI(0O($C$2=4,$C$2=6);0;"Sorteable")
G9=SI(O($C$2=5,;$C$2=6);0;"Sorteable")
G10=SI(0($C$2=6;$C$2=3;$C$2=4);0;"Sorteable")

G2=ALEATORIO.ENTRE(1;G13) G11=SI($C$2=7;0;"Sorteable™)

G13=CONTAR.SI(G5:G12;"Sorteable”) G12=SI(O($C$2=8;$C$2=3;$C$2=4);0;"Sorteable")

Figura 7. Sorteo de primer emparejamiento: Mdnaco-Bayern.
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La reiteracion del proceso sugerido en la Figura 7, donde en pasos sucesivos se sortean
la 2°, 3° ..., hasta la 8° pareja puede organizarse de forma sencilla en el mismo libro
Excel afadiendo 7 hojas, en las que: a) se reduce en 1 la celda “C1” en cada paso; b) se
suprimen los equipos del bombo A y B ya emparejados en el anterior paso (uno de cada
bombo); y, finalmente, ¢) se adecuan las formulas a la nueva situacion. La reiteracion
del procedimiento es una buena oportunidad para poner a prueba la comprension de la
situacion y para desarrollar en los estudiantes la capacidad de reiterar un proceso de
forma eficaz.

5. A modo de conclusién

La proporcionalidad aparece en los curriculos explicitamente como contenido a partir de
los 9-10 afios; sin embargo, los nifios tienen experiencias previas. Por ejemplo, con 5-6
afios los nifios son capaces de establecer relaciones de doble o mitad con nimeros
frecuentes (hasta 30, que representa un dia en el calendario) o son capaces de comparar
y ordenar triangulos semejantes por solapamiento. Estas experiencias se van articulando
con otras en la Educacion Primaria, donde el campo numérico se amplia y los contextos
y situaciones se diversifican.

En la Educacion Secundaria esta formacidn previa debe servir para el desarrollo de la
proporcionalidad, hasta la determinacion de un lenguaje simbodlico eficaz (y=mx, m>0)
y la contextualizacion de la funcion lineal como un tipo de funcidén creciente.
Asimismo, se debe progresar en propuestas que articulen el uso de la proporcionalidad
en diferentes contextos.
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Anexo. Proporcionalidad en el curriculo actual

1. Educacién Primaria (MEC, 2014)

Bloque Descriptores
MAT 2. |- CO: Porcentajes y proporcionalidad. Porcentajes: Expresién de partes utilizando
NUmeros porcentajes. Correspondencia entre fracciones sencillas, decimales y porcentajes.

Aumentos y disminuciones porcentuales. Proporcionalidad directa. La Regla de tres en
situaciones de proporcionalidad directa: ley del doble, triple, mitad. Resolucién de
problemas de la vida cotidiana.

— CE 7. Iniciarse en el uso de los de porcentajes y la proporcionalidad directa para
interpretar e intercambiar informacion y resolver problemas en contextos de la vida
cotidiana.

— EAE 7.4. Usa la regla de tres en situaciones de proporcionalidad directa: ley del doble,
triple, mitad, para resolver problemas de la vida diaria.

— EAE 7.5. Resuelve problemas de la vida cotidiana utilizando porcentajes y regla de tres
en situaciones de proporcionalidad directa, explicando oralmente y por escrito el
significado de los datos, la situacién planteada, el proceso seguido y las soluciones
obtenidas.

ART 1. EAE 2.5. Elabora carteles con diversas informaciones considerando los conceptos de
Educacién | tamafio, equilibrio, proporcion y color, y afiadiendo textos en los utilizando la tipografia
audiovisual | mas adecuada a su funcién.

ART 2. EAE 2.4. Organiza el espacio de sus producciones bidimensionales utilizando conceptos
Expresion | basicos de composicion, equilibrio y proporcién.

artistica

Leyenda

— Asignaturas: MAT: Matemdticas; ART: Educacion Artistica
— Descriptores: CO: Contenido; CE: Criterio de Evaluacién; EAE: Estandar de aprendizaje
evaluable

2. Educacion Secundaria (MEC, 2015)

Bloque Descriptores

[1°y 2° ESO] — CO: Razon y proporcion. Magnitudes directa e inversamente proporcionales.
Constante de proporcionalidad.
— CO: Resolucién de problemas en los que intervenga la proporcionalidad directa o

MAT 2. inversa o variaciones porcentuales. Repartos directa e inversamente proporcionales.
Ndmeros y — CE . Utilizar diferentes estrategias (empleo de tablas, obtencion y uso de la
Algebra constante de proporcionalidad, reduccién a la unidad, etc.) para obtener elementos

desconocidos en un problema a partir de otros conocidos en situaciones de la vida
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real en las que existan variaciones porcentuales y magnitudes directa o inversamente
proporcionales.

EAE 5.1. Identifica y discrimina relaciones de proporcionalidad numérica (como el
factor de conversién o célculo de porcentajes) y las emplea para resolver problemas
en situaciones cotidianas.

EAE 5.2. Analiza situaciones sencillas y reconoce que intervienen magnitudes que no
son directa ni inversamente proporcionales.

[3° ESO] CO: Lugar geométrico. Teorema de Tales. Division de un segmento en partes
proporcionales. Aplicacion a la resolucidn de problemas.

MAT OEA 3. EAE 2.2. Divide un segmento en partes proporcionales a otros dados y establece

Geometria relaciones de proporcionalidad entre los elementos homdlogos de dos poligonos
semejantes.

[4°ESQO] CO: Proporcionalidad directa e inversa. Aplicacion a la resolucion de problemas de

MAT OEA 2. la vida cotidiana.

NUmeros y EAE 1.7. Resuelve problemas de la vida cotidiana en los que intervienen magnitudes

algebra directa e inversamente proporcionales.

MAT OEA 4. EAE 1.2. Explica y representa graficamente el modelo de relacion entre dos

Funciones magnitudes para los casos de relacion lineal, cuadratica, proporcionalidad inversa,
exponencial y logaritmica, empleando medios tecnoldgicos, si es preciso.
EAE 1.6. Interpreta situaciones reales que responden a funciones sencillas: lineales,
cuadraticas, de proporcionalidad inversa, definidas a trozos y exponenciales y
logaritmicas.

[3° ESO] CO: Teorema de Tales. Division de un segmento en partes proporcionales.
Aplicacion a la resolucién de problemas.

MAT OEP 3. EAE 2.1. Divide un segmento en partes proporcionales a otros dados. Establece

Geometria relaciones de proporcionalidad entre los elementos homdlogos de dos poligonos
semejantes.

[4° ESO] CO: Proporcionalidad directa e inversa. Aplicacion a la resolucién de problemas de

MAT OEP 2. la vida cotidiana.

NUmeros y EAE 1.7. Resuelve problemas de la vida cotidiana en los que intervienen magnitudes

algebra directa e inversamente proporcionales.

MAT OEP 4. EAE 1.2. Explica y representa graficamente el modelo de relacion entre dos

Funciones magnitudes para los casos de relacion lineal, cuadréatica, proporcional inversa y
exponencial.

Bloque Descriptores

[2° Bach] CO: Media y desviacion tipica de la media muestral y de la proporcion muestral.
CO: Intervalo de confianza para la media poblacional de una distribucién de modelo

MAT - CCSS desconocido y para la proporcidn en el caso de muestras grandes.

4. Estadistica y CE 2. Describir procedimientos estadisticos que permiten estimar parametros

Probabilidad desconocidos de una poblacién con una fiabilidad o un error prefijados, calculando el
tamafio muestral necesario y construyendo el intervalo de confianza para la media de
una poblacién normal con desviacién tipica conocida y para la media y proporcion
poblacional cuando el tamafio muestral es suficientemente grande.
EAE 2.2. Calcula estimadores puntuales para la media, varianza, desviacion tipica y
proporcion poblacionales, y lo aplica a problemas reales.
EAE 2.3. Calcula probabilidades asociadas a la distribucion de la media muestral y
de la proporcion muestral, aproximandolas por la distribucién normal de parametros
adecuados a cada situacion, y lo aplica a problemas de situaciones reales.
EAE 2.5. Construye, en contextos reales, un intervalo de confianza para la media
poblacional y para la proporcidn en el caso de muestras grandes.

[4° ESO] EAE 7.1. Representa graficamente los resultados obtenidos de la medida de dos

F&Q 1. magnitudes relacionadas infiriendo, en su caso, si se trata de una relacion lineal,

Actividad cuadrética o de proporcionalidad inversa, y deduciendo la formula.

cientifica

F&Q 6. EAE 3.2. Demuestra que la aceleracién de un movimiento arménico simple (M.A.S.)

Cinemética es proporcional al desplazamiento utilizando la ecuacién fundamental de la
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Dindmica.

[2° Bach] BIO
1. Base

EAE 1.2. Clasifica los tipos de bioelementos relacionando cada uno de ellos con su
proporcion y funcidn bioldgica.

molecular y

fisicoquimica

de la vida

BIO 3. Genética CE 10. Formular los principios de la Genética Mendeliana, aplicando las leyes de la

y evolucién herencia en la resolucion de problemas y establecer la relacién entre las proporciones
de la descendencia y la informacion genética.

[1° Bach] CO: Trazado de formas proporcionales. Proporcionalidad y semejanza.

DibTec 1. Construccion y utilizacién de escalas graficas. Construccion y utilizacién de escalas

Geometria 'y graficas.

Dibujo técnico

EAE 1.7. Reproduce figuras proporcionales determinando la razén id6nea para el
espacio de dibujo disponible, construyendo la escala gréafica correspondiente en
funcion de la apreciacion establecida y utilizandola con la precision requerida.

[2° Bach]
DibTec 1.
Geometriay
Dibujo técnico

CO: Proporcionalidad. El rectangulo aureo. Aplicaciones. Construccion de figuras
planas equivalentes.

EAE 1.1. Identifica la estructura geométrica de objetos industriales o arquitectonicos
a partir del analisis de plantas, alzados, perspectivas o fotografias, sefialando sus
elementos bésicos y determinando las principales relaciones de proporcionalidad.

[1°y 2° ESO] CE 4. Identificar y aplicar los conceptos de equilibrio, proporcion y ritmo en

EduPla 1. composiciones basicas.

Expresion EAE 4.1. Analiza, identifica y explica oralmente, por escrito y graficamente, el

plastica esquema compositivo basico de obras de arte y obras propias, atendiendo a los
conceptos de equilibrio, proporcién y ritmo

[1° Bach] EAE 2.2. Describe graficamente las formas atendiendo a sus proporciones,

DibArt 2. Linea relacionandolas con formas geométricas simples.

y forma

DibArt 3. La CE 2. Aplicar las leyes basicas de la percepcion visual al representar distintos

composicién y
sus

volimenes geométricos u organicas dentro de un espacio compositivo, atendiendo a
las proporciones y a la perspectiva.

fundamentos
[2° Bach] CE 1. Representar graficamente con diferentes niveles de iconicidad , las formas,
DibArt 3. aisladas o en una composicion, el entorno inmediato, interiores y exteriores,
Dibujo y expresando las caracteristicas espaciales, de proporcionalidad, valores luminicos y
perspectiva cromaticos
DibArt 4. El CE 1. Analizar las relaciones de proporcionalidad de la figura humana.
cuerpo humano CE 2. Representar la figura humana, su entorno, identificando las relaciones de
como modelo proporcionalidad entre el conjunto y sus partes.
EAE 1.2. Analiza la figura humana atendiendo a sus relaciones de proporcionalidad
mediante la observacion del natural o con modelos estaticos.
[1° Bach] CE 5. Comprender la relacidn existente entre forma y proporcion en las obras
VOL 2. escultoricas y relacionarla con los canones de proporcion de las diferentes culturas y

Elementos de
configuracion
formal y
espacial

periodos Artisticos analizando y comparando las diferencias en cuanto a lenguaje
compositivo existentes entre las realizaciones volumétricas en relieve y las exentas.

FA 8. El
Renacimiento

CE 3. Reconocer la proporcién aurea en algin elemento de estilo renacimiento:
arquitectura, mobiliario, etc.

EAE 3.1. Analiza la relacion de los elementos arquitectonicos aplicando la
proporcion aurea.

Leyenda

— Asignaturas: MAT: Matematicas; MAT-OEA: Matematicas orientadas a las ensefianzas
académicas; MAT-OEP: Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas; F&Q: Fisica y
Quimica; BIO: Biologia; DibTec: Dibujo Técnico; EduPla: Educacion Plastica, Visual y
Audiovisual; DibArt: Dibujo Artistico; VOL: Volumen; FA: Fundamentos de Arte.

— Descriptores: CO: Contenido; CE: Criterio de Evaluacion; EAE: Estandar de aprendizaje

evaluable.




