Mimetismo ostensivo de objetos matematicos. El caso de los nimeros
irracionales

Ostensive mimicry of mathematical objects. The case of irrational numbers

Luis Reina' y Miguel R. Wilhelmi?
'nstituto de Ensefianza Superior “Del Atuel”,?Universidad Plblica de Navarra

Resumen

Se estudian algunos conflictos semidticos asociadas al proceso de visualizacion de los
nameros irracionales con estudiantes de 14-15 afios de Educacion Secundaria y docentes de
Matematicas en formacién inicial, mediante el enfoque ontoldgico y semidtico del
conocimiento y la instruccion matematicos. Se observa un fenémeno de mimetismo
ostensivo asociado a la busqueda de periodicidad y aperiodicidad numérica, de algunos
nimeros reales expresados en notacién decimal. Este fendmeno obedece a cuestiones
normativas (contrato didactico), cognitivas y epistemolégicas de nociones matematicas
previas.

Palabras clave: Numero irracional, mimetismo ostensivo, percepcion visual, periodicidad
numerica, patron.

Abstract

We study some semiotic conflicts linked to the process of visualising irrational numbers
with 14-15 year-olds secondary education students and mathematics teachers in initial
formation, through the ontological and semiotic approach of mathematical knowledge and
instruction. It is observed a phenomenon of ostensive mimicry associated to the search for
periodicity and numerical aperiodicity, of some real numbers expressed in decimal notation.
This phenomenon is due to normative (didactic contract), cognitive and epistemological
questions of previous mathematical notions.

Keywords: irrational number, ostensive mimicry, visual perception, numerical periodicity,
pattern.

1. Visualizacion, ostension y naturaleza de los nimeros reales

A menudo, al introducir los nameros irracionales en la Ensefianza Secundaria, una de
las dificultades sefialadas por los profesores es la diferenciacion entre numeros
racionales e irracionales (Reina, 2016).La expresion decimal de ambos tipos de nimeros
constituye, para algunos profesores, uno de los modos privilegiados para que el alumno
logre la identificacion de cada clase.

Pero enfrentar a los alumnos a la “percepcion visual” del desarrollo decimal de un
namero real trae aparejado cuestiones que implican el analisis de cuestiones que van
mas all& de lo estrictamente matematico o didactico (Reina, 2016).

En este trabajo se muestran resultados de experimentaciones con estudiantes de
Educacién Secundaria (14-15 afios) y con docentes de Matematicas en formacion inicial
sobre la busqueda de periodicidad y aperiodicidad numérica de algunos numeros reales
expresados en notacion decimal, como un medio para determinar la naturaleza racional
o irracional de un nimero real. Se observara que la identificacion de la naturaleza de un
namero real a partir de su representacion decimal es problematica.

Reina, L. y Wilhelmi, M. R. (2017). Mimetismo ostensivo de objetos matematico. El caso de los nimeros
irracionales. En J. M. Contreras, P. Arteaga, G. R. Cafiadas, M. M. Gea, B. Giacomone y M. M. Lépez-
Martin (Eds.), Actas del Segundo Congreso International Virtual sobre el Enfoque Ontosemiético del
Conocimiento y la Instruccion Matematicos. Disponible en, enfoqueontosemiotico.ugr.es/civeos.html
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Para poder alcanzar este objetivo, en el apartado 2 se describe someramente el marco
tedrico y se introduce la nocidn de mimetismo ostensivo. En el apartado 3, las relaciones
entre periodicidad y aperiodicidad numérica, que permitiran describir la
experimentacion con estudiantes de profesorado y estudiantes de Educacion Secundaria,
sus resultados y su discusion (apartado 4). Por dltimo, se determinan algunas
conclusiones y recomendaciones para la ensefianza (apartado 5).

2. Objetos primarios, visualizacién y mimetismo ostensivo

El EOS propone una ontologia matematica que clasifica los objetos en: lenguaje,
definiciones, proposiciones, situaciones, procedimientos y argumentos (figura 1).

CONTENIDO PERSONAL

LENGUAJES
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T/po

Contexto
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Figura 1. Objetos, procesos y dualidades

En el contexto de procesos de estudio para la introduccion y desarrollo de la nocién de
namero real es necesario tener en cuenta los siguientes:

— Lenguaje. Expresion decimal de nimeros racionales e irracionales.
— Definiciones. Numero racional, irracional; nimero periodico y no periddico.

— Proposiciones. Proposiciones relativas a la periodicidad y no periodicidad de
nameros reales.

— Situaciones. ldentificacion y diferenciacion de un namero racional y de un
irracional por reconocimiento de cifras en la expansion decimal de un nimero.

— Procedimientos. Reconocimiento de la periodicidad y no periodicidad de nimeros
reales. ldentificacion de regularidades, patrones y repetitividad finita e infinita de
cifras decimales.

— Argumentos. Justificacion de la racionalidad e irracionalidad de numeros;
refutacion de la periodicidad, en la expresion decimal, de un ndmero irracional;
justificacién de la no periodicidad, en su expansion decimal, de un ndmero
irracional.
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Ademas, estos objetos deben ser comprendidos en su contexto de uso, que esta
condicionado por las dualidades asociadas a los objetos (Godino et al., 2012): a)
personal - institucional, b) ostensivo (perceptible) - no ostensivo (inmaterial o ideal), c)
unitario - sistémico, d) extensivo (ejemplar, particular) — intensivo (tipo, general, clase)
y expresion - contenido (figura 1). En particular, aqui es necesario analizar la relacién
entre la representacion de un nimero real mediante una expresion decimal (ostensivo) y
el analisis de su naturaleza (no ostensivo), dado que puede darse un fenémeno de
“mimetismo”.

[Gr. mimos, mimo]:La semejanza superficial en forma, color o comportamiento de ciertos
organismos (miméticos) con otros (modelos) o con objetos del ambiente, lo que da por resultado
la proteccion, el ocultamiento o alguna otra ventaja para el mimético” (Curtis , Barnes , Schnek y
Massarini , 2008,G-22).

Si bien esta Gltima cita se enmarca en el dominio de la Biologia, y no se pretende
realizar un reduccionismo ingenuo, se puede pensar que los objetos matematicos se
pueden mimetizar desde la “percepcion visual” de un estudiante. Esta metafora sirve
para ilustrar algunos de los hechos observados en el estudio. De hecho, el
reconocimiento de la periodicidad o de la aperiodicidad numérica por decimales, no es
tan sencilla de identificar, salvo para casos prototipicos, donde el periodo tiene pocas
cifras o la aperiodicidad se manifiesta por una ley de formacién previamente conocida.

Estas dificultades en torno al reconocimiento de regularidades y patrones en la busqueda
de periodicidad y aperiodicidad numérica pueden implicar conflictos epistemoldgicos,
vinculados al significado personal atribuido por los estudiantes a los objetos
matematicos involucrados. Asimismo, se pueden observar conflictos asociados a la
“visualizacion” en el reconocimiento de patrones y regularidades por parte del
estudiante, y cuestiones socioldgicas relativas a las expectativas mutuas entre docentes y
estudiantes en relacion con el conocimiento (dimension normativa). Siendo entonces
necesario un analisis de la adecuacion de los significados personales e institucionales y,
por lo tanto, de la importancia de la dualidad personal- institucional en los proceso de
ensefianza y aprendizaje para la adquisicion de la nocién de nimero.

La percepcion visual juega aqui un papel fundamental, los estudiantes perciben un
numero irracional donde deberian “ver” un numero racional. EI fendmeno de mimetismo
ostensivo se manifiesta cuando un estudiante atribuye a un nimero real una naturaleza
por su similitud con el ejemplar prototipico ostensivamente mostrado en la ensefianza.
Es pues un fendmeno que pone en juego dos dualidades, asociadas a dos conflictos:

- Ostensivo / no ostensivo. La representacion como expansion decimal de un
namero real es la medida de su naturaleza (racional o irracional).

- Ejemplar / Tipo. El ejemplo prototipico del significado institucional ensefiado es
la medida de las clases (racional e irracional).

3. Sobre la periodicidad y aperiodicidad de los nUmeros reales

La expansion decimal de un numero racional es periddica cuando “una vez aparecido un
cierto conjunto finito de cifras, dicho conjunto se repetird infinitas veces” (Courant y
Robbins, 1962, p.75).Asi, un nimero racional expresado en forma decimal es aquel que
presenta un periodo. Esto no implica que no puedan existir “bloques” finitos de cifras
aperiddicas, ni que el periodo tenga que darse a pocas cifras decimales de la parte entera
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del numero.Por ejemplo, para el racional e el periodo comienza a partir del segundo
decimal y cuenta con 498 cifras decimales (figura 2).

0,001002004008016032064128256513026052104208416833667334669338677354709418837

67535070140280561122244488977955911823647294589178356713426853707414829659318
63727454909819639278557114228456913827655310621242484969939879759519038076152
30460921843687374749498997995991983967935871743486973947895791583166332665330
66132264529058116232464929859719438877755511022044088176352705410821643286573
14629258517034068136272545090180360721442885771543086172344689378757515030060
12024048096192384769539078156312625250501002004008016032064128256513026052104
20841683366733466933867735470941883767535070140280561122244488977955911823647
29458917835671342685370741482965931863727454909819639278557114228456913827655
31062124248496993987975951903807615230460921843687374749498997995991983967935
87174348697394789579158316633266533066132264529058116232464929859719438877755
51102204408817635270541082164328657314629258517034068136272545090180360721442
88577154308617234468937875751503006012024048096192384769539078156312625250501
002...

. . , 1 - . -z , -
Figura 2. Desarrollo decimal del namero 595 CON indicacion del periodo (en rojo)

Asimismo un numero irracional, expresado en forma decimal, es aquel que no es
periddico, lo que no significa que no pueda presentar “bloques” finitos de cifras
periddicas u otras regularidades o patrones en sus cifras decimales. Por ejemplo, los
nameros irracionales cebra (Pickover, 2007a):

9 (112 — 44 - 50)
= —_— 50
£(50) \/121 10050 + =1

Presentan pseudo-regularidades y de pseudo-patrones en sus digitos (figura 3).Asi, si
bien la “aperiodicidad” de un numero irracional implica la no repeticion infinita de
cifras, no limita la existencia de patrones y regularidades. Pero esto no es privativo de
los nimeros cebra. Otros ejemplos son los denominados ndmeros esquizofrénicos
descubiertos por Kevin Brown (Pickover, 2007b). Mas aln, esta estructura puede
también observarse en numeros racionales (figura 4), lo que no permite asociar estas
representaciones a numeros irracionales.

Esto dltimo muestra que no es posible el reconocimiento de un namero racional o
irracional basado en la busqueda de regularidades, patrones y repetitividad en sus cifras
decimales. Con otras palabras, desde el punto de vista estrictamente matematico se
precisa conocer previamente su estructura de origen. Sin embargo, los procesos de
aprendizaje deben incluir el estudio de la “percepcion visual” de posibles regularidades
e irregularidades en el proceso de “visualizacion” de la nocién de numero irracional,
dado que esta practica es propia del contexto escolar (idoneidad ecoldgica) y permite la
resolucion de clases amplias de situaciones (idoneidad epistemoldgica).
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2,127272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727

27272727272727272727269563636363636363636363636363636363636363636363636363636
36363636363636363636363636363636363636363634528727272727272727272727272727272
12727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272725144232727272
12727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727
27272726964095563636363636363636363636363636363636363636363636363636363636363
63636363636363636363636363635862418468072727272727272727272727272727272727272
T2727272727272727272727272727272727272727272727271855153588991999999999999999
99999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999998410251
39936255999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999
99999999999999700332388779842559999999999999999999999999999999999999999999999
99999999999999999999999999999999999420642618307695615999999999999999999999999
99999999999999999999999999999999999999999999999999999998857507243302775754752

Nota: El nimero se ha dividido por 1 - 10%° para que la coma decimal aparezca luego del primer dos
y de esta manera le sea mas “familiar” al estudiante una expresion con una parte entera con un digito.

Figura3. Primeros mil decimales del nimero irracional f(50)

0,000000000000000000000000011111111111111111111111112222222222222222222222222
33333333333333333333333334444444444444444444444444555555555555555555555555566
6666666666666666666666677777777T7TI7TI777777777788888888888888888888888890000
00000000000000000000011111111111111111111111112222222222222222222222222333333
33333333333333333334444444444444444444444444555555555555555555555555566666666
666666666666666667 7777777777777 777777777788888888888888888888888890000000000
00000000000000011111111111111211111121112222222222222222222222222333333333333
33333333333334444444444444444444444444555555555555555555555555566666666666666
66666666666 777777777777 777777777777788888888888888888888888890000000000000000
00000000011111111111111111111111112222222222222222222222222333333333333333333
33333334444444444444444444444444555555555555555555555555566666666666666666666
66666 77777TITTTTITTI777777777788888888888888888888888890000000000000000000000
00011111111111111111111111112222222222222222222222222333333333333333333333333
344444444444444444444444. ..

Figura 4. Primeros mil decimales de 1/89999999999999999999999991

Por ello, en la etapa de Educacion Secundaria se utilizan ejemplos de nimeros
irracionales que permiten “percibir” visualmente la aperiodicidad numérica en las cifras
decimales de un irracional. Es mas, en algunos casos, el docente “muestra” niimeros
irracionales que se construyen con una “ley de formacion” en sus cifras decimales
(Reina, 2016). También los libros de texto plantean ejercicios donde es necesario el
reconocimiento de regularidades para la determinacion de la periodicidad vy
aperiodicidad numeérica. Por ello, la aparente “transparencia” en nociones como las de
“patron”, “regularidad” y “periodicidad” puede conllevar conflictos semioticos en la
construccion de la nocion de namero irracional.

4. Experimentacion, resultados y su discusion

Se plantea el estudio del reconocimiento de patrones y regularidades en la busqueda de
la periodicidad y de aperiodicidad numérica por futuros docentes de Matematicas
(FDM) (2° afio de formacion terciaria no universitaria) y por estudiantes de 3°de
Educacion Secundaria (15-16 afios). En el cuestionario propuesto se incluye la
expansion decimal de los nUmeros:
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) I 5o 4 (112-44-50) .
f(50)—\/121 1000 4+ ———— (figura 3).

- 1/998 (figura 2).

En ambos casos, no se muestra la fraccion ni la raiz cuadrada que dan origen a la
expansion decimal de los numeros. De esta forma, dado que no es posible a priori
reconocer si un numero es racional o irracional solo por sus cifras decimales, se
pretende poner de manifiesto que las respuestas estan condicionadas por cuestiones de
contrato didactico (Brousseau, 2007) o, de manera mas extensa, por la dimensién
normativa (Godino, Font, Wilhelmi y de Castro, 2009).

Para el primer nimero, f(50), los resultados indican que la mayoria de los FDM creen
reconocer la no periodicidad “infinita” en la cifras decimales de los niimeros, en sus
conclusiones apelan a la no posibilidad de expresion en fraccion de nimeros enteros y al
hecho de que reconocen que “es periddico por partes”. Dos alumnos responden
correctamente que no pueden determinarlo (tabla 1).

Tabla 1. Determinacion de la naturaleza de f(50) y 1/998.

3° Secundaria

0
2°FDM (14-15 afos)
, N° cebra N° cebra
Naturaleza de nimero (50) 1/998 (50) 1/998
Irracional 16 14 31 25
Racional 2 5 0 6
No se puede determinar 2 1 0 0

La inadecuacion en la respuesta de los FDM a la naturaleza del nimero cebra f(50) se
constata en la que estos mismos estudiantes dan al observar la expansion decimal del

, . 1 P . .
namero racional 595 CUYO ante-periodo consta de una sola cifra y cuyo periodo consta
de 498 cifras decimales. Aqui la mayoria de los estudiantes (14) razona de manera
similar que se trata de un namero de tipo irracional. Unicamente un FDM responde

correctamente que no se puede determinar la naturaleza.

Todos los estudiantes de 3° de Educacion Secundaria (15-16 afios) participantes en el
estudio (31) determinan que el namero cebra f(50)es irracional; ninguno indica la
imposibilidad de determinacion de la naturaleza del nimero a partir de un ndmero finito
de cifras decimales. La mayoria (25 de 31) de estos estudiantes no encuentra en el
namero 1/998 ninguna regularidad o patron y determina errbneamente, en consecuencia
con esta observacion, que el nimero es irracional. Ademas, ningin estudiante plantea la
imposibilidad de determinacion de la naturaleza a partir de un numero finito de cifras.

Arcavi (2003) clasifica las dificultades en la visualizacidn en tres categorias: culturales,
cognitivas y sociologicas. Si se analizan las dificultades en el estudio de las expansiones
decimales de numeros reales pueden implicar que, en algunos casos, estas provengan
de:

- Cuestiones ecoldgicas, relativas al desarrollo de los contenidos en un nivel
educativo de los objetos matematicos asociados.

- Cuestiones cognitivas, como la “percepcion visual” y el “proceso de
visualizaciéon” al momento del reconocimiento de patrones y regularidades por
parte del estudiante.
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- Cuestiones sociologicas, relativas a las expectativas mutuas entre profesores y
alumnos en relacién con el conocimiento (contrato didactico o dimension
normativa) (figura 5).

Implica cuestiones
relativas al contrato
didactico

CONTRATO DIDACTICO (T.S.D.)
o
DIMENSION NORMATIVA (E.O.S.)

RECONOCIMIENTO
DE REGULARIDADES Y
PATRONES EN BUSCA DE
LA PERIODICIDAD Y NO
PERIODICIDAD EN
NUMEROS REALES

Implica cuestiones relativas
a la cognicién

implica un conocimiento
de las nociones matematicas

Figura 5. Cuestiones relativas al reconocimiento de patrones y regularidades
numéricas en la busqueda de una periodicidad.

5. Conclusiones y comentarios finales

La nocién matematica de periodo de un nimero ocupa un lugar importante en las
producciones matematicas. Asi, el estudio de las nociones matematicas de “periodo” y
de “cuasiperiodo” en nudmeros reales sigue hoy vigente (Reina, 2016). La
experimentacion realizada permite afirmar que:

- ldentificar la periodicidad y aperiodicidad numérica, en el desarrollo decimal de
un namero, implica desarrollar habilidades de reconocimiento de patrones y
regularidades, asi como la busqueda de repetitividad de elementos en el periodo.

- El reconocimiento de la naturaleza racional o irracional de un nimero basado en
una expresion decimal finita no es posible, si se desconoce su estructura de
origen. Sin embargo, tanto estudiantes de Secundaria (14-15 afios) como docentes
de Matematicas en formacién inicial (2° curso nivel terciario no universitario)
otorgan esta caracteristica a expresiones por razones ecologicas (desarrollo de los
contenidos en un contexto) o didacticas (medios de introduccion en la ensefianza).

Aqui, la percepcion visual y la visualizacion del objeto matematico juegan un papel
crucial. Los estudios realizados sobre la “percepcion visual” (Leeuwenberg, 2003) y los
“patrones visuales” (Van Der Helm y Leeuwenberg, 1991) dan cuenta de lo complejo
gue se manifiesta el proceso de percepcién visual.

Lograr la “visualizacion” del objeto matemdtico nimero irracional no €S una tarea
sencilla dada la complejidad ontosemidtica de los objetos y procesos involucrados
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(Reina, Wilhelmi y Lasa, 2012; Reina, Wilhelmi, Carranza y Lasa, 2014; Reina,
Wilhelmi, Lasa y Carranza, 2013). Por ello, en el estudio de los numeros reales, es
preciso progresar en el analisis de las representaciones mejor adaptadas al proceso de
construccion de los significados personales de los estudiantes.

Se trata un proceso cognitivo necesariamente “lento”, que debe implicar un aumento en
los tiempos empleados en el estudio de dichos numeros y la incorporacion de
situaciones que articulen “lo periodico” (Buendia Abalos, 2010) y lo “aperiddico”, ya
que, al fin y al cabo, la periodicidad y la aperiodicidad numérica, la racionalidad y la
irracionalidad son dos caras de una misma moneda.
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