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Resumen

Este documento esboza la aplicacién de la Teoria de la Probabili-
dad y la Inferencia Estadistica en el problema de recuento de particulas
radiactivas. En concreto, presenta la estimacién de un modelo proba-
bilistico que describe la emisién/recepcién de particulas radiactivas a
partir de recuentos estadisticamente independientes recabados en dis-
tintos instantes. Las explicaciones proporcionadas a lo largo de este
documento son ilustradas en el fichero de Excel radioactivt.xls.

1. Modelo probabilistico

Consideremos el proceso de recuento de particulas radioactivas emitidas
por una cierta fuente a lo largo del tiempo (medido en minutos, por ejemplo)
y, posteriormente, recibidas por un cierto receptor. En este proceso, denota-
remos con Ny al nimero de particulas recibidas hasta el instante ¢ desde el
inicio (Ny = 0).

Desde un punto de vista matematico, se suele asumir que cada N; es una
variable aleatoria (v.a.) y, ademds, que la coleccién de vv.aa. {N;};>0, para
el caso que nos ocupa, cumple las condiciones de los denominados procesos
estocdsticos de Poisson de pardametro A, siendo dicho parametro desconocido
en la practica. En concreto, {/V;} cumple las siguientes propiedades:

s N,~ P (\t), Vt >0, donde Ny = 0;

» el nimero de particulas en el intervalo de tiempo (s,t], es decir, la
diferencia N; — N, cumple lo siguiente: Ny — Ny~ P (A(t — ), Vs < t;

= los incrementos de {N;} son vv.aa. independientes.



Asimismo, puesto que

el parametro A se interpreta como el niimero medio de particulas recibidas
por unidad de tiempo.

2. Inferencia sobre el modelo de recuento

En la préctica, como el parametro A del modelo de probabilidad presen-
tado anteriormente es desconocido, éste ha de ser estimado a partir de re-
cuentos obtenidos (datos) experimentalmente en el laboratorio. En concreto,
supongamos que se realizan K recuentos (cuentas) independientes (ponien-
do a cero el dispositivo contador en cada uno de ellas en el laboratorio) de
particulas radiactivas a distintos instantes 0 < ¢; < ... < tx, que supondre-
mos ordenados de forma creciente. Este esquema de recuento experimental
puede ser descrito matematicamente a través de las K—variables aleatorias
independientes dadas por {N; = Ny, :i=1,..., K}.

En este contexto, una forma de estimar el parametro A vendria dada a
través de las vv.aa. independientes (cpm en el fichero radiactivt.xls)

A= — Vi=1,..., K, (1)
es decir, las tasas de particulas radiactivas por unidad de tiempo. En efecto,

teniendo en cuenta que N; ~ P (A\t;), para cada i, pueden comprobarse las
siguientes igualdades:

~ E[V;
ef) = BN )
~ Var|N; A
Var[\;] = t£ ]:t_ y
N = ? Vi=1,... K. (3)

Noétese que la Ecuacién (2) nos confirma la idea de que i podria conside-
rarse como un posible estimador del parametro A, siendo su error medido,
tedricamente, a través de la Ecuacién (3).

Una medida del decaimiento radiactivo es el error estdndar de cada esti-
mador \;, que para simplificar denotaremos con S;, es decir,

S; = se(N) = o(N). (4)



Desde un punto de vista estadistico, cada S5; se interpreta como una medida
del error de estimacién de \;, como estimador que es de A. Ademaés, utilizando
las Ecuaciones (1)—(4), podemos deducir una expresién para calcular S;, a
saber

S; = = . Vi=1,..., K.

t;

N VN
t;

En la practica, podemos ir calculando los estimadores {Xz i=1,2,...}
junto con sus correspondientes errores {S; : i = 1,2,...} (ver hoja Recuentos,
columnas cpm y error). De esta forma, disponemos de varias estimaciones al-
ternativas para A (una para cada recuento observado), junto con sus medidas
de error asociado.

Si consideramos la aproximacién de la distribuciéon de Poisson a través de
la Normal, podemos establecer que

)

De esta forma, se obtiene, para cada i, que
P[:\\z — 2q/29; <A< X + Zas2Si) 1 —a,

siendo o € (0,1) y PNV (0,1) > z4/2] = /2. Asi, podemos calcular intervalos
de confianza (ICs) del pardmetro \ para cada uno de los recuentos registrados
en el laboratorio. Al representar graficamente los extremos de dichos inter-
valos, para un cierto nivel de confianza 100(1 — «), podemos comprobar la
enorme variabilidad entre ellos (ver grafica en hoja G.IC.Mi) y, por tanto, la
considerable imprecisién de estas estimaciones de .

Para resolver el problema anterior, observemos el comportamiento que
presenta el error estdndar S; a lo largo del tiempo (ver gréfica en hoja G.Si).
En base a este comportamiento, seleccionamos los recuentos con menor error
(en nuestro caso, consideramos S; < 10 en la hoja Recuentos), que como
podemos comprobar corresponderan a los asociados a partir de un cierto
indice 4, (los cinco tltimos valores en nuestro caso). De esta forma, podriamos
definir una nueva v.a. dada por

N:ZNZ«»P<)\ZQ> : (5)

1=1o =10

sin mas que aplicar la propiedad de reproductividad de la Poisson. Esta nueva
v.a. nos conduce a un nuevo estimador de A\ dado por

N _ Zz};o Ni
Zfiio ti Zfizo ti ,




que cumple:

El lector podra comprobar que esta nueva estimacion de A presenta un error
mé&s pequeno que las proporcionadas anteriormente (ver hoja Recuentos). De
hecho, compare los ICs obtenidos para este nuevo estimador considerando la
aproximacién Normal de la Poisson (ver grafica en hoja G.IC.Mi).

3. Validacion del modelo estimado

El modelo de recuento estimado, dado con la estimacién del parametro
A, ofrece una descripcion del comportamiento probabilistico del proceso de
recuento. En ese sentido, vamos a estudiar el grado de adecuacion de dicho
modelo a los datos obtenidos en el laboratorio.

En primer lugar, podemos considerar el modelo estimado del nimero de
particulas radiactivas que viene dado por

NZ-M77<5\ti)zN<5\ti, j\ti), Vi=1,.. K.

De esta forma, podemos comparar los datos registrados para cada N; con las
bandas de confianza (extremos) obtenidas a partir de la distribucién estimada
de N; (percentiles 97.5% y 2.5 %, que dejan una masa de probabilidad de un
95 % entre ellos).

En segundo lugar, consideramos el modelo estimado de las tasas de particu-
las por unidad de tiempo.

~

A
ti |’

~

A~ %P(Xti>~j\/' A, Vi=1,.. K.

De esta forma, podemos también comparar los datos registrados para cada
A; con las bandas de confianza (extremos) obtenidas a partir de la distri-
bucién estimada de \; (percentiles 97.5% y 2.5%, que dejan una masa de
probabilidad de un 95 % entre ellos).



