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Generalidades.

En lo que sigue nos seran 1tiles ciertas relaciones entre objetos geométricos asociados a

métricas conformes sobre una misma superficie diferenciable, como el gradiente, laplaciano,
elemento de area o la curvatura de Gauss. Si las métricas se escriben g, g, entonces usaremos
una notacién andloga para los objetos geométricos asociados, como Vf,Vf, K, K, etc. La
métrica euclidea usual sobre un plano se denotard por gy = |dz|?, y el mismo convenio de
notacién valdra para los objetos geométricos asociados a la misma.

Lema 1.1 Sean g,g dos métricas Riemannianas conformes sobre una superficie diferen-
ciable M, con g = e*“g. Entonces:

1. K—e?K = Au,

2. dA = e?dA,

3. Vf=e2Vf, donde f € C*(M),

4. Af =e 2uAf.

Demostracion.

1. Ejercicio de Geometria Diferencial de 4°.

2. Dada {Ei, E2} base local g-ortonormal de T'M, se tiene que {e “FEj,e “Fs} es
base g-ortonormal. Por definiciéon de 2-forma de volumen asociada a una métrica
Riemanniana,

dA(Ey, Ey) = e*“dA(e “E1,e " Ey) = e** = e®“dA(E1, E,).
3. Sean fc C?(M)y X € X(M). g(X,Vf)=X(f) =g9(X,Vf) =e2g(X,Vf).



4. Sean f € C?*(M), p € C°(M). Integrando por partes y usando los apartados 2 y 3,

/M OAfdA = — /M g(Vo,Vf)dA = — /M Vo, Vf)dA = /M OAfdA = /M we® Af dA.

Usando ahora la densidad de C§°(M) en L?(M, g) se tiene que Af = e?*Af.

|

Lema 1.2 Sea Q un abierto de C, y f : Q@ — C wuna funcion holomorfa con 0 ¢ f(Q).
Entonces, la métrica ds*> = |f|?|dz|? es llana.

Demostracion. Como f es holomorfa y no se anula en ningin punto de 2, tendremos
que f admite localmente un logaritmo holomorfo, cuya parte real serd In | f|, que por tanto
serd una funcién arménica definida en todo 2. Usando el apartado 1 del Lema 1.1, tenemos
K =Aln|f|=0en Q. O

Proposicién 1.1 (Curvatura de Gauss de un grafo minimal)
Sea M = {(z,y,h(x,y)) | (z,y) € Q} el grafo de una funcion h € C°(Q) definida en un
abierto Q C R2. Si M es minimal, entonces su curvatura de Gauss de M es

1
K=Aln <1+W), donde W = /1 + ||[Voh|3.

Demostracion. Es claro que W € C*(Q) y que W > 1, luego la férmula tiene sentido.
Sea g = ds? la métrica inducida sobre el grafo M por el producto escalar usual de R3.
Consideremos la métrica conforme a ds? dada por ds? = (1 + %)2 g. Por el Lema 1.1,
basta probar que ds? es llana.

Sea p € M,y (g, fdz) la representacién de Weierstrass local de M definida en un
entorno simplemente conexo U de p. Asf, ds? = \?|dz|? donde A = $(1+|g|?)| f|. Tomando
como normal a N = (Voh, —) (en particular, N estd valuada en el hemisferio inferior
de S%(1)), se tiene
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2
luego en U tenemos ds? = If\c—‘Qals2 = | f|?|dz|?. Por el Lema 1.2 (nétese que f no toma el
valor cero porque g no tiene polos, y esto ultimo se cumple porque N estd valuada en el
hemisferio inferior de S?(1)), ds? es llana y el Lema est4 probado. O



2. El Teorema de Bernstein.

Usaremos el siguiente resultado clasico, que puede encontrarse en [6].

Teorema 2.1 (Liouville)
Sea u € C?(R?), subarmdnica. Siu es acotada superiormente, entonces u es constante.

Teorema 2.2 (Bernstein [1])

Las tnicas soluciones definidas en todo R? de la ecuacion de las superficies minimales son
las funciones afines. Equivalentemente, si M es el grafo de una funcion h: R?> - R y M
es minitmal, entonces M es un plano.

Demostracion. (S. S. Chern [2])

Sea M = {(z,y,h(z,y)) | (z,y) € R?}. Por la Proposicién 1.1, tenemos K = In(1 + )
donde W = /1 + [[Voh|3. Como M es minimal, K es no positiva luego In (1 + ;) es una
funcién superarmoénica definida en R?, y acotada inferiormente por cero. Por el Teorema,
de Liouville, In (1 + %) es constante, luego su laplaciano es cero. Asi, la curvatura de
Gauss de la métrica inducida en M es idénticamente nula, luego M es un plano. O

3. Planteamiento del problema.

La aplicacién de Gauss de un grafo cae en un hemisferio de S?(1), luego el Teorema de
Bernstein nos da informacién sobre la imagen de la aplicacion de Gauss de una superficie
minimal. Esto da pie a estudiar qué tipo de subconjuntos de S?(1) pueden ser la imagen
por la aplicacién de Gauss de una superficie minimal. Enseguida uno se da cuenta de que
hay que imponer condiciones de globalidad (la cuestién local no tiene sentido). La idea
de globalidad en el Teorema de Bernstein viene dada al imponer que el grafo minimal lo
sea sobre todo el plano. La condicién geométrica natural de globalidad en Geometria es
la completitud, asi que se nos plantea el siguiente problema:

;Qué tipo de subconjuntos de S?(1) pueden ser la imagen por la aplicacién de
Gauss de una superficie minimal completa de R3?

Como la aplicaciéon de Gauss de una superficie minimal M es holomorfa (viendo M como
superficie de Riemann), la pregunta anterior va en la linea de Teoremas tan conocidos
como el los Teoremas de Liouville, Casorati, Picard... para el ambito de las superficies
minimales.

Antes de ver algunos resultados sobre este tema, examinemos qué ocurre con algunos
ejemplos clasicos:

1. EL PLANO. En este caso, N(M) es un s6lo punto de S?(1).



2. LA CATENOIDE. X (u,v) = (coshvcosu,coshvsinu,v), u €]0,27], v € R. Repre-
sentacién de Weierstrass: g(z) = z, w = i—ﬁ, z € C*. N(M) es toda la esfera menos
dos puntos antipodas.

3 3
3. LA SUPERFICIE DE ENNEPER. X (u,v) = (u — % +w? v — % + v, v —o? ) u,v

R. Representacién de Weierstrass: g(z) = z, w = dz,z € C. N(M) es toda la esfera
menos un sélo punto.

Z

4. LA SUPERFICIE DE SCHERK. X (u,v) = (arg ('z“) arg( ) =t
{£1,+i}, o en forma de grafo: z = f(z,y) = In =2 |z, |y| < §. N(M

cosx’
esfera menos dos parejas ortogonales de puntos antipodas.

D, zeC—
) es toda la

5. Los EJEMPLOS DE V0SS [14]. Dados {p1,....,pr} (k < 4) puntos de S*(1), ewiste
una superficie minimal completa M C R3 con N(M) =S* — {p1,...,pr}.

Demostracién. Salvo un giro en R3, podemos asumir que pr = (0,0,1). Si k = 1,
entonces la superficie de Enneper resuelve el problema. Supongamos k£ > 2, y sean
wi,...,wp_1 € C las proyecciones estereograficas de pi,...pr_1. Consideremos la
representaciéon de Weierstrass

WD) =2 f(Ddz=

[Tizi (z —wi)

La métrica ds? = A?|dz|? con A = 1| f|(1+]g|?) es completa, ya que si z = z(t) es una
curva divergente en C—{w1, ..., wy_1} entonces su longitud respecto a ds? es infinita
(ejercicio). Nétese que no hemos resuelto el problema de periodos, pero la superficie
estard bien definida en cierto recubridor de C—{wq, ..., wg_1}, conservando la misma
imagen por la aplicacion de Gauss. O

, z2€C—A{wy,...,wp_1}.

A partir de los ejemplos anteriores, podemos reformular nuestra cuestién como

;Existe alguna superficie minimal completa y no llana en R? cuya aplicacién
de Gauss omita 5 o mas puntos de S?(1)?

4. Tres teoremas de Osserman.

Salvo el ejemplo del plano, los demés ejemplos dan idea de que S?(1) — N(M) debe
ser muy pequeno. En mateméticas existen distintos conceptos de pequenez. Entre ellos,
estd el de tener interior vacio (topoldgico). En esto se basa la conjetura de Nirenberg,
resuelta por Osserman en 1959. Antes enunciaremos un resultado clasico de superficies de
Riemann, que clasifica los modelos simplemente conexos de esta teoria. Puede encontrarse
una demostracién en [4].



Teorema 4.1 (Uniformizacién, Koebe)
Sea M una superficie de Riemann simplemente conexa. Entonces, M es conformemente
equivalente a C, D =ID(0,1) o a la esfera de Riemann S?.

Teorema 4.2 (Osserman [9, 11]) ! La imagen por la aplicacion de Gauss de una su-
perficie minimal completa y no llana de R? es densa en S?(1).

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que M es una superficie minimal
completa y no llana, cuya aplicacién de Gauss omite un abierto no vacio de S?. Pasando
el recubridor universal, podemos suponer que M es simplemente conexa. Por el Teorema
de uniformizacién, M es conformemente C 6 D, ya que no existen superficies minimales
compactas en R3. Como la composicién de una inmersién minimal con un biholomorfismo
sigue siendo una inmersién minimal, podemos suponer que M = C 6 M = D.

Supongamos primero que M = C. En este caso, la aplicacién de Gauss es g : C — C
holomorfa. Salvo un giro en R3, podemos suponer que g omite un entorno de oo, luego
g es una funcién entera y acotada. Por el Teorema de Liouville, g es constante luego M
estd contenida en un plano, contradiccién.

Supongamos ahora que M = D. Como N (M) omite un disco en S?, salvo un giro
en R? podemos suponer que N(M) omite un entorno del polo norte, i.e. J=¢ > 0 tal
que N3 < 1 —¢ en M. Sean ds? la métrica de M y ds? = (1 — N3)2 ds®. Nétese que
1— N3 > ¢ > 0, luego ds? es una métrica Riemanniana sobre M (esta es la misma métrica
que aparecia en la demostracion del Teorema de Bernstein). ds? sigue siendo llana, por
la misma razén que en la demostracién anterior. Como ds? > £2ds? y ds® es completa,
ds? también es completa. Por el Teorema de Cartan de clasificacién de las variedades
Riemannianas completas, simplemente conexas y de curvatura seccional constante, existe
una isometria ¢ : (R?, |dz|?) — (M,ds?). Componiendo con 1y : (M,ds?) — (M,ds?)
obtenemos que ¢ : (R?,|dz|?) — (M, ds?) es una aplicacién conforme y biyectiva, luego
es un biholomorfismo é un antibiholomorfismo. En el primer caso, M sera conformemente
equivalente a C, contradicciéon. En el segundo caso sélo tenemos que componer con la
conjugacién compleja para obtener la misma contradiccién. O

En el segundo Teorema de Osserman que presentamos se da una estimacién de la
curvatura para una superficie minimal cuya imagen por la aplicacion de Gauss omita un
abierto no trivial de S?(1), sin imponer completitud. Una pequena mejora en este segundo
Teorema nos permitird redemostrar el Teorema 4.2. Antes enunciaremos un resultado
auxiliar, clasico en la teoria de una variable compleja.

Lema 4.1 (Schwarz) Sea G : D = D(0,1) — C una funcion holomorfa con G(0) =0 y
|G(&)] <1, V&€ € D. Entonces,

'En [9], Osserman asumia que la superficie minimal es simplemente conexa; esta hipétesis fue eliminada
por el mismo autor en [11].



1 ]G < ¢, Ve eD, y
2. |G'(0)| <1.
Ademds, si se da la igualdad en 1 6 2, entonces G es un giro de D alrededor del origen.

Teorema 4.3 (Osserman [10]) Sea M C R? una superficie minimal simplemente coneza
yp € M. Supongamos que 33 €]0, n[ tal que <(N,, Ny) < 3, Yqg € M. Entonces,

1 2 Ié; 3 2
K(p)‘sd(p’aw[Btan2<3+tan22>:| 7

donde d(p,0M) denota la distancia intrinseca de p a OM. Ademds, la igualdad se da si y
solo si M estd contenida en una superficie de Enneper.

Demostracion. La idea es como sigue: segiin la expresién de la curvatura de Gauss usando
la representacién de Weierstrass, una estimacién por arriba de |¢'(p)| puede llevar a una
cota superior de |K (p)| (aqui g es la aplicacién de Gauss y ' denota derivada en el pardmetro
local conforme). Para estimar |¢'(p)| superiormente, usaremos el Lema de Schwarz.

Primero notemos tras un giro conveniente, podemos asumir que N, = (0,0, —1). Como
M es simplemente conexa, su estructura conforme es la de C 6 D (Teorema 4.1). Si M
fuera conformemente equivalente a C su aplicacién de Gauss g podria verse como aplicacién
entera. Como <(N,, N) < < m, deducimos que g(C) es acotada, luego g es constante
por el Teorema de Liouville. En estas condiciones, la desigualdad del enunciado es trivial.
Por tanto, en lo que sigue supondremos que M es conformemente 1.

Tomemos una coordenada conforme z centrada en p (es decir, z(p) = 0) definida
sobre todo M (que existe por ser ésta simplemente conexa). Sea (g(z),w = f(z)dz) la
representacién de Weierstrass de M en esta coordenada conforme. El giro que hicimos al
principio obliga a que g(0) = 0.

Empezamos estimando g(M) a partir de la hip6tesis
<(Np, N) < (3. Teniendo en cuenta que g es la proyeccion

7 estereografica de N desde el polo norte y que g(0) = 0,
. R deducimos de la figura que b = cos § = sen f3,
b b _ senf3

P - S o= send = — cos 3, tanaﬁ: 0= T2 = Tiecsd:
— _ sen
c=atana = COSBHcosﬂ? luego

B senf3  __ senfl __ B
b+c—senﬁ—cosﬂ1+cosﬁ—1+Cosﬁ—tan§.

En resumen, |¢g(z)| < tan g, Vze M.
Por otro lado, la condicién 8 < 7 implica que g no
tiene polos en V, luego f no tiene ceros en V' y la métrica

ds? = |f]}|dz|>, z€ M,



(de nuevo la misma métrica de los Teoremas de Bernstein y el anterior de Osserman)
estd bien definida. Como f es holomorfa y sin ceros, ds? es llana en M. Aplicando el
Teorema local de Cartan, tenemos que siempre que p > 0 sea un radio geodésico en p

72 . —_ 72 .« e —_—
respecto a ds”, la exponencial exp, para ds® cumple que la composicién I o €xp, es una
isometria en el diagrama

1
D(0,p) C (T,M,ds}) D(0, p) C (ToR?, |dz[?)
exp, (difeom.) Identidad
Dz (ps p) D(0, p)

donde I es cualquier isometria vectorial y D2 (p, p) es el disco geodésico centrado en p,
de radio p respecto a ds®. Sea r > 0 el mayor radio geodésico para ds2 en p (si r = +o0
entonces (M, ds?) es completa, simplemente conexa y llana luego es isométrica a (R?, |dz|?);
pero al ser ds° y ds® métricas conformes, concluimos que M es conformemente equivalente
a C, contradiccién).

Como 7 es radio geodésico para ds? en p, del esquema anterior deducimos que exp,, es
una isometria de (ID(0,7),ds2) en (D g (p,r),ds?). Como ds?,ds* son conformes,

eXp,, (]D(O,r),d?f,) — (Dysz(p, 1), ds?)

es una aplicaciéon conforme y biyectiva. Salvo posiblemente un cambio en la orientacién
en el dominio, podemos ver &xp, como biholomorfismo. Asf, z = exp,(w) define una
coordenada local holomorfa sobre D(0,r) para Dg2(p,r) C M, y la representacion de
Weierstrass de M respecto a w es

j(w) = g(&p,w),  fdw= fdz,

donde f(w) = f(&Dp,w)? (w). Asi, \flldw| = |f||dz| = ds = |dw|, siendo cierta esta
tiltima igualdad porque exp,, es una isometria de la métrica llana |dw| = CE% en ds2. De lo
anterior concluimos que |ﬂ =1 en D(0,r). Por ser fvholomorfa, existe 6 € [0, 27| tal que
f es constantemente e en (0, 7).

A continuacion estimaremos la distancia intrinseca de p a M. Para ello, afirmamos
que existe wg € ID(0,7) tal que a(t) := exp,(two), t € [0, 1], es una curva divergente en
M. Por reduccién al absurdo, supongamos que Yw € dD(0,7) la curva exp,([0, 1[w) no
es divergente a M. Esto implica que tal curva tiene un punto limite g, en el interior de
M, y considerando geodésicas radiales en ¢, respecto a ds? podremos concluir que todas
las geodésicas radiales en p respecto a ds? suficientemente cercanas a exp, ([0, 1[w) pueden
definirse en [0, 1+ ¢) para cierto € > 0. Esto nos dice que exp,, estd definida en un entorno

7



abierto de w en T, M, y esto es cierto Vw € 9D(0, r). Como D(0, ) es compacto, deducimos
que exp,, estd definida en D(0, r+¢) para cierto ¢ > 0 pequeno. Por definicién de r, exp, no
puede ser un difeomorfismo sobre D(0, r+¢) luego o bien falla su inyectividad en D(0, 7 +¢)
o su diferencial en algiin punto tiene nicleo. Como ds? tiene curvatura cero, esté tltimo
caso es imposible, luego existen dos puntos distintos en D(0,7 + ¢) donde exp, toma el
mismo valor. Como ¢ puede tomarse arbitrariamente pequeno, concluimos que existen
w1y, we € ID(0,7) distintos tales que ¢ := €xp,w; = exp,ws. Esto nos dice que podemos ir
de p a ¢ por dos geodésicas (respecto a ds®) distintas y minimizantes v;(t) = exp,(tw;),
t € [0,1], ¢ = 1,2. Notemos que 7;(1) = —~+4(1) (en caso contrario, construirfamos dos
curvas transversales en ¢ como imagen por exp,, de sendos entornos de wy, wy en oD(0, ),
y el que ambas curvas sean transversales permite elegir un punto ¢’ cercano a ¢ para el que
existen w},wy € D(0,7) cercanos a wi, ws siendo exp,w; = ¢, i = 1,2, lo que contradice
que 7 sea radio geodésico en p respecto a ds?). Por tanto, y; * Yo ! es diferenciable en el
punto g luego es una geodésica que empieza y termina en p (donde posiblemente sea no
C>). Como M es simplemente conexa, i * vy L es borde de un disco D ¢ M. Aplicando
la férmula de Gauss-Bonnet a (D, ds?), tenemos

/KdA+/ Rgds + 6 = 2mx(D) = 2,
D Txy

donde %, es la curvatura geodésica de y1 * v ! respecto a ds? y 6 ¢ [0, 27[ es el angulo
externo de yp * vy Len el punto p. Como K = Rg = 0, la dltima ecuacién implica 6 = 2,
contradiccién. Esto prueba que existe wo € 9D(0,7) tal que exp,wo € M.

(0, 7) < (T, M, ds.) tan(3)

w-plano
D—z(p,7) 7

Consideremos el segmento a(t) = twp, t € [0, 1], que estd contenido en D(0,r). Como
I' = &xp, o @ es una curva divergente en M partiendo de p, podemos estimar d(p, M)
mediante

1, 0M) < Lomgga0) = [[jas =5 [ 17l (14 )P Il

1 ~
_ 2/ (1+ [5(w)?) |duw]-
[0,1[71}0



Sabemos que |g| < tang en D(0,7). En vez de usar esta estimacion, la mejoramos usando
el Lema de Schwarz: consideremos la funcién holomorfa G : D = D(0,1) — D dada por

G(¢) = t%'gv(rﬁ). Como G(0) = 0, el Lema de Schwarz asegura que |G(§)| < |{| V¢ € D,
luego |g(w)| < ‘tan’g Vw € D(0,r). Asi,

2 1
1/ (1+|g(w)[?) |dw| < 1/ <1+ Jwl® tan? ﬁ) |dw| = T/ <1+t2tan2 5) di
2 [0,1[wo 2 [0,1[wo 0 2
:r<1+1tan26>. (1)

Por otro lado, la expresion de la curvatura de Gauss de M en términos de la representacién

de Weierstrass es )
!fl( + Igl )

luego evaluando en w = 0 y teniendo en cuenta que §(0) = 0, |f| = 1 obtenemos

16 B 16 B

K (p)| = 16[7'(0)]” = ptan2 SIGOF < ptanQ 5 (2)

donde de nuevo hemos usado el Lema de Schwarz. Finalmente, (1) y (2) implican

1
|K (p)|d(p, 0M)? < 4tan* = § (1 + 3 tan? g) ,
que es la desigualdad del enunciado. Supongamos ahora que la igualdad se da en el Teore-
ma. Entonces se convierten en igualdades las aplicaciones anteriores del Lema de Schwarz,

luego G ha de ser un giro, G(§) = e'*¢ para cierto « € [0, 2|, de donde g(w) = 1 tan ﬁemw

Como ya conociamos f = ¢'? tenemos la representacién de Weierstrass de una superficie
de Enneper (salvo un giro y una homotecia). Nétese que en realidad hemos probado que
un entorno de p en M estd contenido en cierta superficie de Enneper. Por analiticidad,
concluimos que M estd contenida en una superficie de Enneper. O

Queremos ahora redemostrar el Teorema 4.2 usando el Teorema 4.3. Sea M C R? una
superficie minimal completa, con aplicacién de Gauss N. Si N(M) no es denso en S2,
N(M) omitira un abierto no vacio de la esfera. Salvo un giro de M en R? y tras pasar al
recubridor universal, podemos suponer que N (M) omite un disco D(co,¢) C S? centrado
en el polo norte y que M es simplemente conexa.

Supongamos primero que existe p € M tal que N(p) = (0,0,—1). Como D(c0,¢) es
abierto, podemos encontrar 3 €]0, 7] tal que <(Np,, N) < 3, en M. Como M es simplemente
conexa, el Teorema 4.3 implica que

K(p)| _W {2‘5& §<3+tanzﬁ>}



Pero el miembro de la derecha de la tltima expresién es 0 (5 > 0y d(p, 0M) = 400 por ser
M completa). Asi, la curvatura de Gauss se anula en p. Este razonamiento lo hemos hecho
en p suponiendo que N(p) = (0,0, —1), pero lo tnico necesario es que exista § €]0, 7| tal
que <{(Np, N) < 3 para poder aplicar el Teorema 4.3.

Sea A : S? — §? la aplicacién antipoda. Supongamos que M no es un plano (y ra-
zonemos por reduccién al absurdo). Por el Teorema de la aplicacién abierta aplicado
a la aplicacién de Gauss de M, N(M) es un abierto de S?2. Supongamos que N (M) N
A(D(oc0,¢€)) # . Para cada p € N(M) N A(D(o00,¢)), existe un dngulo § €]0, x| tal
que <((Np, N) < (3, luego del razonamiento anterior deducimos que K = 0 en N(M) N
A(D(o0,¢€)). Por el principio de identidad, K = 0 en M luego M es un plano, contradiccion.
Esto prueba el Teorema 4.2 bajo la hipétesis adicional de que el abierto N (M)NA(D(o0,¢))
sea no vacio.

Para el caso general, necesitamos mejorar el Teorema 4.3 eliminando la hipétesis de
que el punto donde se da la estimacién esté en en antipoda del conjunto omitido por la
aplicacién de Gauss. El razonamiento serd idéntico a la demostracién del Teorema 4.3, por
lo que sélo mencionaremos los cambios a realizar.

Teorema 4.4 Sea M C R3 una superficie minimal simplemente conera, cuya aplicacion
de Gauss omite un disco de radio (esférico) 0 €]0,m| centrado en (0,0,1). Entonces, para
todo p € M se tiene

2
(p, 619M)2 g (1R++Ig|(gz§§)\)2|)2 (3+ R*+5R|g(p)| + 7lg(p)") | (3)

donde d(p,0M) es la distancia intrinseca de p a OM, g es la aplicacion de Gauss de M
proyectada estereogrdaficamente desde (0,0,1) y R = cot g.

(K ()l = 7

Nota 4.1

i) Si suponemos g(p) = 0 y llamamos § = 7 — 6 €]0, 7], tendremos las hipStesis del Teore-

ma 4.3. En este caso, la desigualdad (3) se escribe |K(p)| < d(pTlM)"’ [%(3 + RQ)]2

donde R = cotg = tan g, luego se obtiene la estimacién del Teorema 4.3. Es decir,
el Teorema 4.4 mejora el Teorema 4.3.

i1) El Teorema 4.4 permite redemostrar el Teorema 4.2 en toda su generalidad. En efecto,
habiamos razonado que podemos suponer que M es simplemente conexa y que N (M)
omite un disco en S? centrado en el polo norte. Fijado p € M, la desigualdad (3)
junto con la completitud de M implican que K(p) = 0, luego M debe ser un plano.

Demostracion. La tnica modificacion sustancial respecto a la prueba del Teorema 4.3 es
al definir la funcién G a la que aplicaremos el Lema de Schwarz, ya que no podemos
presuponer que g(p) = 0.
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Razonando como en el Teorema 4.3, podemos suponer que M es conformemente D.
Sea (g(z), f(z) dz) la representaciéon de Weierstrass de M definida en D. Fijemos p € M
(no necesariamente g(p) = 0). Como N omite un disco de radio 6 centrado en (0,0,1),
llamando § = m — 6 y razonando como en la prueba del Teorema 4.3 se llega a:

= g(D) C D(0, R), donde R = tan § = cot §.
= f no tiene ceros en D, luego d5? = |f|?|dz|? es una métrica llana sobre M.

» Sea r > 0 el mayor radio geodésico para ds> centrado en p. Entonces, expy, : D(0,7) C
(T,M,ds?) — (Dgg2(p,r),ds*) es un biholomorfismo y z = exp,w es un cambio de
coordenada local holomorfa, donde w € ID(0, r) esté centrada en p, es decir, p = w(0).

Sea (g(w), f(w)dw), w € D(0,7), la representacién de Weirestrass de M en w. En-
tonces, |f| =1 en D(0,r).

Existe wy € 9D(0,7) tal que I' = exp,ow es una curva divergente en M, y d(p,0M) <
Longge: (1) = 4 [ 1w (14 [G0)[2) |dul.

Como ¢g(D) C D(0,R), tenemos |g(w) — g(p)] < R+ |g(p)] Yw € D(0,r). Definimos

G : D — D mediante ]

G(§) = m [9(r&) — g(p)] -

Como G es holomorfa y G(0) = 0, el Lema de Schwarz implica |G(§)| < |¢] V€ € D, que
ahora se traduce en [g(w) — g(p)| < (R + |g(p)) @, Vw € D(0,r). Usando la desigualdad
[l v e D(0,7). Insertando esta

r

triangular tendremos [g(w)| < |g(p)| + (R + |9(p)])
estimacién en la tltima integral e integrando queda

r

d(p,0M) < 1/ (1+1g(w)P) ldw| < = (3+ R* +5Rl|g(p)| + Tlg(@)1?) . (4)

[0,1 [’w()

(@)

Por otro lado,

2
(47 (Aol Y
'M@_(mwu+mww>_<“+Wm”>'

De nuevo por la desigualdad de Schwarz tenemos |G’(0)| < 1, que se traduce en |§’(0)| <

w. Sustituyendo en la iltima expresién obtenemos

16(R + |g(p)|)?
K(p)| < . )
OIS i g ®)
Finalmente, (4) y (5) implican la desigualdad del Teorema 4.4. O
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El tercer Teorema de Osserman que presentamos mejora la solucién de la conjetura
de Nirenberg, en el sentido que prueba que la imagen por la aplicaciéon de Gauss de una
superficie minimal completa y no llana ha de ser ain mas grande que lo que expresa la
densidad en S?(1). Este concepto topolégico se cambiars por otro de naturaleza conforme,
la parabolicidad. Para entender este iltimo, necesitamos estudiar algunos preliminares de
la teoria clasica de superficies de Riemann.

Definiciéon 4.1 Sea M una superficie de Riemann y v : M — R continua. u se dice
armonica en M cuando la expresién local de u en cualquier coordenada local holomorfa
de M sea una funcién arménica en el sentido usual para abiertos de C.

= En la definiciéon anterior puede cambiarse “cualquier coordenada local holomorfa”
por “para cada punto existe una coordenada local holomorfa”.

» Si u es armonica, entonces u es analitica. Sin embargo, los conceptos de subarmoni-
cidad y superarmonicidad que siguen no conllevaran esta regularidad.

Definicion 4.2 Sea M una superficie de Riemann, y u : M — R una funcién continua. u
se dice subarmdnica en M si cumple

VD C M dominio, Vh : D — R armoénica tal que u < hen D, setieneu=h éu < hen D.
u € C%(M) se dice superarménica cuando —u es subarménica.

= Los conceptos de armonicidad, subarmonicidad y superarmonicidad son invariantes
por biholomorfismos conformes.

» El minimo (resp. méximo) de dos funciones subarménicas es una funcién subarmdnica
(resp. superarménica). En particular, uno puede construir rapidamente funciones
subarmonicas (resp. superarmoénicas) no regulares. No obstante, es facil probar que
siu € C?(M), entonces u es subarménica si y sélo si Au > 0, donde A es el operador
laplaciano asociado a cualquier métrica en la estructura conforme de la superficie de
Riemann.

s Toda funcién subarmonica u : M — R cumple el principio del maximo en cualquier
dominio relativamente compacto D C M, i.e. si h € C(D) es una funcién arménica
en Dyu<hendD, entonces u < h en D: en caso contrario, el médximo de v — h en
D existe (por compacidad) y es un punto interior py € D donde (u—h)(po) > 0. Asi,
v =u— (u—h)(py) es subarménica en M, v < h en D y v(py) = h(po), luego por
definicién de subarmonicidad tendremos v = h en D, luego u—h = (u—h)(po) en D
y lo mismo es cierto en D. Esto es imposible, sin més que evaluar en cualquier punto
de 0D. Un razonamiento andlogo prueba que toda funcién subarménica cumple el
principio del minimo en cualquier dominio relativamente compacto.
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Definicién 4.3 Sea M una superficie de Riemann (sin frontera).
1. M se dice eliptica si es compacta.

2. M se dice hiperbdlica si existe una funciéon subarmoénica negativa y no constante
definida en todo M.

3. M se dice parabdlica cuando no es compacta, pero tampoco es hiperbdlica.

Asi, una superficie de Riemann no compacta sera parabdlica cuando verifique el Teore-
ma de Liouville para funciones subarmoénicas (el Teorema 2.1 nos dice que C es parabdlico).

El resultado de Osserman que vamos buscando afirma que la imagen por la aplicacion
de Gauss de una superficie superficie minimal completa y no llana de R? es toda la esfera
S?(1) o un subconjunto parabélico de ésta. Por lo tanto, lo primero que cabe preguntarse
es si con este nuevo resultado mejoramos el Teorema 4.2. La respuesta es afirmativa.

Proposicién 4.1 Sea D un abierto parabdlico de S*(1). Entonces, D es denso en S?(1).

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que D no es denso. Asi, existe
un abierto O de la esfera tal que O C S%(1) — D. Tras un giro, podemos suponer que
(0,0,1) € O. Como D C S?(1)—0, la proyeccion estereogréfica F' desde el polo norte aplica
D en un abierto acotado de C. Por tanto, existe M > 0 tal que Re(z) < M, Vz € F(D). La
funcién z — Re(z) — M,Vz € F(D), es subarménica y negativa en el dominio parabdlico
F(D), luego constante. Esto contradice que D sea abierto en S?(1). O

Definicion 4.4 Sea M una superficie de Riemann y p € M. La funcion de Green para M
con singularidad en p es una funcién arménica y positiva G, en M — {p}, tal que

» Dada una coordenada local holomorfa z centrada en p, G,(z) + log |z| es arménica
en un entorno de 0, y

= SiGes cualquier otra funcién arménica y positiva en M — {p} verificando el punto
anterior, entonces G, < G en M — {p}.

(Caso de existir, la funcién de Green es claramente tnica).

Lema 4.2 ([4]) Sea M una superficie de Riemann. Son equivalentes:
i) M es hiperbdlica.

it) Dado p en M, existe la funcion de Green para M con singularidad en p.

Lema 4.3 Sea D C C un dominio. Son equivalentes:
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1. D es hiperbdlico.

2. 3h:D — R funcion armonica no constante tal que log(1 + |w|?) < h(w), Yw € D.

Demostracion.
1 =-2. Fijemos un punto wg € D. Por se D hiperbdlico, el Lema 4.2 asegura la existencia
de la funcién de Green G,,, para D con singularidad en wg. Por definicién de funcién de
Green, existe una funcién g,,, arménica en D tal que dado cualquier w € D—{wp}, se tiene
Gy, (w) = —log |w — wp| + g, (w). Como Gy, es positiva en D, tenemos log |w — wo| <
Guo (W) Yw € D — {wp}. B

Sea r > 0 tal que D(wp,r) = {|Jw — wp| < r} C D. Definimos By, : C — D(wg,r) — R,

1+ |w|?

By, (w) = log r—t

By, es continua en el compacto C — D(wp, ), luego admitird un maximo finito Cy, > 0.
Veamos que log (1 + [w|?) < 2gu,(w) + Cuy, en D: dado w € D — D(wo, 1),

log (14 |w[?) — 2gu, (w) < log (1 + [w[?) — 2log |w — wo| = B(w) < Cy- (6)

Pero log(1 + |w|?) — 2gu, (w) es subarménica en D (Alog(1 + |w|?) = W), luego el
principio del maximo y (6) implican que log (1 + |w|?) < 2gu, (w) 4+ Cy, en D.

Asi, hemos probado que hyy, (w) = 2¢y, + Cu, €s una funcién arménica en D que acota
superiormente a log (1 + \w|2). Si hyy, 1o es constante en D hamos terminado. Y si hy,, es
constante en D lo mismo le ocurrird a g,. Esto y la definicién de funcién de Green llevan
a que D tiene que ser un disco centrado en wy de cierto radio positivo. Tomando ahora
w1 € D — {wp} y repitiendo el razonamiento anterior en wi, encontramos otra funcién
hy, armonica en D que acota superiormente a log (1 + \w\z), pero ahora h,,, no podra ser
constante.

2 =1. Supongamos que Jh : D — R arménica no constante tal que log(1 + |w|?) <
h(w),Yw € D. Asi, h es superarménica no negativa y no constante en D luego D es
hiperbélico. O

Lema 4.4 ([4]) Sea M wuna superficie de Riemann hiperbolica y C' un compacto de M
con frontera regular (en el sentido de la ezistencia de funciones barrera). Entonces, existe
una funcion continua w: M — C' — R, verificando

i) w es armdnica en M — C,
i) woc =1, y

i) 0<w<1enM-C.
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Lema 4.5 Sea {p1,...,pn} C S*(1). Entonces, S*(1) — {p1,....,pn} es una superficie de
Riemann parabdlica.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que S?(1) —{p1, ..., pn} es hiperbéli-
ca. Sea D un disco conforme en S?(1) cuyo cierre no contenga a ninguno de los puntos
pi, 4=1,..,n. Llamemos C = D, compacto de S?(1) — {p1, ..., p,} con frontera regular.
Por el Lema 4.4, existe una funcién continua w : S>(1)— (D U {p1, ...,pn}) — R, verificando

= W es armonica en Sz(l) — (EU {p1, ---,Pn}),
] w‘aD = 1, y
s 0<w<1lenS*1) = (DU{p1, ... pn}).

En las proximidades de los puntos p;, w es una funcién armonica y acotada, luego admite
una extension arménica a S?(1) — D, a la que seguiremos llamando w. Sea w : S*(1) — R
la funcién dada por

w si 2(1) —
w(p) :{ 1 i siiii.(l) o

Como @ es superarménica en S?(1) y ésta es compacta, w serd constante. En particular,
w es constante, contradiccién con el apartado i) del Lema 4.4. O

Teorema 4.5 (Osserman [12]) Sea M C R3 una superficie minimal y completa de R3,
con aplicacion de Gauss N. Entonces, se da una de las siguientes posibilidades:
i) M es un plano.
i) N(M) = S*(1).
i) N(M) es un abierto parabélico de S*(1).
Demostracion. No perdemos generalidad suponiendo que M es simplemente conexa. Su-
pongamos que N (M) # S%(1) y que N(M) no es parabdlico, y veamos que M es necesari-
amente un plano.

Como N(M) # S%(1), podemos suponer que (0,0,1) ¢ N(M). Sea g la proyeccién es-
tereogréfica de N desde (0,0,1). Como g(M) C C no es parabdlico, deberd ser hiperbélico.

Por el Lema 4.3, existe h : g(M) — R arménica no constante tal que log(1+ |w|?) < h(w),
Vw € g(M). De aqui obtenemos

log (14 ]9(2)%) < h(g(z)), Vz€ M,

siendo M = C 6 M = D (Teorema de uniformizacion).
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Por otro lado, sea ds? la métrica inducida en M por el producto escalar usual de R3,
y (9(2), f(2) dz) la representaciéon de Weierstrass de M. Como g no tiene polos en M, f
no podré tener ceros en M. Definimos la métrica conforme a ds?

2
ds? = (’Jjehc’g) |dz|?.

Veamos que ds? es completa: 1 (1+ |g|?) |f| = @el‘)g(lﬂgﬁ) < %ehog, de donde ds? < ds2.
Como ds? es completa, d5? también lo sera.

2
Veamos que ds? es llana: Consideremos la métrica auxiliar d¢? = (%') |dz|%. Como f

es holomorfa y sin ceros, d¢? es llana (Lema 1.2). Ademés, ds? = e2(h°9) 4¢2 luego llamando

K a la curvatura de Gauss de d52, el Lema 1.1 nos dice que K = —e_Q(hOQ)Adgz (hog),
donde A g2 denota el laplaciano respecto a d€?. De nuevo por el Lema 1.2, los laplacianos

2
Azg y Ag (euclideo) se relacionan mediante A?j& = (%) Ap. Como Ag(hog) =0 (hes

armoénica y g holomorfa), concluimos que K = 0 en M, esto es, d5? es llana.

Asi, (M, ds?) es una superficie Riemanniana completa, llana y simplemente conexa,
luego es isométrica a (R2, go). En particular, M es biholomorfa a C luego podemos ver la
aplicacién de Gauss como funcién entera g : C — C. Por el Teorema pequeno de Picard, g
toma todos los valores complejos con una posible excepcion, salvo cuando g sea constante.
Si g no fuera constante, tendriamos que N (M) es la esfera salvo a lo mas dos puntos,
siendo uno de ellos (0,0, 1). Tras proyectar estereograficamente, g(M) es C 6 C menos un
punto, y ambos abiertos son parabdlicos por el Lema 4.5. Esto contradice la hipotesis y
prueba que g es constante, luego M es un plano. O

5. El Teorema de Xavier.

Usando métodos distintos a los expuestos anteriormente, Xavier mejord en 1981 los teo-
remas de Osserman sobre la aplicacién de Gauss de una superficie minimal. Necesitaremos
bastantes preliminares de teoria de integracion en variedades Riemannianas.

Lema 5.1 (Fatou) Sea (M™,g) una variedad Riemanniana y { fm}men una sucesion de
funciones medibles no negativas c.p.d. en M (posiblemente tomando el valor +00). En-

tonces,
/ h/rnfmdvggh/rn/ fmdvg-
M M

Lema 5.2 Sea (M"™,g) una variedad Riemanniana y v € C*(M), u > 0. Entonces,
Alogu = 1712 (uAu — ||Vul]?).
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Demostracion. Ejercicio. O

En lo que sigue usaremos la formulacién débil para expresar ciertas expresiones difer-
enciales en forma integral.

Sea (M", g) una variedad Riemanniana. Tomemos una funcién v € C*(M) y un campo
X € Xo(M). La divergencia de uX es div(uX) = ¢g(Vu, X) + v div(X) = ¢g(Vu, X) +
u div(X), donde Vu es el gradiente de u (que es un campo continuo). Estas condiciones
de regularidad son suficientes para aplicar el Teorema de la divergencia, concluyendo que

/ [9(Vu, X) +u div(X)] dvg =0, VX € Xo(M).
M

La ecuacion anterior justifica la siguiente

Definicién 5.1 Sean u € L?(M,g) vy Z € £L?(M, g) (campo de cuadrado integrable). Z
se dice un gradiente débil de u si cumple

/ 9(Z, X) +u div(X)]dv, = 0, VX € Xo(M). (7)
M

A (7) se le llama la condicion de compatibilidad para u 'y a.

Caso de existir, el gradiente débil de una funcién u € L?(M, g) es tnico, por lo que suele
denotarse a Z como Vu.

Definicion 5.2 En la situacién anterior, se define el espacio de Sobolev
H'(M,g) ={ue L*(M,g) / 3 Vu € L*(M, g) gradiente débil de u} .

Es fécil comprobar que si §2 es un abierto de M y u € H*(M, g), entonces ulg € H (£, g)
(v V(u|n) = (Vu)|q). Por otro lado, H'(M, g) tiene una estructura natural de espacio de
Hilbert, con el producto escalar

(’7‘)H1(M,g) : HI(M7g) X Hl(Mvg) — R
(u7v) — (uav)L2(M,g) + (VU7 VU)EQ(M,g)a
donde
(u,v)2(0r,g) = /M wdvg, (X,Y)r2ar,g) = /Mg(X,Y) dvy.

La norma asociada a este producto escalar recibe el nombre de norma de Sobolev en (M, g),
I | &1 (ar,g), que hace a H'(M, g) un espacio normado completo (luego de Hilbert).

Un hecho estandar de la teorfa de integracién es el espacio C§°(M) es denso en L2(M, g)
con la norma || - ||z2. Como C§°(M) C HY (M, g) C L*(M, g), tomando adherencias en la
topologfa generada por dicha norma llegaremos a que C§°(M) es denso en H'(M, g) con
la norma || - ||z2 (v HY(M, g) es denso en L?(M, g) con || - ||z2). Sin embargo, C§°(M) no
es, en general, denso en H!(M, g) respecto de || - ||z1. Esto nos lleva a la siguiente
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Definicién 5.3 Dada una variedad Riemanniana (M",g), se define
Hy(M, g) = Ce(a) .

Como en todo espacio vectorial topoldgico el cierre de un subespacio vectorial vuelve
a ser un subespacio vectorial, H} (M, g) es un subespacio vectorial cerrado de H'(M, g),
y por tanto (H{ (M, g), (-, +)z1) también es un espacio de Hilbert.

Lema 5.3 ([13]) Siu € HY(M,g) y sop(u) es compacto, entonces u € H} (M, g).

La teoria de espacios de Sobolev es una poderosa herramienta para estudiar ecua-
ciones diferenciales sobre variedades Riemannianas. Como ése no es nuestro objetivo, nos
limitaremos a presentar aqui un par de resultados que serdn tutiles en lo que sigue.

Definicién 5.4 Sea (M", g) una variedad Riemanniana completa, pg € M y a,b € R con
0 < a < b. Llamaremos funcion meseta centrada en pg € M con radios a,b a la funcién
©Yab : M — R dada por

1 sl d(p’pO) < a,
PEMi— @up(p) = =0@2) G g < d(p,py) <,

b—a

0 si d(p’pO) > ba

Lema 5.4 ([13]) En la situacion anterior, se cumplen

i) pap € HF(M,g).

ii) El soporte de @qy es la bola métrica cerrada centrada en py y de radio b.
iii) El gradiente débil de g es

Vious = —ﬁVdpo sz: a < d(p,po) </b
’ 0 si d(p,po) <a ¢ d(p,po) >b

Lema 5.5 ([13]) Sea (M, g) una variedad Riemanniana y qi,q2 € L>(M). Entonces, el
funcional F : H'(M, g) — R dado por

F(u):/ (1| Vu|* + g2u?) duy, ue H' (M, g),
M

es continuo respecto a || - || g1 .

Proposicién 5.1 Sea (M",g) una variedad Riemanniana completa y conezxa, y h,u €

C*(M) wverificando
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1. u>0en M, h>0cp.d en M.
2. Alogh =0 siempre que h > 0.
3. Para toda ¢ € C°(M), se tiene [, ([|[Ve|? + ¢*Alogu) dvg > 0.

Entonces, uh? ¢ L*(M,g) ¥p > 0, a menos que M tenga volumen finito, Alogu = 0 y
uhP sea constante.

Demostracion. Fijemos e > 0. Por el Lema 5.2, Alog(h? +¢) = (h2+E)A(§f§2JZ;)‘2W(h2)H2. Pero
IV (R?)||? = 4h?||Vh||?, A(h?) = 2(||Vh|? + hAR). Sustituyendo y operando, tenemos

2¢(||VR||* + hAR) + 2h*(hAR — || VR|?)
(h? 4 ¢)?

(4) 2¢(2||VA|* + h?Alog h) + 2h*Alog h

B (h? +¢)? ’

donde en (A) hemos usado de nuevo el Lema 5.2. Usando ahora las hipdtesis 1 y 2, lo
anterior se transforma en

Alog(h? 4 ¢) =

4¢||Vhl?

Fijemos ahora p > 0 y sea v. = u(h? + €)?/2 € C®°(M), v. > 0. Por el Lema 5.2,
veAve — [|[Vue||? = v2Alog v, = v2 [Alogu + EAlog(h? + ¢)]. Usando (8), tenemos

vAv: — || Voe|* > vZAlog u. (9)
Sea ¢ € C3°(M). Usando gv. € C§°(M) en la hipdtesis 3, sale
0< /M (IV (pve) |2 + p*vZAlogu) dvg.
Pero [[V(pve) |12 = 02 Voll2 + 2006 (Vep, Voe) + @[V %, de donde
0<2 [ (Ve Vuyduy+ [ (V6P + IVl + PPoZAlogu) duy. (10)

Pero

1 B 1
2 [ on(Ve Vo vy =5 [ (96D do, D -] [ Ay,
M M M

_ / &2 (19| + v.Av.) do,,
M
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donde en (B) hemos integrado por partes. Sustituyendo esto en (10) queda

9)
0< /M [02| Vol — ¢* (v-Av. — vZAlogu)] dvg < /M (W2l — 2| Vvel|?) du,,

luego
/ SIIV0e | duy < / 2IVipl? du,. (11)
M M

Vamos a tomar limites cuando € — 0 en la dltima expresion. Puntualmente, v. — uhP.
Ademss, donde h sea positiva (es decir, c.p.d. en M) se tiene Vo, = (h? + €)?/?Vu +
pu(h® + )2 hVh — hPVu + puhP'Vh = V(uhP). Asi,

/ IV (uh?)|? du, = / lim 2|V | dvg = / 1| Voe |2 do,
M ME—0 M

(Fatou)

(11)
< [PVl doy < i [ 29
M M

Como v, depende de forma mondtona creciente de €, podemos aplicar el Teorema de la
Convergencia Mondtona en la tltima integral:

lim [ 32l dv, = liy [ oZIVl dvg = [ (@bl
M =0/ M

En resumen,
/M P2V (uh?)|[* dvg < /M(uh”)QIIVs@Ideg, Vo € Cg°(M). (12)

Como M es completa, fijado pg € M podemos considerar funciones meseta ¢, € H(}(M . 9)-
Queremos extender (12) a este tipo de funciones. Para ello, fijemos a,b > 0 con a < b.
Como uh? € C°(M) y B(po,2b) es compacto, tenemos uh? € L>(B(pg,2b)). Usando el
Lema 5.5 en B(pg,2b), cada uno de los funcionales

¢ € G5 (B(po, 20)) — /M P2V (uh?)||* dvg, o € C3°(B(po, 20)) — /M(uhp)QHVSOIZdUg

es continuo en la norma de Sobolev. Como ¢, , € Hj (M, g), tenemos ¢, 5 € H'(B(po, 2b), g).

Como sop(¢qp) = B(po,b), que es un compacto de B(po,2b), el Lema 5.3 implica que
®ap € HE(B(po,2b),g). Por tanto, podemos tomar limites en (12) y concluir que

/ gpinV(uhp)HQClvg < / (uhp)2HVg0a’bH2dvg, siempre que 0 < a < b. (13)
M M
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Fijemos ahora a > 0.

/ ||V(Uhp)||2dvg=/ 903,b||V(Uhp)||2dUg§/ o2 IV (uhP)||? dug
B(po,a) B(po,a) M

(13) ema 5. 1
< [ @RIl o, A | (uh?)? dv,
M (b—a) B(po,b)—B(po,a)
<0 (uh?)* dv,.
(b=a)* Jp(po ’
Resumiendo,
1
IV (uh?)|? dv, < / (uh?)? dv,. (14)
/B(po,a) T (b= a)” S !

Supongamos que uh? € L?(M, g) para un p > 0. Tomando b — oo en (14) deducimos que
uhP es constante en B(pp,a). Como a es arbitrario y M es conexa, uhP serd constante
(positiva) en M. Como uh? € L?(M, g), (M, g) debe tener volumen finito. Por tltimo,

Alogu = Alog(uhPh™) = A (log(uh?) — plogh) = —pAlogh = 0.

a

La tesis del 1ultimo lema admite dos posibilidades. Sin embargo, cuando M es una superficie
minimal la segunda opcién es imposible:

Proposicién 5.2 Sea (M™, g) una variedad Riemanniana completa, conexa, simplemente
coneza y con curvatura seccional K < 0. Entonces, (M, g) tiene volumen infinito.

Demostracion. Por el Teorema de Hadamard, dado cualquier p € M la exponencial
exp, : TpM — M es un difeomorfismo. Dado R > 0, consideremos la bola geodésica
B(pg,R) C M. Por el primer Teorema de Bishop sobre comparacién de volimenes, se
tiene Vol(B(po, R),g) >Vol(B(0, R), go), siendo este tltimo el volumen de una bola de
radio R en R"™ con el producto escalar usual. Tomando R — oo se concluye el Lema. O

También necesitaremos algunos resultados de variable compleja. Recordemos que los
automorfismos conformes del disco unidad D C C son

0 21T 20

Aut(D) = {cp(z) =0 2T /9 € [0,27], 20 € ID)}.

1+ 2oz

También denotaremos por M(D) al espacio de funciones meromorfas en D, dotado de la
topologia de la convergencia uniforme sobre compactos.

Definicién 5.5 » Una familia F C M(D) se dice invariante cuando f o ¢ € F,
VfeF,VoeD.
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» Una familia 7 € M(D) se dice normal (en el sentido de Montel) cuando F sea
relativamente compacto en M(DD).

» Una funcién f € M(D) se dice normal cuando la familia invariante F = {fop | p €
Aut(D)} sea normal.

Teorema 5.1 ([7]) Sea F C M(D). Entonces, F es normal si y solo si para todo com-
pacto C C D , existe A > 0 tal que

' (2)
1+[f(2)?

(El Teorema 5.1 es valido cambiando D por cualquier dominio de C).

<A, V:eCNfeF.

Proposicién 5.3

i) Sea F C M(D) una familia invariante. Entonces, F es normal si y sélo si existe A > 0

tal que
/()|
<A, VfeF.

L+ |f(0)]?
it) Sea f € M(D). Entonces, f es una funcion normal si y sdlo si existe A > 0 tal que

/' (2)]

, VzeD.
L+ P = 1=

Demostracion.

i) La condicién necesaria es aplicar el Teorema 5.1 para el compacto {0}. Para la condicién

suficiente, sea C' C D un compacto, z € C'y f € F. Como F es invariante, dada
w—+z

p(w) = {555 € Aut(D) tenemos f o ¢ € F, luego por hipétesis

(Foe©O 17— |
A T Fo@OF = 1+ FOR (15)
Il < A

TR = %, siendo Ac = ming(1 — |2]?) > 0. Como 4, ©s independiente

luego
de z y de f, el Teorema 5.1 prueba que F es una familia normal.

it) Condicién necesaria: si f es una funcién normal, F = {f o ¢ | ¢ € Aut(D)} serd una

familia normal. Como también es invariante, el apartado i) implica que existe A > 0
tal que % < A, Vo € Aut(D). Fijemos z € D y llamemos p(w) = {455 €
Aut(D). Asi, (15) prueba la desigualdad en ii).

Condicién suficiente: Si f satisface la desigualdad en i) entonces (15) demuestra que

[(fop)' (O]
1+[(fop)(0)* — »
implica que F es normal, luego f es una funcién normal.

A, Vo € Aut(D). Como F es una familia invariante, el apartado i)
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Teorema 5.2 (Montel-Caratheodory [3]) Sea Q un abierto de C y F C M(R) tal que
existen tres valores en C que no son tomados por ninguna funcion de F. Entonces, F es
una familia normal.

Lema 5.6 Sea f: DD — C holomorfa que no toma los valores 0 y a € C*. Entonces,

']
1 T
LI+ LR

€ LP(D, go), Vp €]0,1[, Vk € N.

Demostracién. Por el Teorema de Montel-Caratheodory, f1/¥ es una funcién normal (fo

omite los valores 0,a'/*, 0o para toda ¢ € Aut(D)). Por la Proposicién 5.3, existe A > 0
[(S/5) (=) A Lf] kA

tal que TR < L Vz € D. Operando queda TR e < L Vz € D. Pero

es facil comprobar que ﬁ e LP(D, go) Vp €]0,1]. O

Teorema 5.3 (Xavier [15]) La aplicacion de Gauss de una superficie minimal completa
y no llana en R3 no puede omitir siete puntos de S*(1).

Demostracién. Por reduccién al absurdo, supongamos que M C R3 una superficie mini-
mal, completa y no llana, cuya aplicacién de Gauss omite 7 puntos distintos de la esfera.
Tras pasar al recubridor universal, podemos suponer que M es simplemente conexa. Por el
Teorema de Uniformizacion, M es conformemente equivalente a C 6 a ID. El primer caso es
imposible, sin més que aplicar el Teorema de Picard a la aplicacién de Gauss g : C — C de
M. Tenemos por tanto M = ID. Tras un giro, podemos suponer que uno de los siete valores
omitidos por el normal a M es el polo Norte. Llamando (g, f dz) a la representacién de
Weierstrass de M (definida en D), tenemos que g : D — C es una aplicacién holomorfa
que omite seis nimeros complejos distintos, wi, ..., ws € C.

Primero notemos que f no tiene ceros en D ya que oo ¢ g(ID). Consideremos la funcién

/

F= g
FAPTI (g — wi)®

donde p, a > 0 a determinar. Nétese que f2/7, (g—w;)® existen como funciones holomorfas
en D porque éste es simplemente conexo y f, g — w; son funciones holomorfas y sin ceros
(luego admiten logaritmo en D). Ademds, F' es holomorfa en D y sus ceros son los ceros
de ¢’ (que forman un conjunto discreto de I por el principio de identidad; en particular,
|F| > 0 c.p.d. en D). Por el tanto, Aglog|F| = 0 c.p.d. en D. Como ds? y |dz|> son
conformes, el Lema 1.1 asegura que Alog |F| =0 c.p.d. en D.

:D—C,
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Afirmacién 5.1 |F| ¢ LP(M,ds?), Vp > 0.

Demostracion de la Afirmacion 5.1. Usaremos la Proposicién 5.1 en (M, ds?). Conside-
remos las funciones u = 1,h = |F|? € C®°(M). Asi, u >0en M y h > 0 c.p.d. en M,
Alogh = 2Alog |F| = 0 siempre que h > 0, y la hipdtesis 3 de la Proposicién 5.1 se reduce
a [y, [IVel?dvg > 0, Vo € C5°(M). Por la Proposicién 5.1, tenemos uh? ¢ L*(M,ds?)
Vg > 0 (porque (M,ds?) no tiene 4rea finita gracias a la Proposicién 5.2). Equivalente-
mente, |F|?? ¢ L?(M,ds?) Vg > 0, o también |F| ¢ LP(M,ds?) Vp > 0. O

Relacionando las medidas dA, dAg asociadas a ds? y |dz|? (Lema 1.1), tenemos

1 1 [ g'P(+gl*)?
+oo:/ deA:/ FIP(1+ g*)?|f? dAo = < dAyp. 16
pras=g [P0+ ioPPistas =3 [ ST o)

La contradiccién estard en que podemos elegir p,a > 0 tales que la ultima integral es
finita. Para ver esto, tomemos ¢ tal que 0 < § < %mini# |w; —wj|. Dado j =1,...,6, sea

Dj={z D ||g(z) —wj| <5},

Por la desigualdad triangular, D; N D; = @ si i # j. Llamemos 2 =D — U?Zle. Asi,

'[P (1 +|g]*)? A lg'|P(1+ |g]*)? Z/ l9'1P(1+ |g]*)?

0=
DH?:1 g — w;[P* Hz 19— wz,pa Hz 119 — wilPe
Afirmacién 5.2 Tomando § <1, p€]0,1[ya=1— % €0, 1[ para cualquier k € N, es
lg'[P(1 + g]*)?
6
p; [[;=1 |9 — wilP™
Demostracion de la Afirmacion 5.2. Fijemos j € {1,...,6}. Para i # j, en D; se tiene
lg — w;i| > 0 luego
PO GPP L PR, (1)
151 lg — wsfp> = 0% |g —wjp> — lg —w;|*)

dAg < o0, Vj=1,...,6.

donde hemos usado en la tltima desigualdad que |g| estd acotada en D;. Si suponemos
§ < 1, entonces |g — w;| < 1 en D;. Eligiendo a < 1, tendremos |g — w;|* > |g — w;[*™
en Dj, luego |g — wj|* > 5(lg — w;|* + g —w;|*™*) ¥

'\P(1 2\2 / p / p
91+ loP) dAogcte./ <|9’a> dAogcte./ < g/ 2_a> ”
D; [Ti=1 lg — wilP™ p; \|9 — wj| p; \|g —w;|*+ |g — wj]
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A continuacién, aplicaremos el Lema 5.6 a la funcién g —w; : D — C, que no toma los
valores 0 y wy con k # j. Por tanto, tenemos

lg'|
_1 1
lg — w;|"TE 4 |g —wj|Tx

€ L*(D, g0), Vp €]0,1[, Yk € N.

Tomando « de la forma 1 — % con k € N (recordemos que tenfamos « €]0, 1[), la Afirma-
cién 5.2 estd probada. O

'P(1 2\2
Afirmacién 5.3 Tomando a=1—1 €]2, 1[yp= 2, es l97"(1 + |gI") dAp < oo.

11° 6’ q H?:1 ’g — wi’pa

Demostracion de la Afirmacion 5.3. Fijemos ¢ # 6 y trabajemos en 2. Usando la desigual-
dad triangular y que |g — w;| > J en Q,

‘9-106 <14 |w; — wl 14 |wi—w6|7
g —w; lg — wi §
luego ’% es acotada en Q, y
5

9P +1gP)? _ lg'1P(L+19*)? g " e P+ g%

[15_, lg — wilre g — we|%P {9 —wi| T lg — we%P®
Por otro lado, la funcién (eq‘i ‘:‘)42 es acotada en (), luego

g PA+1917)° _ A O I i
lg—welre = g —wglfro=t ~ g ]

donde en (x) hemos sustituido p = 1%‘
Vamos a aplicar el Lema 5.6 a la funcién g — wg otra vez. Para ello, necesitaremos una
acotacion en 2 del tipo

1 A
< - R (17)
lg —we| ~ (lg — we|* + g — we[>~*)
para cierta constante A > 0 (seguimos con v = 1 — 1). La acotacién (17) equivale a
_1 a1 _a _lla
AP > g —w|* T + g —we T = |g —we|7F + g —wel*T5 (18)
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Tomando o > %, el miembro de la derecha de (18) puede acotarse superiormente en 2
11

por 65 + 82775, luego podemos elegir A := (57% + 62711Ta)p y se tendra (18). De todo
lo anterior, tenemos

"\P(1 2\2 / p
o, Y o
[[=1 g — wilpe g — we|* + [g — we|*~*
y la Afirmacién 5.3 esta probada. O

Uniendo las Afirmaciones 5.2 y 5.3 tenemos que la integral en (16) es finita, lo que
termina de probar el Teorema de Xavier. O

6. El Teorema de Lopez y Ros.

El Teorema 5.3 puede mejorarse si se usa la Proposicion 5.1 con toda su potencia. Para
ello necesitamos una funcién v € C*° (M) sobre nuestra superficie minimal, que verifique
las condiciones de dicha Proposicién (en el Teorema de Xavier se tomé u = 1). Esto
permitird rebajar la hipétesis del Teorema de 7 puntos a 6, manteniendo una demostracion
analoga a la anterior.

Lema 6.1 Sea § >0y ¢ € C1([0,4]) tal que #(5) = 0. Entonces,
1 (90 s

4/ ¢*(t)senhtdt < / (¢'(t))? senh t dt.
0 0

Demostracion. Como cosht > senht Vt € R,

1[0 1[0 (A) J
/ #?sinhtdt < 2/ ¢? coshtdt = —/ b¢' senh t dt
0 0 0

2
s 2, s
(2) (/0 ¢* senhtdt> (/0 (¢)? senhtdt)

donde en (A) hemos integrado (%¢2 senh t)/ = ¢¢’ senht+ %¢2 cosht y usado que ¢(d) = 0,
y en (B) hemos usado la desigualdad de Schwarz en L?([0, 6]), dt). Simplificando y elevando
al cuadrado se tiene el Lema. O

1/2

2
Consideremos en el disco unidad D la métrica hiperbdlica ds?; = <ﬁ) |dz|?, que es

completa y de curvatura constante —1. Denotaremos por e; a cualquier objeto geométrico
que se calcule respecto a ds%l.
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Lema 6.2 (McKean) Dada ¢ € C3°(D), se tiene
1
1 [#ann< [ 19l
D D

Demostracion. Como sop(p) es compacto, existe 0 €]0, 1] tal que sop(¢) C D(0, §). Usando
la férmula de integracién en coordenadas polares geodésicas en la métrica hiperbdlica,

1
1/ O dA, = 1/ O dA, = 1/ (/ ©? (t€) senhtdt) de,
4 Jo 4 Jb(0,6) 4 Jsi1y \Jo

donde d¢ es el elemento de longitud para la métrica estandar en S*(1) C R2. Aplicando el
Lema 6.1 a ¢(t) = p(t€) con & € St(1) fijo, lo anterior es menor o igual que

0 é
L] ([ 190l sennear) de = [ 19 aan.
st(1) \Jo 0 D

O
Lema 6.3 Sea M C R? una superficie minimal conformemente equivalente a I, cuya
aplicacion de Gauss g es una funcion normal. Entonces, existe ¢ > 0 tal que

|

(o (t6)))? senhtdt) i< [

QL

H1n)

/M (HV(,OHQ + chpz) dA >0, VyeC?(M).

Demostracion. Recordemos que en términos de la representacién de Weierstrass (g, f dz)
de M (definida en D), la métrica inducida es ds? = 1| f|*(1 + |g|*)?|dz|? y la curvatura de

, 2
Gauss K = — (%) . Usando esto y el Lema 1.1, queda

49/2
K= 91 SdAq. (19)

(1+1g?)

Por otro lado, la Proposicién 5.3 aplicada a la funciéon normal g asegura que 3A > 0 tal

que % < ﬁAzP’ Vz € D. Uniendo esto con (19) queda
4A? emma 1.
KdA 2 —mdflo * :1 Y —AQdAh. (20)

Tomemos ahora ¢ € C§°(M).

(Lema 6.2) 1 ema 1. 1
0= [l aan - g [ gaa, <= [ velpaa- ;[ gaa,
D 4 Jp D 4 Jp

[ ivelraa+ L [ Kpraa
< [Ivelraa+ o [ Ketaa

y sblo queda tomar ¢ = ﬁ para que el enunciado esté probado. O
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Teorema 6.1 (Lépez-Ros [8]) La aplicacion de Gauss de una superficie minimal com-
pleta y no llana en R® no puede omitir seis puntos de S*(1).

Demostracion. Seguiremos un razonamiento muy parecido a la demostracion del Teorema
de Xavier. Podemos suponer M simplemente conexa, luego conformemente equivalente a
C 6 a D. En el primer caso, el Teorema de Picard demuestra el enunciado. Supongamos a
partir de ahora que M = D. Sea (g, f dz) la representaciéon de Weierstrass de M, definida
en . Tras un giro, podemos asumir que la aplicacién de Gauss g omite oo mas 5 valores
complejos wy, ..., ws € C.

Como ¢ deja de tomar 3 valores en C, el Teorema de Montel-Caratheodory junto con
la Definicién 5.5 implican que g es una funcién normal. Por el Lema 6.3, existe ¢ > 0 tal
que

| (196l +cr?)yaaz o, voe i, (21)
M

Por otro lado, f no tiene ceros en D porque oo ¢ ¢g(D). Fijemos p,a > 0 a determinar.
Consideremos las funciones

= : e =g

(1419l AT g — wil =

Asi, u,h € C®°(M), w > 0, h > 0 c.p.d. en M (porque g no puede ser constante).

Relacionando los laplacianos de ds* = A?|dz|? (aqui A = §|f|(1+]g|?)) y de |dz|* mediante

el Lema 1.1, tenemos A = A\™2Ay, luego Alog h = 2Alog |¢'| = 2A72A¢ log |¢'| = 0 siempre
que h > 0. Andlogamente,

5
Alogu = —cAlog(1+ |g*) — Alog |f| — Ig ZA]og lg — wi| = —cAlog(1 +g]?). (22)
i=1

Usando el apartado 1 del Lema 1.1, tenemos

K = Alog(h1) = ~Alog (51£101-+19)) = -AlogL+lg). (23

De (22) y (23) se tiene Alogu = cK. Asi, la condicién 3 de la Proposicién 5.1 se reduce
a (21). Usando la Proposicién 5.1, tenemos uh? ¢ L?(M,ds?) ¥Yq > 0 (de nuevo el 4rea de
(M, ds?) es infinita por la Proposicién 5.2). Tomando ¢ = p/4, queda

p 1 2\2—2c¢
+oo:/ (Uh”/4)2dA=/ (uhP/*)2 22 d 4, = ‘g‘ +l9I°) dAy. (24)
M M 1 g —wilPe

(Compérese con (16)). Como en el Teorema de Xavier, a continuacién veremos que la
ultima integral es finita para ciertas elecciones de p, « > 0, y tendremos la contradiccién
deseada.
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Sea & con 0 < § < +min;z; [w; —w;|. Asi, los conjuntos D; = {z € D | |g(z) —w;| < &}
(j=1,...,5) son disjuntos dos a dos. Sea Q@ =D — U?lej.

!9’\p(1+!9\2)2‘2ch0 lg'1P(1+ |g]*)*~ 26 +Z/ lg' Ip 1+ g% 2ch0
D H?:l lg — w;[Pe Q Hz 1‘9 wx‘pa z 1’9 w; [P

Afirmacién 6.1 Tomando 6 <1 y « de la forma o =1 — & €]0, 1] para algin k € N, es

/p 1 2\2—2c¢c
/ \9|5( +191%) dAg < 00, Yj=1,...,5.
D IT=: lg — wilP>

Demostracion de la Afirmacion 6.1. Fijemos j € {1,...,5}. Para ¢ # j, en D; se tiene
lg — wi| > 0 luego

PR L PO (Y

[1_ lg—wiper = 6% g —wsfrr — g — w;|*

Y ahora se termina como en la demostracion de la Afirmacion 5.2. O
lg'[P(1 + |g|*)> 2
5
o [z lg —wilre

Demostracion de la Afirmacion 6.2. El argumento serd similar al de la Afirmacién 5.3.
Fijemos i # 5. Por la desigualdad triangular y ya que |g — w;| > J en €,

Afirmacién 6.2 FExisten a =1 — % y p > 0 tales que dAgy < 0.

‘9—105 <14+ |w; — ws| <14+ |w; — ws|
g—wi|~ |9 — wl s
luego ’g:% es acotada en Q, y
9P+ g2 g0+ o) g —ws ™ g g2
I17_1 lg — wilre lg—wslP>  Lg—wi| T |g—ws[P
Por otro lado, la funcién % es acotada en 2, luego
/p 2\2—-2¢ /\p
g'PA+ g™ 9] .
lg — ws|or>  — |g — ws[PPa—itie

Se trata ahora de acotar superiormente la iltima expresién en §2 por una del tipo
Alg'lP

A>0),
lg—wsltlg—wpop A0
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y asi aplicar de nuevo el Lema 5.6 a la funciéon g — ws. Operando,

lg'|P lg'[P
lg — ws|PPa—dtie = 7 (|g — ws|* 4 |g — ws|27)P
4—4c¢ 4—4c¢
lg—ws| 7 g —ws| P C0TP < BP (25)

(B es una constante positiva). Como |g — ws| > § en 2, para que (25) se cumpla para
una cierta constante B > 0 basta que los exponentes del miembro de la izquierda sean no
positivos. Es decir, necesitamos elegir o = 1 — % (k € N), p> 0 tales que
1-c
p

1—
—a<0, 2% 3a+1<0. (26)
p

La desigualdad de la derecha implica la de la izquierda (si 2% —3a + 1 < 0 entonces
% < % = O‘T_l +a < a).Ysia,ptienden a 1, la desigualdad de la derecha se verifica.
Por tanto, existen «,p adecuados y la Afirmacién 6.2 estd probada.

|

Finalmente, las Afirmaciones 6.1 y 6.2 implican que la integral en (24) es finita, con-
tradiccion. O

El problema de cuantos puntos puede omitir la aplicacién de Gauss de una superficie
minimal completa y no llana en R3 fue resuelto por H. Fujimoto en 1988 [5], probando el
siguiente

Teorema 6.2 La aplicacion de Gauss de una superficie minimal completa y no llana en
R3 no puede omitir 5 puntos distintos de S*(1).
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