Ejercicios de Analisis Matematico
Sucesiones y series de funciones

1. Estudia la convergencia uniforme en intervalos de la &fhu] y [a, +oo[ dondea > 0, de la
sucesion de funcionds, } definidas para tode = 0 por:

2

2nx
S =T
- . . , 1 —n2x*
Solucion. Es evidente que ith { f,(x)} = 0. Como f,(x) = 4nx ————, tenemos que
n—o0o (1 + n2x4)2

fa(1//n) =0, f(x) > 0para0d < x < 1//ny f,(x) < 0parax > 1//n. Deducimos que la
funcién f;, es estrictamente creciente [@nl/./n] y estrictamente decreciente gl /1, +oc],
por lo quef, alcanza un maximo valor ek en el puntox, = 1//n.

2nx
1+ n2x*4

Jn(x) =

1 2

Dado un numera > 0 sean, tal quex,, < a. Para todo: > no tenemos quer, < a, y por
tanto:
max{ f,(x):0<x <a}= fu(xp) =1, max{fu(x):x=a}= fu(a)

Como Im{ f,(a)} = 0 se sigue qué f,} converge uniformemente ém, +oo[ pero, evidente-
mente, no converge uniformementel@ru].

2. Estudia la convergencia uniforme [@n1], de la sucesion de funcionég, } definidas para €
10, 1] por fu(x) = x" log(1/x), y f(0) = 0.
Solucién.Es evidente queith { f,(x)} = 0. Como f,/(x) = —(nlogx + 1)x"~! tenemos que
n—o0
f1(x)=0si, ysolo si, logt =—1/n, es decirx =e~'/". Ademasf;(x) > 0 para0 < x < e~ /"
y fn(x) < 0 para e'/" < x < 1. Deducimos que la funciér, es estrictamente creciente en

]0,e71/"] y estrictamente decreciente !/, 1], por lo que f;, alcanza un maximo valor en
[0, 1] en el puntox, = e~/ Por tanto:

1
max{ f(x) : x €]0, 1]} = f, (V") = - %

y, deducimos que la sucesiéni, } converge uniformemente éi 1]. ©
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Ejercicios de Analisis Matematico 2

3. Dadoux € R, consideremos la sucesion de funciofi¢s}, donde f, : [0, 1] — R es la funcion
definida para toda € [0, 1] por:

fu(x) =n%x(1 — xH)".

¢Para qué valores dehay convergencia uniforme ¢, 1]? ¢ Para qué valores dehay conver-
gencia uniforme efp, 1], donded < p < 1?

Solucion.Observa quef, (0) = f,(1) =0y, si0 < x < 1, la sucesionn®(1 — x2)"} es de la
forma{n®*A"} con0 < A < 1 porlo que Im {f,(x)} = 0. Por tanto, en el interval@, 1] la
n—oo

sucesion f,,} converge puntualmente a cero.
Tenemos que

fi(x) =n*(1—xH" 11— (1 + 2n)x?)

Pongamosy, = . Entoncesf, (x,) =0, f,(x) > 0parad < x < x, Yy f,(x) < 0 para

1
v1+2n : ) : .
x, < x < 1. Deducimos que la funcidm, es estrictamente creciente [Bnx,] y estrictamente
decreciente efx,, 1], por lo quef, alcanza un maximo valor €6, 1] en el puntox,,.

0-501 SaG)=nix(1—x?)" 0-501 SuG)=n?x(1=x?)"
0.25 0.25+
:‘I_ I
La sucesior f;,} paraae = 1/4 La sucesior f,,} paraae = 1/2
Como

n® 1 "
Xp) = 1—
Jnlxn) «/1+2n( 1+2n)
se deduce qudm{ f,(x,)} = 0 si, y sélo si,a < 1/2. Pot tanto, la sucesiéff,} converge
uniformemente ef0, 1] si, y solo si,x < 1/2.

Dado0 < p < 1, seany tal quex,, < p. Para todo: = no tenemos que:, < p y por tanto
max{ f,(x): p<x <1} = fu(p) — 0 porlo que{ f,} converge uniformemente ¢n, 1] para todo
aeR.

4. ParacadaeN sea f, :[0,7/2] — R la funcion dada por:
Ja(x) =n(cosx)"senx.
Estudia la convergencia puntual de la sucesion de funcipfig¢sy la convergencia uniforme en

los intervalod0, a] y [a, 7 /2] donded < a < /2.

Solucioén. Es claro quef,(0) = f,(7/2) = 0y para0 < x < x/2 la sucesién{n(cosx)"}
es de la formgnA"} con0 < A < 1 porlo que Im {f,(x)} = 0. Por tanto, en el intervalo

[0, 7/2] la sucesiér f,} converge puntualmente a cero. Observa también gj(e) > 0 para
todox €0, /2].

Intentemos calcular el maximo absoluto gx) en[0, =/2]. Tenemos que:

f(x) = n(cosx)" ! (cos (x) — nsert(x)).
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Ejercicios de Analisis Matematico 3

Seax, €]0,n/2[ tal que cod(x,) — nserf(x,) = 0. Como f,, es positiva y se anula en los
extremos del intervalo, es evidente qgealcanza su mayor valor €0, 7/2] en el puntax,.

Observa que, = /arctg1/n) — 0.

Tenemos que:
Jn(xn) = n(cogx,))" sen(xy).

Estudiar la convergencia de esta sucesion no es del todaiatmePongamog;, (x,) = yuzn
dondey, = nsenxy), z, = (co9x,))". Entonces:

Vn = NXp, sertxn) NV arctgl/n)ser(x”),

Xn Xn

y como

— lynarctgl/n) — 1, se sigue que, — +oo (de hecho, se tiene qug

sen(xy)
X

n
es asintéticamente equivalente/a, esto esy, ~ /n).
Por otra parte, tenemos que:

log(z,) = nlog(cosx,) ~ n(cogx,) — 1) ~ n%xi = %n arctg1/n) — %

Por tantaz, — e~ !/2. Deducimos asi qQué, (x,) = ynzn — +00.

Dado un nimer® < a < /2, seany tal quex,, < a. Para toda > no tenemos que, < a.
Por tanto, para tode = ny es:

max{ f»(x):0<x <a} = fu(xy) mMaXfu(x):a<x<m/2}= fu(a).

Como{ f,(x,)} no converge & se sigue qué f,} no converge uniformemente h «]. Como
{fa(a)} — 0 se sigue qué f,} converge uniformemente én 7 /2].

1 T
1

La sucesionf, (x) = n(cosx)"senx

Hagamos este mismo ejercicio sin calcular el valor maximg,dacotando de forma convenien-
te.

Lo primero que nos damos cuenta es de que es muy facil probdrayuconvergencia uniforme
enla, /2], pues como la funcién coseno es decrecienf® er/2] y senx < 1, se tiene que:

0 < fn(x) = n(cosx)"senx < n(cosa)”

para todox €[a, 7/2]. Puesto que la sucesi¢n(cosa)"} — 0 (es de la formal” con0 < A <
1) concluimos que hay convergencia uniformgent/2].
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Ejercicios de Analisis Matematico 4

La situacion es distinta en el intervdl «]. Podemos sospechar que no hay convergencia uni-
forme en dicho intervalo. Para ello, tomemgs= 1/n. Tenemos que:

Ju(1/n) =nsern(1/n)(cog1/n))",
ycomo{nsenl/n)} — 1y
lim{(cog1/n))"} = exp(lim{n(cog1/n) — 1)} ) = exp(0) = 1,

obtenemos quéf,(1/n)} — 1. Como, para toda > 1/a se verifica qu® < 1/n < a, resulta
que:
max{ fu(x) :0 < x <a}= fu(l/n)

y concluimos que no hay convergencia uniformé(en]. ©

5. ParacadaceN sea f,: 0, 7[> R la funcién dada por:

serf(nx)

nsenx

Ja(x) = 0<x<m.
Estudia la convergencia puntual de la sucesion de funcipfig@sasi como la convergencia uni-
forme en intervalos del tipf9, a, [a, #[ y [¢, b] donded < a < b < 7.

Solucion. Evidentemente iln{ f,(x)} = 0. Observa también quef,(x) = 0 para todo
x €]0, z[. Para estudiar la convergencia uniforme en un intervaladerimal0, a] tomemos
Xxn, = 1/n. Como

_sert(l)
In(1/n) = nsenl/n)

deducimos que no hay convergencia uniformébean).

— sert(1)

Analogamente, como

_ serf(nmw — 1)
Ju(w —1/n) = wserr —1/n) — sert(1),

deducimos que no hay convergencia uniforméen.

Finalmente, se@ < a < b < . Como senx > 0 para todox € [a, b] y por el teorema de
Weierstrass sabemos que tiene que haber un pyno|[«, ] tal que senxy < senx para todo
x € [a, b], deducimos que:

serf(nx) - 1

0< = < ,
Sn(x) nsenx n senxo)

y por tanto:
1

nsenxg)’
Ya que, evidentementgl /n ser(xo)} — 0, concluimos que hay convergencia uniforméeib].

max{ f(x):a <x <b} <
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Ejercicios de Analisis Matematico 5

6. Estudia la convergencia puntual y uniforme de la sucestdnncioneg f,,} donde f,, : R — R

esta definida por:
fn(x) = V14 x2n xeR.

Solucién.Para calcular la funcion limite puntual hay que distingwis dasos:
e Si|x| < I, entonced < V1 + x27 <14 x?" y por tanto Im{ f,,(x,)} = 1.
e Si|x| > 1, entonces:? < /1 + x27 < 2'/7x2 y por tanto Im{ f,, (x,)} = x2.
La funcion limite puntual viene dada por:

1, silx|<l1

£ = im0} ={ ]

X2, sifx|=1

Tenemos que:
e Si|x| <1les:

0< fu(x)— f(x)= V1 +x2n — 1<2Vn .

e Si|x|=1es:

0<fn(x)—f(x):\/"1+x2”—x2:x2("l—i—xin—l). Q)

Aplicando el teorema del valor medio a la funcid@) = ~/1 + ¢ en el intervald0, s] obtenemos

h(s) — h(0)

que——=
N

= h’(c) dondec es alguiin punto del interval6, s[. Como:

1 1
he)=—-(1+c)l /"<,
n

S

. 1
se sigue qué(s) — h(0) = sh'(c) < ? Tomandos = —, resulta que
n x<n

n 1 2 1 1
VIt — 1=/ =h0) s —7 < ——

Deducimos ahora de (1) qoe< f,(x) — f(x) < l
n

Finalmente: .
max{| fn(x) — f(x)|: xeR} < méx{zl/” -1, —} —0
n

y concluimos qué€ f, } converge uniformemente é
Observa que, aunque la convergencia es uniforme y todagramhesf, son derivables eR,
la funcién limite, /', no es derivable en = 1. ©

7. Estudia la convergencia uniforme en intervalos de la &drmoo, —al, [—a, a] Y [a, + oo donde
a > 0, de la sucesion de funciones {f,} definidas por
fn(x) = n ser(x/n) paratodox eR.

Solucién.Definamos la funcion
sent
¢:R—R, (p(l‘)ZT t#0), ¢0)=1

Con ello, tenemos qug, (x) = x¢(x/n) y, como im ¢(¢) = 1, deducimos que la funcién limite
t—0
puntual de la sucesién viene dada por:

S = lim fy(x)=x  (xeR).
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Dadoa > 0, es facil comprobar que no hay convergencia uniformpzeftoo[, pues para todo
n = a se tiene que:

max{| f(x) — fu(x)|: x=a} = f(n) — fu(n) =n(l —senl)) - +oo.
Anélogamente se prueba que no hay convergencia uniforfe ea, —a].
Estudiemos si hay convergencia uniformd-en, «]. Para todox € [—a, a] tenemos que:

|/ () = fu()] = |x —xp(x/n)| = |x||1 —@(x/n)| < all —p(x/n)|.

Dados > 0, seas > 0 tal que |l —¢(?)| < &/a siempre qué?| < §. Tomemos un ndmero
naturaln, tal quel/no < §/a. Entonces, para todo> n, y para todox € [—a, a] se tiene que
|x/n| <a/n<a/ny < 8, porlo que:

/() = fa()] < all —p(x/n)| <e,

y por tanto, para tode = no es max{| f(x) — fu(x)|: x €[—a, a]} < e. Hemos probado asi que
{ f»} converge uniformemente ¢na, al. ©

8. Estudia la convergencia uniforme Brf, de la sucesion de funcionég,} definidas para todo

x€RY por:
fu(x) = arctg( n X ) .

1+ nx

Solucion.Como f,,(0) = arctgn, y ”T arctgr = mr/2, la funcién limite viene dada por:
t—>—+o0

rw =timi gy = { A0 G0

Observa que se trata de una funcién continud gnEstudiemos si hay convergencia uniforme en
R?. Paraello es conveniente conocer el signo de la fungj@n)— f (x). Teniendo en cuenta que

la funcién arcotangente es inyectiva, se deduce que
Ja(x) — f(x) =0 si, ysélosi,(n + x)/(1 + nx) =1/x lo que equivale & = 1 (la otra
posibilidadx = —1 se descarta porque suponemos gue 0). En consecuencia, la funcion

fan(x) — f(x) debe tener signo constante en cada intefalt y en]1, +oc[. Como:
Jn©) = fO) =arctgn —7/2<0, 'y lim (fu(x) = f(x))=arctgl/n)> 0.

se sigue qug,(x) — f(x) < 0 parax [0, 1[, ¥ fa(x) — f(x) > 0 parax > 1.

Estudiemos ahora la derivada g x) — f(x). Un calculo sencillo nos da:

1+ 2nx + x2

Ja) = f100) = 2(1 +x2)((1 + n?)x2 +4nx + 1+ n?)’

Por tantof, (x) — f’(x) > 0 paratodaxr > 0. En consecuenci#, — f es una funcion creciente
enR¢. Como

| fx) = falx), sixel0,1]
00 = 70 _{ fu(x) = f(x), sixe[l,+oo]

Resulta que la funcidhy, — f| es decreciente €A, 1] y creciente efil, +oo[. Concluimos que

f(x)— fu(x)< f(0)— f,(0) = /2 — arctgn, si x€[0,1]
=S DN=1 a0 =7 (< _lim_(fu(x)—f(x)=arctgl/n),  sixe[l+oo]

Por tantopara todox = 0, es:

| fu(x) — f(x)] < By = max{xm/2 —arctgn,arctg1/n)},

y como{B,} — 0, la sucesior 1, } converge uniformemente &’ . ©
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9. ParacadaeN sea N

prrrpra S

Jn(x) =

Prueba que la serig’ f,:

a) Converge puntualmente &7} sia > 0, y la convergencia es uniforme en semirrectas cerradas
que no contienen al cero.

b) Converge uniformemente &¢ sia > 1/2.
Solucién.a) Como se pide estudiar la convergenci&ep consideraremos en lo que sigue que
x=0.La serieZ

n=1

— es de términos positivos y, pata> 0, tenemos que:
ne(l + nx?) p Y, p q

. X 1
lim nltd —— = .
n—oco nt(1+nx2) «x
Por el criterio limite de comparacion (o por el criterio danBlneim, como se prefiera), se sigue
que la serie converge si, y solo,Isi a > 1, es deciu > 0.

Estudiemos la convergencia uniforme en una semirrectapidld, +oc[, (0 > 0). Como:

1 1—x%n

/ - - "
T = e
se deduce facilmente qug es creciente ef, 1/../n] y decreciente efi/ /i, +o0[. Seanyg e N
tal quel//no < p. Para todo: = ng se tiene qud/./n < p por lo que f,, es decreciente en
[p, +o0l y, por tanto, f,, (x) < f,(p) para todax = p. Puesto que, para> 0, la seried_ 1, (p)
converge, se sigue, por el criterio de Weierstrass, queia s¢ f, converge uniformemente en
(o, +o0l.

. . 1 1 .
b) Sia > 1/2 entonces la senZ fu(1/s/n) = 3 Z prEsYEY es convergente (es una serie de
n=1 n=1
Riemann con exponente+ 1/2 > 1). Como para toda > 0 se tiene quef, (x) < f,(1/4/n),
el criterio de Weierstrass implica que la s€¥ief, converge uniformemente & . ©

10. Estudia la convergencia puntual y uniforme de la serifudeiones)_ 1, donde, f, : R — R

es la funcién dada por:
X

f,,(x)zm n:O,l,Z,...
o0
SeaF(x) = Z fu(x), la funcién suma de la serie. Calculianl F(x) y lim F(x).
n=0 ?28 ?:8
Sugerencia. Para > 0 se tiene que
k+1 k+1

k
X X X
Y < = [ — @< [ —
kf 1+ 12x2 Ji () kf 1+ k2x2 kII 1+ 12x2

Solucién.Puesto que, para # 0:

se sigue, por el criterio limite de comparacion (o por ekcigtde Prinsheim, como se prefiera)
. X ., .
que la serleE H_'% es convergente. También converge, evidentemente xparé.
n<x

n=l1
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Para estudiar la convergencia uniforme veamos qué infaémaos da el criterio de Weierstrass.
Tenemos que:
, 1 —n%x?

I = ey
Deducimos qugf, es creciente €j, 1/n]y decreciente efi /n, +oo[. Como f,(—x) =— f,(x),
deducimos que f,(x)| < f,(1/n)=1/2n para todox e R. Como la seri€)_ 1/2n no es conver-
gente el criterio de Weierstrass nos dice nadacerca de la convergencia uniforme de la senie
todoR (observa que el criterio de Weierstrass da condicisnéisientepero nonecesariapara
la convergencia uniforme). Sin embargo, dicho criterioas proporciona informacién cuando
consideramos un conjunto de la formd,; = {xeR: |x| = p}, dondep > 0. Pues, tomando
no tal quel/ng < p, para todo: = ny se tiene qud/n < p, por lo quef, es decreciente en
[p, +0o0l ¥, en consecuencidf, (x)| < f4(p) para todax € 4,. Puesto que la serig f,(p) es
convergente, el criterio de Weierstrass nos dice)jug, converge uniformemente efy,.

La Unica duda que queda por resolver es si la serie conveifpgraemente en algun intervalo
de la formd—p, p] conp > 0 (en cuyo caso seria uniformemente convergente enRyderonto
saldremos de dudas.

Calculemos los limites laterales en= 0 de la funcién suma de la serie. Usando la sugerencia
del enunciado tenemos, supueste 0, que

n+1 n k+1 n k+1

X
| v ‘Zkf 1+zzxzdf$k§kfmdf=

_Zf"(")_“21+k2x2\

1 k+1

s Okf 1+z22 Z_x+f1+t2x2dt

]
|

x
I

deducimos que:

n
arctg(n + 1)x) < Z Jr(x) < x + arctgnx).
k=0

Tomando limites para — oo en esta desigualdad obtenemo® < F(x) <n/2+x. Como esta
desigualdad es valida para todo> 0, se sigue queil F(x) = 7/2. CoOmoF(—x) = —F(x),

x—0

x>0
se deduce queirh F(x) = —n/2. Por tanto, la funciorF tiene una discontinuidad de salto en

320

x =0.
Como las funcioneg;, son continuas eR deducimos que la serlg’ f, no puede ser uniforme-
mente convergente en ningun intervalo de la fofmea, p] conp > 0 pues, si asi ocurriera, la
funcién suma habria de ser continua en dicho intervalo ytgro seria continua en=0 lo que
acabamos de probar que no es cierto.

Fijate en que la funciéi’ si es continua elR \ {0}. Pues cualquier nUmeww# 0 podemos
meterlo dentro de un conveniente conjudtg sin mas que tomar < |a|, y como la serig_ f,
converge uniformemente ey, la funcion sumaf, es continua ea,, y, por la propiedad local
de la continuidad, se sigue qifiees continua en. ©

11. Estudia la convergencia puntual y uniforme de la sgtig, donde

nn+1

Ju(x) =

x"e"™ (x=0).

Solucién. Estudiemos la convergencia puntual. Para- 0 la serie)_ f,(x) es de términos
positivos y podemaos aplicar el criterio del cociente. Teognue:

Sor1(¥)  (n+ 1" pl . (n+ 1)n+1 B B

= xX€ xe ¥ - xel
Jn(x) (n+ 1) prtt n
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12.

Consideremos la funciéa(x) = x e!=*. Se tiene que’(x) = el (1 — x) y, facilmente, se
deduce que es estrictamente creciente [@n1] y estrictamente decreciente gn+oco[. Luego
parax = 0, x # 1 se tiene que(x) < ¢(1) = 1. Por tanto, el criterio del cociente implica que la
serie converge para todo nimere 0, x # 1.

En este caso el criterio del cociente también proporcidivarimacion parac = 1, pues aunque

Sorr () e (n + 1)”“ o
Ju(1) n

como la sucesiofl + 1/n)"+! es decreciente, se tiene que dicho limite se acerqgoavalores

fn+1(1)
Sn(1)

cero y, por tanto, la seri®_ f,(1) no converge por no cumplir la condicién necesaria basica de
convergencia para series.

Ifim

:1’

mayores qud, es decir > 1, lo que claramente implica qugf, (1)} no converge a

Estudiemos la convergencia uniforme. Tenemos que:

pht1
Sr(x) = Tnx”_l e " (1 — x).

Y, al igual que antes, se sigue qiig es estrictamente creciente n1] y estrictamente decre-
ciente enl, +oo[. Dadop > 1, para todax = p es f,(x) < fn(p) y como la serie}_ f,(p)
es convergente, deducimos, por el criterio de Weierstgassy © f,, converge uniformemente en
[p, +00[. Andlogamente se comprueba que hay convergencia unifarimegvalos de la forma
[0, p] donded < p < 1. ©

En cada uno de los siguientes ejercicios se especificanjurnto2 C Ry, para cada € N, se
define una funcionf, : 2 — R. Se pide estudiar la convergencia puntuakzde la sucesion
de funciones{ f,}, asi como la convergencia uniforme en los conjumtos 2 que se indican
en cada caso.

a) Q=10, Z[, fu(x) =n*(tgx)"(1 + cos4x), A=[0,a], A=[a, %], 0 <a<Z.

b) @ =R, fn(x)=(1+%)n, A=[a,b], a <b.

c) Q=]—1, 400, f,,(x):nlog(l + %), A=]—-1,a], A =]a,+oo[, a > —1.

Solucion.a) Se tiene qug,(0) =0y f,(r/4) =0 paratodar e N. Si0 < x < /4 entonces
{f2(x)} — 0 porque es una sucesion de la fornfa” donde0 < A =tgx < 1. Parar/4 <

x < 7/2 la sucesiod f,(x)} — 4oco. El campo de convergencia puntual@s= [0, /4] y la
funcion limite puntual es la funcién nula. Séa< « < =/4. Como la tangente es creciente en
[0, Z[, tenemos que:

sup{| fu(x)| : x € [0, a]} < 2n*(tga)”

y, como{2n?(tga)*} — 0, concluimos que hay convergencia uniforme@m]. Hay que sos-
pechar que no hay convergencia uniforme®enr/4]. Para ello sea, = 7 — % y pongamos
u, =tg(xn), v, = n. Tenemos quéu,} — 1y v, — +oo. Tenemos que:

_tg(xn) —1 _ _tg(xn) —1 N
; =

b
_1 x, — %
n n 4

v (up — 1):n(tg(x,,)—l) = -2

tgx —1

Donde hemos usado quéml

x—>% X — Z
Deducimos qud tg(x,))" — €2 lo que implica quef, (x,) — +oo. Como{x,} — n/4y
0 <x—n < n/4,dadoa con0 < a < /4 hay unng € N tal quea < x, < /4 para todo
n = ny. Por tanto, para > n, se tiene que:

supt| fu(x)| : x € [a, /4]} = fu(xn)

= 2 porque es la derivada de la tangentexes: /4.
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y concluimos que no hay convergencia uniformeer ].
b) La funcién limite puntual viene dada por:

f00 = lim fu(o) =€

El campo de convergencia puntualRey la funcién limite es la funcién exponencial. Probaremos
que hay convergencia uniforme en todo intervalo de la fdraaco] dondex > 0. Dadoa > 0,
seanp €N tal queny > . Paratodox € [~a, ]y paratodo: = ng se tiene que; € [, 7] C

|- 1,1], luegol + 7 > 0. En lo que sigue supondremos que [—a, o]y n = ny.

‘e"— (1 + %)n‘ =€ ‘1 —exp(x(p(x/n) — 1))| <ée ‘1 —exp(x(p(x/n) — 1))‘ .

Donde: log(1 )
0 + ¢
() = gf,

Se verifica quel’h} ¢(t)=1 por lo quep es una funcién continua. Dado> 0, por la continuidad
—

t>—1, p0)=1.

de la exponencial ef hay uné; > 0 tal que pardu| < §; se verifica quél — €| < se™®,
Por la continuidad de en 0 hay un niumerd, > 0 tal que pardt| < §, se verifica que
lo(t) — 1| < 8;/a. Tomemos:; = ny tal que,‘,"—1 < 6,. Entonces para todo € [—a, a] y para
todon = n; se tiene que:

|x

. <8 = |l —p(x/n)| < %:> |x(g0(x/n)— l)| <4 =

= [1—exp(x(p(x/n)— )| <ce® = ‘ex—(l + %)n‘ <e.

Lo que prueba que para todo > 0 hay convergencia uniforme dra, ] y, por tanto hay
convergencia uniforme en todo intervalo acotado.

¢) Tenemos que para todaee R:

. X
[im nlog(l + —) =X.
n—>00 n

En el ejercicio se supone que > —1 para que todas las funciongg estén definidas en el
intervalo] — 1, +oc|. Por tanto, el campo de convergencia puntugl-ed, +oo[ y la funcién
limite puntual es la funcidn identidati(x) = x. Definamosi, (x) = x — f,(x). Tenemos que:

1

h(x)=1-n—t— =1- =
(x) nl—i—% n+x n4+x

n X

Deducimos qué:,(x) < 0 para—1 < x < 0y Aj,(x) > 0 parax > 0. Por tantoh, tiene en
el intervalo] — 1, +oo[ un minimo absoluto em = 0, por lo queh,(x) = /,(0) = 0. Observa
que, paraz = 2, h,(—1) esta definido y las funcionés, son continuas ep-1, +oo[. Como#,
decrece effi-1, 0] y crece erj0, +oo[ , para todo: = 2 y todoa > —1 se tiene que:

max{|h,(x)|: —1 < x < a} = max{h,(—1), hy(a)} — 0.
Por tanto hay convergencia uniformejen1, a]. Por otra parte se tiene que:
hn(n) =n—nlog2 =n(l —log2) - +oo.
Lo que implica que no hay convergencia uniforme en ninglervaio de la forméa, +oo[. ©

13. Seaf : R} — R unafuncién continua, no idénticamente nula cofnp | f(x)=0, f(0)=0.
X—>T00

Seary{ f,} Y {gxn} las sucesiones de funciones definidas pgpix) = f(nx), gn(x) = f(x/n),
paratodox e R y todon € N. Prueba que:
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14.

15.

a) {/»} y {gn} convergen puntualmente a ceroRfj pero la convergencia no es uniforme en
RT
.

b) La sucesioéd f,g,} converge uniformemente a ceroRBi.

Solucion. El apartado a) es inmediato. Haremos el apartado b). Obsgevan las hipétesis
hechas parg la funcién| /| esta acotada, de hecho alcanza un maximo absoluftfersea

M > 1tal que| f(x)| < M. Dadoe > 0, por hipétesis hay nUmer@s< a < b tales que para

0 <x <ayparax = b se verificaque f(x)| <e/M. Seano N tal queb/n¢ < a. Para todo

n =ng Yy paratodax € [a, b] se tiene quer/n < a 'y por tanto|g,(x)| < ¢/ M, lo que implica
que| fn(x)gn(xX)| = | fa(x)]|gn(x)| < M 57 = &. Si0 < x <a entonces tambiéd< x/n <aysi

b < x también e® < nx, en cualquier caso, se sigue dqug(x)g.,(x)| < e. Por tanto, para todo
n=noy paratodor R es| f,(x)gn(x)| < ¢, lo que prueba que la convergencia es uniforme en
R. ©

Observacion. El producto de dos sucesiones de funciones uniformememtegentes pue-
de no ser uniformemente convergente. Considera el ejmpialten que las sucesiones son
Jfa(x) = 1/n (una sucesiodn de funciones constantes que converge usifieenite a cero eR) y
gn(x) = x (una sucesion constante, formada por una sola funcién,qderdemente converge
uniformemente a dicha funcion &). El producto es la sucesién de funciongéx)g, (x)=x/n
que converge puntualmente a cero pero la convergencia mifesme enR.

El ejercicio anterior proporciona un ejemplo de dos suecesiale funciones que no convergen
uniformemente y cuyo producto converge uniformemente.

Puedes probar como facil ejercicio que gj} converge uniformemente Aen un conjuntod, y
g es una funciémcotadaen 4 entonces la sucesidg f,} converge uniformementeg/ en 4.

Seaf :R — R unafuncién de clas€! e I = [a, b] un intervalo cerrado y acotado.
a) Prueba que paratodo- 0 existes > 0 tal que cualesquieraseany el con0 < |[x—y| < §

%f(x) —SO) _ iy
X=Yy

b) Para cada € N definamos:

se verificaqu <e.

x+%
fo=3 [fod  (xeR).

“n

Justifica que f,/} converge uniformemente &' en[.

Solucién. El apartado a) es consecuencia facil de la continuidad iméale /'’ en|a, b] y del
teorema del valor medio. Haremos el apartado b). Tenemos que

For = st = LD D)

Ahora basta escribir:

| frx) = f(x)]| <

n

DIt ()

) S

sl (v=1)- s
n

y usando el apartado a) y la continuidad uniformefdeen [a, b] se sigue qué f,/} converge
uniformemente g’ en[a, b].

Supongamos qug es una funcion continua ¢, ] y que para toda € N U {0} se verifica que:

b

jx"f(x)dx =0.

a

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada
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16.

17.

Prueba quef(x) = 0 paratodox € [a, b].
Sugerencia. Usa el teorema de aproximacion de Weierstrass.

Solucion. La hipétesis hecha implica que para toda funcién polindnpice) se verifica que
b

jp(x)f(x) dx = 0. Por el teorema de aproximacion de Weierstrass hay unaiéndes } de

a
funciones polindmicas que converge uniformementg en [, b]. Como f es continua, esta
acotada efu, b] por lo que la sucesiofp, f'} converge uniformemente & en[a, b]. Por tanto:

b b b
Jryde = [ lim puo) f(oyde = Jim [ pae) f () de =o0.

Como 2 es continua y positiva, deducimos que para tede [, b] debe serf?(x) = 0, esto

es, f(x)=0.

Sed f,} una sucesion de funciones que converge uniformemente anciaf /' en un intervalo

[, +o0[. Supongamos que, para cagalN, existe IT fu(x)=a, €R. Prueba que la sucesion
X—>T00

{a,} es convergente y qug tiene limite ent+-oo, siendo  Im  f(x) = lim {a,}.
x——+00 n—00

Sugerencia. La condicion de Cauchy permite probar la cgeveia d€a;, }.

Solucion.Dadoe > 0, por la condicién de Cauchy para la convergencia uniforxistey € N
tal que paratodas, m = no y paratodar > a se tiene quéf, (x) — fm(x)| <e. Tomando limites
en esta desigualdad para— +oco se deduce quér, — a,| < . Por tanto la sucesiofu,}
cumple la condicion de Cauchy y, por tanto, es convergertr S lim{a,, }.

Dadoe > 0, hay unng € N tal que para toda > ng y para todaox > a es| f(x) — fu(x)| < ¢/3
y también|a, — a| < ¢/3. Pongamos:

2
| f(x) = al < | £(x) = fag ()| + [ fug (X) = ang| + [an, —a < ?8 + [ g (X) = g -

Como ET Juno(X)=an,, existeK > a tal que paratods =K se verifica qué f, (x) — any | <
X—>1T00

¢/3. Concluimos, a la vista de la anterior desigualdad, que mlax > K se verifica que
| f(x) —a| < e. Hemos probado asi quel’T f(x)=a. ©
X—>T00

En cada uno de los siguientes ejercicios se especificanjunto2? C R y, para cada € N, se
define una funciony;, : @ — R. Se pide estudiar, en cada caso, la convergencia punt@aten

o0
la serie de funcione$, fy, y la continuidad de la funcién sunfa= Zf,,.
n=1
a)Q =R, fi(x)=¢e"*.

1 1
b)Q =R, fux) =~ 5 —.

n
X2

OR=R\ (-1 1}, fol¥) = — .

Solucion.a) Se trata de una serie geométrica de razén gor tanto, dicha serie converge si, y
sblo si, €* < 1, esto esx > 0. El campo de convergencia puntualis. En este caso podemos
calcular la funcién suma de la serie:

—X

o
_ e
F(X):Z:lenle—e—x x> 0.
n=

Es una funcién continua ekt . Este resultado también puede obtenerse sin necesidaltdiaca
la funcidn suma. Para ello, observamos que la serie conuaif@memente en semirrectas de
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18.

19.

la formala, 400 dondea > 0, pues para tode = a se verifica que &* <e "¢ y, como la
serie)_ e "¢ es convergente, el criterio de convergencia uniforme dehldass nos dice que la
serie converge uniformemente en toda semirrecta dejdippoc| cona > 0y, en consecuencia,
como es una serie de funciones continuas, la funcién sunanéiaga en toda semirrecta del tipo
indicado. Por el caracter local de la continuidad, concbsique la funcion suma es continua en
RY.

b) Seaz > 0. Paratodoc € [—a, a] se tiene que:

[S)

1 x2 X a?

1
X)=—— = T <.
Sn(x) n x24+n nx*+n) n? " n?
Como la seriey_ nlz es convergente, deducimos por el criterio de convergemifarme de
Weierstrass, que la serie converge uniformemente en toelvato del tipd—a, «] y, por tanto,
en todo intervalo acotado. Deducimos también que el camgomlergencia puntual es todo
y que la funcién suma es continualRn

. 1 _ _ . .
Observa que iin  f,(x) = —. Esto nos dice que no hay convergencia uniforme en senasect
xX—>+00 n

de la formda, +oc, porque el resultado visto en el ejercicio resuelto 16 iogptjue, si hubiera
convergencia uniforme, la serje % deberia ser convergente, cosa que no es cierto.

on+l1

. +1 . .
C) Sea) < a < 1. Para—a < x < a setienequé < x <a®"" lo que implica que:

n n
XZ a2

<
1 > 1°
1 —x2"t 1 —a?"t

0<

on+l

., +1 . . .
Como la sucesiofu®" " } es decreciente, se tiene gue a >1—a* > 0y deducimos que:

n n
XZ a2

<
< .
1 —x2"t T 1—a*

0<

Comoa®" < a® y la seried_ a®" es convergente por ser una serie geométrica de razén
a* < 1, se sigue, por el criterio de comparacion, que la sgtie”” es convergente. El criterio
de convergencia uniforme de Weierstrass implica que |l skadla converge uniformemente en
[~a,a]. Deducimos que la serie converge puntualment¢-er, 1[ y que la funcién suma es
continua en dicho intervalo.

Analogamente, usando qug(1/x) = — f,(x), se prueba que la serie converge uniformemente
en conjuntos de la form@x eR : |x| = a} dondea > 1. Por tanto el campo de convergencia
puntual es tod® y la funcién suma es continua €h ©

n
Sed  f, unaserie de funciones que converge uniformemente en unrdorf. SeaF, = ka.
k=1
Prueba que para toda sucesfap} de puntos def se verifica que la sucesidiry, (x,)— Fn(x,)}
converge a cero.

Solucién.Dadoe > 0, por la condicion da Cauchy para la convergencia uniforagimng € N
tal que paratodog > n=>n, y paratodox € A se verifica qu¢Fq (x)— Fp (x)| <e¢. Haciendo en
esta desigualdagl= 2n resulta que paratodoe A es|F>,(x) — F,(x)| < e. En particular para
X = X, € A se tiene quéF,, (x,) — Fu(xn)| < ¢, desigualdad que es valida para tedp n,. ©

En cada uno de los siguientes ejercicios se especificanjunto2 C R y, para cada e N, se
define una funciony, : 2 — R . Se pide estudiar, haciendo uso de los criterios de Ditichdie
Abel, la convergencia puntual y uniforme €nde la serie de funcionés f,.

—1)"
a)Q:R, fn(x)z)fz_:n'
—1)"
b) Q@ =[2, 400, fu(x)= ﬁ
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ser(nx)
NG

Solucion. a) Pongamog,(x) =

)Q=[0.7], fulx) =

T Para cada € R la sucesior f,(x)} es monétona
X n
decreciente. Ademas como para toda R es0 < g,(x) < % se verifica qudg,} converge
uniformemente a cero eR. El criterio de convergencia uniforme de Leibniz nos dice tp
serie)_ f, converge uniformemente @& Observa que no hay convergencia absoluta en ningin

punto. ©
b) Pongamos:

1
1 n2x2-1

D" (=Dnx —(=D")

nx + (=)r n?x? —1

Jn(x) =

_ n nx
- (_1) n2x2 _

- 1 1 . .
Como paratoda € N y todox = 2 se verifica qué < P < 71 y la serie}_ Y

. o . . 1 .
es convergente, Se sigue, por el criterio de Waerstrastaqa.we E ﬁ converge uni-
n“x< —1In
n=1

formemente erR.

Pongamog, (x) = ZLI Se comprueba enseguida gug-1(x) < gx(x). Ademas:
n2x2 —

2
n—+ x2n3

gn(x) = —m

Por lo queg, es decreciente. En consecuencia, para togo2 se verifica qué) < g,(x) <
gn(2). Puesto quég,(2)} — 0, deducimos que la sucesiég, } converge uniformemente a cero
en[2, +oo[. El criterio de convergencia uniforme de Leibniz nos dice tpiseried (—1)"g,
converge uniformemente ¢, +oo].

Hemos probado asi qJe f, es la suma de dos series uniformemente convergenf{@s-eno|
y, por tanto, ella misma es uniformemente convergente droditervalo. Observa que no hay
convergencia absoluta en ningun punto del intervalo.

¢) Como la sucesiéfil /+/n} es decreciente y convergdaparece apropiado aplicar el criterio
de Dirichlet. Hemos visto en el ejercicio resueddque:

n+1
n sen( 2 x)
Gn(x) = Z sentkx) = sen(ﬁx) _

? (x)
— sen| —
k=1 )

Por lo que, para cada < x <  y para todon € N se verifica qudG,(x)] < ———. El
sen(x/2)

criterio de Dirichlet?? nos dice que la seri®_ f,(x) es convergente. Puesto que para 0 la
serie es trivialmente convergente, concluimos que el catepconvergencia puntual ¢, ).
Supongamos qué< a < 7. Entonces como la funcién seno es positiva y crecient8,ery 2] se
verificard qué) < sen(a/2) < sen(x/2) paratodox € [¢, 7]. Resulta asi que:

|Gn(x)] < sera/2)’

Desigualdad que es vélida para todeN y paratodox € [a, 7]. Por tanto, la sucesidit,, } esté
uniformemente acotada én r]. El criterio de Dirichlet?? nos dice que la serig_ f, converge
uniformemente efu, x].

Queda por estudiar si hay convergencia uniform@es] donded < a < =. Observamos que:

n+1
SGﬂ(T)

G,(2/n) =senl) sen(l)
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20.

Esto nos indica que no va a haber convergencia unifornijé,eh De hecho, podemos usar el
resultado del ejercicio resuelto 18 cop= 2 /n. Observa que, € [0, a] para todo: suficiente-

mente grande. Tenemos que:
1 1
) — ser(l)sen(n + )) — +00.
n

Lo que implica, por el citado ejercicio, que no hay conveaiguniforme ero, a]. ©

Gan(xn) — Gu(n) ~ 1 (ser(z> sen(zn +

Calcula el radio de convergencia de cada una de las skripstencias _ ¢,x", y estudia el
comportamiento de la serie en los extremos del interval@desrgencia, en los siguientes casos:

n—./n Y
n—= —/—————— b n = 1 IOQ(nJrl)’ n = €e— 1 —
a)c poaT—— Yen=m+1) c)ep=e +n
1-3-5---2n+1) n!
d L, = s = ﬁ 07 =
) Cn 2.4-6---2n+2) e) cn =a“¥" (a>0) S) cn o+ 1)

., . . . . , L . Cn+1
Solucion.a) Aplicando el criterio del cociente o de la raiz es muy faoibar quei —10
Cn

que /¢, — 1. Por tanto el radio de convergenciale€Comoc, > 0y ¢, ~ % la serie)_ ¢, x"
no converge para = 1. Se comprueba facilmente que para 5 esc,+1 < ¢, Y cOmo, ademas,
{cn} — 0. el criterio de Leibniz implica que la ser)e ¢,x" converge para = —1. ©

b) El criterio de la raiz nos da:

V(n+ Dlean = {/exp(logn)? = exp((l()gn)z) — exp(0) = 1.

n

Por tanto, el radio de convergenciale®o hay convergencia einni tampoco en-1 porque{c, }
no converge a.

¢) No es inmediato en este caso aplicar el criterio del cteieirel de la raiz. Pero sabemos que:

1
e—(1 x e
[fm (74_)6) = .
x—0 X 2

e .
Por tanto e-(1 + x,,)ﬁ ~ 5x,, siempre quéx,} — 0. En particular, tenemos que:

1Y el
cn=e—(1+—-] ~=-
n 2n
Por tanto, recordando las observaciofi@sse sigue que la serie dada tiene el mismo radio de
convergencia que la serje g%x”. Pero esta serie tiene, evidentemente, radio de conveagenc
R =1. Parax =1 la serie dada no converge pordue ¢, ~ g% y se aplica el criterio limite de

comparacion con la serie armonica. Para —1 la seried_(—1)"c, es una serie alternadgy, }
es decreciente y convergenté,duego dicha serie converge en virtud del criterio de Leibfi

d) Se aplica el criterio del cociente.

Cn+1 2n+3
Sy

=c, = — 1.
Cn 2n+4

El radio de convergencia €= 1. Para estudiar la convergencia para: 1 se aplica el criterio
de Raabe y para = —1 el criterio de Leibniz. ©

f) Aplicamos el criterio del cociente.

Cnt1 n+1D! (m+ 1" n+1\""! . 1 \" 1
= = = — % —.
Cn (n+2)"+t  pl n+2 n+2 e
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21.

22.

El radio de convergencia és= e. La serie no converge para= + e porque la sucesidfa, €'}
no converge a cero. De hecho, usando la férmula de Stirfifigse tiene que:

’

! 2rnn"e™ "
cp €= " e ~ wnn’ e =2 — +o00.
(n+ 1" (n+1)" + 1
©
2n
Calcula la funcion suma de la serie de potenEsi
n(2n—1)
Solucion.Empezamos viendo para qué vanreScda serie dada converge absolutamente. Para
I |2n |x|2n
ello, aplicamos el criterio del cociente a la seie ————. Pongamos;, = ———.
P E nQn—1) | ongamose =m0
Puesto que:
anyr XD a@Qn—1) N n(2n —1) N

i r it D N " iy e+ )

deducimos que la serie dada converge absolutamepti sk 1, es decir, sjx| < 1. Deducimos
asi qug — 1, 1] es el intervalo de convergencia de la serie. $efa— 1, 1[— R la funciéon suma

de la serie:
2n

. x
f(x):rgin(Zn—l) —l<x<l.

Recuerda que las series de potencias pueden derivarsgmiatetérmino a término en su inter-
valo de convergencia. Por tanto, parh < x < 1 tenemos que:

J'(x) =

f”(x) _ ZZXZn 2 ZZ(XZ)n _

Puesto quef(0) = f/(0) = 0, deducimos que:

X

f(x)= =log(1 + x) —log(1 — x).

Por tanto:
f(x) :j(log(l +1)—log(l —1))dt =(1+x)log(1+x)+ (I —x)log(l—x) (x €]—1,1].
0

©
x3n y Zn(x + 3)”.

Calcula la funcién suma de las series de potendiagr + D% >

n=0 n=1

Solucién.Sea

1 o0
f(t):::Zt” (-l<t<1).
n=0

Tenemos que:

zf()— an (-1 <t<1).
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Haciendo en estas igualdades x3 /2, supuesto que-1 < x*/2 < 1, deducimos que:

B 00 X3 n [’} 13 n_ 1 x3/2 B 4
_;(7) +,1Zn (7) TI—on  A-xr ] (0 -2p

Anélogamente, haciendc= (x + 3)/2, supuesto que-1 < (x + 3)/2 < 1, obtenemos:
n(x + 3" (x+3)" x+3 34 x
Yoy () - =25y

on 2 2(1 + (x + 3)/2)2 5+ x)?

n=1 n=1

23. Dado un nimero natur@k N, prueba la igualdad:
fl g
5 1 oan +1

Calcula el valor de la suma de las series correspondientssvallores de =1, 2, 3.

Solucion. Podemos hacer este ejercicio directamente, con un sepéitolo. Como sigue a
continuacion.

En la igualdad:
Z”:( l)k X 1— (_1)n+1un+1
—Deyk = .
= 14+u
hagamos = x? para obtener:
S ek - LD
a— X fd
= 14 x4

Integrando esta igualdad en el intervHlol ], obtenemos

1 k n+1,.qn+
1 1 1 qn+q
f dx = ( ) f( )X dx.
J 1+ x4 qk+1 1+ x4

Tomando ahora limites para— oo, y teniendo en cuenta que:

)n+l qn+q )n+l qn+q

(-1 (-1
f T <f\ T

obtenemos la igualdad:

1
gn+q+1°

1
dx < jan+q dx =
0

n=0
Finalmente
1 oo
1 (="
dx =log2 =
f 1+ x o g Zn +1
0 n=0
1 e’}
1 b4 =n"
d = — =
J LD Drvery
0 n=0
1 oo
1 T log2 (="
d —
f1+x3x 3\/§+ 3 ’;Sn—}-l
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También podemos hacer este ejercicio teniendo en cuenta que

(o]

qu Z "™ (xl < D),

Como las series de potencias pueden integrarse términmetéen su intervalo de convergen-
cia, se sigue que paratofic< r < 1 es

t
OIH dx—Z( 1)"jxq"dx—2( 1)"

an-l-l
Ahora, la serleZ( 1)"
n=0
]—1,1] y que, en virtud deI criterio de Leibniz para series alteasad¢onverge pama= 1. En
consecuencia, por el teorema de Abel, se verifica que diaie g@verge uniformemente en
[0, 1]y por tanto

an+l

, €S una serie de potencias cuyo intervalo de convergencia es

" tqn+1 "
[im 1 = —
H]Z( s Z< b
t<1n=0

Como, evidentemente, se verifica que

1
t—>1fl+xq :!

Deducimos que

fol > 1
dx = —-1)"
j1+xq * Z( ) gn +1
0 n=0
©
24. Expresa la funcion suma de las series de potenyiasx" ',y ) " 1x” por medio de
n=1 n=1
o0
. n
funciones elementales y calcula el valorgzi.
—2"(n + 1)

- 1 >
Solucién.Sea /(x) = —— = > x",donde-1 < x < 1. Entonces
— X

f(x)= an (-l<x <.

También

an (-l<x<l).

(1- x)2
Integrando esta igualdad obtenemos:

[e.o]

! _ x* _ h n+1 _
Oj(l_l)zdx—1_x+log(l—x)—zn+1x (-l<x<1.

n=1

Deducimos que:

S n 1 log(1 — x)
Zn+1x”=l_ + (-l <x<1).

n=1
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25.

En particular, haciende = 5 resulta queX:m 2—2log?2. ©

Calcula el radio de convergenciay la suma de las series:

3 3
3 1
R B D eE et
n=0 nt nZOn' n=1 Tode R
Solucién. Cualquier serie de potencias del tipo R(n)x" dondeR(n) es una funcion racional

P(n)

den, esdecirR(n)=—— o) dondeP y Q son funciones polinémicas, tiene radio de convergencia

1. Pues:
R(n+1) Pn+1)0(n)
R(n)  Pm)Qn+1)
es cociente de dos funciones polinémicas eue tienen el mismo grado y el mismo coeficiente
lider, luego su limite para — oo es igual a 1.

P@) ,

x" dondeP(n) es una funcion polinémica, tiene
n!

Cualquier serie de potencias del tip0o ——
radio de convergencia infinito. Pues:
P(n+1) n! Pmn+1) 1
n+ D! P(n)  P(n) n+l
y basta notar que, evidentemer)ltggclP(n +1)/P(n)=1.

Teniendo en cuentaque+ 2 + --- +n =n(n + 1)/2 se sigue que las series primera y tercera
tienen radio de convergencia 1 y la segunda serie tiene dadionvergencia-oo.

n+n+3

1 x" lo mas facil es expresar® + n + 3 en
n

Para calcular la suma de la seE
n=0

potencias d& + 1. Para ello basta expresar el polinonfi¢x) = x> + x + 3 por medio de su

desarrollo de Taylor centrado en= —1. Como P(—x) = — P(x) la derivada segunda d@ en

x = 0 es cero. Tenemos asi que:

///(_ )

WX +3=PED+P (D + D+ ——(x+DP =144+ D)+ (x +1)°.
Luego

Znd+n+3 o 2 X"

;ﬁ —Z(—+4+(n+l)) Z +1+Z(n + 21 + 5)x".

La seried_x"/(n + 1) se obtiene integrando la serie geomet@ac” y dividiendo porx, de

donde se sigue que
0 n

X log(l — x
Z =— o ) (-l<x<1).
n+1 X
n=0
La suma de la seri®_(n? + 2n + 5)x" puede calcularse también derivando dos veces la serie
geomeétrica. Seguiremos el procedimiento general pararssenas aritmético — geométricas, es

decir, series del tipd_ Q(n)x" dondeQ(n) es un polinomio emn.
En nuestro cas@(n) = n* + 2n + 5. Observa qu&@ (n + 1) — Q(n) = 3 + 2n, por tanto:

n

Z O(k)x¥(1-x) = Z (Q(k)xk _ Q(k)xk+1)
- k=0
= Z (Qk +1)— Q(x))xk+l + 0(0)— O(n)x"+'=
k=0
n—1
= 2(3 + 2k)xk+1 +5— Q(n)xn+1
k=0
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Tomando limites para — oo en esta igualdad, teniendo en cuenta que pdra< x < 1 es

26.

lim Qm)x"! =0, se tiene:
n—o00

— +1_
ZQ(’Z)X” =Tt 1% Z(3+2n)x”
n=0 n=0 oo
5 3x 2x2
— n—1_
I—x ' (1—x)2 l_xn;”x
_S 3> 2x2 4xT—T7x+5
l—-x (1-x)2 (1-x)3  (1-x)3

Finalmente

=— + (-l <x<1).

Zn +n+3 o log(l1 —x) 4x>—7x+5
e Tl x (1-x)°

1
14+2+4-

cilmente integrando dos veces la serie geometnca Segusetro procedimiento que suele ser
efectivo para sumar series de la forfnaR (n)x" dondeR(n) es una funcién racional dey que
consiste en descomponB(r) en elementos simples. En nuestro caso tenemos

2 2 2

2 .
La suma de la tercera serE: X" = Z ﬁx” puede obtenerse muy fa-
nn +

Rn)y= ——=="———,
() nm+1) n n+1
o0 xn
Como) "= =—log(l — x), se obtiene facilmente que:
n
o0
2 log(1 —
SN2 gt 429D
=1n(n +1) X
n3 21
Para sumar la seri{j —x", usaremos que?‘e:Z—x". La idea consiste en escribir el poli-
n! n!
n=0 n=0

nomio comon® = n(n — 1)(n — 2) + An(n — 1) + Bn + C. Identificando coeficientes resulta
A=3,B=1,C =0.Portanto

> 3

n :in(n —D)(n—2)+3nn—1) 1o

n! n!

n!
n=0 n=0
[e%e) [e%e) [e%e)

1 3 X
:Z(n—3)!xn + Z(n—z)!xn + Z(n - 1)1xn:(x3'HXZ—HC)e)C
n=3 : n=2 : n=1 ’

()

. . p . .
Este método puede usarse para sumar series deztjpe'—x” dondeP () es un polinomio©

Calcula la funcion suma de la serie de poten@si y deduce el valor de las sumas

n(2n +1)

| (—1y"
;n(zn+1) y ,;n(znﬂ)‘

de las series:

1 .
Solucion. Observa que el intervalo de convergencia de la sEemx” es el intervalo

] — 1,1] y que la serie converge también en los extremos deI intedaloonvergencia. Sea

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada



Ejercicios de Analisis Matematico 21

f:[-1,1] = R lafuncién suma:

oo

1 n
f(x)=;7n(2n+l)x (-1<x<).

Como consecuencia del teorema de Abel, la fungi@s continua efi-1, 1].

Nota Observa que puede aplicarse el criterio de Weierstrassietentalo[—1, 1]; lo que justifi-
ca, sin necesidad de recurrir al teorema de Abel, que lasanerge uniformemente ¢rl, 1]
y, por tanto, la funciéry’ es continua ef-1, 1].

Por el teorema de derivacion para funciones definidas passde potencias, sabemos que la
funcion f es indefinidamente derivable en el intervplol, 1]y

o n—1

f’(x):Zz’;Jrl (-1 <x<1).
n=1

Por tanto:

o n

Xf(x) = Zan—i—l (-1 <x<1).
n=1

La forma que tieng/’ nos sugiere considerar la funcion

o
x2n+1

gx) = P

n=0

(-l<x<l

que se calcula facilmente, pues

o0
gl =3 ¥ =
n=0

Comog(0) = 0, deducimos que

X
1 1 1
Ahora relacionaremog’ cong. Parad < x < 1 tenemos que:

)2nt1 x)2nt1

2n+1 2n+1 2n+1
=«/§+x\/§f(x).
De donde:
o g(Wx) 1 log(l 4+ /x) —log(1 — x) 1

Integrando por partes se obtiene que una primitivg @m0, 1] viene dada por:

(1 = x)log(l — /%) — (1 + /x)log(1 + /X)
Jx

h(x) = 0<x<1).

Deducimos que:

f(x) =h(x)— II'n})h(x) =2+ h(x) O<x <.
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Como f es continua efi-1, 1], obtenemos que:

oo

1 ) '
f()= Zm = lim /(x) =2 — lim h(x) =2 —2log2.

n=1

Consideremos ahora qud < x < 0. Tenemos:

(="
2n +1

[x]" (-1 <x <0).

o0
Xf1(x) = =Ix f(=IxD) = =)
n=1
Consideraremos ahora la funciéon

o(x)=— E — 7 x2ntl (-1 <x<1).
n=02n + 1

Como
1

o0
o' ==Y (1) =
1+ x2

n=0

Y ¢(0) = 0, deducimos que:
ol
p(x) = —Of mdt = —arctgx.

Al igual que antes deducimos que:

J—x —arctg /—x)
x/—x

J(x) = (-1 <x<0),

o lo que es igual:

_W/x —arctgdy/x)
N x/x
Como-— f'(—x) es la derivada de la funcién— f(—x), integrando por partes se obtiene que
una primitiva de la funciénr > f(—x) en]0, 1] es:

arctg/x)
X

—f'(=x) 0<x<1).

H(x):27+log(l+x) 0<x<1).

Deducimos que

f(—x):H(x)—||'n})H(x)=H(x)—2 O<x <.

Como f es continua efi-1, 1], obtenemos

N G0 P _
f(—l)_;m_ll_rpl S(=x) = lim H(x) -2 == +log2 —2.

27. Prueba que las funciones definidas por:

e’ —1
g =2, g =1, SO == SO =1
nw =L =172, g0 =D )
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son de clas€ * en su intervalo natural de definicion.

Solucion. EstrategiaPara probar que una funcién es de cl@$e en un intervald essuficiente
probar que dicha funcién es la suma de una serie de potemtiasrgente en el intervalb

Las funciones del enunciado responden todas ellas al stguieodelo. Supongamos que tene-
mos una serie de potenciasc,(x — a)”, con radio de convergencia no nulo. Seal intervalo

o0
de convergenciade laserieyséal — R, F(x)= ch (x —a)" la funcion suma. En virtud

n=0
del teorema de derivacion para series de potencias, salmgrades funcionF es de clas€ *° en
I.Sea ahorg e N y consideremos la funciéy : I — R dada por

q
F(x)— Z cp(x — a)k
k=0
(x —a)?t!

G(x) = . Gla)=cqu1.

Es evidente que

o
G(x) = Zcq+1+n(x —a)" xel.
n=0

Por tanto, la funciorGg es la suma de una serie de potenaasel intervalol y, por tanto,G es
de claseC* en|.

Teniendo en cuenta que

_ = =" n
g(x)—’;QnJr 1)!x2 (xeR)

21
f(x)zZ—'x”_l (xeR)

h()—Z(@B, 2 (xeR)

(p(X):Z;_i_lx” (-l<x<1
n=0

Se sigue que las funciongsf, 1 son de clas€ > enR y la funciéng es de clas€ * en]—1, 1].
Pero es evidente quees de clas€ > en]1/2, +ool, luegoy es de clas€ > en] — 1, +oo[. ©

28. Prueba que la funcion’:] — =, x[— R dada por:

fo0=———1og(Z2). s =1,

senx
—1—5x
es de clas€ . Calcula Im f()—4.
x—0 X

Solucién.Las funciones:

1
g(x)=Z(2( 5 e

o0 _1 n
h(x)=>)_ fa+)1 x=D"  (x=1<1
n=0

son de clas€ > enR y en]0, 2[ respectivamente. Ademas:

Iogx

g(x) = “X,g<0>—1 h) = 22 h() = 1.
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Como paratoda €] — 7, 7[, x #0es0 < g(x) = =% < 1, tenemos que:
_ log(33%) _ _ _
S = o= =h(g(x).  f(0)=hg0)=1

-1

X
Concluimos quef es de clas€ * en] — z, [ por ser composicion de funciones de clé¥e.

Pongamos:

1

1" 1
g(x)_l_Z(Z(n—f—)l)' 2”=—§x +§x + o(x).

Deducimos que:

(=1

S(x) =h(g(x) = Z =1- —(g(X) -D+3 (g(X) — D+ y(x),

donde:

© 1y
0 =0 - 1* Y S g -1,
n=3

Observa quey es continua. Ademas, como para~> 0 esg(x) — 1 ~ x , se verifica que
(g(x) =13~ 3,)3x y, por tanto(x) = o(x*) parax — 0.

Haciendo las operaciones indicadas en la igualdad antedlmulando solamente los términos
hasta la potencia*, obtenemos:

1 11 11 1 11
421 14— b 4
f(x) +12 25!x +3(3')2x +o(x7) +12 +216O *+o(x

Deducimos que:
S —1—5x% 11

[im = .
x—0 X4 2160
Puedes comprobar este resultado calculando el limite ptirdital. ©

29. Calcula el desarrollo en serie de potencias centradae# de la funcion:

2x3 —x2 4+ 2x -7
f(x)_x4—x3—3x2+x+2'

La funcién que nos dan parece bastante impresionante, pees tan fiera como parece. Es
una funcién racional y lo que se hace para obtener su ddsagrokerie de potencias es des-
componerla en fracciones simples, algo que ya sabes haedrdé&ominador solamente tiene
raices reales es muy sencillo calcular la serie de potequmsos piden, porque en tal caso las
fracciones simples van a ser, salvo constantes, de lospisssiguientes:

1 b) 1

x—ao (x —o)’

a)

Las fracciones del tipa) pueden desarrollarse en serie de potencias centradas entelque
gueramos # «, basta escribir:
1 —1 -1 1

x—ot_oz—a—(x—a)zot—al—

x—a’
oa—a

Pero la ultima fraccion es la suma de una serie geométricazd@i—7, por tanto, supuesto que
x—a| < 1, se verifica que:

1 -1 & /x—a\n > 1 n
x—a:a—az(a—a) :—Zi(a_a)wl(x—a) |x —a| < |a—al.
n=0

n=0
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Derivando respecto a esta igualdad obtenemos:

o0

1 n -
(x—a)2=Z(a—a)"+l(x_a)n ! |x —a| < |a—al.
n=1

Las sucesivas derivadas nos dan el desarrollo en serieeledad centrado ende las fracciones
del tipob).

En nuestro caso, se calcula facilmente la descomposicifraeciones simples:

1 2 n 1
x—1 (x+1)?% x+1

Sx) =

Segun acabamos de ver, las fracciones obtenidas puedesotladas en series de potencias
centradas en cualquier punto que no sea una raiz del derdonifi@ dejo que acabes tu el
ejercicio.

Esto puede complicarse mucho cuando el denominador tiéoesraomplejas, en cuyo caso
solamente pueden obtenerse con facilidad algunos ddearceintrados en puntos particulares
(las partes reales de las raices imaginarias).

30. Calcula explicitamente el valor dg, n= 0,1,2,... sabiendo que se verifica la siguiente relacion
de recurrencia:
Ap42 = —2a,,+1 —dy, do= 1, ay = -3.

Solucion. Usaremos el método de la funcién generatriz que se basa emsideracion de la

o

funcion f(x) = Z anx". Se supone que dicha funcion esta definida en algun inteceakoado

n=0
en el origen. Tenemos que:

00 00
f(x) =ag+a1x + Zanxn =a¢g+a1x + Zan+2x”+2:
n=2 n=0

=ao+arx + Y (—2an1 —an)x" =

o0
=ag+ajx —2x E Apypx" T —x2 E apx"=
n=0 n=0

=a +a1x—2x2anx”—x2f(x)=a0+a1x—2x(f(x)—ao)—x2f(x).

n=1

De esta igualdad se obtiene que:

_a0+a1x+2xa0_ 1—x _ 1 1 _

S = 1 +2x +x2 _(l+x)2_(1+x)2_x(1+x)2_

d 1 d 1 d d
() ) - dx(D "))”_(,;f ’”)

==Y (=" (=" =1+ Z(—l)"(zn + D"
n=1 n=1 n=1

Obtenemos asi que para tade: 1 esa, = (—1)"(2n + 1). Puedes comprobar ahora que efecti-
vamente se verifica la igualdag, = —2a,+1 — ax. ©
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31. Definamosf : R — R por:
1 2 2
X (1417)
Prueba que:

a) /() =n/4y lim f(x)=0.

b) Usando un desarrollo en serie paiaprueba quef es derivable eRR T y:
f(x) = —2x j —x2(14+2) gy

¢) Justifica que para todo> 0 se verifica que:
x 2
_t2 _ z
f(x)+(0fe dz) =7
+o00

d) Deduce de lo anterior qu§ e dy =
0

uis

Solucion.a) Tenemos que.

1
1
1) = f T dt = arctgl —arctg0 = Z

Ademas:
g x> (1+12)

< ‘e—x2(1+t2) < e—x2 )

1412

Desigualdades vélidas para tadeR, en particular para € [0, 1], lo que implica que:

1
0< f(x) <je‘x2 d = = Xﬁrroof(x)zo.

201442 > (142"
b) Tenemos que& 1+ = Z(—l)”ivxz”. Por tanto:
n:
n=0

n—1
) = jZ( S g

0 n=0

Se trata de permutar la suma de la serie con la integral. Cowawihble de la integral es= [0, 1],
en lo que sigue consideramos que R es un namero fijo. Consideremos la serie de funciones
> “gn donde para =0.1.2.... g,:[0.1]— R es lafuncion dada para tode [0, 1] por:
n=0
1+
gn(t) = (= 1)"(7 .
En esta expresion debes considerar gusta fijo y la variable es € [0, 1]. Probaremos que la
serieZg,, converge uniformemente ¢, 1] lo que permitird permutar la suma de la serie con
n=0

la integral. Tenemos que para> 1 es:

(1+l2)n—l o 2n—1 o 22nx2n (4x2)n
|gn(l)|—TX < | X< =

n! n!
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(4x2)"
n!

Como tambiénge(?)] < 1,y la seriez es convergente, podemos aplicar a la serie

n=0
> gn el criterio de convergencia uniforme de Weierstrass y eomas que dicha serie converge
uniformemente efo, 1]. Por tanto:

oo 1 1 2n—1 00 1 1 2\n—1
S = Zj(—l)"%x” a=) f(—l)"% d | ¥,

n=00 n=0 \ 0

Como esta igualdad es valida para cualquier nimerorbamos expresado la funcigficomo
suma de una serie de potencias convergente enRo@or el teorema de derivacion para series
de potencias, tenemos qufees derivable y su derivada viene dada por:

[ele) 1 n—
=3 | [ g ) e

o (1 2yn—1 o 1 2\n
:2xz j(—l)”&dt x2”_2=—2x2f(—1)”(1+n7't)x2”dl:

n=00

2\n 2\n 1
((_1)"M) dt = _ije—x2(1+t2) dr .

n!
0

¢) Pongamos para todo= 0:

X 2
h(x) = f(x) + (fe—’2 dz) .
0

Tenemos qué(0) = f(0) =n/4y h es una funcidn derivable en el intervfllo+oo[. Tenemos:

X 1
h’(x):f’(x)+2e"‘2fe‘t2dz :[z:xu]:f’(x)+Ze_x2je_x2”2xdu:
0 0
1

= f'(x) + 2x f e+ gy =,
0
Luego,. es constante y, por tantb(x) = 4(0) = /4 para todax = 0.
d) Tomando limites para — +o0 en la igualdad:

e dr = ,/% — f(x)
+o00 ﬁ

obtenemos quej e dy = - ©
0

S«
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