Ejercicios de Analisis Matematico
Sucesiones numéricas

1. Dadoe > 0, calculam, € N tal que para toda = m, se verifique|x, — x| < ¢ dondex,, x
vienen dados en cada caso por:

2 3 2

@) xg= 2 =2 b) xw= VnF1— i, x=0
3n—50 3 Ly

¢) xp=a (a>0), x=1; d) xn:(ﬁ),x:o

e) xn:n(v" n+1-— W) x=0; f) xp=n%d" (Ja| <1),x=0
Sugerencia. Como consecuencia del binomio de Newton xpara > 0 se verifica que
X"=(1+x-1)"=14+n(x-1).

Esta desigualdad, convenientemente usada, permite eesalu facilidad los casos b), ¢), d) y
e).

Solucion.Como regla general, en este tipo de ejercicios hay que jaabacia atras”, esto es,
se calcula y simplificax, — x| y se convierte la desigualdad, — x| < ¢ en otra equivalente a
ella de la forma: > ¢(¢) dondep(e) es un nimero que dependeddasta entonces tomar,
como la parte entera dg¢) mas 11, = E(<p(5)) + 1, con lo cual para tode > m, se tiene
quen < ¢(e) Yy, por tanto|x, — x| < e.

Este procedimiento admite muchos atajos. Hay que tenereri@que no se pide calculane}
“Optimo”, es decir, el menor valor posible dg tal quen >m.=>|x, — x| < ¢, Sino que se pide
calcular cualquier valor der, para el cual sea cierta dicha implicacion. Para ello es sufiei
con obtener, a partir de la desigualdagl — x| < ¢, otra desigualdad del tipp> ¢(¢) de forma
que se verifique la implicacién > ¢(¢)=—|x, — x| < &.

En este procedimiento hay que quitar valores absolutos. disipre puede hacerse porque la
desigualdadix, — x| < ¢ equivale a las dos desigualdades< x —n — x < ¢. Con frecuencia,

el nimerax, — x es siempre positivo 0 siempre negativo para tedon,, 1o que permite quitar
directamente el valor absoluto y sustituirlo por la coroegfiente desigualdad.

Por supuesto, en estos ejercicios hay que trabajar con on gahérico dee > 0, es decir,
no esta permitido considerar valores particulares gerque se trata de probar que una cierta
desigualdad es valida para todo- 0.

La verdad es que se tarda mas en escribir lo anterior que enélagercicio porque las sucesio-
nes que se dan son muy sencillas y la sugerencia muy Util.

a) Tenemos que

2n+3 2 109
o =X = | = 2| = | |-
3n—50 3 9n — 150
El denominador es positivo para todo- 17. Pongamogs = 17 + k dondek € N. Entonces
109 109 109 13
[xn — x| — < —

TOn—150 3+49% 9% Kk’

Deducimos que para que se teriga— x| < ¢ es suficiente que tomar= 17 + k£ dondek se
elige de forma quéki < g, es decirk > % Por tanto, poniende:, = 18 + E(%) podemos
asegurar que para todo= m, se verifica quéx, — x| < e.

Observa que las acotaciongs, < 42 < 2 no son imprescindibles; de hecho, podemos

despejark de la desigualdag% < ¢, pero las acotaciones hechas facilitan este paso (aunque
se obtiene un valor de mayor).
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Ejercicios de Analisis Matematico 2

b) Tenemos que:
1
0<m—0=3n+1—$%=@%(WL+——0.
n
/ 1 .
Pongamos, = {/1 + — — 1. Tenemos que, = 0y, usando la sugerencia dada:
n

1 1
A4z =14+-2143z, =2, < —
n 3n

Deducimos que:

1 1 11
Xp= SNz, <= < ——.
n \/— n 33 ,—nz 3 W
Por tanto: L
57 <e=xp<e=|xp—0=x,<¢
La desngualdae} i se verifica para tode > 27 ——. Por tanto, es suficiente tomag =1 +
1

E(27a3 )
Observa que la acotamo%n«/—_2 < %%/— no es imprescindible; de hecho, podemos despejar

enla deS|guaIda§I3—ﬁ < g, pero la acotacién anterior facilita este paso (aunque senzbun
n

valor mayor para).

c) Seaa > 1. Entonced < /a.Pongamos, = |x, — 1| = ¥a—1 > 0. Tenemos que:

a—1
1+ zp)" —a>1+nzn:>z,,<—
n

Deducimos que:

— <e=n=|x—-1<e¢
n

La desigualdaé’;—1 < ¢ se verifica para todo > % Por tanto, es suficiente tomar, = 1 +
E(%1).

&

Si0 <a < 1, poniendd = % y usando lo ya visto, tenemos que:

Vb =T a n
De donde se sigue que podemos tomar= 1 + E(la;a“)
e)Seax, =n (¥/n + 1 — ¥/n). Tenemos que:

n 1
0<xn:|xn—0|:n(n/n+1—%):n(/ﬁ< /14_;_1)_
o
Pongamos, = {/1 4+ — — 1. Tenemos que, > 0 y:
n

1
A4+z)'=14+—->14nz,=z, <
n

Yb—1 b—1 1-al
0<1—@Z=“f < b1 a

Por tanto, usando la desiguald2® tenemos que:

1 1 2 1 2 3
—0l=n4 <-Yn<-—-|(14+4—]0-+
|x7 | =nYnz, nﬁ n( +[) " nf

Deducimos que tomando, = 1 + E(%) paratodo: = m, se verifica quéx, — 0| < ¢. ©
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2. Sead un conjunto no vacio y mayorado de nimeros reales. Pruebangu@mero realf, es el
supremo ded si, y sélo si, es un mayorante dé y hay alguna sucesion de puntos dl@ue
converge &.

Solucién.Supongamos qug = sup(4). Entonces es, claro estd, un mayorante deVeamos
que hay una sucesion de puntos4lgue converge & Comop es el minimo mayorante de,
ningln nimero menor qygpuede ser mayorante die Por tanto, dade > 0, comog — ¢ < 8,
tiene que haber algun € 4 tal quep — ¢ < a.. En particular, para = % tiene que haber algin
an € A tal quef — % < ay Y, por supuestay, < B. Deducimos asi la existencia de una sucesién,
{an}, de puntos ded que verifica8 — % < ay < B. Esclaro quda,} — B.

La afirmacion reciproca te la dejo apara que la hagas tu. ©

3. Supuesto quérh{x,} = x, prueba qued ={x,:n e N}U{x} tiene maximo y minimo.
Solucion. Los elementos del son los términos de la sucesion junto con el limite de la misma
Observa que el conjunté puede ser finito o infinito. El caso en gdees finito es trivial porque
sabemos que todo conjunto finito tiene maximo y minimo. Gamiconsiderar, por tanto, que
A es infinito. La idea para hacer este ejercicio es la siguierite siend4 infinito, todos sus
elementos estan en un intervalo de la foima ¢, x + €[, con la posible excepcion de un numero
finito de elementos dd que pueden quedar fuera de dicho intervalo. Para probarddiene
méaximo debemos fijarnos en los elementos mas grandds De&hos elementos deberian estar
a la derecha del nimero+ ¢ paras > 0 suficientemente pequefio. Pero no tiene por qué haber
ningln elemento dd en estas condiciones, y eso pasa justamente cuaeslel mayor elemento
de A4, en cuyo casa seria el maximo del.

Esto lleva a razonar de la siguiente formax®is el maximo det, hemos acabado. En otro caso,
tiene que haber algun elemento éndigamosz € A que sea mayor que, ¢ > x. Tomemos
une > 0 tal quex + ¢ < a (por ejemplos = (a — x)/2). Entonces, todos los elementos de
estan erjx — ¢, x + ¢ excepto un numero finito de ellos que quedan fuera de dickovalb;
ademas, como > x + ¢, el conjuntoB = {ue€ A :u > x + ¢} no es vaciod € B), es finito y,
evidentemente, se tiene qU@&RIB) = Max(A4).

4. a) Sedx,} unasucesiony supongamos que hay nimerd8, 1|, p €N, tales que para todo
n=pes|xy+1| < plxy| . Prueba quein{x,} = 0.

n+1|
Xn

b) Sea{x,} una sucesion de nimeros no nulos verificando du =\, donded <A <

1. Prueba quéin{x,} = 0.
Aplicacién. Dados: €] — 1, 1[, k €N, prueba que iin {n*a"} = 0.
n—>00
Solucion.a) Podemos hacer este apartado de dos maneras. La primerste@msdarse cuenta
de que la hipétesisx,+1| < p|x,| paratoda = p, junto con quéd < p < 1, implica que la
sucesi(’)n{|xn+l,|}neN es decreciente y, como es de nimeros positivos, tiene quergen a un

ndmerow = 0. Por tanto im{|x,|} = «. La desigualdadx,+;| < p|x,| implica quex < pa Y,
como0 < p < 1, la Unica posibilidad para que dicha desigualdad se cunspjaex = 0.

Otra forma consiste en escribir para- p:

X X, Xn— X X
|Xnt1] |Xnl |xn—a] | P+1||xp|§pn—p+1|xp|:pn+l| ol = Mt
|Xnl  [Xn—1] [Xn—2] |xp] pP

[xXp+1| =

donde hemos puesid = 'jj—,”,' gue es una constante que no depende tda desigualdad anterior,
teniendo en cuenta que, por $ex p < 1, se verifica que” — 0, implica que|x,| — 0.

b) Tomandcs > 0 de forma quep = A + ¢ < 1 (bastatomas = (1 — 1)/2), se sigue que hay un
namerop € N tal que para todae > p se verifica que:

[Xp41]

||

< p=> |xn+1| < plxal.
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Y, por lo visto en el apartado anterior, concluimos §ug} — 0.
La aplicacién que se propone en este ejercicio es un resuitgabrtante que debes memorizar.

Pongamos:, = n*a", donde se entiende qiérees un nimero natural fijo y es un nimero real
conla| < 1. Tenemos que:

[Xn+1]

1
|Xn+1] :(n—i- —lal < 1.

la| = lim
|xn| n—»00

||
Y podemos aplicar el resultado del punto anterior para cimglie im {nka”} =0.
n—o0

5. Estudia la convergencia de las sucesiones siguientes.

2n + (=1)"(n + 2) (1 + (—1)")”
a) xp = byxp=n|——m"=n
7n+% 3
) Xy =n? (%) d) x,=Va"+b" (a>0,b>0)
xn
e)xn_z — S)xn=— (xeR)

2) xn=m —n ) xy= (Vi & =) (VA T+ v/2n)

Sugerencia. En algunos casos puede usarse el principie giedasiones encajadas o el ejercicio
anterior.

Solucién.a) Tenemos quéx,,} — 3/7, {xax—1} — 1/7. Luego{x,} no converge porque tiene
dos sucesiones parciales que convergen a limites distintos

b) Tenemos qué < x, < n(g) Y, comozq(%)" — 0 por lo visto en el ejercicio anterior, se sigue
que{x,} — 0.

d) Seax = maxa, b. Entoncest < x,, < ¥/2a. Como /2 — 1, concluimos quéx,} — a.

e) Tenemos que:
n

n
nt+n? Z\/k—i-nz VT+n2

, n , . .. . . . .
Puesmqu%ﬂ'&m‘,,ll)@om_l’el principio de las sucesiones encajadas implica
n
1
que Im —_— =
n—)ookz=:1 /k + n2
h)

n? + J/n—n?
2 _ [ S =
( n?+Jn n)(Vn—Fl—f-«/Zn) m+n(\/n+l+v2n)
Vn2+n+2n T+ +v2
— = —)\/E
n? + /n+n It =t

6. Estudia la convergencia de la sucesion:
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Ejercicios de Analisis Matematico 5

Solucién.Estudiaremos la monotonia y acotacién. Tenemos que:

1 2 1 —2+/n?
Xnil —Xn=2vn+1-2n— _ " +n>

n+1 Vn+1
N 2n+1-2/n>+n+1 .\
NZES
Por tantax,+; > x, y la sucesién es estrictamente creciente. Ademas:
1 2 1 1 1
S ==k L=k e = e T e R VEET

Sumando estas desigualdades garak <n — 1 obtenemos que, — x; < 1 — ﬁ < 1,de
donde se sigue que, < 2 paratoda: € N. Luego{x,} es creciente y mayorada, por tanto es

convergente.

Alternativamente, aplicando el teorema del valor mediofaraion f(x) = 2./x en el intervalo
[k, k + 1] tenemos que hay algun nimerdk, k + 1] tal que:

1
2\/k+1—2\/__%

Comok < ¢ < k + 1 se verifica que:

1 1 1
< — < —.
Vk+1 e Vi

Deducimos que:

1 1 1
0<2vVk+1-2vVk— —m < — — —— |
Vk+1 Vi Vk+1

Y volvemos a obtener las acotaciones anteriores de formadémasda. ©

7. Prueba que la sucesién dada ppe= 0y paran = 2:

1

n
x, = log(logn) — Z Tloak
j=2 <09

es convergente y su limite es menor o igual quéltm).
Solucion. Tenemos que:
1
(k +Dlog(k + 1)

Aplicando el teorema del valor medio a la funcigx) = log(logx)) en el intervaldk, k + 1]
parak = 2, tenemos que hay algin niumerdk, k + 1] tal que:

Xi+1 — Xg = log(log(k + 1)) —log(logk) —

log(log(k + 1)) —log(logk) = cloge’

Comok < ¢ < k + 1 se verifica que:

I I 1
k + )logtk + 1) ~ cloge ~ klogk

Deducimos que:
1

0 - - .
=Yk TS gk (k£ Dlogk + 1)

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada



Ejercicios de Analisis Matematico 6

Esta desigualdad prueba que la suce$igy} es creciente. Ademas, sumando las desigualdades
anteriores desde = 2 hastak = n resulta que:

< ! - ! <
2log2  (m+1)log(n +1) 2log2

1
—— =log(log2).
5 =log(log2)

=X < X3 +
n+1 2 2Iog

Xn+1 — X2

Por tanto, la sucesion estd mayorada y, como es creciergenesrgente y su limite es menor o
igual que loglog2). ©

8. Dado9) < a; < by, definamos para todos N:

an+b
but1= nz n, An+1= v anby.

Justifica que las sucesiones asi definidas son monétonavgrgen al mismo nimero (que se
llamamedia aritmético-geométriadea y by).

Solucién. Teniendo en cuenta que la media geométrica de dos niimercsnes que su media
aritmética, y que ambas estan comprendidas entre dichosroé@nse sigue que, < a; <
b, < by. Volvemos a razonar ahora igual copn < b, para obtener que, < az < b3 < b;.
Este proceso puede continuarse indefinidamente. Deducjo®&s,,} es creciente b, } es
decreciente. Ademas, ambas estan acotadas porque paraddli@esa;, < a, < b, < by. Por
an + by

2

sigue quer = #, de donde se obtiene que=b. ©

tanto, ambas convergen. Ponganas, — a y {b,} — b. De la igualdadi,+; =

se

9. Estudia la convergencia de las siguientes sucesiones.

a) x; =1, Xp41 = V/3Xn.

34 3xy,
b =3, = .
) X1 Xn+1 3+ x,
) | 4+ 3x,
X1=1,X = .
1 =3
. Xp —2
d) Dadoa €] — 2, —1[, definimosx; = a, xy4+1 = .
xp +4

e) Dadoa > 0, definimosx; = /4, Xp+1 = /a + xy.
1

—x2’
3—x;

f) X1 = O, Xn4+1=
. 1
g) Dadoa > 0,a # 1, definimosx; = a, x,4+1 = 3 (2x,, + %)
xﬂ

. 1
h) Dadoa €R, definimosx; = a, x,4+1 = 2 + (xn)?.
i) Dadoa €] — 2, 1[, definimosx; = a, 3x,11 =2 + (x5)°.

Sugerencia. Estudia en cada caso monotonia y acotaciérorivergencia puede depender del
valor inicial dea.

Solucion.En este tipo de ejercicios puede ser Util calcular de entragado sea posible y bajo
el supuesto de que la sucesion sea convergente, el limi slecésién. Después deberemos
probar que efectivamente la sucesién converge.

a) Supuesto quéx,} — «, de la igualdadv,+; = v/3x,, se sigue que = +/3a, por lo que

a = 3. Observa que no hemos probado §ug} sea convergente. Lo que hemos probado es que,
suponiendo quéx,} sea convergente, entonces su limit& eEste dato nos ayudara en lo que
sigue. Por ejemplo, como, = | < x, = /3, podemos sospechar q{ie,} es creciente. En tal
caso deberia verificarse qug < 3 para todo: € N. Empezaremos probando esta desigualdad.
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Tenemos que; =1 < 3; supuesto que, < 3 deducimos que,+; = v/3x, < V9=3. Luego,
por induccién, concluimos que, < 3 para todo: € N. Probemos ahora qye;, } es creciente.
Tenemos que:

3xn :x§+1 = Xp41Xn41 < 3Xp41 = Xn < Xp41

por tanto, la sucesion es estrictamente creciente y, cothores/orada pos, es convergente y,
por lo visto al principio, su limite €3. ©

b) Supuesto quéx,} — «, de la igualdady,+; = 3+ 3x", se sigue quer = 3+ 30{,
34 xy, 34+«

donde resulta que® = 3, por lo que debera ser= +/3 ya que el limite debe ser un nimero no

negativo pues, evidentemente, todos los términos de laigucson positivos. Observa que no

hemos probado qugr,} sea convergente. Lo que hemos probado es que, suponiende,que

sea convergente, entonces su limite/8s Este dato nos ayudara en lo que sigue. Por ejemplo,

comox; =3 > x, =2, podemos sospechar glyg,} es decreciente. En tal caso deberia verificarse

quex, > +/3 para todo: € N. Empezaremos probando esta desigualdad.
Claramenter; = 3 > +/3. Por otra parte:

de

34 3x,
Xn

— x,V3(V3-1)>3(V3-1) < x, >3

Xng1 > V3 = >3 < 3+ 3x, >33+ V3x, =

Por tanto, six, > /3 también esc,; > /3. Luego, por induccién, concluimos qug > /3
paratodo: € N. Probemos ahora qye;, } es decreciente. Tenemos que:

3+ 3x, 3—x2
Xnt+1 — Xp = —Xp = <0 = XxXp+1<XxXn

34+ xy " 34+ xy

por tanto, la sucesion es estrictamente decreciente y, esthaninorada pov/3, es convergente
y, por lo visto al principio, su limite es/3.

Estrategia. Para estudiar las sucesiones recurrentes pueden usareaséde derivadas; para
ello hay que expresar la sucesion recurrente en la forma = f(x,), donde la funcionf
generalmente es facil de obtener a partir de la definicioa dedesion. En nuestro caso, tenemos
quexut = 3+ 3x”, por lo que deberemos considerar la funcifx) = 3+ 3x

3+ xp 3+x
tenemos que,+; = f(x,). Estarelacion, junto can; =3 determina la sucesion. Seguidamente,
hay que elegir un intervalo donde la funcignva a estar definida. Tenemos que elegir dicho
intervalo de forma que la funcién tome valores en él. En maestso, la eleccion es facil pues,
si x = 0 también esf(x) = 0, por ello vamos a considerar qyeesta definida et §. Podemos
volver a enunciar nuestro ejercicio como sigue.

. Con ello,

3+ 3x
34 x

Sea f:RY — R la funcién dada para tode > 0 por f(x) = . Definamos{x,} por

x1 =3Y xp+1 = f(x,). Estudiar la convergencia de;,}.
Lo primero que debemos observar es que la sucesion esta dfiaidd puesy; =3 > 0,
supuesto que;, > 0, también esv,+1 = f(x,) > 0 por lo que tiene sentidg'(x,+1). Si la

sucesién converge, su limite debe ser un ndmero0 vy, por serf continua,f permuta con el
limite, por lo que debe verificarse que

a =lim{x,41} =lim{f(xx)} = fTiM{xs}) = f(@).
De donde se obtiene que= /3.

. . . 6
Para estudiar la monotonia calculamos la derivadA.deenemos qug’’(x) = m Como
X
f’(x) > 0, se sigue qu¢  es estrictamente creciente. Como= 3 > x, = f(x;) =2y, al ser

creciente,/ conserva las desigualdades, se siguexgue f(x;) > f(x2) = x3. Este proceso
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puede seguirse indefinidamente, esto es, la misma relaeiérdeén que hay entre dos términos
consecutivos se conserva siempre:

Xp > Xpt1 = Xut1 = f(Xn) > f(Xnt1) = Xny2.

Obtenemos asi que:,} es decreciente. Ademas, como es de términos positivosngstéada,
luego es convergente. Su limite ya sabemos qué®s

Observa que, al proceder de esta forma, podemos probar wilipdate el decrecimiento de la
sucesion, sin necesidad de probar previamentecgue v/3.

Las sucesiones recurrentes del tipg; = f(x,) dondef es una funcién continua, cuando son
convergentes{x,} — «, su limite viene dado par = f(«), es decir, es upunto fijode la
funcién £ ]

e)Definamos/f : R} — R por f(x) = V/a + x. La sucesion esta dada por= \/ay x,4+1 =
f(x,). Como f es continua, si la sucesion es convergente, su limite delo@ ginto fijo def’,
es decir, debe ser solucion de la ecuaciéa f (), lo que implica quer? = a + « y deducimos

que
1+ V1+4a
-—

donde hemos elegido la solucion positiva de la ecuaciorstBugiex; = /a < x, = v/2a y,
evidentementef es estrictamente creciente, se sigde= f(x;) < f(x2) = x3 Y, en general,
Xn < Xu+1. PoOrtanto{x,} es estrictamente creciente. Veamos que esta mayoradarémuds
quex, < «. Claramenter; = \/a < «. Supongamos que, < «. Entonces:

o

2

xn2+1:a+xn<a+a:ot — Xpt+1 <o

Concluimos, por induccion, que, < « para toda: € N. Luego{x,} es creciente y mayorada,
por tanto converge y su limite as

Paraz = 1, tenemos que:

1+2f5=|im\/1+\/1+\/1+m

©

. L 1 i
f) Tenemos que; =0y x,4+1= 3 Consideremos la funciéfi(x) = 3 La sucesion

X2 X2
que nos dan esta definida par= 0, xn,,+1 = f(x,). La derivada def viene dada por’/(x) =
2x
(3 —x2)2°
x> = f(0)=1/3)yde formaquef (/) C I. Comof(0) = 1/3 debe estar e, debera sef C
[0, v/3[. Como f es creciente eft), v/3[y f(1) = 1/2, se sigue qug'([0, 1]) C [0,1/2] C [0, 1].

Consideraremos en lo que sigue que la funcforsta definida en el interval6, 1]. Como
f(0,1])) c [0,1] y los valores de la sucesidfx,} son valores def obtenidos por aplica-
cion reiterada def a partir del valor inicialx; = 0 € [0, 1], dichos valores estan siempre en
[0, 1]. Por tanto0 < x, < 1 para todon € N. Como f es estrictamente creciente gnl]y

x;1 =0 < x, = f(0)=1/3,se sigue que; = f(x1) < f(x2) = x3Y, en general, supuesto que
Xn—1 < Xp, S€ Sigue que, = f(x,—1) < f(xn) = xp+1- LUEgO{X,} €S estrictamente creciente.
Como esta acotada, concluimos dug} es convergente. Sda,} — «. Como0 < x, < 1, se
sigue qué) < o < 1. Ademds, comq’ es continua ef0, 1], @ debe ser un punto fijo dé¢, esto
es, f (o) = o. Deducimos que verifica la ecuacion?® — 3o + 1 = 0.

Debemos considerar definida la funcifren un intervald que contenga €l (porque

Las raices de la ecuaciari — 3x + 1 = 0 no son inmediatas de calcular pero podemos decir
algunas cosas sobre ellas. Pongamog = x* — 3x + 1. Tenemos qué(—2) = —1 < 0,
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10.

h(0)=1>0,h(1)=-1 <0y h(2) =3 > 0. Deducimos que en cada uno de los intervalos
]—2,0[,]0, 1]y ]1, 2[ hay una Unica raiz de la ecuacion. Por tanto, la sucesionatearge a la
Gnica raiz de la ecuacior® — 3x + 1 = 0 que esta eip, 1[. ©

- 1 .
g)Dadoa > 0y a #1, definimosy; =a, x,+1 = 3 (Zx,, + %) Tenemos, evidentemente, que
X

. ., 1 L
x, > 0 para todo: € N. Consideremos la funciofi(x) = 3 (2x + %) donde, en principio,
X
x > 0. Tenemos que:

n

X3—Cl

fo=3

Deducimos quef/(x) < 0 parad < x < Yay f'(x) > 0 parax > ¥a. Por tantof es
estrictamente decreciente }0n 3/a] y estrictamente creciente £{/a, +oo[. Concluimos que en
3/a la funcién f tiene un minimo absoluto éh*. Como todos los términos de la sucesjén}
son (con la posible excepcién del primero= a) valores que tomg en puntos d®*, se sigue
quex, > f(3/a) paratodo: = 2. Un calculo inmediato d&'(i/a) = ¥/a, es decir, resulta que
3/a es un punto fijo dg enR ™. Como f es continua e+, si{x,} es convergente dicho punto
debe ser el limite déx, }. Pero antes debemos probar dug} es convergente.

Para estudiar la monotonia debemos tener en cuenta quexgoma/a para todo: = 2, todos

los términos de la sucesién estan en el intervatq ¥/a, +oo[. No es por eso restrictivo suponer
quea > 1 (porque si fuerd < a < 1, podemos eliminar el primer término de la sucesién lo que
no afecta para nada a su estudio). Compareme®n x,. Tenemos que:

x3

X2 —X1 =< a= <0
2T 3a 3a
Por tanto se tiene que, < x; Yy, como f es estrictamente creciente énlas desigualdades
se conservan pof, luego, supuesto que, < x,—1, se tiene también que,+; = f(x,) <
f(xn—1) = x. Resulta asi quéx, } es decreciente. Ademas es de términos positivos (de hecho
mayores quel/a), luego{x,} es convergente y su limite €. ©

h) Consideremos la funciofi(x) = % + x2. Tenemos que (x) = %. Como los términos de la
sucesién dada, con la posible excepcion del primero, sastelibs valores d¢', se cumple que
Xpn = % para todo: = 2. No es restrictivo por eso suponer que % Pongamog =[1/4, +o0.
Tenemos quef(I) C I. Como f’(x) = 2x, se sigue quef es estrictamente creciente én
Por tanto la sucesiéfi,} sera monotona crecientesi < x; y sera monétona decreciente si
X2 < Xx1. Tenemos que:

1 a _2a%+1 _1—a?
o) en

, 1 , 1 1\?
X1<xy <<= a<a +Z < 0<ua +Z—a= a—i

Deducimos que se verificg < x; y, por tanto, la sucesion es creciente. Cuando dicha sucesié
esté mayorada sera convergente y su limite debe ser un pjnttefif’ en 7. Tenemos que

_ . 2 1 _ 1\2 _ L, . s
f(x) = x es lo mismo quex® — x + 7z = 0, esto es(x — 3)” =0, cuya Unica solucién es
x = 1/2. En consecuencia, la sucesif,} sera convergente?solamente cuando, < % para
todon € N, esto esq? + 1 < 1, que equivale a que® < 1, esto esla| < 1y, comoa > 1§,
resulta que debe sérs a< % Deducimos también que pata> % la sucesion no puede ser
convergentey, al ser creciente, no esta mayorada. Obseeveu@nda = % resulta la sucesion

constantex, = % para todo: e N. ©

Para cadacN sea

1 1 1
Xp=14=+4---4+— —log(n), Yn=Xp— —.
2 n n
Prueba quéx, } es estrictamente decrecient&g} es estrictamente creciente. Deduce que am-
bas sucesiones convergen a un mismo ndmero. Dicho nimdanreelaconstante de Eulese

representa por la letra griega
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L1244 1n_

a) Deduce queiin

n—>00 |og(n)
1 1
b) Justifica que im -+ — 3 =log2.
) Justif quan{n+l+n+2+ +2n} J
o 11 1 —1)n+!
c¢) Justifica que in {1——+——— ---+L}=Iogz.
n—00 2 3 4 n

Solucién.Tenemos que:

1 1 1
— =lo )—logn —— =log{1+ -] — —— > 0.
Xn — Xn1 g(n+1) gn P 9( +n) n+1>

Desigualdad que es consecuencia de quéllagx) < x para todox > 0. También podemos
tomar logaritmos en las desigualda@&gpara obtener que:

! <log(1+ 1 < !
n+1 g n n
Deducimos quéx;, } es estrictamente decreciente. Tenemos también:

1 1 1
Vn— Yn+1 =log(n + 1) —logn — — =log{1+ - ) —— < 0.
n n n

Deducimos qu€ y,} es estrictamente creciente. Ademas, para toddN tenemos quer; <
Xn < yn < )1, por lo que ambas sucesiones estan acotadas. Concluimdgchas sucesiones
convergen. Coma, — y, = % — 0, deducimos quédin{x,} = lim{y,}.

a)

1+1/2+---+1/n _logn + xp ! Xn

log(n) ~ logn logn’
1 . Xn
Como{x,} es convergente Y(E — 0, se sigue quw — 0.
n n

1 1
b) Pongamodd, =1 + 5 4+ ---+ —. Tenemos que:
n

1 | 1
o +n+2+---+E=H2,,—H,,:xz,,+|Og(2n)—x,,+|Ogn=xz,,—x,,+|092

Como{x,,} es una sucesioén parcial ¢{le,} se tiene quéx,, — x,} -y —vy =0.
1 1 1 (=1t
c) Pongamost, =1—- -+ - — — + .-+ ———. Tenemos que:
2 3 4 n
1 1 1 1 1 1 1

Apy =1 — — 4 — — — 4 — — 4 ... R
n R S S T

—1+1+1+ + ! 1+1+1+ +1 =
B 35 2n—1 2 46 on)

I 1 1 1 1 1
=(l+-+-+4-++——|-—=H,=Hy,— — H,— — H, = H,, — H,
(+3+5+ +21’l—1) P n 2n B n B n 2n n

Por el apartado anterior, tenemos qime{M4,,} = log2. ComoA4,,—1 = 4>, + ﬁ deducimos
qgue tambiénim{A,,_;} = log2. Concluimos que (ver ejercicio resueR®) lim{4,} = log2.
La sucesior{ 4, } se llamaserie armonica alternada
Estrategia. Para calcular limites donde interviene la serie arménica
1 1
H=1+-+--4+-
2 n

puede ser conveniente escribir dicha sucesion cHine: logn + y, donde{y,} — v. m]
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11. Sea{x,} una sucesion y supongamos que hay dos sucesiones pafoiglgs$ vy {xs)} que
convergen a un mismo numeroy tales quer (N) U s(N) = N. Prueba quéx, } converge a.

Solucién.Dadoe > 0, existen nimeros naturales y n, tales qugx,(,) — x| < ¢ para todo
nzmgy |Xsm) — x| < € paratodoi=n,. Seap =max{m,, n.} y pongamost={o(n) :n = p}u
{s(n) :n = p}. Como, por hipétesis es(N) U s(N) = N, se sigue que el conjunt® = N \ 4
es finito puesB C {o(n): 1 <n < p}U{s(n):1 <n < p}. Definamosn = méx(B) + 1. Para
g =m setiene qug ¢ B, 0 seag € A4, es decirg es de laformg =o(n) 0¢ = s(n) conn = p,
en cualquier caso se verifica qug — x| < e.

Este resultado suele aplicarse cuandn) = 2n y s(n) = 2n — 1, es decir, a las sucesiones
parciales de los términos pares e impares. Cuando sabemsg¥y {x,,—1} convergena un
mismo numero, podemos concluir gi»e,} converge a dicho namero.

Este resultado puede generalizarse de manera facil. Poplgjesi {x3,}, {x3n—1} Y {X3n—2}
convergen todas a un mismo nimero, tamliéy} converge a dicho nimero.

12. Sea{x,} una sucesién de nimeros reales y supongamos que hay ngmeld[, M >0y
p €N tales que|x,+1— xu| < Mp" paratodo: = p. Prueba quéx, } es convergente.
Sugerencia. Teniendo ahora en cuenta que para tedosN se verifica que:

n

pn+h—1 + pn+h—2 N pn < P
l—p
deduce quéx,} verifica la condicién de Cauchy.
Solucion.Searn, h e N, tenemos:
h—1 h—1 h—1
|Xnt+hn — Xn| = Z(xn+k+1 — Xn+k)| < Z|Xn+k+1 — Xntk| S M Z p R =
k=1 k=0 k=0
h—1 h
1— M
=M,O”Z,0k :Mpn P <pn :Kpn
k=0 L= I=r

M . . .
Donde hemos puestli = T—5 gue es una constante independiente gede 2. Deducimos
—p

que:
Ko" <e¢ = |xp1n—xn| <e paratodoieN

Dadoe > 0, determinamos:, por la condicion de que™¢ < ¢/ K. Entonces para todo= m,
y para todo/ € N se verifica quéx,+, — x»| < ¢, 0 que prueba que la sucesif), } verifica la
condicién de Cauchy y, por tanto, es convergente.

13. Sea{x,} una sucesion de nimeros reales y supongamos que egisienl[, p €N, tales que
[Xn+1— Xn| < p|Xn— xn—1| paratodor > p. Prueba quéx,} es convergente.

Sugerencia. Justifica qie,+, — x,| < Mp" dondeM es una constante independiente:de
Solucion.Es muy facil, basta iterar la desigualdad del enunciadonSea:

IXn41 = Xn| < plxXn — Xn—1| < P2 |Xno1 — Xp—2| S+ < PP xXpt1 — xp| = Mp".

X 1 — X . . . .. . .
DondeM = l’”rip” es una constante independiente:dg&l ejercicio anterior nos dice que
P
la sucesior{x,} es convergente. ©

14. Seal un intervalo cerrado (puede se= R); f: I — R unafuncién, y supongamos que hay
un nimerax €]0, 1] tal que:

/() = f(O|sealx—y[,  paratodos,yen/. 1)
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15.

16.

Se dice entonces qug es unafuncion contractiva en /. Supongamos ademas qyiéx) € 1
para todax € 1. Dado un punta € I, definamogx,} por x;=a,y xy+1= f(x,) paratodo
neN.

a) Prueba quéx, } converge a un punto € I que es el Unico punto fijo d¢, es decir,f(x) =x.

b) Justifica que si la funcioyi es derivable el y se verifica que hay un nimeso<]0, 1] tal que
| f/(x)] <« paratodax € I, entonces/ es contractiva e.

Solucion.a) Es consecuencia inmediata del ejercicio anterior.

b) Es consecuencia inmediata del teorema del valor medio. ©
Estudia la convergencia de las sucesiones definidasquirac N por:
1
a) x1:1, xn+1=1+x N b) X]ZN/E, xn+1=\/2—xn.
n

Solucion.a) Consideremos la funcién dada pir) = T La sucesién que nos piden estudiar
X

es la sucesién de iteradas de dicha funcién a partir del Vailial x; = 1. Como f/(x) =
1

C(1+x)?

no es monotona. Pues si, por ejemplaxgs; < x,, como f, al ser decreciente, invierte las

desigualdades, se tendra que= f(xn—1) > f(xn) = Xn+1.

Es evidente que, > 0 para todoz € N. Por tantol + x, > 1=—=x,+; < 1, luegox, <1

para toda: € N, de dondél + x, < 2=Xx,4 = % Deducimos que todos los términos de la

sucesion estan en el intervalc=[1/2, +o0[. Parax = 1/2 se tiene quéf”’(x)| < % Podemos
aplicar, por tanto, el ejercicio anterior y deducimos §ug es convergente. Ademas, su limite

< 0, lafuncién f es estrictamente decreciente. Por tanto, la sucegiopn= f(x,)

. " . 1
es el Unico punto fijo d¢g en I, que viene dado por = r:>x2 + x —1=0, de donde,
X
-1
_-1+5 _ o
2
Supongamos que la ecuaciéh= bx + a tiene dos raices reales distintay 8. Dados dos

nameros reales y i, definamogx,} por:
X1=A4+u, xo=Ao+ upP, xpt2=>bxy4+1 + axy

Prueba quex, = Aa""! + up"~! paratodo € N.
Aplicaciones. i) La sucesitfx, } definida para tode € N por:

X1=x2=1, Xp42=Xp+1+ X

se llamasucesion de FibonacciCalcula explicitamente,,.
i) Estudia la convergencia de la sucesion definida paratedd por:

1
Xi=a, xa=b, Xpqy2= E(xn—i-l + Xp).

Solucién.La igualdadx, = Aa""! + uB"~! es cierta para = 1 y paran = 2. Sean € N, con
n =2,y supongamos que la igualdad se verifica para tod® conk < n. Entonces, teniendo
en cuenta que? = ba + a 'y f? = bB + a, tenemos que:
Xng1 = bxp + axp—1 = bra™ 1 + bup" ! + aka™ % + app’ =
= Mba +a)a" 7 + p(bp + a)B"* = ha" + pp”

Lo que prueba la igualdad patat 1. Concluimos, por induccion, que la igualdad es cierta para
todoneN.
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17.

18.

i) COMOx,+2=X,41+X,, deducimos que=h=1. Portantog y B son las raices de? =x +1,
las cuales vienen dadas por:

1-+/5 1++/5
o= . /3 =
2 2
Calculemost y p por las condiciones; = 1 = A + u=, x» = 1 = Aae + pf. Facilmente se
obtiene que:
5-4/5 5445
A=mm k=T

Deducimos, por lo antes visto, que:

Cs=V5 1=\ 5451445\
2 2 Tt 2

Xn

iiiy Pongamosx; = a'b®, x, = a®h!, x, = aP7b9". Entonces:

1 1
Xngo = aPrt2pin+2 = a2 Pnt1+pn) 2 @nt1+dn)

Tenemos las ecuaciones:
p1=1,p2=0, 2ppi2 = pnt1 + Pn, g1=0, g2 =1, 2gu+2 =qn+1 + qn

Ambas ecuaciones son de la for@®, > = x,+1 + x, porloquea =b =1y ay B son las
raices d&x? = x + 1. Por tantax = 1, f = —1. En consecuencia:

1 n—1 1 n—1
Pn = A1+ U (_E) ) qn = M2 + 2 (—5) )

Debemos ahora calculag, iy y A2, u2 para que se verifiquen las respectivas condiciones ini-

cialespy =1, p2 =0y g1 = 0,42 = 1. Facilmente se obtiene qug = 1, 11 = 2, 1, = 2,

p2 = —%. Deducimos que:

©

Prueba quélogn!} es asintéticamente equivalent&dogn }.

Solucion.Pongamos:, = nlogn, y, = logn!. Aplicaremos el criterio de Stolz para calcular el
limite de la sucesié@’y‘—z}. Tenemos que:

Xnt1—Xp _ (n+1)log(n + 1) —nlogn nlog (”ni)

Yn+1 — Vn log(n + 1) log(n + 1)
Teniendo en cuenta quﬂog("ni) — Iog(1 4 %)n L 1y que logr — 400, obtenemos que
{%} — 1y, por el criterio de Stolz, concluimos qgé- } — 1. ©

Justifica que la sucesidr{/1 + 1/n* — 1} es asintéticamente equivalentd iy n**'}, donde

o> 0.

Soluciéon.Pongamos:, = %/1 + 1/n%. Comol < x, < +/2, deducimos, por el principio de las
: . ., lo _ .

sucesiones encajadas, qug} — 1. Sabemos queirh LXI = 1, porque dicho limite es la

x—>1 X —

derivada enl de la funcion logaritmo. Por tanto, para toda suce$in — 1 se verifica que
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I Ifm Iog(zn)
Iy —

toda sucesiou, } — 0. Deducimos que:

=1, esto esz, — 1 ~ log(z,). Analogamente, se tiene que (dgt u,) ~ u, para

1 1 11 1

nn%
19. Calcula los limites de las sucesiofes} definidas por:
1a+2a+3a+.”+na

a) x, = prEs , dondex > —1.

b) x, = I{/(n+a1)(n+a2)---(n+ak) — n, dondekeN, a;eR, 1<j<k.

C) xn:<W) dondez > 0, >0y a,feR, a0+ B #0.

1 4+ 2p/n 3p/n o . p/n\
d) x,,z( TE AT P dondepen.
p

0 L+2K 43k 4.k 1
Xp=n
g nk+1 k+1

- ),dondekeN.

4 n3

1 n
0) Xn = [(1 T og( + 1/n)) - 1}

1 —1 -2 2 1
h) xn:;( " " +"'+m+;—|0g(l’l!))

n2
314324524+ 2n—1)?
f) xu=|-

2 3
Solucion.a) Pongamos, = ’;—Z Aplicamos el criterio de Stolz, lo cual puede hacerse pargu
sera > —1 se tiene qua®*! es una sucesion estrictamente creciente.

Unt1 —Un _ (n+ 1* _(n+1)a 1
_ - at+l _ poatl a+1
Unt1—Un  (@m+1) n n n|:(l+%) _1}

Usando las equivalencias asintéticgs- 1 ~ log(x;,), valida cuanddgx,} — 1,y log(1 +u,) ~
uy, valida cuanddu,} — 0, tenemos que:

1 a+1 1 a+1 1 1
n|:(1+—) —1:|~nlog(l+—) z(a—l—l)nlog(l—i-—)~(a+1)n—:a+l.
n n n n

1

Un+1—Un __
Deducimos queiin = P

’ . . _
oo = a1 Y POr el criterio de Stolzjinx, =

b)Tenemos que:

1{/(n+a1)(n+a2)---(n+ak) —n:n(\/(l—}- )(1+ ) --(1+a7k) — 1)~
~nEIog[(l+—l)(l+72)---(1+0;—k)]=

L tat o ta
A .

Iog 1+

||'M»

Donde hemos tenido en cuenta que h log (1 + %) =a.
n—>00
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c) Es una sucesion de potencias de la foxpe: 1", donde

_012/5+,3%
a4+

Up , Uy =n

Claramente:, — 1, por lo que tenemos una indeterminacion del tifa Usaremos el criterio
de equivalencia logaritmica.

ac/5+ﬁ’1/l7_l ., a(Ya—1)+B(Nb—1)\
a+p - a+p -

v,,(u,,—l)zn(

o n _ ﬂ
(x+,3n(ﬁ 1)+O{+,3

* loga + P
a+pB 9 a+p

n(vVb—1) -

logh = log (aa“TBba‘%ﬁ)

—

. . o B
Deducimos que iin {x,} = a«+Bb=FB,
n—oo

d) Es una sucesion de potencias de la fospe: 1", donde

1420 430 44 pn
Up = s Up =n
p

Claramente:, — 1, por lo que tenemos una indeterminacion del tifa Usaremos el criterio
de equivalencia logaritmica.

1+2£ +3%+...+ 5
vn(un—l)=n< P -1

p

=%(n(2% —1) +n(3% =1) 4+ n(pr —1))

Teniendo en cuenta quienn(¥/a — 1) = loga, deducimos que:
lim v,(u, — 1) =log2 +log3 + --- + logrn =logn! = lim{x,} =n!.
n—oo

f) Es una sucesion de potencigs= u,", donde:

31432452+ 4+ 2n—1)? 5
= - , Uy, =n".
4 n3

Un

La bas€u,} converge d, pues aplicando Stolz ca =1+ 32+ 52 +---+(2n—1)?y b, =n?,
tenemos:
Ant1—dn 2n +1)2 _4n2+4n+1 4

= = — —.
bpy1—by, (m+1)3—n3 3n2+3n+1 3
Se trata de una indeterminacion del tig8. Aplicaremos el criterio de equivalencia logaritmica.

31+32+52 4+ (2n—1)?
v,,(u,,—l)zn2 (Z pe ( ) —1):

331432452+ 2n—1)%) —4n’
T4 n

Apliqguemos ahora el criterio de Stolz cop=3(1 + 32 + 52 +--- 4+ (2n— 1)) —4n’,w, = n.

Tenemos: T
LT _3@n+ 1) =4+ 1) +4n® =1,

Wp+1 — Wn
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Deducimos quey, (u, — 1) — —3 y, por tanto, im{x, } = e i =4%/_2.
e’
n n
9 Xxp=n [(1 + m) — 1]. Pongamos, = (1 + m) . La sucesioérz,} es
una indeterminacién del tipt™°. Tenemos que:

n ! :l ! —-0
ndlog(l1 +1/n) nnlog(l + 1/n)

= z; — 1.

En consecuencia:

2 1 — 1
n3log (1 +%)) " n3log(l + 1) ~ nlog(1 + 1y

Xn ~ nlog(z,) = n?log (1 +

=lim— = ©
Luego im{x,} llmnlog(l—i—%) 1.

20. Calculalos limites de las sucesiofeg} definidas por:

Iog(l+%+---+%)

eﬂ/é@@...@@
a) x, = b) xp=—"—"—"—
log(logn) n
N logn \' _ (log(n + 2)\"'*9"
C)xn—;(l‘i‘ . ) d)xn—(m)
(L T 1y QY —1)"
e”":;ZE")gH(”f) Pon=""m
k=1 j=1
_ logn + DY’ _ af !
g””_'og”[( logn ) o=y e (4N
n 4\ "
i)xn=(752k?1k ) j)x,,:log(1+l) Vn!
n n
1/a_ eser(1/n) R A R 1)
k)xn:n\/é es l).XnZI 2 32 n 1
1 —nsenl/n) n?

Solucidon.a) Usaremos la estrated?®@ Pongamodd, = logn + x, donde{x,} — y. Tenemos
que:

Iog(l + 14+ %) _log(logn + x,) log (Iogn (1 + ,g‘;n)) _

log(logn) ~ log(logn) log(logn)
log(logn) + log (1 + kfg"n) log (1 + JJ,,)
o log(logn) - ~log(logn)

Observacion.Es sabido qued, ~ logn, pero de aqui no puede deducirse directamente que
log(H,) ~ log(logn) que es lo que hemos probado. La razén es que no es cierto aalgare

L
si {x,} ~ {yn} también sea log;,) ~ log(y,). Por ejemplo, las sucesion&m}} y {en2} son
asintéticamente equivalentes porque ambas converfygreao sus logaritmos son las sucesiones
{3}y {-5} que no son asintéticamente equivalentes.

En general, no hay garantias de que una equivalencia asinéditre sucesiones se conserve por
una determinada funcién. O

¢) Tomando logaritmos tenemos que:

I I I
logx, = nlog (1 + %) —logn=n (Iog (1 I ogn) B Ogn)
n n n
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Esta expresion es de la forma (gt u,) — u,, dondeu,, — 0. Recordemos que:

log(1 — 1
lim 90+ —x _ 1

x—0 x2 2
Tenemos que:

Iog(l + '0%) '°g” (logn)?

logn 2 n
n

Ponienday,, = 'og” , comou, — 0, deducimos que la primera de las dos fracciones anteriores

logx, =

converge a—i y Ia segundé% — 0. Concluimos que log, — 0y, por tanto{x,} — 1.

11, & Y
€)X, = Z};z Iogjlj[l (1 + ;) . Pongamos:

De esta forma, se tiene que:

>

k=1
n

Xp =

Como{z,} es la sucesidn de medias aritméticas de la sucesiém log (1 + %) ylim{y,}=1,
se sigue, por el criterio de la media aritmética, gug — 1. Como{x,} es la sucesion de las
medias aritméticas dg, }, volviendo ahora a aplicar el mismo criterio, deducimos fug —

1.

2n—1)"
f) xp = (\/’772) Pongamos:
n
2 ﬁ -1
Xn = n I’l2
Se trata de una sucesion de potencias de la fasmau,” dondeu, =2 ’\'/; -3 niz y v, =n.

Claramentes,, — 1, por lo que se trata de una indeterminacion del tiffa Aplicaremos el
criterio de equivalencia logaritmica.

2
v,,(u,,—l):n(Z'\'/I— f/%—l):—n('{/z—l) ~
n n n
N’
~—n (Iog '{/j) = 9n — 0.
n n

Deducimos que;, — 1.

. lo Dy
g) La sucesionx, = logn [(%) —1} es de la formab,(a, — 1) donde
n
n
an = (%) , by, = logn. Veamos qu€a,} — 1. Para ello, como se trata de una inde-

terminacion del tipd *°, aplicamos el criterio de equivalencia logaritmica:

(log(n+1) 1) nlog(1+1) og(1+1)
n\——— =

= -0
logn logn logn
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21.

22.

Por tanto{a,} — 1. Podemos aplicar ahora el criterio de equivalencia logécé a la sucesion
bn(a, — 1). Tenemos que:
[
ab,, _ Iog(n+ 1) nlogn
" logn

Esta sucesion es una indeterminacion del fifoy podemos volver a aplicarle el criterio de
equivalencia logaritmica.

nlogn (M— 1) =nlog(1 + l) — 1.
logn n

Concluimos quéx,} — 1.

. (pn)! . . |
h) x, = o dondep,q € N. Es una sucesion del tipo, = %/z, dondez, = %.
Tenemos que:
Znt1 _ (pn+p)! (gm)?"  (pn+ D(pn+2)---(pn+ p) ( n )””
n  (gn+q)P"tP (pn)! (gn+q)? n+1
La fraccion (1’”+1)((1;Z+2p(1’”+1’) es un cociente de dos polinomios en la variabtéel mismo
grado p y coeficientes lider iguales g’ y ¢? respectivamente, por tanto su limite es igual a
np
(2)”. La sucesion(;47)"" = (1 ~ njrl) converge a . Por tanto, en virtud del corolario
??, la sucesion dada convergzéﬁ)p
e—eserl/m g _eser() . g ¥ — eserx
K) x5, :n Vve- . Consideremos la funcidfi(x) = —— . Pongamos
—nsen(l/n) %—ser(%) X — senx

Vn = % Tenemos que, = f(y,). Comoy, — 0, el limite de{x,} es igual al limite def(x) en
x = 0. Tenemos que:

_ ex __E§enx B enx eX—SenX __1 -~
f(x)_x—senx_eS X — Senx ~ e~ (x —~0)

h(x)

Donde hemos usado que la funcidp-* es de la formé— 5+ donde Im /i(x) = 0, por lo
que dicha funcién tiene limite igual a 1 en= 0. ©

Sabiendo quft,} — a, calcula el limite de las sucesiones:

a) X, :n(m_ 1)

expla;) + explaz/2) + --- + expla,/n) —n
logn

b) x, =

ar+ax/2+---+ap/n
logn
Solucién.b) Es una sucesion del tipg, = Z—Z Aplicaremos el criterio de Stolz.

C)xp =

Up+1 —Un exp(‘izn—:ll) -1 ~n an+1
Un+1 — Un Iog(l—}—%) n+1

Donde hemos usado la equivalencia asintétita—é ~ z, valida siempre que, — 0y
log(1 + yy) ~ yu, valida siempre qug, — 0. Concluimos quéx,} — a. ©

Sea{x,} una sucesion de nimeros positivos tal ({é@ﬂ}eL>0. Calcula el limite de la
n

., X,
sucesionn [———%
n(xl_X2 .. -xn
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., ., . Xn . .
Solucién.Es una sucesion del tipe, = 1/y, dondey,=— I . Aplicaremos el corolario
n
?7?. Tenemos que:
1 Xn+1 X{Xg e Xp) " 1 1
Ynt1 _ Xnt ( n) —~L — (X1X2"'Xn)"("+l)
X n X
Vn n (xlx2_,,xnxn+1)n+1 Xn+1

1
En virtud, del citado corolario, se tiene querl/x, ;1 — L. Seaz, = (xjxz--x,) ¥,
Consideremos la sucesion:
log(xy) + log(xz) + - - - + log(xy)
logz, =
n(n+1)

Pongamos,, = log(x;) + log(xz) + --- + log(x,), by = n(n + 1). Aplicaremos el criterio de

Stolz. log( )y 1 1
ap4+1 —dp 00(Xn+1
— = _log "*! — —logL =logvL.
bus1—bn  2n+2 200 Vi 5000 ?

Deducimos que log, — log+/L, por lo quez, — /Ly también2tl — VL. El citado
corolario??implica quew, — /L.

23. Searu, b nimeros positivos; definamog =a + (k —1)b para cada& €N y seaG, la media
geométricader;, x;,..., x5 Y 4, sumedia aritmética. Calcula el limite de la sucesgéfn

n
n(n—1)
na + 201

n
Gy _Yxixpxn L [X1X27 0 Xn
A, n—1 T a —1 n

n a—+ 7 b P + n b

s . . X1X2- X .
Calcularemos el limite de la sucesibp = 4/ 7n” que es del tip@/, = #/z,, usando el
n

corolario??, tenemos:

L, n—1
Solucion.Tenemos quel,, = =a+ ——»b. Por tanto:
n

x| =

Zn+1 Xn+1 n Xntl 1 \" b
= n = 1— — —.
Zn (n + Hntt n+1 n+1 e
Deducimos queg—z} - 2. ©

24. Sedx,}—>x,{yn}— v, x#y. Definamosy,—1 =xu, Y 22, = yu. Justifica que la sucesion

Zitza+ 4y
n

es convergente.
Z1 +22+...+Zn

Solucion.Pongamos,, = . Tenemos que:
n
Zit+z3t+Zom-1 | Z2F+Zat e+ Zon
Uyp = + =
2n 2n
I X1 +x2+-+Xxp L yi+ya+-+yn x y x+vy
=5 + = - -+ = .
2 n 2 n 2 2 2

Donde hemos aplicado el criterio de la media aritmética.lé@ga@mente se comprueba que

{uan—1} — 2. Concluimos quéu,} — *F2.
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Observa que no se puede calcular el limite{dg} aplicando el criterio de Stolz. Llamando
Zyp=z1+2z2+ -+ zp, V, = n, tenemosy, = Y

Zny1—Zn Xm41, Sin=2mes par;
——=Zpt1—Zn= —_ .
Va1 — Va Ym> sin =2m — 1 esimpar.

. -z
Por tanto, la sucesmé"j:i_l," no es convergente. ©
n n

25. a) Justifica las desigualdades:

e’ —1 e —1
<x (x>0); x<log

0 < log <0 (x <0).

X

b) Dadox #0 definamosx; = x, y para todo: € N:

e'n —1
Xnt+1 = log -
n

Estudia la convergencia de,}.
Solucién.a) En virtud del teorema del valor medio tenemos que:

e—e e -1
x—0  x

€

dondec es un punto comprendido entrey 0, esto es¢ €]0, x[six > 0,y ¢ €]x,0[ six < 0.
En el primer caso ek < € < e° y en el segundo esfe< & < 1. A partir de aqui se deducen
enseguida las desigualdades del enunciado.

b) Definamosf'(x) = log y f(0) = 0. La funcién /" es continua efR. Supongamos que
X

x < 0. Entonces, como consecuencia de la segunda de las desidesldel apartado anterior,
se tiene que la sucesign,} es creciente y, < 0 para toda: € N. Por tanto, dicha sucesion
converge y su limite es un niumero< 0, que debe verificar la igualdad= f(«) lo que exige
quea = 0. ©

26. Se considera la funcidfi: R* — R definida para toda > 0 por f(x) = logx — x + 2.

a) Prueba qu¢ tiene exactamente dos cerasy g, cona < 1 < .
b) Dadox; €]«, B[, se define la siguiente sucesidn por recurrencia:

Xnt+1 =10gx, +2 , VreN.

Prueba quéx,} es una sucesién monétona creciente y acotada que convgrge a

Solucion.a) Como Irrz) f(x)= “T f(x)=—0c0y f(1)=1 > 0y, evidentemente, la funcién

f es continua elR T, podemos aplicar el teorema de Bolzano a los intervaldg y [1, +oo],
para deducir qug’ tiene algun cero en cada uno de ellos.

Como f/(x) = % —1= I‘T" se sigue qug es estrictamente decreciente&nt-oo[ y estricta-
mente creciente €0, 1]. Por tanto solamente puede anularse una vez en dichosalugrv

b) Como la funcior(x) =log x + 2 es estrictamente creciente para 0y h(a) =«, h(B) =p,

se deduce que paratodos]a, [ esa < h(x) < . Ademas, coma(x) —x es continuay no se
anula enja, B[ debe tener signo constante. Coh(d) > 0, deducimos que < /(x) para todo

x €la, B[. Por tanto, dade; €]o, B[, se tiene que; < A(x1) =x; Y, supuesto que,—; < x, Se
tiene quex, = h(xy—1) < h(x,) = xy+1. Por tanto{x, } es una sucesion estrictamente creciente
y, ademas, todos sus términos estafuep|, luego dicha sucesion converge y su limitedebe
verificar la igualdad. = 2()); puesto quer < A < B, se sigue qué = S.
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27. Dado un numere €]0, =[, se define la sucesidn, } dada porx; = sen, x,+1; = Senx,.

(a) Justifica que la sucesién, } es convergente y calcula su limite.

1 1
2 2
X1 Xn

(b) Calcula el limite de la sucesian, =

Solucion.a) La conocida desigualdéd< senx < x, valida para toda €]0, [, implica que la
sucesion es estrictamente decreciente y de nimeros pesifie aqui se deduce enseguida que
es convergentey su limite és

b)
1 1 1 1 x2 —serf(xy)
=S S TS 5 T ™
" xn2+1 x2  serf(x,) x? x2 sert(x,)
N xﬁ — Ser?(xn) _ sen(xy) + Xn X, — senxy) N l
xk Xn X} 3

28. Calcula el limite de la sucesién=n (2/5 (cos;—n +i sen%) - 1).

Sugerencia. Recuerda que el limite de la sucesi(é@ﬁ — 1) es bien conocido.

Solucién.
z,,zn(%(COSl—l)—f-i Y2 sen’- + Q/E—l)z
2n 2n
cos(X) —1 sen( =
:n(ﬁ/i—l)Jr %%%H%%#—nogzﬂg
2n 2n

29. Sea € C, con|z| =1,z #1. Prueba que la sucesién’} no converge (¢,qué pasa si supones que
converge?). Deduce quegsies un nimero real que no es un multiplo entera dias sucesiones

{coqne)}y {senng)} no convergen.

Solucion. Siguiendo la sugerencia, supongamos {pfeé converge a un nimeno € C. Como
|z"| = |z|" = 1, debe sefw| = 1. Por una parte, es claro q@& ™'} — w y también{z"*!} =
z{z"} — zw, por tanto debe ser= wz, lo que implica quéz — 1)w = 0 lo cual es imposible
porquez # 1y w # 0. Concluimos quéz, } no converge.

Seap un nimero real que no es un multiplo enterord®ongamos = cosy + i seny. Tenemos
quez # 1y |z] = 1. Por lo antes visto, la sucesi¢n’} = {coqny) + i sernng)} no converge.
Veamos que esto implica que ninguna de las sucesi@moag:¢)}, {ser(ny)} converge.

En efecto, de la igualdad:

sen((n+1)p)=senng) cosp+cogny) senp— cos(mp):ﬁ (sen((n+1)p)—ser(ng) cosp)

se deduce que diser(ng)} converge, también converdeodny)} y, por tanto, la sucesion
{cogny) + i senng)} converge, lo que es contradictorio.

Analogamente, de la igualdad:

cog(n+1)p)=cognyp) cosp—sernng) senp= serng)= ﬁ (cog(n+1)p)—cogng) cosp)

se deduce que dicogng)} converge, también converdser(ng)} y, por tanto, la sucesion
{coqngp) + i sen(ng)} converge, lo que es contradictorio. ©
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