Ejercicios de Analisis Matematico
Algunas series cuya suma puede calcularse de forma exacta

Debes tener ya claro que una cosa es estudiar la converginaiaa serie y otra es calcular su
suma. Son relativamente pocas las series convergentesgmgase puede calcular de forma exacta.
Aqui vamos a ver algunas de ellas. No debes esforzarte poorizamférmulas para sumar series, sino
en comprender y en aplicar los métodos que permiten calaslar

Series geométricad.as series de la formz ax” dondex eR y |x| < 1, cuya suma viene dada por

n=0
o
E ax" = )
1—x

n=0

Series aritmético - geométricasSon series de la formz p(n)x™ dondep es una funcién polindmica
n=0

de gradOm > 1. Aplicando el criterio del cociente se obtiene facilmente gstas series convergen

absolutamente $ik| < 1. Es claro que no convergen|si = 1 pues entonceg(n)x”} es una sucesion

no acotada y, por tanto, no convergé &upongamos que| < 1 y pongamos:

_ k_ k

S=) pk)x* = lim > pk)x
k=0 k=0

Definamos lasliferencias de primer orden de p, que notaremo:{,Alp), como el polinomio dado para

todok € N por (A p)(k) = p(k + 1) — p(k). Observa que\; p es un polinomio de grade — 1.

Tenemos:

S —xS8 = (1 —X)S = nll,)rgo (Z p(k)xk _ Z p(k)xk+1) —
k=0

k=0

n—1 0o
T k+1 +1) _ k
= lim (Z (p(k + 1) = p(k))x**1 + p(0) — p(n)x" ) =p0) + x> _ (Arp)(h)xk.
k=0 k=0
PongamosS; = Y 72 ; (A1 p)(k)x*. Laigualdad anterior nos dice qge— x)S = p(0) + xS;. Este
procedimiento puede volver a aplicarse a la S@(Alp)(k)xk. De la misma forma obtenemos
k=0
ahora(l —x)S1 = (A1p)(0) + xS, dondeS, = 332, (A2p)(k)x* y (A2 p) son ladiferencias de
segundo orden de p definidas para todb € N por:

(Azp)(k) = (A1p)(k + 1) = (A1 p) (k).
Observa qu¢A; p) es un polinomio de grade — 2.
Repitiendo este proceso veces llegaremos a obtener finalmente

o

Sm=)_ (Amp)(k)x* = ——

k=0 =

porque las diferencias de orden (A, p), de un polinomio de grada son constante$A, p) (k) =«

para todok € N. ConocidasS,, calculamosS,,—; a partir de la igualdadl —x)S,—1 = (Am—1p)(0) +
xSy. A partir deS,,—; podemos calcula$,,_,, etcétera, hasta llegar a obtener finalmente el valor de
S.

Series hipergeométricasConsideremos una sefl€e a, de términos positivos tal que para tade N

es.
any1 _ On+ B

an an+y’

(¢ >0,8,yeR).
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Escribiendo esta igualdad para= k en la forma:
akagt1 + yak+1 = akag + Bag
y sumando desde = 1 hastak = n se obtiene:

anday+1 + y(ant1 +Sn_al):aSn+IBSn~ (1)

n
DondesS, = Z ay. Supuesto que la serie sea convergente y que su sufa=dém{S,}, se deduce

k=1
de la igualdad anterior que la sucesi@a,+} también converge y necesariamente su limite debe ser
cero (si fuerata,+; — A > 0 se tendria que,, ~ % lo que implicaria que la serie diverge).

Aplicando el criterio de Raabe se obtiene facilmente querl@ sonverge sy > o + 8 y diverge
siy < a + B. También diverge sy = o + B porque en tal caso se deduce de la igualdad 1 que:

vai
on+vy

andyt1 + vap+1 —yar =0 —  dap41 =

y, por comparacion con la serie armonica, se sigue que kdisegrge.

Supuesto que; > « + 8, y tomando limites en la igualdad 1 deducimos que:

yS—ya;=aS +8S = S:L.
y—a—p
Series cuyo término general es una funcién racionabe trata de series de la forr@ E ; don-

de P y Q son funciones polinébmicas. A partir de un cierto término delante, dichas series tie-
nen todos sus términos positivos o todos negativos (segéiimy—_ 1 P(x)Q(x) = +o00 0 que
liMy— 400 P(x)Q(x) = —o0). Estas series convergen absolutamente cuando el gradieniehina-
dor es al menos dos unidades mayor que el grado del nume€adordo esta condicion se cumple 'y,
ademas, las raices del polinonfibson todas reales y simples es posible calcular la suma deida se

P(x)

descomponiendo la funcion racionglU en fracciones simples, Se tendra una descomposicion de la
X

forma: Px) ) 4 y
X
— 1 2 4t m
Okx) x—a; x—ap X —
dondex;, as, ..., o, SON las raices d@. Sustituyendo en la igualdad anterioe k£ y sumando desde

k = 1 hastak = n resulta:

P~ A As Ap
Q%E(k—aﬁk—aﬁ“*k—am)

Ahora hay que hacer todas las simplificaciones posibles lyast finalmente nos quede una sucesion

A
gque sea convergente. Observa que las series de la Ema— son divergentes (por comparacion

con la serie arm@nica) pero la suma de todas las que hay emeeitqms anterior tiene que ser, en
las hipétesis hechas, una serie convergente. Lo usual degjoeeficientesd; sean unos positivos y
otros negativos y que las raicgs sean numeros enteros, de manera que se produzcan cangesacio
que finalmente permitan calcular la suma de la serie. Esdrgelwque en los célculos aparezca la serie
armonica alternada.

Series de diferencias o telescépicaSe llaman asi las seriés a, cuyo término general puede escri-
birse en la forma, = b,+1 — b,. Puesto que, en tal caso, se verifica la igualdad

n
Yk =bus1— by,
k=1
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o0
la serie converge si, y solo si, la suces{ép} converge, en cuyo casE: an =lim{b,} — b;.

n=1

Series relacionadas con la exponencigheax € R un nimero real distinto d& fijo en lo que sigue y
sean € N. Aplicando el teorema de Taylor a la funcién exponencialcen0, tenemos que hay algin
puntoc comprendido entr@ y x tal que:

ex:1+2n:ixk+ e o
Lkl CEE

|x|"
n! >’

. x" .
La serleZ — es absolutamente convergente porque, poniepde tenemos:
n:

n=0

dn+1 |X|
dn n—+1

n
| |' } = 0. Como0 < [c¢| < |x|, tenemos que:
n:

En particular, se verifica quenh {
n—oo

n
1 e |x|n+1
e — Lk — n+1| ~ ox| Sl B
‘ kz_%k!x n+ n+ 1)
de donde deducimos que:
n 1 k o0 xn
k=0 n=0

Comox #0 es un nimero real cualquieray la igualdad anterior es liméate cierta para =0, hemos
probado que para todo nimero reae verifica la igualdad:

X x" B X xz X3 x"
eX:Z)E:nILrTgo{I_Fﬂ_'—Z_'—?-’_"'_FE} )
n=

En particular, para = 1, resulta que:
o0
1 . 1 1 1 1

Con ayuda de esta serie podemos calcular la suma de seriasfcnfmhz %’7) dondep es una
funcién polinomica de grade>1. Dichas series son (absolutamente) coﬁloergentes comogEweba
facilmente con el criterio del cociente. Para calcular snaeaxpresamos el polinomjax) en la forma:
pxX)=ao+aix+ax(x—1)4+ax(x—Dx—-2)+--+amx(x—1Dx—=2)---(x—m + 1).
Los numeros; pueden calcularse facilmente:

aop = p(0), a1 = p(1) —ap, 2a; = p(2) —ap —2ay, ...
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Con ello tenemos que:

2, pn [ a Zainn—1)---(n—j +1)
Z_: Z n_(')+z : n! ):

n=0 T j=

:a0e+Z(Z “f”(”—l)"’q"(n—j+l)

j=1 \n=Jj

:a0e+z Z"j”(”—l)"’q"(n—j‘f‘l)) —

m o0 X
_aoe+Z Z n—])' :aoe+2(za—1!):
j=1 \n=j j=1

=(ao+ar+ax+---+am)e.
Naturalmente, si la serie no empieza a sumar desdé® hay que hacer los ajustes necesarios.

El mismo procedimiento puede aplicarse para series de E|pg(—')x”.
n:
n=0

De la igualdad (3) se deduce facilmente que el numero e esana. En efecto, para todoe N
tenemos que:

u G T 1 13/ 1\ 11
0<e— —— - -
<€ Zk' 2 aTw Z(n+1)(n+2) k) n'z(n ) nln
k=1 k=n+1 k=1 k=1
V4

Si e fuera racional, &= con p, g € N, multiplicando pox! la desigualdad:
q

0 111
k=1
se tiene que:

1
0<(g—Dlp q'Zk, —

)

q
, 1 , . :
Pero el nimergg — 1)!p — q! E T es un numero entero y por tanto es imposible que sea mayor que

k=1
0 y menor qud. Esta contradiccion muestra que e es irracional.
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