Ejercicios de Analisis Matematico
Numeros complejos

1. Calcula la parte real e imaginaria<f|~e-_i—2 dondezeC \ {i, —i}.
V4

Solucion. Todo lo que hay que hacer es realizar las operaciones iraficRdbngamos para ello
z=Xx+ iy conx, yeR. Tenemos que

z xX—1iy X —1iy _(x—iy)(1+x2—y2—2xyi)_

14+22 1T+ (x+ip)?  1+x2—p2+2xyi (14 x2—y2)2 +4x2y2
x4+ x3=3xy2 +i(—y—=3x2y +y?)
- (1 + X2 — y2)2 + 4x2)2 -
_ X 4+ x3 = 3xy2 v —y=3x%2y 43
(I + 32— p2)2 1 4x2y2 (1 +x2— p2)2 1 4x22

Luego

Re z _ x + x3 —3x)2 m z oy =3ty +y?
14+22) (14 x2—p2)2 +4x2y2’ 14+22) (1 +x2—p2)2 4 4x2)2

©

Q+iv5) (1 +iv3)3
Calcula‘ iid3 .

Solucion.Como lo que nos piden es el mddulo no es preciso realizar lEmoijpnes indicadas.
Basta tener en cuenta que el mddulo de un producto es el pgoodieitos médulos y, por tanto,
el médulo de un cociente es el cociente de los modulos. Erecaescia:

Cprivsi+iv3]

Q+ivV3)(1 +i3)3

6+/2
V3i+i3 V5 +iv3]
©
, . 2z —1
3. Calcula los niumeros complejagales quew = P es
|4

a) Un nimero real;
b) Un nimero imaginario puro.
Solucion.Pongamos = x + iy conx, y €R. Tenemos que

2x+i2y—1) Qx+iQRy—1))Q—y—ix) 3x+i(=2x2—-2y%?+4+5y—2)
w= = =

2—y+ix 2—y)? +x? 2 —y)% + x2

Por tantow es real si, y sélo si
—2x% =2y 45y —2=0 < x>+ (y—5/4)*=9/16

Es decirz esta en la circunferencia de centfo5/4) y radio3/4.
Analogamentey es imaginario puro si, y sélo st,= 0, es decirz esta en el eje imaginarié?
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Ejercicios de Analisis Matematico 2

z—1—1

4. Calcula los numeros complejagales quew = P
z l

a) Es un namero real;
b) Tiene médulo 1.
Solucion.Pongamos = x + iy conx, y €R. Tenemos que
o ETloi _x—l4i =D (x—1+i(p-D)(x+1—-i(y+1D)
z+1+i x+1+i(y+1) (x+124+(y+1)?
x24+ 92 -24+i2y —2x)
BT R

Por tanto,w es real si, y sOlo siy = x # —1, es decirz esta en la bisectriz de los cuadrantes
primeroy tercero ¥ # —(1 + i).

Es claro quéw| = 1 si, y sélo si
z—l—il=lz4+1+4i]l <= x-D*+0O0-1)?=@+1D*+@+1)* < x+y=0
Es decir;z esta en la bisectriz de los cuadrantes segundo y cuarto. ©

5. Comprueba que el argumento principakde x + iy # 0 viene dado por

arctqy/x)—m siy <0,x <0
—m/2 siy<0,x=0

U =qarctgy/x) six >0
/2 8iy>0,x=0
arctgy/x)+m siy=0,x <0

Solucion.Teniendo en cuentaque para 0 es—x/2 < arctgr < 0y para0<r es0 < arctgr < /2,
se sigue que el nimerb definido por las igualdades anteriores verifica gue < ¢ < 7. Por
tanto, para probar que= arg(z) bastara que comprobemos la igualdad |z|(cos? + i sen?),

es decir, las igualdades= |z| cosy, y = |z| send.

Parat = =, % = n/2y ¢ = —x/2 dichas igualdades son evidentes.
Seax > 0 en cuyo cas@ = arctq y/x). En este caso, comern/2 < ¥ < /2, tenemos que
tg¥ = y/x y deducimos

2 X2+ 2
:1+tg2z§‘=1+%= xzy —x? = (x2 4 y?)cog ¥ ==x = |z| cost

cog ¢

donde, en la dltima implicacién, hemos tenido en cuentaxque 0 y cost > 0. Deducimos
también que
X
=x tg¥ = —— sen} = |z| seny
y=x1 cosy g
Consideremoss < 0 e y > 0. Tenemos quer/2 < ¢ = arctgy/x) + = < m, por lo que
—n/2 < ¥ —m <0,y deducimos t¢ = tg(st — =) = y/x. Razonando como antes obtenemos
quex?=(x2+ y?)cog . Comox < 0y cos? < 0, se sigue que = |z| cos?. De esta igualdad
deducimos, al igual que antes, que- |z| seny.

Consideremos < 0 ey < 0. Tenemos que-r < ¢ = arctgy/x) — n < —mr/2, por lo que
0 <9+ < /2,y deducimos t¢ = tg(J + =) = y/x. Razonando como en el caso anterior
volvemos a obtener las igualdades- |z| cosy, y = |z| send. ©

6. Expresa en forma polar los siguientes nimeros complejos.

b)—ﬁ+i 0 1

a)—1+i -
) 1+ —14iV3
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Ejercicios de Analisis Matematico 3

Solucion.a) Tenemos que afgl + i) = arctg—1) + = = 37/4, por lo que
—1+i = 2(cos3n/4) + i ser(3r/4))
b) Tenemos que
arg—+3 + i) =arctg—1/+3) + 7 = —arctg1/v3) + 7 = —n/6 + = = 57/6

argl +i)=arctygl) =n/4 = arg(%_’_i) =—m/4

deducimos quesg — % = 71—721 eArg (%) Por tanto

% = 2(cog7x/12) + i ser(7n/12))
c) arg—1 + i+/3) = arctg—+/3) + © = —arctgv/3) + = = —n/3 + 7 = 27/3, por lo que
arg m) = —2m/3. Por tanto

1 1 .
AT E(COS(—ZJT/Z%) + i sen(—2m/3))

©

7. Calcula arggw) y arg(i) supuestos conocidos ary argw.
w
Solucion.Sabemos que arg+ argw € Arg(zw); ademas-2n < argz + argw < 2z. Tenemos
las siguientes posibilidades:

—2r <argz +argw < —7—0 < argz + argw + 2 < 71—
= arg(zw) = argz + argw + 2w
—m < argz + argw < r=— arg(zw) = argz + argw
T <argz+argw <2r=— —x < argz + argw — 27 <0=
= arg(zw) = argz + argw — 2=

Para calcular aréi) se procede de forma andloga teniendo en cuenta ahora que
w
argz — argw € Arg (i) y que—2r < argz — argw < 2. ©
w
2z —1

8. Calcula los numeros complejagales quew = 5
Z_

a) Tiene argumento principal iguala 2;

b) Tiene argumento principal igualar/2.

Solucién.Pongamos: = x + iy con x, y €eR. Como
2z—1  2x—142yi  (x—142pi)(x—2—iy) 2x>+2y>—5x42—3yi
z—2  x—=2+41iy (x —2)2 + y2 N (x —2)% + »?

deducimos que ang = /2 si, y s6lo si2x? + 2y2 —5x +2=0 e y < 0. Como
2x24+2p?—5x4+2=0 < (x —5/4)>+ 2 =9/16

deducimos que ang = 7/2 cuandoz esta en la semicircunferencia de cen§g4, 0) y radio
3/4 que esta contenida en el semiplano inferior. También Tamdeélucimos que ang =—x/2
cuandoz esta en la semicircunferencia de cent¥g4, 0) y radio3/4 que esta contenida en el
semiplano superior. ©
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9.

10.

Resuelve la ecuacion cuadratice +bz+c=0 dondez, b, ¢, son nimeros complejos conocidos
ya#0.
Solucion. Tenemos que

2 , b ¢ b\2 ¢ b2
az’4+bz+c=0<¢—= z’+-z4+-=0<—= |z+—) +———=0
a a

2a a 4a?
n b\* b%—dac 0
<:> z — —_—— =
2a 4a?
i b Vb2 —4ac b Vb2 —4ac
= (lz+=)-———||lz+ =)+ ——|=0
2a 2a 2a 2a
—b + ~b% —4dac
z =
2a
—b — ~Vb? —4ac
Zz =
2a
Las dos soluciones obtenidas suelen expresarse en la forma
) —b + Vb2 —4ac
az-+bz+c=0 < z= 5
a
Observa que hemos seguido el mismo procedimiento que es@leal. Debes entender bien la
igualdad
—b + ~b% —4ac )
z =

2a

Aqui b2 — 4ac es un nimero complejo (en particular, puede ser redbhp —4ac es su raiz
cuadrada principal y-v b2 — 4ac esla otra raiz cuadradatodo nimero complejo tiendos
raices cuadradas: la principal y su opuesta). Aqui no hagiyassni negativos, ni nada parecido
jestamos trabajando con nimeros complejos! Comento esovpbrer a insistir en que los
simbolos+ y — tienen un car4cter puramente algebraico: no indican posithegativo.

En general, para resolver ecuaciones con nimeros compiejes buena estrategia separar la
ecuacion en su parte real y su parte imaginaria y resolvas §&ir separado, sino que debes
trabajar con la variable compleja No olvides que con los nimeros complejos puedes hacer las
mismas operaciones gque con los nimeros reales y algunasimas giempre puedes hacer con
los nimeros reales, como extraer raices y otras que pranti&gmos. ©

Calcula las soluciones de la ecuacidh+ (1 + i)z + 5i = 0.
Solucién.Poniendaw = z2, la ecuacion queda? + (1 + i)w + 5i = 0, cuyas soluciones son

—(1+i)+£ VA2 =200  —(1+i)+ /=18 _
- - _

2
_ —(1+1i) £ V18(cod—n/4) + i sen(—n/4))
= : =
=+ EVIBA/V2-i/V2) (1 +D)E3(0—i) [ 1-2i
N 2 N 2 _{ 241

Las soluciones de la ecuacién dada son las rafeed —2i y ++/—2 + i. Tenemos que
argl —2i)=—arctg2yarg—2 + i) = = —arctg’1/2). Usando que c@s + 7/2) = — senx
y sen(x + m/2) = cosx, obtenemos:

£V1-2i = :tf/g(cos(arc;gz) —i Sen(arcztgz))

TV i%(sen(w) i cos( 2OG12))
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11.

12.

13.

Observa que las soluciones son nimeros complejos pero rmsWiejos conjugados. La ecua-
cion dada tiene coeficientes complejos.

Calcula las soluciones de las ecuaciones:

a)zt +223 + 722 - 182+ 26 =0; b)z* + (54+4i)z2 +10i =0

Sugerencia. El nimerb+ i es raiz de la ecuacion del apartado a).

Solucion. Haremos el apartado a). Para ello usaremos un resultadsegsigpone que debes
conocer, segun el cual si un polinomR(x) se anula para un valer, P(x) = 0, entonces es

divisible porx — «, es decirP(x) = (x — @) Q(x) dondeQ(x) es un polinomio de un grado
menor queP (x).

Como la ecuacion dada es polinémica con coeficientes reates yglicen qud + i es raiz,
también es raiz — i. Por tanto, el polinomio dado debe de ser divisible por:

—0+i)ez—-0—i)=z2>=2z+2.
Haciendo la divisién, obtenemos que

24223 4722 182426 = (22 + 4z + 13) (22 =22+ 2)

Lo que queda ya es inmediato. ©
Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:
lz4+w? + |z —w?=2(z* + [w[*) (z,weC) )
y explica su significado geométrico.
Solucién.Basta realizar las operaciones indicadas. Tenemos que:
z4+wP?=C+w)EZ+w) =2z +ww +zw +zw = |z|* + |w|* + 2Rezw)  (3)
z—wllP=C—-w)EZ—-w) =zZ +ww —zw —zw = |z|* + |w|* — 2Re(zW) (4)

Sumando estas igualdades se obtiene la igualdad del edan8iasignificado geométrico es que
la suma de los cuadrados de las longitudes de las diagorelas plaralelogramo es igual a la
suma de los cuadrados de las longitudes de sus lados. ©

w
N 'S,/
\\ K,
N 4/
N
N2
RN
/7 N\
’ \\6
// N
’ zZ

Figura 1: Igualdad del paralelogramo

Dados dos numeros complejesy 8, calcula el minimo valor para € C de la cantidad
|z —al? + 1z = BI*.
Sugerencia: La igualdad del paralelogramo puede ser util.
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14.

Solucion.La sugerencia y un poco de intuicién deben ser suficienteshasaer este ejercicio. La
intuicién lo que dice es que el punto que buscamos debe skpilmt medio del segmento de

a+p

extremosy y 3, es decir el punta = ———. Ahora debemos relacionar la cantidad que nos dan

con|z — u|. Usando la igualdad del paralelogramo (2) ecsustituido poz — oy w porz — 8
y escribiéndola de derecha izquierda, tenemos que

2(z—a +|z=BP) =2z —a— B> +|B —al?

de donde

a+ B

2

1
IZ—a|2+|Z—ﬁ|2=2‘Z— Jrilﬁ—wl2

. 1 . . .
Deducimos quéz — a|? + |z — B|?> = E'ﬂ —«|? paratoda € C y laigualdad se da si, y sélo

Si,z = M.
2
Prueba las desigualdades:

a) [lz] = Jw|| < |z — w]
1 z w
b) |z+w|>—(|z|+|w|)‘—+—‘
2 lz[  w]

dondez, w son nimeros complejos no nulos. Estudia también cuandolseglealdad en cada
una de dichas desigualdades.

Sugerencia. Una estrategia basica para probar desigealdatten6dulosde nimeros comple-
jos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de laudddsg!.

Solucion. Siguiendo la sugerencia, es muy facil hacer el apartadoakrhios el apartado b).
Siguiendo la sugerencia, elevamos al cuadrado y comprabguela diferencia es positiva.

2

z w
— 4 —

1
|z + wl? = 2 (Iz] + |w])?
4 lz[  fw

_ 1 Re(zw
:|z|2+|w|2+2Re(zw)——(|z|2+|w|2+2|z||w|)(2+2 & ))=
4 |z[|w]
_ 1 1 1 Rezw)
= |z]* + |w|* + 2Rezw) — = |z|* — < |w|® — |z[|w| — = (Iz]* + |[w|* + 2|z[|w]) =
2 2 2 Iz[|w]
1 Re(zw) 1 Re(zw)
= —(|z* + |w|* = 2|z||w]) + 2 lz[lw| — = (12> + |w]* + 2|z]|w]) =
2 |z[|w] 2 |z[|w]
1 O 5 Rezw)
= — — —_ — _2 —
2(Izl [w]) 2(IzI + |w] |z|[wl) Zlw]
1 Rezw)
— 3 0el-pu? (1- T2 >
2 |z]|w]

Porque R&w) < |zw| = |z||w|. Laigualdad se da si, y sélo $i] = |w| 0 Reazw) = [zw| lo que
equivale a qugw = A € RT que equivale a quey w estén en una misma semirrecta a partir
del origen, o sea, que tengan los mismos argumentos.

15. Expresa en forma binébmica los nUmeros

) 24
A+0%, (V3+i), (M)

-1+
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Solucién.Naturalmente, se trata de aplicar la formula de De Moivrera p#lo todo lo que hay

. : . 1+i3
gue hacer es expresar los numeros en su forma polar. Cagrsiderel nUmera = i
— l
Tenemos quéz| = +/2 (cociente de los médulos) y un argumentazdes
3 5
arg(l +i+/3) —arg—1 + i) = arctgv/3) — (arctg—1) + x) = % - Tﬁ - —%
Por tanto
1+iva\* 5 5
l T T
— "] =W2*(cos|[-24—= isen( —24=—— ) =2'2 = 4096
(—I—H ) 2 ( ( 12)+l ( 12))

16. Haciendo uso de la formula de De Moivre prueba que:

a) serBy = 3 senp — 4 serfg.
b) costp = 8 cosyp — 8 cogp + 1.
c) semSg = 5 senp — 20 serfg + 16 serg.

Solucion.La férmula de De Moivre es una herramienta excelente paenebtdentidades trigo-
nomeétricas. Lo Unico que hay que hacer es usar la igualdad

(cosx + i senx)” = coqnx) + i sennx) (neN,x eR)

Desarrollando la potencia del lado izquierdo por medio debinio de Newton y agrupar la
parte real, que seraigual a ¢os) y la parte imaginaria, que sera igual a @er). Por ejemplo,
paran = 2 se obtiene inmediatamente que @09 = cos x — sert x y sen2x) = 2 Senx Cosx.
Haciendo: = 3 obtenemos

cos’ x + 3i cog x senx — 3 cosx sert x — i sen x = cog3x) + i sen(3x)
Igualando partes imaginarias, resulta:
ser(3x) = 3 cos x senx —sen x = 3(1 — serf x) senx —sen’ x = 3 senx — 4sen x

Esta es la igualdad a). Las otras dos igualdades b) y c) snelde forma parecida.

2 2 ;
17. SeameN,n>2,y w = cos— + i sen—. Dado un nimero entere; € Z, calcula el valor
n n
de las expresiones:
a) 1 +w™ + w2 4 ... 4 —Dm,
b) 1 —w™ + w2m — .. (_l)n—lw(n—l)m.

Solucion.Necesitamos la expresién de la suma de una progresion gézan&earr un nimero
complejo distinto de 1 y e N. PongamosS = 1 + z + z2 + z3 + ... + z". Tenemos que

S = l+z42242344 "

1) = St
Sz = z4z22 42344 Z”+z”+1}:>s(z )=z 1

Y deducimos que

Zn+1 —1

l+z4+z22 428+ 42" = ;
s

(%)

La suma en a) es una progresion geométrica de razbnDebemos distinguir el caso en que
w™ =1, lo que ocurre cuanda es un mdltiplo de:, en cuyo caso la suma en a) es igual &n
los demas casos, tenemos que

w"m — 1
1+wm+w2m+.”+w(n—l)m: =0
wm —1
En particular, haciends: = 1, deducimos que la suma de las raices n-ésimas de la unidad es
igual a 0. El apartado b) se hace de forma parecida. ©
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18. Seaw un nimero complejo de modulo 1. Expresa los nimeresl y w + 1 en forma polar.

Solucién.Seaw = cost + i serv cont = arg(w). Pongamos = cog¢/2) + i ser(¢/2). Con lo
queu? = w y uu = 1. Tenemos que

w—1=u?—uu=u(u—1u)="2isent/2)u (6)

Deducimos quéw — 1| = 2|ser(t/2)|. Supondremos en lo que sigue que# 1. Observa que
w — 1 es producto de 3 niumeros: el nUmeér@uyo argumento principal es/2, el nimerou,
cuyo argumento principal g2 y el nimera2 ser(z/2) cuyo argumento principal éscuando
ser(t/2) > 0,y = cuando sefi/2) < 0. Un argumento de — 1 serar/2 +1t/2 4 argser(t/2)).
Observaque-n <t < myt # 0. Distinguiremos dos casos:

t ot
0<zsn:>ser(z/2)>O:>arQIw—1)=%+5=¥
—w— 1 =2sent/2)(—sent/2) +icogt/2))
T t t—m
- <t <O:>ser(z/2)<0=>arg(w—1)=5+§—n=T=>

—w — 1 =-2sen(t/2)(sent/2) —i cogt/2))

Fijate en que si en (6) hacemos el produety distinguimos los casos s@ri2) >0y ser(t/2) <0,
obtenemos las mismas expresiones paral. ©

19. Seax un namero real que no es multiplo entero2de Prueba las igualdades

n—+1
; )sen 3 X

a) 14 cosx + cos2x +--- 4+ cosnx = cos(—x <
2 o
sen

2

n+1

sen X

n 2
sen( x) <

sen(—)

2

2
Solucién. Si llamamos A a la primera suma yB a la segunda, podemos calculdr+ i B
haciendo uso de la formula de De Moivre.

b) senx + semx + --- 4+ semx

Solucion.Pongamos =cosx +i senx; u =co9x/2) +i senx/2). Tenemos qu& # 1 porque
x2xZ.

A+iB=1 2 34 ... ”:710 = (por (6))= ——
+ Fwtwtwt et wt == = 0or O)= S

n+1 n+1 -1

Teniendo en cuenta que”t! = cos((n + 1)x) + i sen((n + 1)x) es un nimero complejo de
moédulo 1y que:"*! = cos((n + 1)x/2) + i sen((n + 1)x/2), podemos usar la igualdad (6)
para obtener que:

w"t — 1 =2isen((n + 1)x/2)u"+!

Deducimos que

n+1 n+1
e~ n+1 n+1 e~
A+iB= u"“—) = (cos( > x) +i sen( > x))

X X
sen(— sen(—)
2 2

Igualando partes real e imaginaria, se obtienen las do&ligdes del enunciado. ©
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20. Dados dos numeros complejos distinto$ € C, justifica que para # b el nl]mero% es
Z f—

21.

22.

real si, y sélo siz esta en la recta que pasa poy por b; y es real negativo si, y sélo si,esta
en el segmento que uaeconb.

Solucion.Sear € R, ¢ # 1. Tenemos que

z—a ; _a—bt n t
b TS T
La recta que pasa pary b tiene la ecuacion paramétrica= a + A(a — b), coni € R, por lo

. . . zZ—d . , . , .
que la igualdad anterior nos dice qu—b es real si, y solo si; esta en dicha recta.
bl

(a—b)

Sit < 0, laigualdad anterior puede escribirse, cambianplor —s, en la forma

z—a a-—+bs K 1
=-S5z = = a
z—b 1+s 1+s 1+s

Lo que nos dice que es de la formab + (1 — A)a con0 < A = % < 1 pero esos son
N
justamente los puntos del segmento queanenb (excluidos los extremos).

a) Sedzi| = |z2| = |z3| = 1. Prueba quey, z,, z3 son vértices de un tridngulo equilatero si, y
sblo si,z; + z, +z3 =0.

b) Deduce de lo anterior que si el baricentro y el circuncedé un triangulo coinciden, dicho
triangulo debe ser equilatero.

Solucién.a) Sizy, z,, z3 son vértices de un triangulo equilatero, entonces cada ebe éstar
girado un angulo de /3 radianes respecto de otro. Sabemos que multiplicar pormplego,u,
de médulo 1 es un giro de amplitud igual a @y Definamos: = coqrx/3) + i sen(x/3). Los
tres vértices los podemos escribir comoz;u, zu? y, por tanto:

ud —1

u—1

Supongamos ahora qli| | = |z2| = |z3] = 1, Yy quez; + z2 + z3 = 0. Para probar que dichos
nameros son vértices de un triangulo equilatero, lo que gaarttacer es comprobar que son las
raices cubicas de un nimero complejo. Es decir, se trataotbapaue hay un nimerotal que

21, 22 Y z3 son las raices de la ecuacion polindmiéa- o = 0. Para esto es necesario y suficiente
que el product@z — z;)(z — z2)(z — z3) puede escribirse en la formmd — o. Tenemos:

21+22+23:z(1+u+u2)=z =0

(z—z1)(z—2)(z—z3) =2 — (21 + 22 + 23)2% + (Z122 + 2123 + 2223)2 — 212223 =
=234 (z122 + z123 + 2223)2 — 212223
Poniendax = z;z,z3, lo que hay que probar es qugz; + z123 + z2z3 = 0. Todavia no hemos

usado la hipotesis de qug | = |z2| = |z3| = 1. Vamos a usarla ahora para intentar sacar factor
comun en lasuma z; + z1z3 + z2z3 = 0 la expresion; + z; + z3. Tenemos que:

Z1Zy + 2123 + 2223 = 23232122 + 22222123 + 21212223 = (21 + 22 + 23)212223 =0

Pueszy +z; +z3 =21 + 2z, + z3 =0.

El apartado b) se deduce facilmente de a) siempre que sepas ks el baricentro y el circun-
centro de un tridngulo. ©
Si0 < argw — argz < m, prueba que el area del triangulo de vértiées y w viene dada por
1 Imzw).

Solucion. El area de todo triangulo es la mitad de la base por la alturdafigura (2) se ha

. h
tomado como base el vectorcon longitud|z| y la altura es:. Observa que sép — ) = ﬁ
w

Por tanto : :
area= §|z|h = §|z||w| sern(g — )
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Figura 2: Area de un triangulo

Esto ya deberias saberlo: el area de cualquier triangulguas & la mitad del producto de las
longitudes de dos lados por el seno del angulo que formamdPoos: = x + iy, w =u + iv.
Como?d = argz) y ¢ = arg(w), tenemos que

. 1 1

area= |z||w|serlp — ) = EIZIIwI(Ser(qD) cog¥) — cogp) sendh))=

1 v X u y 1 1 _

=) (—— _ ——) — L ox —up) = Limew)
2 lwl [z wl |zl 2 2

23. Estudia, parac C* y neN, las igualdades:

a) log(€ ) =z; b) expllog(z)) =z; ¢) log(¥/z) = log(z)

=—",;d) log(z") = nlog(z).
n
Solucién. a) Es evidente que esun logaritmo de & y sera el logaritmo principal si, y solo si,
—nm < Imz < 7. En consecuencia:

log(€)=z<=—-n<Imz<n

b) Los logaritmos de se definen como los niUmeros cuya exponencial kgego, en particular,
exp(log(z)) = z cualquiera sea € C.
c)

I
log(%¥/z) =log|¥z|+iarg(¥z)= 0gl|
log(z) log|z| n .argz
= I

ar
4
n n
n n n
La igualdad en c) se verifica siempre.
d)

log(z")
nlog(z)

=log(|z"|) + i argz") = nlog(|z|) + i aryz")
=nlog(|z|) + inaryz)

24. Estudia condiciones para qg)‘ = a’°.

La igualdad en d) equivale a que &) = n arg(z). Comon arg(z) esunargumento de”, para
que sea el argumento principal debera-sgr< narg(z) < =.
Solucién.Tenemos que

©

(a®)° = explclog(a®)):  a” = exp(bcloga)
Dpto. de Analisis Matematico
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25.

26.

Por otra parte
exp(c log(a®)) = exp(c log(e”'®9)) = exp(c(b loga + i2k 7)) = exp(be loga + ic2k )
Dondek es un entero que hay que elegir por la condicién de que
—m <Im(bloga +i2kn)<n

Concluimos que sk = 0, lo que ocurre solamente cuanda < Im(bloga) < &, entonces la
igualdad del enunciado se cumple para tedén otro caso, la igualdad del enunciado se cumple
solamente cuandoes un nimero entero. ©

Con una interpretacion adecuada de la suma justifica que:
a) Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w), b) Log(zw) = Log(z) + Log(w)

Solucion.La forma razonable de interpretar la igualdad @&ig) = Arg(z) + Arg(w), s que su-
mando cada uno de los elementos de(Aygon cada uno de los elementos de @ryobtenemos
todos los elementos de Agr). Que efectivamente esto es asi es facil de probar.Seakrg(z)
yt € Arg(w). Entonces, sabemos que ¢ es un argumento dav, esto es +¢ € Arg(zw). Lue-
go hemos probado la inclusién Atg +Arg(w) C Arg(zw). Reciprocamente, seac Arg(zw).

Elijamos cualquier elementoe Arg(z) y pongamos = ¢ — s. Entonces es un argumento de
= w, esto est € Arg(w); luegoyp = s + ¢ € Arg(z) + Arg(w). Lo que prueba la otra

ianIusi(’)n Argzw) C Arg(z) + Arg(w).

Anélogamente, La forma razonable de interpretar la igublaay(zw) = Log(z) + Log(w), es
que sumando cada uno de los elementos dg¢d)agpn cada uno de los elementos de oy
obtenemos todos los elementos de (zag). Teniendo en cuenta que L@g = log|z| + i Arg(z),
la igualdad b) se deduce de a).

Observacion. Quien haya estudiado el conceptgrd@o cocientepuede interpretar la suma
Arg(z) + Arg(w) en el grupo cociente del grupo aditivo de los nimeros reasgecto del
subgrupo de los multiplos enteros 2le, esto es, el grup6& = R/2xZ. Siz es un complejo

no nulo, se tiene que Afg) € Gy, por definicion de suma en un grupo cociente, tenemos que
Arg(z) + Arg(w) es la clase que contiene a @rgt+ arg(w) y, como argz) +arg(w) € Arg(zw),
obtenemos que Afgw) = Arg(z) + Arg(w). ©

Indica el error en los razonamientos siguientes)? = z2; por tanto2 Log(—z) = 2 Log(z) Y,
por consiguiente, Lag-z) = Log(z).

Solucién. De la igualdad Logzw) = Log(z) + Log(w), probada en el ejercicio anterior, se
deduce que Lo@g?) = Log(z) + Log(z). Es decir, que sumando de todas las formas posibles
dos logaritmos de obtenemos todos los logaritmos ¢ Pero eso es muy distinto a sumar
cada logaritmo de consigo mismo. Es decir, el conjuntd.og(z) es solamente una parte del
conjunto Lodz) + Log(z). ©
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