Ejercicios de Analisis Matematico
Numeros, desigualdades y funciones elementales

1. ¢Qué quiere decir que un nimero no es racional? Demuestkdno es racional.

Solucion.Que un ndmero no es racional quiere decir que no puede eseriimmo cociente de
nameros enteros. Para probar que un nimero es irraciordalrazenarse por contradiccion: se
supone que el nimero en cuestion es racional y se llega atuaeién contradictoria. Una prueba
clasica de que/2 es irracional es como sigue. Supongamos «fQefuera racional. Entonces
existirdn nameros naturalesy » sin factores comunes, en particutay » no podran ser ambos

m . .
pares, tales que’2 = —, esto es2n? = m?. Laigualdad2n? = m? nos dice quen? es par lo

n
cual implica que también tiene que serlo Asi podemos escribin = 2 p . Sustituyendo en la
igualdad anterior y simplificando tenemos que= 2 p?, y de aqui se sigue, al igual que antes,
que n tiene que ser par y ésta es la contradiccion anunciada. ©

2x =3 1

X +2 3

Solucién. Claro esta,x # —2 (recuerda, no se puede dividir p@y. Como al multiplicar una
desigualdad por un niumero positivo la desigualdad se cemsgeducimos que si > —2, la
desigualdad dada equival®a — 9 < x + 2, es decirx < 11/5. Luego para-2 < x < 11/5la
desigualdad es cierta. Veamos ahora qué pasassi-2. En tal caso, al multiplicar por+2 < 0

la desigualdad equivaletac — 9 > x + 2, es decirx > 11/5 condicién que no puede darse si

x + 2 < 0. Enresumen, la desigualdad es cierta pata< x < 11/5.

2. Calcula para qué valores dese verifica que

Otra forma de proceder consiste en utilizar el hecho de gaedesigualdad es equivalente a
la obtenida al multiplicarla por una cantidad positiva. Nplicando la desigualdad dada por
(x + 2)? obtenemos que dicha desigualdad equivale a la siguiente

2x =3)(x+2) < %(x +2)?

Haciendo las operaciones indicadas obtenemos que estgualesid es lo mismo que
5x%2 —x — 22 < 0. Las soluciones de la ecuacidn? — x —22 =0 sona = -2y b =11/5.

Por tanto5x? — x — 22 = 5(x + 2)(x — 11/5). Resulta asi que la desigualdad dada equivale a
(x +2)(x — 11/5) < 0. Teniendo en cuenta que para que un producto de dos nUmanosg

tivo dichos niUmeros deben ser uno positivo y otro negatimockiimos que debe ser+ 2 > 0
yx—11/5 < 0, esdecir-2 < x < 11/5 (la otra posibilidadt +2 <0y x —11/5 > 0 no
puede darse). ©

3. Calcula para qué valores dese verifica que

3—a? <3(x —a)x?

3(x —a)a® < x
Solucién.La desigualdad del enunciado equivale a las siguientesafiguhldades:
x3—a®-3(x—a)a® > 0; x3—a-3(x—a)x? <0
Teniendo en cuenta que® — a3 = (x — a)(x? + ax + a?), resulta
xP—a®-3(x—a)a® = (x —a)(x* + ax —2a*) = (x — a)*(x + 2a)

X3—aP - 3x—a)x*=x—-a)(-2x2+ax +a*)=-2(x —a)*(x +a/2)
Deducimos que la desigualdad del enunciado se verifica gloyss x # a, x + 2a > 0,y
x+a/2>0.

Si a = 0 entoncesx + 2a = x + a/2 y la desigualdad se cumple si, y sélo si,> —a/2 y
X #a.

Sia < 0 entoncess + a/2 > x + 2a y la desigualdad se cumple si, y s6loxsi> —2a. ©
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Ejercicios de Analisis Matematico 2

4. Sabiendo quer +b > ¢+ d, a > b, ¢ > d; ¢se verifica necesariamente alguna de las
desigualdadest > ¢, a > d, b > ¢ 0 b > d ? Dar una prueba o un contraejemplo en cada
caso.

Solucién.Que las letras no te despisten: lo que te estan diciendo es lguima de dos nimeros
distintos entre si es mayor que la suma de otros dos nimestirg@l entre si, ¢es cierto, por
ejemplo, que el mayor del primer par es mas grande que el nd@yeegundo par? Esta claro
que no tiene por qué ser asi: los otros sumandos pueden csanpemiferencia. Por ejemplo
2524250 > 500+ 1. Concluimos que no tiene por qué ser cierto gue ¢ ni tampoca > c. El
ejemplo500 + 2 > 251 4 250 prueba que tampoco tiene por quékser d. Intenta ahora buscar
un ejemplo en el que no se cumpla que d (pero no le dediques mas de cinco minutos). ¢, Ya?
No lo habras encontrado porque, si lo piensas un poco, vegtane que ser necesariamente
a > d. Intentademostrarlolaunque tengas que dedicarle méas de cinco minutos).

Lo primero que se le ocurre a uno es escribis (¢ — b) + d. Sic — b fuera siempre positivo
habriamos acabadg {ambién habriamos demostrado mas de lo que queiempes no tiene
por qué ser asi, por ejempdo+ 8 > 2 + 1. Lademostracion directao parece viable. En estos
casos tenemos que intentareamino indirecto Probemos que no puede ocurrir que d. Eso

es facil. Fijate: si fuera < d, como nos dicenque < ay d < ¢, también serid <d ya < c;
pero entonces + b < ¢ + d lo que es contrario a la hipétesis hecha. Luego concluimes qu
a>d.

5. Supuesto que < a < x < b, prueba que se verifica la siguiente desigualdad.

1 1 1 1

X + a+b—x = a + b
Solucion. En este ejercicio no parece, en principio, cosa facil dedacesigualdad pedida
de las hipétesis que nos dan. En estos casos puede intetnédoa@ar para atras es decir, ir
convirtiendo la desigualdad que nos piden probar en emas/alentes a elly mas sencillas,
hasta llegar a una que seamos capaces de deducir de la isigftesnos dan. Haciendo las
operaciones indicadas, podemos escribir la desigualdedferma

a+b <a+b
x(a+b—x) ab

y, como los denominadores son positivos, esto es lo mismo que
(@a+byab<(a+b)yx(a+b—x)
Comoa + b > 0 esta desigualdad equivalezd < x(a + b — x), es decir:
0 <ax+bx—x%>—ab=(x—a)(b—x)

Pero esta ultima desigualdad es consecuencia de que lasgigpliechd) < a < x < b, la cual
implicaque) < x —ay0 < b —x.Y portanto(x —a)(b —x) > 0.

Con esto podemos considerar que hemos acabado, pero esamsmdustumbre dar ahora la
vuelta al razonamiento que hemos seguido, es decir, deshlazamino recorrido para obtener
una prueba directa. ©

6. Discutir la validez de las igualdades:

a) |x+y+zl=Ix+yl+]z
b) [x—5| <|x+1f

Solucion. a) En virtud de la desigualdad triangular, la igualdad delunerado
Ix+y+z|=|(x+y)+z|=|x+ y| + |z, se dasi, y s6lo si(;x + y)z = 0.
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b) Por ser nimeros positivos, la desigualdlad 5| < |x+1| equivale a la desigualdga—5|? <
|x + 1/2, es decir,
x?—10x +25 < x? +2x + 1

0 seaz24 < 12x, esto esx > 2. Esto también puedes comprobarlo representando los namero

en una recta en la que fijas un origen y una unidad: se tratardei&edox estd mas cerca de
que de—1. ©

K u X s S+u+x Xx .
7. Supuesto que < — < = donder, v, yeR™T, prueba que- < ———— < =, Generaliza este
t v y t t+v+y y
resultado.

Solucion.Lo que sigue es la generalizacién propuesta.

Seanay,as, ... ,a, numeros reales cualesquieray b, ..., b, nimeros reales positivos. Sean
mYy M el menory el mayor respectivamente de los nimeros

ay djp dp

by by’ by
Entonces, parg = 1,2, ..., n, se verifica que:

aj .
m< -1 <M, esdecir mbj <a; < Mb;
J

y sumando estas desigualdades:

n n n
m E bj$ E aj§M E b;,
j=1 j=1 j=1

de donde se sigue que:
B <M

m < <M.
by +by+--+ by

©

8. Prueba cada una de las siguientes desigualdadesy estudala caso, cuando se da la igualdad.

) 2xy <x?+ 2
i) 4xy<(x+p)>
i) x24+xy4+p2=0.
V) (@®>+a+1)(b*+b+1)(c* +c+1)=27abc dondea > 0, b > 0, ¢ > 0.
V) abc <1 dondez > 0,b > 0, ¢ > 0 verifican (1 + a?)(1 + b?)(1 + ¢?) = 8.

Sugerencia: para probar i) considérgse- y)2. Las demas desigualdades pueden deducirse de

i).

Solucién.

i) y ii) Siguiendo la sugerencia, que para eso nos la dangrieague

(x=p)P=x"+y"-2xy=0

de donde se deduce qae y < x? + y2, y laigualdad ocurre si, y sélo si,= y. Si sumas
2xy a ambos lados de la desigualdad y < x? + y2, obtienes quetx y < (x + y)2,yla
igualdad ocurre si, y solo st, = y.

iiiy Cambiandox por—x en2x y < x2 + y? resulta2x y > —(x? 4+ y?). Por tanto
1
x2+xy+y225(x2+y2)

De donde se deduce qué + x y + y? >0 y laigualdad se da si, y s6lo si,= y = 0.
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10.

11.

iv) Probaremos ahora la desigualdad + a + 1)(b* + b + 1)(c¢? + ¢ + 1) = 27abc donde
se supone que > 0,5 > 0,c¢c > 0. Lo primero que se observa es la compl&taetria
de la desigualdad propuesta. Puesto que lo Unico que salimQsh y ¢ es que son
positivos, parece razonable pensar que si la desigualdadagidan es cierta es porque
x2 4+ x + 1> 3x cualquierasea > 0, es decirx? + 1 > 2x, o lo que es igualx — 1)> = 0;
lo que es cierto (pareodanimerox) y la igualdad se da si, y solo si= 1. Sustituyendo
ahoraem? + x + 1= 3x, x =a, x = b, x = ¢ y multiplicandomiembro a miembro las
tres desigualdades resultantes, obtenemos que

@4+a+1D)B*+b+1)(c?+c+1)=27abe
y la igualdad se da si, y s6lo &,= b = ¢ = 1. ¢, Dédnde hemos usado que los nimerds
Y ¢ son positivos?

v) La dltima desigualdad propuesta también llama la atenp@r susimetria Usando otra
vez qued < (x — 1)?, se sigue quex < 1 + x2. Ahora sustituyes pora, b y ¢, multiplicas
miembro a miembro las desigualdades obtenidas y has acabado

Fijate cuanto partido hemos sacado de la desigualdad eigen- y)? > 0.

. Prueba que el nimerg2 + /3 es irracional.

Solucion. Para hacer este ejercicio hay que tener en cuenta que cuaredectiaroperacio-

nes racionalegsuma, producto y cociente) sobre uno o varios nimerosrralgs volvemos a
obtener un namero racional. En consecuencia, si realizandan ndmero reak y con otros

numerosracionalesoperaciones racionales obtenemos un nimero irraciondgrpos afirmar
gue el nimerax es irracional.

2
. L -5
Por ejemplog = +/2 4+ /3 es irracional puesO{T = 6. ©
Searn, b niUmeros positivos distintosye N. Utiliza la desigualdad de las medias para probar
que:
n+1
ab” < ("+"b) 1)
n+1

Deduce que para todo nimero naturak verifica que:

1n 1 n+1 1 n+2 1n+1
1+ — 1 14+ — 14+ — 2
(+n)<(+n+l) ,Y(+n+1) <(+n) (2)

Solucién.La desigualdad (1) se deduce de la desigualdad de las medias

ar+ax+ -+ ap+ant
n+1

tYaras - apny1 <

haciendai; =a, =---=a, = b, a,4+1 = a y elevando a la potencia+ 1.
. 1 . . . .
Haciendo ahora =1y b = 1 + — en (1) se obtiene la primera desigualdad de (2). Finalmente,
n
. 1 . .
susstituyendo en (W porn +1a=1yb =1— —, se obtiene la segunda desigualdad de{®).
n

Prueba que el cubo es el ortoedro de méaximo volumen parsuperficie lateral dada y de
minima superficie lateral para un volumen dado.

Solucion.El volumen de un ortoedro cuyas aristas tienen longitudésc viene dado por/ =
abc y su superficie lateral po§ = 2(ab + bc + ca). Puesto que

Y (ab)(be)(ca) < W 1)
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0, lo que es igualW < §/6, deducimos que para un volumen daéiga superficie latera$
es minima cuando tengamos gig6 = JV2, es decir gue e(l) se de laigualdad lo que ocurre
si, y sélo si,e = b = ¢ (el ortoedro es un cubo).

Anélogamente, para un valor dado de la superficie lat§raéndremos qu& es méaximo cuando
IV = S/6, lo que, segiin acabamos de ver, solo ocurre cuando el astesdm cubo.  ©

2 2
. . . . . ., X
12. Calcula el rectangulo de mayor area inscrito en la elfgsecuacion— + Y- 1, donde
a

b2
a>0,b>0.

Solucion.Sean(«, B) las coordenadas del vértice del rectangulo situado en drange positivo
del plano ¢ > 0, 8 > 0). El area del rectdngulo es iguakap. El problema, pues, consiste en
hallar el maximo del productaf cuandax y g verifican que

az 132
a2t ! M

Supuesto que y S satisfacer(1), en virtud de la desigualdad de las medias, tenemos que

[a2 B2 ab
af =+ a2B?=ab a_2ﬁ$7 @)
2 2

2 2
. . o . . 1
Laigualdad en2) se dasi, y s6lo sfl— = ’3— lo que junto cor(l) equwaleaquea— ===,
5 a? b2 a? b2 2
es decir,a = i, B = —. Por tanto el méximo valor del area de un rectangulo inseritta
V2 V2
elipse es2ab. ©

13. Calcula la distancia minima del origen a la superfici®Rérde ecuacionxyz = 27. En otras
palabras, siE = {(x, y,z) € R?: xyz = 27}, lo que se pide es calcular el minimo del conjunto
de nimeros realeS = {/x? + y2 +z2: (x,y,z) € E}.

Solucion.Para toddx, y, z) € E se verifica que

X242+ 22237 (xy2)2 =327 =27
Puesto qué3, 3,3) € E y v/32 + 32 4 32 = /27, deducimos que m(C) = +/27. ©

1 1 1
14. Calculax sabiendo que = + +
g, @) ~ Tog,(@) " log.(@) " Tog,(a)
Solucién.Pongamosy = log, (a). Por definicion, tenemos que” = a, de donde se sigue que
loga

ylogx = loga. Hemos obtenido asi que lp@:) = W. Con ello, la igualdad del enunciado
X

puede escribirse como

loga  loga = loga = loga
esto es log = logh + logce + logd, o lo que es igual, log = log(b ¢ d). Como la funcién
logaritmo es inyectiva, deducimos gue= b ¢ d. ©

logx logh Iogc+logd

15. Prueba la igualdad arc cost arc senx = % Vx e[-1,1]

Solucién.Se trata de probar que arc ser= 7. — arc cosx para todox € [-1, 1]. Para ello, dado
x € [-1, 1], pongamos = 7 — arc cosc. Como, por definicion) < arc cosy < &, deducimos
que—7% <z < 7. Ademas

senz = ser(x/2 — arc cosx) = ser(x/2) cog— arc cosv) + coqw/2) sen— arc cosy)=

= COg— arc cosx) = cogarccosx) = x

Hemos probado asi que ser= x, y —7 < z < 7 lo que, por definicion, quiere decir que
z = arcser.
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16.

17.

18.

X
Prueba que tgrc serx) = ——— paratodox €] —1,1].
V1 —x2
Solucién. Como tgz = Ser deducimos que {@rcsenx) = il Vxel—11]
' &= Cost queta ~ cogarcsen)’ | ’

(hay que excluir los puntos1 porque arcsdnrt1) = +/2) . Bastara probar, por tanto, que
coqarcsemnx) = vV 1 —x2,
Como cod z = 1 — sert z, deducimos que, cégrcsenx) = 1 — x?2, esto es,

| cogarcsenx)| = v 1 — x2
b4 /4 .
Ahora, como—3 <arcsernx < R se sigue que cgarc serx) = 0, por lo que
cogqarcserx) = | cogarc serx)|

y, por tanto, co@rc senx) = 1 — x2. ©

Dado un nimere # 0, calcula un nimerp € R tal quesenht =X

—

Solucion.Aqui el dato es el nimero # 0. Puesto que senh= , tenemos que calcular

un nameror que verifique la igualdad = x (¢ —e™), esto esx €*’ —2 & —x = 0. Haciendo
y =€, tenemos que y> — 2y — x = 0, por lo que los dos posibles valores parason

VT2 1=Vt

X X
Como debe sey > 0 (porque el valor de una exponencial siempre es positivaycienos que

log(1+\/1+x2)
X

, Six>0

t=logy=

X

(l—vl—i-xz) .
log| ——— ], six<0

©

Se quiere amortizar una deuda de 600@0 dia 31 de diciembre de 20013. Esta deuda ha sido
contraida el dia 1 de enero de 2000, y se incrementa cadastramed 6 por 100 anual. Para
amortizarla se quiere pagar una cantidad fija el Gltimo diaatla mes, empezando el 31 de
enero de 2008 y terminando el 31 de diciembre de 20013. Estdislades producen un interés
anual del 3 por 100, que se acumula mensualmente. ¢ Quéathhéy que abonar cada mes?

Solucién.Como la deuda se incrementa a un interés compuesto (expresaanto por uno) del
0-06/4 cada trimestre, el 31 de diciembre de 2013 la deuda mas kresas seré igual a:

0-06)2*
60000 (1 + T

LlamemosP ala mensualidad que tendremos que pagar al final de cada mkasbensualida-
des se capitalizan a interés compuestddsl/ 12 cada mes. La primera mensualidad permanece
un total de 71 meses y la Ultima, al pagarse el Gltimo dia delmoeegenera ningln interés. La
cantidad total que tendremos el 31 de diciembre de 2013geséa:

0-03\ ! 0-03\° 0-03
Pl1+==2 1+ — ek 1+ =) 1| =
[(+12) +(+12)+ +(+12)+
_p| (1492 | 2 oop | (14 22) "
B 12 0-03 12
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19.

Donde hemos usado la expresion que da la suma de una progyesi@iétrica. En consecuencia,

debera ser: . 9y
. 0-0
P[(l+%) —1] 400 = 60000 (1+T6)

Usando una calculadora se obtiefe= 1088-74 donde hemos redondeado por exceso.
Podemos también hacer el calculo anterior teniendo en @l&mproximacion para grande
r\n . .
(1 + —) ~ € de la siguiente forma:
n

~72/400

0-03 72 1 72 B 1 400
14+ — =14+ — — 1+ — ~ g/2/400
( + 12) ( +400) ( +400) -
24 24 T 200724/200
1_|_0-06 _ 1+i _ 1+i ~ &72/200
4 200 200 -
En consecuencia:
a72/200
donde hemos redondeado por exceso. ©
Prueba las igualdades
a) arccos + arcserx = r Vx e[-1,1
2
X 1
(b) tanarcsernx) = ———; sedarcsenx) = ——— Vx €]—1,1]
vV1-—x2 V1-—x2

Solucion.(a) Puede comprobarse esta igualdad de muchas formas eRwlej si despejamos,
podemos escribir la igualdad de la forma:

arcserx = /2 — arc cosx.

Puesto que-7/2 < /2 — arccosy < n/2 y en el intervald—n/2, /2] la funcién seno es
inyectiva la igualdad anterior es equivalente a la siguiente: ser(wr/2 — arc cosy) la cual es
efectivamente cierta porque, para tode [—1, 1] es:

ser(zr/2 — arc cosy) = ser(rr/2) cogarc cosc) — coqx/2) sernarc cosx) = x

(b) Paratodox €] — 1, 1] es:

senarc serx) X
cogarcserx) cogarcsemn)’

tan(arcserx) =
Ahora como:
cos (arcsenx) = |1 —serf(arcsen) = 1 — x?2,

y ademasogarc serx) > 0, se sigue que céarc serx) = v 1 — x2 lo que prueba la igualdad
pedida.

Analogamente, se tiene que:

1 .
seqarcsernx) = ———— = por lo antes viste= ——.
cogarc serx) 1 — x2

©
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20.

21.

22.

Prueba por induccion la igualdad:

n—+1

X nx
senE (senx + sem2x + --- + semx) = sen7 sen X

Solucion. La igualdad es evidentemente cierta para 1. Supongamos que es cierta para un
namero naturak y probemos que entonces lo es también patal. Tenemos:

n—+1

X nx X
senz (senx + --- 4+ semx + senn + 1)x) = sen7 sen x+ senz senn + 1)x

En consecuencia, todo se reduce a probar que:

n—+1

(n+ 1)x n+42
sen X

X+ seng ser(n + 1)x = sen 5

nx
senT sen

a+b

a—>b
Usando que sé@a) = 2senzcosa y que sem + senb = 2sen COST , tenemos:

nx n—+1
sen— sen
2 2

X+ seng sern + 1)x=

nx n+1 X n+1 n+1
= Sen— sen X +sen— | 2sen X COS X | =
2 2 2 2 2

n—+1 nx X n+1
=sen x | sen— + 2sen— cos x| =
2 2 2 2

n—+2

—nx (n+ 1)x n+2
X + sen—— | =sen sen X
2 2 2

n+1 nx
= sen X | sen— 4 sen
2 2

como gueriamos probar. ©

Seam, b € R tales quer® + b2 =1y a # —1. Definamos
b
U =2arctg——
a+1

Prueba que ca% = a, semj = b.

Solucion.Puesto que lo que conocemos g9102), la idea es relacionarla con s@ry con cos’.
Teniendo en cuenta que cos= cos (x/2) —serf(x/2), que senx =2 ser(x/2) cogx/2) y que
1 = serf(x/2) + cog(x/2), obtenemos:

_cosi(x/2) —serf(x/2) 1—tg*(x/2)
~serf(x/2) +cog(x/2) 1 +tg?(x/2)
2sen(x/2)cogx/2) tg(x/2)

SN = SeR(x/2) + 08 (x/2) 1+t (x/2)

COSx

Teniendo en cuenta ahora qure+ b2 =1 y que tg¥/2) = se comprueba facilmente que:

l+a’

1-tg?(9/2) o tw@/2)
R T e B T Y

coqv) =
Seaf :R — R una funcion que verifica las propiedades:

a) f(x+y)= f(x)+ f(y) paratodosx, yeR.
b) f(xy)= f(x)f(y)paratodar, yeR.
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Demuestra que o biefi es f(x) = 0 para todax € R o bien esf(x) = x para todax € R.
Solucion.Si una tal funcionf” se anula en algim # 0, resulta que para todoc R se tiene

S =r(a>)=r@s (=) =0

y f es la funcién idénticamente nula. Excluido este caso, dedmn/ (x) # 0 para todax € R.
Dadox > 0, tenemos que

S) = [(VXVR) = £(VX) [ (VX) = (f (V)" > 0
Siahoraes < y se tendra que
SO =/x+Q@=x)=fx)+ f(y—x)> f(x)

Hemos probado asi qugé es estrictamente creciente. Sean amenan # 0 nimeros enteros y
x €R. Por serf aditiva se tiene que:

nf (Zx) = f (n2x) = fmx) = mf )= f (=x) = = £(x)

Deducimos quef(rx) = rf(x) para todo numero racionale Q y todox € R. En particular,
haciendox = 1y teniendo en cuenta qué&(1) = 1 (consecuencia inmediata de b)), resulta que
f(r)y=rf() =r para todor € Q. Si para algunv € R se tuviera quer < f(x), entonces
tomamos algun racionaltal quex < r < f(x) para obtener la contradiccion

0< f(r—=x)=r— f(x)<O.

Analogamente, so puede ser> f(x). Concluimos que ha de s¢i(x) = x paratodax eR. ©
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