Grado en Biotecnologia — Ejercicios de Analisis Matemético

Relacion 1 - Sistemas de ecuaciones lineales (con solucgne

1. Seand y B matricesn x n tales quedx! = Bx! para todax € R™. ¢ Qué relacion hay entrg
y B?
Solucic')n.Seae§-, 1 < j < N, el vector columna: x 1 cuyas componentes son todas nulas
excepto la que ocupa la fifaque vale 1. Por la hipétesis hecha, se verificaréﬁeja: Beg-. Y
teniendo en cuentAe§- es la columng de la matrizA y queBe§- es la columng de la matriz
B, deducimos quel = B.

2. Calcula una matrizl € M35 sabiendo que su producto por los vectores colutinz, —2)¢,
(2,1,-2)%, (—1,0,1)" es respectivamente igual a los vectores colufina —3), (4, —1, —1)¢,
(—2,1,0)".

Solucién.Los datos que nos dan pueden escribirse matricialmenteferia AB = C donde

1 2 -1 3 4 =2
B = 2 1 0 , C= 1 -1 1
-2 -2 1 -3 -1 0

Como la matrizB tiene determinante distinto de cero, es inversible. Bastanees calcular la
matriz inversaB ! para obtenerdl = CB~1.

3. Sead una matriz cuadrada de ordental que la suma de los elementos de cada fila es cero.
Prueba qued no es inversible.

Solucion. Lo que nos dicen implica que la suma de todas las columnaseakeel vector cero.
Por tanto, las columnas déson linealmente dependientes y, por las propiedades detes-
nantes, concluimos que el determinanteddes cero.

También podemos razonar como sigue. Consideremos el SEad#mao com ecuaciones y.
incégnitasAx? = 0. Dicho SEL admite, como todo SEL homogéneo, la solucidelri’ = 0.

El enunciado del ejercicio nos dice que también admite lacgh (1,1, ..., 1)t Luego dicho
SEL es compatible indeterminado y, por tanto, el determdeA es cero.
1 2 3
4. Calcula, por el método de Gauss-Jordan, lamatrizindersb= [ 4 5 6
7 8 10
Solucién.
2 _4
3 3
2 11
-3 3 2
1 -2 1

5. Calcula la forma canénica de Hermite de las matrices:

1 -3 2 1 2 L2345
2 3 4 5 1
3 -9 10 2 9
345 1 2
2 -6 4 2 4
9 6 8 1 7 4 51 2 3
51 2 3 4
Solucién.La forma de Hermite de la primera matriz es
1 =30 % 1%
0o o 1 -1 2
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O

La segunda matriz tiene como forma de Hermite la matriz idaedts.
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6. Resuelve por el método de eliminacién de Gauss—Jordaistesnas:

T+ To + T3 — T4 = =2

2$1—$2—|—.§C3—|—.§C4 = 0 217_31/ = 8
dr —dy+z = 15
31+ 2209 — 13 — x4 = 1 9 T4 = 1
1 +x9+3x3—3r4 = -8
Solucién.Los dos sistemas son compatibles determinados con soésaimicas; = 0, x5 = 1,
x3 = —1l,xzq =2y x =17/2,y = 3,z = —4. Pueden resolverse facilmente por el método de
Gauss—Jordan.
1 3 4 T
7.SeamA=| -4 2 -6 |yX=| y |.Indicarcondiciones que debe cumplir el vector
-3 -2 -7 z
a
Y =1 b | paraque elsistemdX =Y sea compatible.

c

Solucion. Debe cumplirse quéa — b + 2¢ = 0. A esa condicidn se llega o bien haciendo
transformaciones elementales en la matriz ampliada paemebuna matriz de rango 2 cuya
ultima fila es(O, 0,0,a+c— %) o también imponiendo que el rango de la matriz ampliada sea
igual a 2 que es el rango de la matriz de los coeficientes.

8. Para hacer un plaguicida se necesitan 6 litros del cortpéed litros del compuesto B 'y 10
litros del compuesto C. El producto comercial X contiene ¥, 2 partes, respectivamente, de
estos compuestos. El producto comercial Y contiene 1,1 yrt2gay el producto comercial Z
contiene dichos compuestos en partes iguales. ¢ Qué ahdddmda tipo de producto comercial
se necesita para obtener la mezcla deseada?

Solucién.Sean, y, z los litros que usaremos de X, Y y Z respectivamente. Debe trsapue:

SRR TS
—x — —Z =
50T Y3

2 n 1 n 1 7

57173

2 1 1

o4+ —y+-2=10

5T aY 3R
Este es un sistema de tres ecuaciones lineales con tresitadguya solucion Unica es= 5,
y =12,z =6.

9. Calcula una parabola cuya gréfica pasa por los pyat0s, (3,0) y (—1,12).

Solucion.La ecuacion de una parabola es del tipe: ax? + bx + c. Hay que imponer que la
grafica de dicha parabola pase por los pu®08), (3,0) y (—1,12), lo que da lugar a un SEL
cuya solucién Gnicaes=1,b = —5,¢ = 6.

10. Calculas, b, cy d de forma que paratodoc R, x # 1, se verifique la igualdad

x3—7x2—|—9x—1_ a n b +cw+d
r—12x2+1)  (z-12 z-1 22+1
(

Solucion. Se multimplica la igualdad pder — 1)?(2% + 1), se hacen los productos indicados
y se obtiene a la derecha un polinomio de grado 3 cuyos cadgésielependen de b, ¢, d. Se
identifica dicho polinomio con® — 722 + 92 — 1 igualando los coeficientes de las respectivas
potencias de, con ello se obiene un SEL de 4 ecuaciones con 4 incognites, d que, escrito

en forma vectorial, es

(a—b+db+c—2dja—b—2c+d,b+c)=(-1,9,-7,1)

cuya solucion tUnicaes= 1,b = —2,c = 3,d = —4.
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11.

12.

13.

Las tres cifras de un nimero suman 21. Si a ese niUmeroeastdeet que resulta de invertir el
orden de sus cifras se obtiene 198. Ademas, la cifra de l&hdse@s igual a la media aritmética
de las otras dos. Calcula dicho nimero.

Solucion. Si el numero esbe, la informacién que dan conduce al sistema

(a+b+¢100a+ 10+ ¢ — 100c — 10b— a,b) = (21,198, 27F)

Se trata del nimero 876.

Discutir y resolver, cuando sea posible, los siguiesistemas, seguln los valores de los parame-
trosa, b.

2¢ +ay—2=0 —r4ay— z = 2 ar+ by + z =1
r —ay =3 r +y —az=3a+1 x +aby+ z =0
2ac+ y —z=1 ax —y — z = 2 x + by +az=1

Solucion.El determinante de la matriz de los coeficientes del prinstesia es-1 + 3a — 2a°.

Por tanto, si-1 + 3a — 2a? # 0, el sistema es compatible determinado y sus soluciones se
calculan facilmente por la regla de Cramer-Si+ 3a — 2a® = 0, es decirg = 1 0a = 1/2,
entonces la matriz ampliada tiene rango 3 y el sistema emipatble.

El determinante de la matriz de los coeficientes del seguptions e + 3a — a®. Por tanto, si
2+ 3a — a® # 0, el sistema es compatible determinado y sus solucioned@darafacilmente
por laregla de Cramer. Si+ 3a — a® = 0, entonces = —1 0a = 2. Paraa = —1 el sistema se
reduce a una sola ecuacidpnt y + z = —2 y es un sistema compatible indeterminado con dos
variables libreg, z, que pueden tomar cualquier valor, cuya soluciéom es —2 — y — 2. Para

a = 2 la matriz ampliada tiene rango 3 y el sistema es incompatible

El determinante de la matriz de los coeficientes del tersearsia e$(a® — 3a + 2). Por tanto, si
b(a®—3a+2) # 0, el sistema es compatible determinado y sus solucionescsgazafaciimente
por la regla de Cramer. $i= 0y a # 1 el rango de la matriz ampliada es 3 y el sistema es
incompatible. Sb = 0y a = 1 el sistema se reduce a dos ecuacionesz = 1y z + z = 0,

por lo que es claramente incompatible (el rango de la matrilosl coeficientes es 1 y el de la
matriz ampliada es 2). Las solucionesafe— 3a +2 = 0sona = 1ya = —2.Sib # 0y

a = 1 el rango de la matriz de los coeficientes es 1, ¥, €i 1, el rango de la matriz ampliada
es 2, luego el sistema es incompatibleaSE 1y b = 1 el sistema se reduce a una ecuacion
x+y—+z=1.Cuandd # 0y a = —2, el rango de la matrizampliada es 3 s¢ —2 y el sistema

es incompatible; gi = —2 el rango de la matriz de los coeficientes y de la matriz amplks® y

el sistema es compatible indeterminado, cuyas soluciaraen dadas en funcion de la variable
libre z.

Ajusta las siguientes reacciones quimicas para quenemide atomos de cada elemento antes
y después de la reaccién sea el mismo.

a) NaHCO3 + H3CgH507 — Na3CgH507 + HoO + COs.
b) KMnOy4 + MnSO4 + HoO — MnOs + K2SOy4 + HoSO4.
¢) PbNg + CrMnyOg — Pb3Oy4 + CraO3 + MnO, + NO.

Solucién.Planteamos la primera reaccion, las otras son parecidast&ee encontrar nimeros
enteros positivos, y, z, u, v tales que escribiendo

xNaHCOg3 4+ y H3CsH507 — zNagCgH507 + uH20 4+ v CO4

los atomos de cada elemento antes y después de la reacaidiosezsismos. Resulta asi, igua-
lando &tomos de sodio, hidrégeno, carbono y oxigeno, enrdea,cel siguiente SEL que, por
comodidad, represento en forma vectorial:

(x,x+ 8y,x+ 6y,3x+ Ty) = (32,5z + 2u,6z + v, 7z + u + 2v)
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14.

Dicho SEL puede resolverse por el método de Gauss-Jordamn Estema de 4 ecuaciones
con 5 incognitas y la matriz de los coeficientes tiene rangordlgp que una variabley (la
gue no tiene pivote), queda libre y las demas se expresannerofude ella. La solucion es
x=v,y =v/3,z=v/3,u=v. Como buscamos soluciones enteras positivas, lo natuba-es
cerv=3conlocuak =3, y=1,z=1,u=3,v=3.

REDES

Unared consiste en un conjunto de puntosadosinterconectados con lineasccos La direc-
cion del flujo se indica por flechas, y la cantidad de flujo era@do o bien es un dato conocido
0 una variable. Como el flujo que entra en la red es el mismo ajlee ¥ el flujo entrante en
un nodo es igual al flujo saliente del mismo, se obtienenmitede ecuaciones lineales cuya
solucion permite analizar el flujo en la red.

200

Analiza el flujo de la red de calles que se muestra
en la figura (las tasas de flujo se dan en automdviles
por minuto). ¢Qué valor minimo tieng cuando 4,
T4 = 0?

100

Solucion.Observa que el flujo que entra en la red es igual al que salenT@ncuatro ecuaciones,
una por cada nodd, B, C, D. Igualamos en cada caso el flujo entrante al flujo saliente:

(1,200,290 + w3, 24 + 5) = (23 + x4 + 40, 21 + 22, x5 + 100, 60)
La matriz de los coeficientes del sistema es (indico las figda thatriz):
((1,0,-1,-1,0),(-1,-1,0,0,0), (0,1,1,0, —1),(0,0,0,1,1))
Cuya forma de Hermite es
((1,0,-1,0,1),(0,1,1,0,-1),(0,0,0,1,1),(0,0,0,0,0))

Es, por tanto, una matriz de rango 3 y las variableg =5 no tienen pivote. Se trata, por tanto,
de un sistema compatible indeterminado cuyas soluciomeeridadas en funcién dg y x5
como siguex; = 100 + 23 — x5, 22 = 100 — z3 + 5,24 = 60 — 5. Sizy4 = 0, entonces

x5 = 60y x; = 40+ 23, x5 = 160 — 23. Como todas las soluciones deben ser mayores o iguales
que 0, deducimos que< z3 < 160y 40 < z1 < 200.

CIRCUITOS ELECTRICOS

La Ley de Ohm establece que ldiferencia de potencial/, medida en voltios (V), entre dos
puntos de un circuito cerrado, es igual angensidad I, medida en amperios (A), de la corriente
que circula por dicho circuito multiplicada portesistenciaotal R, medida en chmio$), que
oponen al paso de la misma los elementos del circuito cordjgtes entre dichos puntos. Esto
es lo que significa la igualddd = I R.

Leyes de Kirchhoff

La suma de las corrientes (intensidades) que entran en un redgual a la suma de las co-
rrientes que salen del mismo (un nodo es un punto de una rettietéen el cual convergen tres
0 mas conductores).

La suma algebraica de las diferencias de potencial entreeltgemos de los distintos elementos
que forman un circuito cerrado, tomadas todas en el mismtdwgres igual a cero.

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada



Ejercicios de Analisis Matematico

Hay que tener en cuenta que las direcciones asignadas ariastas en cada circuito son arbitra-
rias. Si una corriente resulta ser negativa, entonces saaithn real es opuesta a la inicialmente
asignada. En general, se supone que la corriente fluye delsdie @ositivo (més largo) de una

bateria hacia el lado negativo (mas corto); en tal caso &jeads positivo; en caso contrario, el

voltaje es negativo.

15. Calcula las corrientes que circulan por las ramas deiesite circuito.

AAA—

5V
i VVV
20 I3 2Q)
10
’0 § 0 §
3V 50 I3 10
oL

Solucion.Las ecuaciones que corresponden a este circuito son:

(=848I +2I5,41, — 215, 1, — I, — I3) = (0,0,0)

Cuyas solucion efly, Iz, I3) = (6/7,2/7,4/7).

16. Calcula las corrientes que circulan por las ramas dédagstes circuitos.

30V

3Q

——— AM——

40

< G
—A—A—
5V 10

20V

1Q

—AAM

QQ@ 4Q( I3

20 30
AYAYAY NN/

T 18V
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3Q
TV - I 6V

Solucién.Las ecuaciones que corresponden a estos circuitos soectiesmente, las siguientes:

(=304 111 — 313, =5+ 61, — 3I; — I3,25+ 313 — I) = (0,0,0)
Cuya solucion e¢ly, I, I3) = (3,1, —8).
(=224 30 — 23,8l — 2I; — 413,18 4+ 713 — 41) = (0,0,0)
Cuya solucion eély, I», I3) = (8,1, —2).
(=1+43L — I — 213,61, — I — 3I3,—6 + 613 — 3, — 2I;) = (0,0,0)

Cuya solucion e¢ly, I2, I3) = (3,2, 3).
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