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Logaritmos y exponenciales

a-+nb

n+1
Para todo nimero real positivo x # 1 se verifica que la sucesion
{n(Yx — 1)} es estrictamente decreciente y convergente.

n+1
Desigualdad basica. ab" < ( ) Va,beR*,a#b,¥neN
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Logaritmos y exponenciales

a+nb
n+1

Para todo nimero real positivo x # 1 se verifica que la sucesion
{n(Yx — 1)} es estrictamente decreciente y convergente.

La funcién logaritmo natural, también llamada logaritmo neperiano o,
simplemente, logaritmo, es la funcién log: Rt — R definida por

log(x) = nin;o{n({‘/— —1)} VxeRT

n+1
Desigualdad basica. ab" < ( ) Va,beR*,a#b,¥neN

Calculo | Logaritmos y exponenciales Sucesiones parciales Teorema de Bolz



Logaritmos y exponenciales

a-+nb

n+1
Para todo nimero real positivo x # 1 se verifica que la sucesion
{n(Yx — 1)} es estrictamente decreciente y convergente.

La funcién logaritmo natural, también llamada logaritmo neperiano o,
simplemente, logaritmo, es la funcién log: Rt — R definida por

n+1
Desigualdad basica. ab" < ( ) Va,beR*,a#b,¥neN

log(x) = lim {n(&/x —1)} VxeRT
n—oo
Para todo x > 0, x # 1, y paratodo neN se verifica que:

log(x) = inf{n(¥/X —1) : neN} < n(¥x —1)
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Logaritmos y exponenciales

a-+nb

n+1
Para todo nimero real positivo x # 1 se verifica que la sucesion
{n(Yx — 1)} es estrictamente decreciente y convergente.

La funcién logaritmo natural, también llamada logaritmo neperiano o,
simplemente, logaritmo, es la funcién log: Rt — R definida por

n+1
Desigualdad basica. ab" < ( ) Va,beR*,a#b,¥neN

log(x) = lim {n(&/x —1)} VxeRT
n—oo
Para todo x > 0, x # 1, y paratodo neN se verifica que:
log(x) = inf{n(¥/X —1) : neN} < n(¥x —1)
Cualesquiera sean los numeros positivos x,y se verifica que
X
log(xy) = log(x) + log(y); Iog(;) = log(x) —log(y).

Ademas la funcion logaritmo es estrictamente creciente en Rt.
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Logaritmos y exponenciales

El nUmero e

, . . 1
Dado ne N, haciendo en la desigualdad basicaa=1,b =1+ o obtenemos

que:
1 n 1 n+1
(1+ﬁ)<(1+—n+1) .

Calculo | Logaritmos y exponenciales Sucesiones parciales Teorema de Bolz



Logaritmos y exponenciales

El nUmero e

, . . 1
Dado ne N, haciendo en la desigualdad basicaa=1,b =1+ o obtenemos

que:
1 n 1 n+1
(1+ﬁ)<(1+—n+1) .

Sustituyendo en la desigualdad basicanporn+1,a=1,b=n/(n+1)y
pasando a inversos obtenemos que:

1 n+2 1 n+1
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Logaritmos y exponenciales

El nUmero e

, . . 1
Dado ne N, haciendo en la desigualdad basicaa=1,b =1+ o obtenemos

que:
1 n 1 n+1
(1+ﬁ)<(1+—n+1) .

Sustituyendo en la desigualdad basicanporn+1,a=1,b=n/(n+1)y
pasando a inversos obtenemos que:

1 n+2 1 n+1

. . 1\" . .
Hemos probado asl que la sucesion Xn = (l + H) es estrictamente creciente e

n+1
Yn = (1 + ﬁ) es estrictamente decreciente.
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Logaritmos y exponenciales

El nUmero e

, . . 1
Dado ne N, haciendo en la desigualdad basicaa=1,b =1+ o obtenemos

que:
1 n 1 n+1
(1+ﬁ)<(1+—n+1) .

Sustituyendo en la desigualdad basicanporn+1,a=1,b=n/(n+1)y
pasando a inversos obtenemos que:

1 n+2 1 n+1

. . 1\" . .
Hemos probado asl que la sucesion Xn = (l + H) es estrictamente creciente e

n+1
Yn = (1 + ﬁ) es estrictamente decreciente.

Ademas, como x; < X, <Yn < y; para todo ne N, resulta que ambas sucesiones
son acotadas y, al ser monétonas, son convergentes.
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Logaritmos y exponenciales

El nUmero e

1 . . .
Como yn=xn|1+ ﬁ) se sigue que lim{x,} = lim{y,}. El valor

comun de este limite es un nimero real que se representa por la
letra “e”.
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Logaritmos y exponenciales

El nUmero e

1 . . .
Como yn= Xn (1 + ﬁ) se sigue que lim{x,} = lim{y,}. El valor

comun de este limite es un nimero real que se representa por la
letra “e”.

Asi, e € R es el nimero real definido por:

1\" 1\"
e=|im(1+—) =sup{(1+—) :neN}
n n
y también

1 n+1 1 n+1
e=|im(1+ﬁ) =inf{(1+ﬁ) :neN}.
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Logaritmos y exponenciales

El nUmero e

1 . . .
Como yn= Xn (1 + ﬁ) se sigue que lim{x,} = lim{y,}. El valor

comun de este limite es un nimero real que se representa por la
letra “e”.

Asi, e € R es el nimero real definido por:

1\" 1\"
e=|im(1+—) =sup{(1+—) :neN}
n n
1 n+1 1 n+1
e=|im(1+ﬁ) =inf{(1+ﬁ) :neN}.

En particular, se verifica que:

1 n 1 m—+1
(1+—)<e<(1+—) vn,meN
n m
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Logaritmos y exponenciales

Dado un namero real x # 0 se verifica que

(1+ %)n< (1+ n i 1)n+l

, . . X\"
para todo nimero natural n > —x . Ademas la sucesion {(1 + H) }

es convergente y su limite es un nimero real positivo.
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Logaritmos y exponenciales

Dado un namero real x # 0 se verifica que

(1+ %)n< (1+ n i 1)n+l

, . . X\"
para todo nimero natural n > —x . Ademas la sucesion {(1 + H) }

es convergente y su limite es un nimero real positivo.

La funcion exponencial es la funcion exp : R — Rt definida para
todo x € R por:

exp(x) = nIi_)moo {(1 + %)”}
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Logaritmos y exponenciales

Dado un namero real x # 0 se verifica que

(1+ %)n< (1+ n i 1)n+l

, . . X\"
para todo nimero natural n > —x . Ademas la sucesion {(1 + H) }

es convergente y su limite es un nimero real positivo.

La funcion exponencial es la funcion exp : R — Rt definida para

todo x € R por:
. X\N
o) = jm {(147) |

Sea lim{x,} = x cumpliéndose que 0 < X, < x paratodoneN.
Entonces se verifica que lim{n(%/X, — 1)} = log(x).
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Logaritmos y exponenciales

Dado un namero real x # 0 se verifica que

(1+ %)n< (1+ n i 1)n+l

, . . X\"
para todo nimero natural n > —x . Ademas la sucesion {(1 + H) }

es convergente y su limite es un nimero real positivo.

La funcion exponencial es la funcion exp : R — Rt definida para

todo x € R por:
. X\N
oo = g {(1+ 1) }
Sea lim{x,} = x cumpliéndose que 0 < X, < x paratodoneN.
Entonces se verifica que lim{n(%/X, — 1)} = log(x).

La funcion logaritmo es una biyeccion de R sobre R cuya inversa es
la funcion exponencial.
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Logaritmos y exponenciales

La funcién exponencial es estrictamente creciente en R y se verifica
que

exp(x)

exp(x +y) = exp(x) ex , expx—y)=——=

PO +Y) = expi) exply). exp(x —y) = = e

cualesquiera sean los niimeros reales x e .

Calculo | Logaritmos y exponenciales Sucesiones parciales Teorema de Bolz



Logaritmos y exponenciales

La funcién exponencial es estrictamente creciente en R y se verifica

que
exp(x)

exp(x +Yy) = exp(x) exp(y), exp(x-—y) = exp(y)

cualesquiera sean los niimeros reales x e .
Dados x > 0, p € Z y qeN, definimos xP/9= ¥/xp.
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Logaritmos y exponenciales

La funcién exponencial es estrictamente creciente en R y se verifica
que
exp(x)
exp(x +y) = exp(x) exp(y), exp(x —y) = ———
exp(y)
cualesquiera sean los niimeros reales x e .
Dados x > 0, p € Z y qeN, definimos xP/9= ¥/xp.

Se verifica que (¥/X)P= ¥/xP
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Logaritmos y exponenciales

La funcién exponencial es estrictamente creciente en R y se verifica
que
exp(x)

exp(x +Yy) = exp(x) exp(y), exp(x-—y) = exp(y)

cualesquiera sean los niimeros reales x e .

Dados x >0, p € Zy qeN, definimos xP/9= ¥/xp.

Se verifica que (¥/X)P = ¥/xP

Si p/qg =m/n donde m € Z y neN, entonces xP/4= x™/",
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Logaritmos y exponenciales

La funcién exponencial es estrictamente creciente en R y se verifica

que

exp(x)

exp(x +y) = exp(x) exp(y), exp(x —y) = ———
exp(y)

cualesquiera sean los niimeros reales x e .

Dados x > 0, p € Z y qeN, definimos xP/9= ¥/xp.

Se verifica que (¥/X)P= ¥/xP

Si p/qg =m/n donde m € Z y neN, entonces xP/9=x™/n,

En consecuencia, si r es un nimero racional podemos definir, sin
ambigiiedad alguna, la potencia x" por x" = xP/9, donde p € Z y
geN sontales quer = p/q.
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Logaritmos y exponenciales

La funcién exponencial es estrictamente creciente en R y se verifica
que

exp(x)

exp(y)

exp(x +y) = exp(x) exp(y), exp(x —y) =
cualesquiera sean los niimeros reales x e .
Dados x >0, p € Z y qeN, definimos xP/9= ¥/xp.
Se verifica que (¥X)P = V/xP
Si p/qg =m/n donde m € Z y neN, entonces xP/9=x™/n,

En consecuencia, si r es un nimero racional podemos definir, sin
ambigiiedad alguna, la potencia x" por x" = xP/9, donde p € Z y
geN sontales quer = p/q.

Para todo numero racional r e Q y todo nimero real y se verifica que
exp(ry) = (exp(y))"'. En particular, exp(r) = e'. Ademas, para todo
x € R se verifica que

exp(x) =supf{e' : r€Q, r < x}.
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Logaritmos y exponenciales

El nimero exp(x) se representa simbdlicamente por e* y puede interpretarse como “la
potencia x del nimero e”.
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Logaritmos y exponenciales

El nimero exp(x) se representa simbdlicamente por e* y puede interpretarse como “la
potencia x del nimero e”.

Dados dos nimeros reales x > 0 e y € R, se define la potencia xY de base x y
exponente y como el nimero real dado por

x¥ = exp(y log(x))

Definimos también 0* = 0 para todo x > 0y 0° = 1.
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Logaritmos y exponenciales

El nimero exp(x) se representa simbdlicamente por e* y puede interpretarse como “la
potencia x del nimero e”.

Dados dos nimeros reales x > 0 e y € R, se define la potencia xY de base x y
exponente y como el nimero real dado por

x¥ = exp(y log(x))

Definimos también 0* = 0 para todo x > 0y 0° = 1.

Leyes de los exponentes. Cualesquiera sean a > 0, b > 0y para todos x,y en R,
se verifica que
aty =aa’; @) =av¥; (ab)* =a*b*.
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Logaritmos y exponenciales

El nimero exp(x) se representa simbdlicamente por e* y puede interpretarse como “la
potencia x del nimero e”.

Dados dos nimeros reales x > 0 e y € R, se define la potencia xY de base x y
exponente y como el nimero real dado por

x¥ = exp(y log(x))

Definimos también 0* = 0 para todo x > 0y 0° = 1.

Leyes de los exponentes. Cualesquiera sean a > 0, b > 0y para todos x,y en R,
se verifica que
aty =aa’; @) =av¥; (ab)* =a*b*.

Dado un ndmero positivo a > 0 la funcién exp, : R — R 7, definida para todo x € R
por exp,(x) = a*, se llama funcién exponencial de base a.
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Logaritmos y exponenciales

El nimero exp(x) se representa simbdlicamente por e* y puede interpretarse como “la
potencia x del nimero e”.

Dados dos nimeros reales x > 0 e y € R, se define la potencia xY de base x y
exponente y como el nimero real dado por

x¥ = exp(y log(x))

Definimos también 0* = 0 para todo x > 0y 0° = 1.

Leyes de los exponentes. Cualesquiera sean a > 0, b > 0y para todos x,y en R,
se verifica que
aty =aa’; @) =av¥; (ab)* =a*b*.

Dado un ndmero positivo a > 0 la funcién exp, : R — R 7, definida para todo x € R
por exp,(x) = a*, se llama funcién exponencial de base a.

Dado un ndmero positivo a > 0y a # 1, la funcién log, : R+ — R, definida para todo
log(x)
log(@)’

x € R por log,(x) = se llama funcién logaritmo de base a.
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Logaritmos y exponenciales

El nimero exp(x) se representa simbdlicamente por e* y puede interpretarse como “la
potencia x del nimero e”.

Dados dos nimeros reales x > 0 e y € R, se define la potencia xY de base x y
exponente y como el nimero real dado por

x¥ = exp(y log(x))

Definimos también 0* = 0 para todo x > 0y 0° = 1.

Leyes de los exponentes. Cualesquiera sean a > 0, b > 0y para todos x,y en R,
se verifica que
aty =aa’; @) =av¥; (ab)* =a*b*.

Dado un ndmero positivo a > 0 la funcién exp, : R — R 7, definida para todo x € R
por exp,(x) = a*, se llama funcién exponencial de base a.

Dado un ndmero positivo a > 0y a # 1, la funcién log, : R+ — R, definida para todo
log(x)
log(@)’

Dado un ndmero real b la funcién de Rt en R, definida para todo x > 0 por x > x®,
se llama funcién potencia de exponente  b.
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x € R por log,(x) = se llama funcién logaritmo de base a.



Logaritmos y exponenciales

a)

estricta si x # 0.

X " < log(l + x) < x paratodo x > —1, y la desigualdad es
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Logaritmos y exponenciales

a)
estricta si x # 0.
log(1 + x)

X

X " < log(l + x) < x paratodo x > —1, y la desigualdad es

b) 1) < X paratodo x > —1, x # 0.

14X
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Logaritmos y exponenciales

a)
estricta si x # 0.
log(1 + x)

X

X " < log(l + x) < x paratodo x > —1, y la desigualdad es

X
< % paratodo x > —1, x # 0.
C) x < e*¥—1<xe* paratodo nimero real x, y la desigualdad es

estricta si x # 0.

b) 1
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Logaritmos y exponenciales

a)
estricta si x # 0.
log(1 + x)

X

X " < log(l + x) < x paratodo x > —1, y la desigualdad es

X
< —— paratodo x > -1, x £ 0.
14X P 7

C) x < e*¥—1<xe* paratodo nimero real x, y la desigualdad es
estricta si x # 0.

e* -1

b) 1

d)

e) Una sucesion {x,} converge a x € R si, y solo si, la sucesion {e*}
converge a e*.

—1| < |e*—1| paratodo x # 0.
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Logaritmos y exponenciales

a) X " < log(l + x) < x paratodo x > —1, y la desigualdad es
estricta si x # 0.

log(1 + x) B
X

X
< —— paratodo x > -1, x £ 0.
14X P 7

C) x < e*¥—1<xe* paratodo nimero real x, y la desigualdad es
estricta si x # 0.

e* -1

b) 1

d)

e) Una sucesion {x,} converge a x € R si, y solo si, la sucesion {e*}
converge a e*.

—1| < |e*—1| paratodo x # 0.

f) Una sucesion de ndmeros positivos {y,} converge a un niimero
positivo y > 0 si, y sélo si, la sucesion {log(yn)} converge a log(y).
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Logaritmos y exponenciales

a) Para toda sucesion {x,} tal que —1<x, 7 0 paratodoneN vy lim{x,} =0, se
verifica que

lim log(1 + xn)

=1, y lim QL+x)7" =e.
n—o0 Xn n—o00
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Logaritmos y exponenciales

a) Para toda sucesion {x,} tal que —1<x, 7 0 paratodoneN vy lim{x,} =0, se
verifica que

lim log@ +Xn) _ 1, y lim Q+x)Y* =e.
n—o00 Xn n—o0

b) Para toda sucesioén {x,} tal que lim{x,} =0 y x, # 0 paratodo neN, se
verifica que

e*n —1
=1.

lim
n—oo Xn
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Logaritmos y exponenciales

a) Para toda sucesion {x,} tal que —1<x, 7 0 paratodoneN vy lim{x,} =0, se
verifica que

lim log(1 + xn)

=1, y lim QL+x)7" =e.
n—o0 Xn n—o00

b) Para toda sucesioén {x,} tal que lim{x,} =0 y x, # 0 paratodo neN, se
verifica que
el
lim =1.
n—oo Xn

c¢) Para toda sucesion {x,} tal que 0 < x, # 1 paratodoneN vy lim{x,} = 1, se
verifica que
log(x;
lim g(Xn) —
n—oo Xp — 1

1.
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Logaritmos y exponenciales

a) Para toda sucesion {x,} tal que —1<x, 7 0 paratodoneN vy lim{x,} =0, se
verifica que

lim log(1 + xn)

=1, y lim QL+x)7" =e.
n—o0 Xn n—o00

b) Para toda sucesioén {x,} tal que lim{x,} =0 y x, # 0 paratodo neN, se
verifica que
el
lim =1.
n—oo Xn

c¢) Para toda sucesion {x,} tal que 0 < x, # 1 paratodoneN vy lim{x,} = 1, se
verifica que
log(x;
lim g(Xn) —
n—oo Xp — 1

1.

1
d) Para toda sucesioén {x,} tal que x, ¢ [—1,0] para todo neN y lim {X—} =0, se

n
1\*
lim (l+—) =e.
n—o00 X

n
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea {Xn} una sucesién de numeros reales; dada una aplicacion

o : N — N estrictamente creciente, la sucesion que a cada nimero
natural n hace corresponder el nimero real x,(n) Se representa por
{Xs)} Y se dice que es una sucesion parcial de {xn}.
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea {Xn} una sucesién de numeros reales; dada una aplicacion

o : N — N estrictamente creciente, la sucesion que a cada nimero
natural n hace corresponder el nimero real x,(n) Se representa por
{Xs)} Y se dice que es una sucesion parcial de {xn}.

Se dice que un nimero real z es un valor de adherencia de una
sucesioén {x,} si hay alguna sucesion parcial de {x,} que converge a
z.
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea {Xn} una sucesién de numeros reales; dada una aplicacion

o : N — N estrictamente creciente, la sucesion que a cada nimero
natural n hace corresponder el nimero real x,(n) Se representa por
{Xs)} Y se dice que es una sucesion parcial de {xn}.

Se dice que un nimero real z es un valor de adherencia de una
sucesioén {x,} si hay alguna sucesion parcial de {x,} que converge a
z.

Si {yn} es una sucesion parcial de {x,} Yy {zn} es una sucesion parcial
de {yn}, entonces {z,} es una sucesion parcial de {x,}. En particular,
un valor de adherencia de una sucesion parcial de {x,} también es
un valor de adherencia de {x,}.
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea {Xn} una sucesién de numeros reales; dada una aplicacion

o : N — N estrictamente creciente, la sucesion que a cada nimero
natural n hace corresponder el nimero real x,(n) Se representa por
{Xs)} Y se dice que es una sucesion parcial de {xn}.

Se dice que un nimero real z es un valor de adherencia de una
sucesioén {x,} si hay alguna sucesion parcial de {x,} que converge a
z.

Si {yn} es una sucesion parcial de {x,} Yy {zn} es una sucesion parcial
de {yn}, entonces {z,} es una sucesion parcial de {x,}. En particular,
un valor de adherencia de una sucesion parcial de {x,} también es
un valor de adherencia de {x,}.

Si lim{x,} = x, toda sucesién parcial de {x,} también converge a Xx.
En particular, una sucesion convergente tiene como Unico valor de
adherencia su limite.
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea {xn} una sucesién y x un ntmero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea {xn} una sucesién y x un ntmero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) x es un valor de adherencia de {x,}.

Calculo | Logaritmos y exponenciales Sucesiones parciales Teorema de Bolz



Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea {xn} una sucesién y x un ntmero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:
i) x es un valor de adherencia de {x,}.

i) Todo intervalo abierto | que contiene a x contiene infinitos términos de la sucesién
{xn}, es decir, el conjunto {ne N : x, € I} es infinito.
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea {xn} una sucesién y x un ntmero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:
i) x es un valor de adherencia de {x,}.

i) Todo intervalo abierto | que contiene a x contiene infinitos términos de la sucesién
{xn}, es decir, el conjunto {ne N : x, € I} es infinito.

iii) Para todo ¢ > 0 el conjunto {neN: x —& < xp <x + &} es infinito.
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea {xn} una sucesién y x un ntmero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:
i) x es un valor de adherencia de {x,}.

i) Todo intervalo abierto | que contiene a x contiene infinitos términos de la sucesién
{xn}, es decir, el conjunto {ne N : x, € I} es infinito.

iii) Para todo ¢ > 0 el conjunto {neN: x —& < xp <x + &} es infinito.

Toda sucesion de nimeros reales tiene una sucesion parcial monétona.
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea {xn} una sucesién y x un ntmero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:
i) x es un valor de adherencia de {x,}.

i) Todo intervalo abierto | que contiene a x contiene infinitos términos de la sucesién
{xn}, es decir, el conjunto {ne N : x, € I} es infinito.

iii) Para todo ¢ > 0 el conjunto {neN: x —& < xp <x + &} es infinito.
Toda sucesion de nimeros reales tiene una sucesion parcial monétona.

Teorema de Bolzano -Weierstrass. Toda sucesion acotada de nimeros reales tiene
alguna sucesion parcial convergente. Equivalentemente, toda sucesion acotada de
nlimeros reales tiene al menos un valor de adherencia.
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea {xn} una sucesién y x un ntmero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:
i) x es un valor de adherencia de {x,}.

i) Todo intervalo abierto | que contiene a x contiene infinitos términos de la sucesién
{xn}, es decir, el conjunto {ne N : x, € I} es infinito.

iii) Para todo ¢ > 0 el conjunto {neN: x —& < xp <x + &} es infinito.
Toda sucesion de nimeros reales tiene una sucesion parcial monétona.

Teorema de Bolzano -Weierstrass. Toda sucesion acotada de nimeros reales tiene
alguna sucesion parcial convergente. Equivalentemente, toda sucesion acotada de
nlimeros reales tiene al menos un valor de adherencia.

Una sucesion acotada no convergente tiene al menos dos valores de adherencia.
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea {xn} una sucesién y x un ntmero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:
i) x es un valor de adherencia de {x,}.

i) Todo intervalo abierto | que contiene a x contiene infinitos términos de la sucesién
{xn}, es decir, el conjunto {ne N : x, € I} es infinito.

iii) Para todo ¢ > 0 el conjunto {neN: x —& < xp <x + &} es infinito.
Toda sucesion de nimeros reales tiene una sucesion parcial monétona.

Teorema de Bolzano -Weierstrass. Toda sucesion acotada de nimeros reales tiene
alguna sucesion parcial convergente. Equivalentemente, toda sucesion acotada de
nlimeros reales tiene al menos un valor de adherencia.

Una sucesion acotada no convergente tiene al menos dos valores de adherencia.

Una sucesion acotada es convergente si y s6lo si tiene un Gnico valor de adherencia.
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

0123456738 91011121314151617181920
Figure: Puntos de sol y de sombra
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

Se dice que una sucesion {x,} satisface la condicion de Cauchy |, si
para cada namero positivo, ¢ > 0, existe un nimero natural m, tal
que para todos p,geN conp = m,y g = m, se verifica que

X —Xq| <.
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Sucesiones parciales y valores de adherencia

Se dice que una sucesion {x,} satisface la condicion de Cauchy |, si
para cada namero positivo, ¢ > 0, existe un nimero natural m, tal
que para todos p,geN conp = m,y g = m, se verifica que

X —Xq| <.

Teorema de complitud de RR. Una sucesién de niumeros reales es
convergente si, y solo si, verifica la condiciéon de Cauchy.
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Sucesiones divergentes

Para una sucesion {x,} de nimeros reales equivalen las siguientes
afirmaciones:
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Sucesiones divergentes

Para una sucesion {x,} de nimeros reales equivalen las siguientes
afirmaciones:

a) {xn} no tiene ningln valor de adherencia;
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Sucesiones divergentes

Para una sucesion {x,} de nimeros reales equivalen las siguientes
afirmaciones:

a) {xn} no tiene ningln valor de adherencia;

b) {x»} no tiene ninguna sucesién parcial acotada;
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Sucesiones divergentes

Para una sucesion {x,} de nimeros reales equivalen las siguientes
afirmaciones:

a) {xn} no tiene ningln valor de adherencia;
b) {x»} no tiene ninguna sucesién parcial acotada;

c¢) Para todo nimero real K > 0 existe un nimero natural mg €N, tal que
paratodoneN con n = mg se verifica que [x,| = K.
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Sucesiones divergentes

Para una sucesion {x,} de nimeros reales equivalen las siguientes
afirmaciones:

a) {xn} no tiene ningln valor de adherencia;
b) {x»} no tiene ninguna sucesién parcial acotada;

c¢) Para todo nimero real K > 0 existe un nimero natural mg €N, tal que
paratodoneN con n = mg se verifica que [x,| = K.

Una sucesion {x,} se dice que es:
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Sucesiones divergentes

Para una sucesion {x,} de nimeros reales equivalen las siguientes
afirmaciones:

a) {xn} no tiene ningln valor de adherencia;
b) {x»} no tiene ninguna sucesién parcial acotada;

c¢) Para todo nimero real K > 0 existe un nimero natural mg €N, tal que
paratodoneN con n = mg se verifica que [x,| = K.

Una sucesion {x,} se dice que es:

- Positivamente divergente ,y escribimos {x,} — 400, si para todo nimero
real K > 0 existe un niumero natural mg €N, tal que paratodon€N con
n = mg se verifica que x, = K.
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Sucesiones divergentes

Para una sucesion {x,} de nimeros reales equivalen las siguientes
afirmaciones:

a) {xn} no tiene ningln valor de adherencia;
b) {x»} no tiene ninguna sucesién parcial acotada;

c¢) Para todo nimero real K > 0 existe un nimero natural mg €N, tal que
paratodoneN con n = mg se verifica que [x,| = K.

Una sucesion {x,} se dice que es:

- Positivamente divergente ,y escribimos {x,} — 400, si para todo nimero
real K > 0 existe un niumero natural mg €N, tal que paratodon€N con
n = mg se verifica que x, = K.

- Negativamente divergente ,y escribimos {x,} — —oo, si para todo
numero real K <0 existe un numero natural mg € N, tal que paratodone N
con n = mg se verifica que x, < K.
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Sucesiones divergentes

Para una sucesion {x,} de nimeros reales equivalen las siguientes
afirmaciones:

a) {xn} no tiene ningln valor de adherencia;
b) {x»} no tiene ninguna sucesién parcial acotada;

c¢) Para todo nimero real K > 0 existe un nimero natural mg €N, tal que
paratodoneN con n = mg se verifica que [x,| = K.

Una sucesion {x,} se dice que es:

- Positivamente divergente ,y escribimos {x,} — 400, si para todo nimero
real K > 0 existe un niumero natural mg €N, tal que paratodon€N con
n = mg se verifica que x, = K.

- Negativamente divergente ,y escribimos {x,} — —oo, si para todo
numero real K <0 existe un numero natural mg € N, tal que paratodone N
con n = mg se verifica que x, < K.

- Divergente cuando {|xn|} — +o0.
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Sucesiones divergentes

@ Supuesto x, # 0 para todo neN, se verifica que {|xn|} = +o0
si, y solo si, {1/x,} — O.
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Sucesiones divergentes

@ Supuesto x, # 0 para todo neN, se verifica que {|xn|} = +o0
si, y solo si, {1/x,} — O.

@ {Xn} — +oo si, y s6lo si, {—xn} — —oo0.
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Sucesiones divergentes

@ Supuesto x, # 0 para todo neN, se verifica que {|xn|} = +o0
si, y solo si, {1/x,} — O.

@ {Xn} — +oo si, y s6lo si, {—xn} — —oo0.

@ La suma de una sucesion divergente con una sucesion acotada
es una sucesion divergente del mismo tipo que la primera.
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Sucesiones divergentes

@ Supuesto x, # 0 para todo neN, se verifica que {|xn|} = +o0
si, y solo si, {1/x,} — O.

@ {Xn} = +oo si, y solo si, {—xp} —> —oc.

@ La suma de una sucesion divergente con una sucesion acotada
es una sucesion divergente del mismo tipo que la primera.

@ La suma de una sucesion positivamente divergente con una
sucesién minorada es otra sucesion positivamente divergente.
En particular, la suma de dos sucesiones positivamente
divergentes es otra sucesion positivamente divergente.
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Sucesiones divergentes

@ Supuesto xp # 0 paratodo n€N, se verifica que {|x,|} — +oo
si, y solo si, {1/x,} — O.
@ {Xn} — +oo si, y s6lo si, {—xn} — —oo0.

@ La suma de una sucesion divergente con una sucesion acotada
es una sucesion divergente del mismo tipo que la primera.

@ La suma de una sucesion positivamente divergente con una
sucesién minorada es otra sucesion positivamente divergente.
En particular, la suma de dos sucesiones positivamente
divergentes es otra sucesion positivamente divergente.

@ El producto de dos sucesiones divergentes (resp. positivamente
divergentes) es otra sucesion divergente (resp. positivamente
divergente).
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Sucesiones divergentes

@ Supuesto x, # 0 para todo neN, se verifica que {|xn|} = +o0
si, y solo si, {1/x,} — O.

@ {Xn} — +oo si, y s6lo si, {—xn} — —oo0.

@ La suma de una sucesion divergente con una sucesion acotada
es una sucesion divergente del mismo tipo que la primera.

@ La suma de una sucesion positivamente divergente con una
sucesién minorada es otra sucesion positivamente divergente.
En particular, la suma de dos sucesiones positivamente
divergentes es otra sucesion positivamente divergente.

@ El producto de dos sucesiones divergentes (resp. positivamente
divergentes) es otra sucesion divergente (resp. positivamente
divergente).

@ El producto de una sucesion divergente por una sucesion que
converge a un namero positivo es otra sucesion divergente del
mismo tipo que la primera.
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Sucesiones divergentes

a) Para toda sucesion {x,} se verifica que:
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Sucesiones divergentes

a) Para toda sucesion {x,} se verifica que:

i) {Xn} = +o00 si, y solo si, {e*} - +o0.
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Sucesiones divergentes

a) Para toda sucesion {x,} se verifica que:
i) {Xn} = +o00 si, y solo si, {e*} - +o0.

ii) {xn} > —o0 si, y solo si, {e*} — 0.
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Sucesiones divergentes

a) Para toda sucesion {x,} se verifica que:
i) {Xn} = +o00 si, y solo si, {e*} - +o0.
ii) {xn} > —o0 si, y solo si, {e*} — 0.

b) Para toda sucesion de nimeros positivos {x,} se verifica que:
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Sucesiones divergentes

a) Para toda sucesion {x,} se verifica que:

i) {Xn} = +o00 si, y solo si, {e*} - +o0.

ii) {Xn} = —o0 si, y sélo si, {e*} — 0.

b) Para toda sucesion de nameros positivos {x,} se verifica que:

iii) {xn} = +o0 si, y sélo si, {log(x,)} — +oo.
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Sucesiones divergentes

a) Para toda sucesion {x,} se verifica que:

i) {Xn} = +o00 si, y solo si, {e*} - +o0.

ii) {Xn} = —o0 si, y sélo si, {e*} — 0.

b) Para toda sucesion de nameros positivos {x,} se verifica que:
iii) {Xn} — +o0 si, y solo si, {log(xn)} — +oo0.

iv) {xn} = 0 si, y sélo si, {log(xn)} = —oc.
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Sucesiones divergentes

a) Para toda sucesion {x,} se verifica que:

i) {Xn} = +o00 si, y solo si, {e*} - +o0.

ii) {Xn} = —o0 si, y sélo si, {e*} — 0.

b) Para toda sucesién de nimeros positivos {x,} se verifica que:
iii) {Xn} — +o0 si, y solo si, {log(xn)} — +oo0.

iv) {x,} — 0 si, y s6lo si, {log(x,)} — —oo.

Seaa > 0,y {X,} una sucesién de nimeros positivos. Se verifica que:
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Sucesiones divergentes

a) Para toda sucesion {x,} se verifica que:

i) {Xn} = +o00 si, y solo si, {e*} - +o0.

ii) {Xn} = —o0 si, y sélo si, {e*} — 0.

b) Para toda sucesién de nimeros positivos {x,} se verifica que:

iii) {Xn} — +o0 si, y solo si, {log(xn)} — +oo0.

iv) {x,} — 0 si, y s6lo si, {log(x,)} — —oo.

Seaa > 0,y {X,} una sucesion de nimeros positivos. Se verifica que:

o | log(xn)|"*

i) Si {x,} = +o00, entonces i = 0 cualquierasea u€R.
n—o00 Xna
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Sucesiones divergentes

a) Para toda sucesion {x,} se verifica que:

i) {Xn} = +o00 si, y solo si, {e*} - +o0.

ii) {Xn} = —o0 si, y sélo si, {e*} — 0.

b) Para toda sucesién de nimeros positivos {x,} se verifica que:

iii) {Xn} — +o0 si, y solo si, {log(xn)} — +oo0.

iv) {x,} — 0 si, y s6lo si, {log(x,)} — —oo.

Seaa > 0,y {X,} una sucesion de nimeros positivos. Se verifica que:

o | log(xn)|"*

i) Si {x,} = +o00, entonces i = 0 cualquierasea u€R.
n—o00 Xna

ii) Si {xn} — 0, entonces_lim_ x| log(xn)|" = 0 cualquiera sea ueR .
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Sucesiones divergentes

a) Para toda sucesion {x,} se verifica que:

i) {Xn} = +o00 si, y solo si, {e*} - +o0.

ii) {Xn} = —o0 si, y sélo si, {e*} — 0.

b) Para toda sucesién de nimeros positivos {x,} se verifica que:

iii) {Xn} — +o0 si, y solo si, {log(xn)} — +oo0.

iv) {x,} — 0 si, y s6lo si, {log(x,)} — —oo.

Seaa > 0,y {X,} una sucesion de nimeros positivos. Se verifica que:

o | log(xn)|"*

i) Si {x,} = +o00, entonces i = 0 cualquierasea u€R.
n—o00 Xna

ii) Si {xn} — 0, entonces_lim_ x| log(xn)|" = 0 cualquiera sea ueR .

o

. . X
i) Si {xn} = +o0, entonces lim —2
n—oco eMXn

= 0 cualquierasea u > 0.
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Sucesiones divergentes

Se dice que {x,} es asintoticamente equivalente a {yn},y
escribiremos simbolicamente {Xn} ~ {Yn}, Si {Xn/yn} — 1.
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Sucesiones divergentes

Se dice que {x,} es asintoticamente equivalente a {yn},y
escribiremos simbolicamente {Xn} ~ {Yn}, Si {Xn/yn} — 1.

Sean {x,} e {yn} sucesiones asintéticamente equivalentes y {z,} una
sucesioén cualquiera. Se verifica que:
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Sucesiones divergentes

Se dice que {x,} es asintoticamente equivalente a {yn},y
escribiremos simbolicamente {Xn} ~ {Yn}, Si {Xn/yn} — 1.

Sean {x,} e {yn} sucesiones asintéticamente equivalentes y {z,} una
sucesioén cualquiera. Se verifica que:

i) {xnzn} es convergente si, y sélo si, {ynz,} es convergente, en cuyo
caso ambas sucesiones tienen el mismo limite.
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Sucesiones divergentes

Se dice que {x,} es asintoticamente equivalente a {yn},y
escribiremos simbolicamente {Xn} ~ {Yn}, Si {Xn/yn} — 1.

Sean {x,} e {yn} sucesiones asintéticamente equivalentes y {z,} una
sucesioén cualquiera. Se verifica que:

i) {xnzn} es convergente si, y sélo si, {ynz,} es convergente, en cuyo
caso ambas sucesiones tienen el mismo limite.

i) {xnzn} es divergente si, y sélo si, {ynz,} es divergente, en cuyo
caso ambas sucesiones son divergentes del mismo tipo.
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Sucesiones divergentes

Se dice que {x,} es asintoticamente equivalente a {yn},y
escribiremos simbolicamente {Xn} ~ {Yn}, Si {Xn/yn} — 1.

Sean {x,} e {yn} sucesiones asintéticamente equivalentes y {z,} una
sucesioén cualquiera. Se verifica que:

i) {xnzn} es convergente si, y sélo si, {ynz,} es convergente, en cuyo
caso ambas sucesiones tienen el mismo limite.

i) {xnzn} es divergente si, y sélo si, {ynz,} es divergente, en cuyo
caso ambas sucesiones son divergentes del mismo tipo.

En particular, {x,} es convergente (resp. divergente) si, y sélo si, {yn}
es convergente (resp. divergente), en cuyo caso ambas tienen igual
limite (resp. son divergentes del mismo tipo).
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Las sucesiones del tipo {x, + yn} donde {x,} — 400, {yn} — —o0, requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una
indeterminacion del tipo  “oco—o00”.
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Las sucesiones del tipo {x, + yn} donde {x,} — 400, {yn} — —o0, requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una
indeterminacion del tipo  “oco—o00”.

Las sucesiones del tipo {x,yn} donde {x,} — 0y {yn} es divergente requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una
indeterminacioén del tipo  “000”.
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Las sucesiones del tipo {x, + yn} donde {x,} — 400, {yn} — —o0, requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una
indeterminacion del tipo  “oco—o00”.

Las sucesiones del tipo {x,yn} donde {x,} — 0y {yn} es divergente requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una
indeterminacioén del tipo  “000”.

X
Las sucesiones del tipo {y—"} donde las sucesiones {x,} Y {yn} son ambas

n
divergentes o ambas convergen a cero conducen a indeterminaciones de los
tipos “oo/00”, “0/0". Dichas indeterminaciones pueden reducirse a una
indeterminacion del tipo “0 oco”.
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Las sucesiones del tipo {x, + yn} donde {x,} — 400, {yn} — —o0, requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una
indeterminacion del tipo  “oco—o00”.

Las sucesiones del tipo {x,yn} donde {x,} — 0y {yn} es divergente requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una
indeterminacioén del tipo  “000”.

X
Las sucesiones del tipo {y—"} donde las sucesiones {x,} Y {yn} son ambas

n
divergentes o ambas convergen a cero conducen a indeterminaciones de los
tipos “oo/00”, “0/0". Dichas indeterminaciones pueden reducirse a una
indeterminacion del tipo “0 oco”.

Las sucesiones del tipo x" = exp(y, log(x,)) dan lugar a distintas
indeterminaciones en los casos siguientes:
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Las sucesiones del tipo {x, + yn} donde {x,} — 400, {yn} — —o0, requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una
indeterminacion del tipo  “oco—o00”.

Las sucesiones del tipo {x,yn} donde {x,} — 0y {yn} es divergente requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una
indeterminacioén del tipo  “000”.

. . X .
Las sucesiones del tipo {y—"} donde las sucesiones {x,} Y {yn} son ambas

n
divergentes o ambas convergen a cero conducen a indeterminaciones de los
tipos “oo/00”, “0/0". Dichas indeterminaciones pueden reducirse a una
indeterminacion del tipo “0 oco”.

Las sucesiones del tipo x" = exp(y, log(x,)) dan lugar a distintas
indeterminaciones en los casos siguientes:

{Xn} = 1, {lynl} = +o0o (indeterminacion “1°°")
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Las sucesiones del tipo {x, + yn} donde {x,} — 400, {yn} — —o0, requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una
indeterminacion del tipo  “oco—o00”.

Las sucesiones del tipo {x,yn} donde {x,} — 0y {yn} es divergente requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una
indeterminacioén del tipo  “000”.

X
Las sucesiones del tipo {y—"} donde las sucesiones {x,} Y {yn} son ambas

n
divergentes o ambas convergen a cero conducen a indeterminaciones de los
tipos “oo/00”, “0/0". Dichas indeterminaciones pueden reducirse a una
indeterminacion del tipo “0 oco”.

Las sucesiones del tipo x" = exp(y, log(x,)) dan lugar a distintas
indeterminaciones en los casos siguientes:

{Xn} = 1, {lynl} = +o0o (indeterminacion “1°°")

{X,} = 400, {yn} = 0 (indeterminacion “oo®”
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Las sucesiones del tipo {x, + yn} donde {x,} — 400, {yn} — —o0, requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una
indeterminacion del tipo  “oco—o00”.

Las sucesiones del tipo {x,yn} donde {x,} — 0y {yn} es divergente requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una
indeterminacioén del tipo  “000”.

X
Las sucesiones del tipo {y—"} donde las sucesiones {x,} Y {yn} son ambas

n
divergentes o ambas convergen a cero conducen a indeterminaciones de los
tipos “oo/00”, “0/0". Dichas indeterminaciones pueden reducirse a una
indeterminacion del tipo “0 oco”.

Las sucesiones del tipo x" = exp(y, log(x,)) dan lugar a distintas
indeterminaciones en los casos siguientes:

{Xn} = 1, {lynl} = +o0o (indeterminacion “1°°")
{X,} = 400, {yn} = 0 (indeterminacion “oo®”

) {xn} = 0, {yn} = 0 (indeterminacion “0°")
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Criterio de equivalencia logaritmica.  Sean {x,} una sucesion de
nameros positivos distintos de 1 que converge a 1, {y,} una sucesion
cualquiera y L un namero real. Entonces se tiene que:
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Criterio de equivalencia logaritmica.  Sean {x,} una sucesion de
nameros positivos distintos de 1 que converge a 1, {y,} una sucesion
cualquiera y L un namero real. Entonces se tiene que:

i) lim{x"} = e' si, y solo si, lim{yn(xn — 1)} = L.
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Criterio de equivalencia logaritmica.  Sean {x,} una sucesion de
nameros positivos distintos de 1 que converge a 1, {y,} una sucesion
cualquiera y L un namero real. Entonces se tiene que:

i) lim{x"} = e' si, y solo si, lim{yn(xn — 1)} = L.

ii) {x,"} — +o0 si, y 5610 Si, {yn(X) — 1)} — +oo0.
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Criterio de equivalencia logaritmica.  Sean {x,} una sucesion de
nameros positivos distintos de 1 que converge a 1, {y,} una sucesion
cualquiera y L un namero real. Entonces se tiene que:

i) lim{x,"} = e" si, y s6lo si, lim{yn(x, — 1)} = L.
ii) {x7"} — 400 si, y s6l0 si, {yn(Xn — 1)} — +00.

iii) {x7"} — 0 si, y s6lo si, {yn(Xn — 1)} = —oo0.
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Criterio de equivalencia logaritmica.  Sean {x,} una sucesion de
nameros positivos distintos de 1 que converge a 1, {y,} una sucesion
cualquiera y L un namero real. Entonces se tiene que:

i) lim{xy"} = et si, y sélo si, lim{yn(xn — 1)} = L.
i) {x)"} = 400 si, y s6l0 si, {yn(Xn — 1)} = +00.
iii) {x7"} — 0 si, y SOl0 Si, {yn(xn — 1)} — —oo.

Criterio de Stolz. Sea {yn} una sucesion positivamente divergente y
estrictamente creciente y sea {x,} cualquier sucesion. Supongamos

que
{Xn+l —Xn } oL
Yn+1 —Yn
dondeL € R, 0L = +o00, 0 L = —o0. Entonces se verifica también
que {X—”} — L.

Yn
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Criterio de la media aritmética. Supongamos que {a,} — L donde L
es un numero real, o L = 400, 0 L = —o0. Entonces se verifica que

{a1+az+---+an}
- — L.
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Criterio de la media aritmética. Supongamos que {a,} — L donde L
es un numero real, o L = 400, 0 L = —o0. Entonces se verifica que

{a1+az+---+an}
- — L.

Criterio de la media geométrica. Supongamos que {a,} — L donde
{an} es una sucesion de nimeros positivos y L es un niimero real o
bien L = +o00. Entonces se verifica que

{"alaz...an}—>L.
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Indeterminaciones. Sucesiones de potencias

Criterio de la media aritmética. Supongamos que {a,} — L donde L
es un numero real, o L = 400, 0 L = —o0. Entonces se verifica que

{a1+—az+~--+—an}
- — L.

Criterio de la media geométrica. Supongamos que {a,} — L donde
{an} es una sucesion de nimeros positivos y L es un niimero real o
bien L = +o00. Entonces se verifica que

{"alaz...an}—>L.

Xn+1

Supongamos que { } — L donde {xn} es una sucesion de

n
ndmeros positivos y L es un nimero real o bien L = +o00. Entonces

e .
se verifica que {v/Xn } — L.
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Limites superior e inferior

Sea {Xn} una sucesion acotada y para cada neN definamos:
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Limites superior e inferior

Sea {Xn} una sucesion acotada y para cada neN definamos:

An={X:p=n}, an=inf(An), Bn=sup(An)
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Limites superior e inferior

Sea {Xn} una sucesion acotada y para cada neN definamos:
An={X:p=n}, an=inf(An), Bn=sup(An)
Como An11 C A, se tiene que

on < On1, ,3n+1§ ,Bn
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Limites superior e inferior

Sea {Xn} una sucesion acotada y para cada neN definamos:
An={X:p=n}, an=inf(An), Bn=sup(An)
Como An11 C A, se tiene que

on < On1, ,3n+1§ ,Bn

Por tanto la sucesion {an} es creciente y {f,} es decreciente.
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Limites superior e inferior

Sea {Xn} una sucesion acotada y para cada neN definamos:
An={X:p=n}, an=inf(An), Bn=sup(An)
Como An11 C A, se tiene que

on < On1, ,3n+1§ ,Bn

Por tanto la sucesion {an} es creciente y {fn} es decreciente.Ademas
a1 < an < Bn < B1, paratodo ne N, y concluimos que ambas
sucesiones son convergentes.
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Limites superior e inferior

Sea {Xn} una sucesion acotada y para cada neN definamos:
An={X:p=n}, an=inf(An), Bn=sup(An)
Como An11 C A, se tiene que

on < On1, ,3n+1§ ,Bn

Por tanto la sucesion {an} es creciente y {fn} es decreciente.Ademas
a1 < an < Bn < B1, paratodo ne N, y concluimos que ambas
sucesiones son convergentes.

El nimero o = lim{a,} se llama limite inferior de la sucesion  {xn}y
se representa por liminf{x,} y también lim{xn}.
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Limites superior e inferior

Sea {Xn} una sucesion acotada y para cada neN definamos:
An={X:p=n}, an=inf(An), Bn=sup(An)
Como An11 C A, se tiene que

on < On1, ,3n+1§ ,Bn

Por tanto la sucesion {an} es creciente y {fn} es decreciente.Ademas
a1 < an < Bn < B1, paratodo ne N, y concluimos que ambas
sucesiones son convergentes.

El nimero o = lim{a,} se llama limite inferior de la sucesion  {xn}y
se representa por liminf{x,} y también lim{xn}.

El ndmero B = lim{B,} se llama limite superior de la sucesion  {x,}
y se representa por lim sup{x,} y también por lim{x,}.
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Limites superior e inferior

Sea {Xn} una sucesion acotada y para cada neN definamos:
An={X:p=n}, an=inf(An), Bn=sup(An)
Como An11 C A, se tiene que

on < On1, ,3n+1§ ,Bn

Por tanto la sucesion {an} es creciente y {fn} es decreciente.Ademas
a1 < an < Bn < B1, paratodo ne N, y concluimos que ambas
sucesiones son convergentes.

El nimero o = lim{a,} se llama limite inferior de la sucesion  {xn}y
se representa por liminf{x,} y también lim{xn}.

El ndmero B = lim{B,} se llama limite superior de la sucesion  {x,}
y se representa por lim sup{x,} y también por lim{x,}.

Nétese que o < 8 y ademas « y 8 vienen dados por:
a = lim{a,} = sup{on : neN}, B =Ilim{Bn} = inf{B, : neN}



Limites superior e inferior

Una sucesion acotada es convergente si, y s6lo si, su limite superior
y su limite inferior son iguales, en cuyo caso ambos coinciden con el
limite de la sucesion.
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Limites superior e inferior

Una sucesion acotada es convergente si, y s6lo si, su limite superior
y su limite inferior son iguales, en cuyo caso ambos coinciden con el
limite de la sucesion.

Sea {xp} una sucesion de nameros reales.
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Limites superior e inferior

Una sucesion acotada es convergente si, y s6lo si, su limite superior
y su limite inferior son iguales, en cuyo caso ambos coinciden con el
limite de la sucesion.

Sea {xp} una sucesion de nameros reales.

i) Si {Xn} no esta mayorada definimos lim sup{x,} = +oo.

Calculo | Logaritmos y exponenciales Sucesiones parciales Teorema de Bolz



Limites superior e inferior

Una sucesion acotada es convergente si, y s6lo si, su limite superior
y su limite inferior son iguales, en cuyo caso ambos coinciden con el
limite de la sucesion.

Sea {xp} una sucesion de nameros reales.
i) Si {Xn} no esta mayorada definimos lim sup{x,} = +oo.

i) Si {Xn} no esta minorada definimos liminf{x,} = —occ.
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Limites superior e inferior

Una sucesion acotada es convergente si, y s6lo si, su limite superior
y su limite inferior son iguales, en cuyo caso ambos coinciden con el
limite de la sucesion.

Sea {xp} una sucesion de nameros reales.
i) Si {Xn} no esta mayorada definimos lim sup{x,} = +oo.
i) Si {Xn} no esta minorada definimos liminf{x,} = —occ.

iii) Si {xn} esta mayorada, fn = sSup{x : p = n}, y
{Bn} = BER U {—oo}, definimos lim sup{x,} = B.
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Limites superior e inferior

Una sucesion acotada es convergente si, y s6lo si, su limite superior
y su limite inferior son iguales, en cuyo caso ambos coinciden con el
limite de la sucesion.

Sea {xp} una sucesion de nameros reales.
i) Si {Xn} no esta mayorada definimos lim sup{x,} = +oo.
i) Si {Xn} no esta minorada definimos liminf{x,} = —occ.

iii) Si {xn} esta mayorada, fn = sSup{x : p = n}, y
{Bn} = BER U {—oo}, definimos lim sup{x,} = B.

iv) Si {xn} estd minorada, an =inf{x; : p = n}, y
{an} - @ €R U {+o0}, definimos liminf{x,} = «.
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Limites superior e inferior

Una sucesion acotada es convergente si, y s6lo si, su limite superior
y su limite inferior son iguales, en cuyo caso ambos coinciden con el
limite de la sucesion.

Sea {xp} una sucesion de nameros reales.
i) Si {Xn} no esta mayorada definimos lim sup{x,} = +oo.
i) Si {Xn} no esta minorada definimos liminf{x,} = —occ.

iii) Si {xn} esta mayorada, fn = sSup{x : p = n}, y
{Bn} = BER U {—oo}, definimos lim sup{x,} = B.

iv) Si {xn} estd minorada, an =inf{x; : p = n}, y
{an} - @ €R U {+o0}, definimos liminf{x,} = «.

Sea {Xn} una sucesioén cualquiera de nimeros positivos. Se verifica

que:
nm{ } lim{ ¥/xn } < nm{\"/ﬂ}sﬁ{xiﬂ}

n
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