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Sistemas de Ecuaciones Lineales

Ejemplo 1

Queremos obtener 1000 litros de un coupage 50% tempranillo, 26% syrah y
24% merlot. Disponemos para ello de tres barricas de vino B1, B2 y B3. La
composiciéon de Bl es de 3, 1y 1 partes de tempranillo, syrah y merlot
respectivamente. La de B2 esde 1, 2y 1y la B3 contiene partes iguales de
dichas uvas. ¢ Qué cantidad de cada barrica se necesita para obtener el
coupage deseado?
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Ejemplo 2

Considera la siguiente tabla

Carbon | Electricidad | Acero
Carbon .0 4 .6
Electricidad .6 1 2
Acero 4 5 2

La tabla representa un modelo muy sencillo de una economia con tres sectores de
produccion: carbén, electricidad y acero. Las columnas indican lo que cada sector exporta
(output) por unidad de produccién a otros sectores y permiten calcular los ingresos del
sector. Las filas representan lo que cada sector importa (inputs) por unidad de produccion
de otros sectores y permiten calcular los costes de produccién del sector. Se supone que
la produccién de cada sector se mide en unidades de millones de délares. Queremos
calcular los precios por unidad de cada sector x (carbén), y (electricidad), z (acero) de
manera que el ingreso de cada sector sea igual a su coste de produccion (precios de
equilibrio).
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Ejemplo 3

Cuando se quema gas propano (C3Hg), éste se combina con oxigeno (Oy)
para formar diéxido de carbono (COy) y agua (H20), de acuerdo con una
reaccion de la forma:

x1C3Hg + %205 —» x3COy + x4H20

donde x31,X2,X3 Y X4 SOn nimeros naturales que se calculan por la condicion
de que el nimero total de atomos de hidrégeno (H), oxigeno (O) y carbono
(C) al principio y al final de la reaccion sean iguales.
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Un sistema de ecuaciones lineales, SEL en lo que sigue, es un sistema de m
ecuaciones con n incégnitas x; (i =1,2,...,n) del tipo
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Un sistema de ecuaciones lineales, SEL en lo que sigue, es un sistema de m
ecuaciones con n incégnitas x; (i =1,2,...,n) del tipo

Xy + ageXe + - + Xy = by
ax1X1 + ageXy + -+ + axxp = b

M)

am1X1 + amaX2 + -+ + @mnXn = b
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Un sistema de ecuaciones lineales, SEL en lo que sigue, es un sistema de m
ecuaciones con n incégnitas x; (i =1,2,...,n) del tipo

Xy + ageXe + - + Xy = by
ax1X1 + ageXy + -+ + axxp = b
1)

am1X1 + amaX2 + -+ + @mnXn = b

donde se supone que los &; y los b; son nimeros reales conocidos, llamados,
respectivamente, los coeficientes y los términos independientes del sistema.
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Un sistema de ecuaciones lineales, SEL en lo que sigue, es un sistema de m
ecuaciones con n incégnitas x; (i =1,2,...,n) del tipo

Xy + ageXe + - + Xy = by
ax1X1 + ageXy + -+ + axxp = b

@
amiX1 + @mzX2 + -+ + 8mnXn = by
donde se supone que los &; y los b; son nimeros reales conocidos, llamados,
respectivamente, los coeficientes y los términos independientes del sistema.
Una solucion del sistema (1) es un conjunto de n nimeros reales s;,sy,...,Sy tales

gue al sustituir en cada incognita x; = s, i = 1,2,...,n, se verifican todas las
ecuaciones del mismo.
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Un sistema de ecuaciones lineales, SEL en lo que sigue, es un sistema de m
ecuaciones con n incégnitas x; (i =1,2,...,n) del tipo

Xy + ageXe + - + Xy = by
ax1X1 + ageXy + -+ + axxp = b

1)
am1X1 + amaX2 + -+ + @mnXn = b

donde se supone que los &; y los b; son nimeros reales conocidos, llamados,
respectivamente, los coeficientes y los términos independientes del sistema.

Una solucion del sistema (1) es un conjunto de n nimeros reales s;,sy,...,Sy tales
gue al sustituir en cada incognita x; = s, i = 1,2,...,n, se verifican todas las
ecuaciones del mismo.Un SEL se dice incompatible si no tienen ninguna solucién,se
dice compatible determinado  si tiene una solucion Unica y compatible
indeterminado si tiene méas de una solucién (en cuyo caso, de hecho tiene infinitas
soluciones).
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Dos sistemas de ecuaciones lineales se dicen equivalentes si ambos tienen
las mismas soluciones.
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Dos sistemas de ecuaciones lineales se dicen equivalentes si ambos tienen
las mismas soluciones.Nuestro objetivo ahora va a ser convertir un SEL en
otro SEL equivalente mas sencillo y lo vamos a hacer mediante las
siguientes tres operaciones elementales:

@ Intercambiar entre si dos ecuaciones.
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Dos sistemas de ecuaciones lineales se dicen equivalentes si ambos tienen
las mismas soluciones.Nuestro objetivo ahora va a ser convertir un SEL en
otro SEL equivalente mas sencillo y lo vamos a hacer mediante las
siguientes tres operaciones elementales:

@ Intercambiar entre si dos ecuaciones.
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de ellas sobre un SEL obtenemos otro SEL equivalente.
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Dos sistemas de ecuaciones lineales se dicen equivalentes si ambos tienen
las mismas soluciones.Nuestro objetivo ahora va a ser convertir un SEL en
otro SEL equivalente mas sencillo y lo vamos a hacer mediante las
siguientes tres operaciones elementales:

@ Intercambiar entre si dos ecuaciones.
@ Multiplicar una ecuacion por un numero distinto de cero.
@ Sustituir una ecuacion por su suma con otra multiplicada por un numero.

Observa que estas operaciones son reversibles y que al realizar cualquiera
de ellas sobre un SEL obtenemos otro SEL equivalente.Por tanto, dos SEL
tales que uno de ellos puede obtenerse a partir del otro realizando un
numero finito de estas operaciones son equivalentes.

Matrices y Sistemas de Ecuaciones Lineales



Matrices

Una matriz es un conjunto rectangular de nimeros reales que se
acostumbra a encerrar entre paréntesis, es decir, son nimeros dispuestos
en filas y columnas de forma que cada fila (y cada columna) tenga el mismo
namero de elementos.
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dai;x a2 0 Qin

dg1  aAzz - Aon
A =

dmi 8@m2 - Amn
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Una matriz es un conjunto rectangular de nimeros reales que se
acostumbra a encerrar entre paréntesis, es decir, son nimeros dispuestos
en filas y columnas de forma que cada fila (y cada columna) tenga el mismo
namero de elementos.

Una matriz que tiene m filas y n columnas se dice que es una matriz de
orden m x n.Se representa por .#mxn €l conjunto de todas las matrices de
orden m x n.El elemento que ocupa la filai y la columna j de una matriz se
representa por ajj.Una matriz A € .#m«n puede representarse en la forma:

dai;x a2 0 Qin

dg1  aAzz - Aon
A =

dmi 8@m2 - Amn

0, mas simplemente, A = (aj)1<i<m.
1<

<j<n
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Matrices

Dos matrices A = (ajj)1<i<m ¥ B = (bjj) 1<i<p, Son iguales cuando tienen el
<j<n 1<j<q

mismo namero de filas, m = p, y de columnas, n = q, y a;j = bj; para todos
i=12,..mj=12,...,n.
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Dos matrices A = (ajj)1<i<m ¥ B = (bjj) 1<i<p, Son iguales cuando tienen el
<j<n 1<j<q

mismo namero de filas, m = p, y de columnas, n = q, y a;j = bj; para todos
i=12,..mj=12,...,n.

Una matriz que tiene una sola columna se llama un vector columna , y una
matriz que tiene una sola fila se llama un vector fila .

Si A € #mxn, SU Matriz traspuesta , que se representa por A', es una matriz
de orden n x m que se obtiene intercambiando ordenadamente filas por
columnas en A.

Una matriz de orden n x n (mismo nimero de filas que de columnas) se
llama una matriz cuadrada de orden n. La diagonal principal de una matriz
cuadrada de orden n es la formada por los elementos a;, i =1,2...,n. Una
matriz cuadrada se llama diagonal sitodos los elementos que no estan en la
diagonal principal son cero.
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Matrices

Operaciones con matrices

La suma de dos matrices del mismo orden A = (aj)1<i<m ¥ B = (bj)1<i<m
1<j<n 1<j<n

se define como la matriz A + B = (aj + bjj) 1<i<m, €s decir, es la matriz del
1<j<n

mismo orden que se obtiene sumando los elementos de A y B que ocupan
los mismos lugares en ambas matrices.
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Operaciones con matrices

La suma de dos matrices del mismo orden A = (aj)1<i<m ¥ B = (bj)1<i<m
1<j<n 1<j<n

se define como la matriz A + B = (aj + bjj) 1<i<m, €s decir, es la matriz del
1<<

Jssn
mismo orden que se obtiene sumando los elementos de A y B que ocupan
los mismos lugares en ambas matrices.
La suma de matrices es conmutativa y asociativa. La matriz m x n cuyas
entradas son todas cero se representa por Op,xn, 0, Simplemente, O si no hay
lugar a confusion. La matriz que se obtiene sustituyendo en una matriz A
cada elemento por su opuesto se llama matriz opuesta de A y se representa

por —A.
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Operaciones con matrices

La suma de dos matrices del mismo orden A = (aj)1<i<m ¥ B = (bj)1<i<m
1<j<n 1<j<n

se define como la matriz A + B = (aj + bjj) 1<i<m, €s decir, es la matriz del
1<<

Jssn
mismo orden que se obtiene sumando los elementos de A y B que ocupan
los mismos lugares en ambas matrices.
La suma de matrices es conmutativa y asociativa. La matriz m x n cuyas
entradas son todas cero se representa por Op,xn, 0, Simplemente, O si no hay
lugar a confusion. La matriz que se obtiene sustituyendo en una matriz A
cada elemento por su opuesto se llama matriz opuesta de A y se representa
por —A.
Si A es un nimero real y A es una matriz, la matriz AA es la que se obtiene
multiplicando cada elemento de A por A.
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Matrices

El espacio vectorial R"

Para todos X = (X1,X2,...,Xn) ER", y = (y1,¥2,...,¥n) €ER" y para todo
A €R definimos:
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A €R definimos:
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Con estas operaciones, R" es un espacio vectorial cuyos elementos
representaremos en negrita y se llaman vectores (en la terminologia de
matrices son vectores fila). Six = (X1,X2,...,Xn), l0s nimeros x; (L <i < n)
se llaman las componentes del vector x. El vector cuyas componentes son
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El espacio vectorial R"

Para todos X = (X1,X2,...,Xn) ER", y = (y1,¥2,...,¥n) €ER" y para todo
A €R definimos:

X+y=(X1+Yy1,X +VY2,....Xn +Y¥n), Ax=(Ax1,AXp,...,AXn)

Con estas operaciones, R" es un espacio vectorial cuyos elementos
representaremos en negrita y se llaman vectores (en la terminologia de
matrices son vectores fila). Six = (X1,X2,...,Xn), l0s nimeros x; (L <i < n)
se llaman las componentes del vector x. El vector cuyas componentes son
todas nulas lo representaremos por 0.
Dado un conjunto de vectores {us,up,...,um} de R", cualquier vector x de
la forma

X =A1U1+AsUp+ -+ + ApUm

donde los A; (1 < i < m) son nimeros reales, se llama una combinacién
lineal de los vectores ui,us,...,Un.
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Matrices

Si el vector 0 puede expresarse como combinacion lineal de los vectores
Ug,Us,...,Uny con coeficientes A; no todos nulos, se dice que dichos
vectores son linealmente dependientes
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Matrices y Sistemas de Ecuaciones Lineales



Matrices
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X =AUy +Aup+ -+ Ajup

En tal caso los nimeros Ag, Az ..., A, estan determinados de manera Unica
por x y se llaman las coordenadas del vector x en la base B.

Es habitual usar en R" la base candnica que es la formada por los vectores
unidad {ej,ey,...,en} donde e; es el vector que tiene todas sus
componentes nulas excepto la que ocupa el lugar i que es igual a 1.
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Si el vector 0 puede expresarse como combinacion lineal de los vectores
Ug,Us,...,Uny con coeficientes A; no todos nulos, se dice que dichos
vectores son linealmente dependientes ,cuando esto no puede hacerse se
dice que son linealmente independientes

Una base de R" es cualquier conjunto de vectores linealmente
independientes, B = {uj,uy,...,us}, con la propiedad de que cualquier
vector x € R" es combinacion lineal de ellos:

X =AUy +Aup+ -+ Ajup

En tal caso los nimeros Ag, Az ..., A, estan determinados de manera Unica
por x y se llaman las coordenadas del vector x en la base B.

Es habitual usar en R" la base candnica que es la formada por los vectores
unidad {ej,ey,...,en} donde e; es el vector que tiene todas sus
componentes nulas excepto la que ocupa el lugar i que es igual a 1.En dicha
base tenemos que:

X = (X1,X2,--,Xn) = X161+ X2€2 + -+ - + Xn€n

es decir, en dicha base las coordenadas coinciden con las componentes del
vector.
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Producto escalar de dos vectores
El producto escalar de dos vectores x = (X1,X2,...,%n) €Y = (Y1,Y2,---,¥n)
en R" lo representaremos por <x‘y>, y es el namero definido por

(xly) =3 x @)
i=1

Las siguientes propiedades del producto escalar son consecuencia directa
de las propiedades de la suma y del producto de nimeros reales.

a) (x[y) = (y[x).

b) Si A es un nimero real se verifica que (Ax|y) = A (x]y).

o) (x+ylz) = (x[z) + (v[2).
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Matrices

Producto de matrices

Consideremos dos matrices A = (ai )1<i<m Y B = (bij) 1<k<p, tales que el
KX l\j\n

numero de columnas de A sea igual al nimero de filas de B.
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Matrices

Producto de matrices

Consideremos dos matrices A = (ai )1<i<m Y B = (bij) 1<k<p, tales que el
KX l\j\n

namero de columnas de A sea igual al nimero de filas de B.Representemos
por Ai = (ai1,aiz,- - - ,aip) el vector formado por los elementos de la fila i de
la matriz A, y por Bl = (byj, by, ..., bpj) el vector formado por los elementos
de la columna j de la matriz B. Observa que dichos vectores tienen el mismo
numero de componentes por lo que podemos hacer su producto escalar.
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Matrices

Producto de matrices

Consideremos dos matrices A = (ai )1<i<m Y B = (bij) 1<k<p, tales que el
KX l\j\n

namero de columnas de A sea igual al nimero de filas de B.Representemos
por Ai = (ai1,aiz,- - - ,aip) el vector formado por los elementos de la fila i de
la matriz A, y por Bl = (byj, by, ..., bpj) el vector formado por los elementos
de la columna j de la matriz B. Observa que dichos vectores tienen el mismo
numero de componentes por lo que podemos hacer su producto escalar.Se
define la matriz producto C = A - B como la matriz de orden m x n,

C = (cj)1<i<m, cuyos elementos vienen dados por
1<j<n

cj = (A[Bl).
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Matrices

Producto de matrices

Consideremos dos matrices A = (ai )1<i<m Y B = (bij) 1<k<p, tales que el
KX l\j\n

namero de columnas de A sea igual al nimero de filas de B.Representemos
por Ai = (ai1,aiz,- - - ,aip) el vector formado por los elementos de la fila i de
la matriz A, y por Bl = (byj, by, ..., bpj) el vector formado por los elementos
de la columna j de la matriz B. Observa que dichos vectores tienen el mismo
numero de componentes por lo que podemos hacer su producto escalar.Se
define la matriz producto C = A - B como la matriz de orden m x n,

C = (cj)1<i<m, cuyos elementos vienen dados por
1<j<n

cj = (Ai|B!).Explicitamente

p
Cij:zaikbkj (1<i<m,1<j<n) (3
K=
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Matrices

Se define la matriz identidad de orden n, I,,, como la matriz diagonaln X n
cuya diagonal principal esta formada por unos. Cuando no sea preciso
indicar la dimension, escribiremos simplemente |I.

El producto de matrices tiene las propiedades (siempre que los productos
puedan hacerse):
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Se define la matriz identidad de orden n, I,,, como la matriz diagonaln X n
cuya diagonal principal esta formada por unos. Cuando no sea preciso
indicar la dimension, escribiremos simplemente |I.

El producto de matrices tiene las propiedades (siempre que los productos
puedan hacerse):

Asociativa. A-(B-C)=(A-B)-C.
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Se define la matriz identidad de orden n, I,,, como la matriz diagonaln X n
cuya diagonal principal esta formada por unos. Cuando no sea preciso
indicar la dimension, escribiremos simplemente |I.

El producto de matrices tiene las propiedades (siempre que los productos
puedan hacerse):

Asociativa. A-(B-C)=(A-B)-C.

Distributivas. A- (B+C)=A-B+A-Cy(A+B)-C=A-C+B-C.
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Se define la matriz identidad de orden n, I,,, como la matriz diagonaln X n
cuya diagonal principal esta formada por unos. Cuando no sea preciso
indicar la dimension, escribiremos simplemente |I.

El producto de matrices tiene las propiedades (siempre que los productos
puedan hacerse):

Asociativa. A-(B-C)=(A-B)-C.

Distributivas. A- (B+C)=A-B+A-Cy(A+B)-C=A-C+B-C.
Elementos neutros. Si A € .#mxn entonces I, A=A, A-l, = A.
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Se define la matriz identidad de orden n, I,,, como la matriz diagonaln X n
cuya diagonal principal esta formada por unos. Cuando no sea preciso
indicar la dimension, escribiremos simplemente |I.

El producto de matrices tiene las propiedades (siempre que los productos
puedan hacerse):

Asociativa. A-(B-C)=(A-B)-C.

Distributivas. A- (B+C)=A-B+A-Cy(A+B)-C=A-C+B-C.
Elementos neutros. Si A € .#mxn entonces I, A=A, A-l, = A.
Traspuesta de un producto. (A-B)' =B'- A",
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Se define la matriz identidad de orden n, I,,, como la matriz diagonaln X n
cuya diagonal principal esta formada por unos. Cuando no sea preciso
indicar la dimension, escribiremos simplemente |I.

El producto de matrices tiene las propiedades (siempre que los productos
puedan hacerse):

Asociativa. A-(B-C)=(A-B)-C.

Distributivas. A- (B+C)=A-B+A-Cy(A+B)-C=A-C+B-C.
Elementos neutros. Si A € .#mxn entonces I, A=A, A-l, = A.
Traspuesta de un producto. (A-B)' =B'- A",

El producto de matrices no tiene la propiedad conmutativa.
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Se define la matriz identidad de orden n, I,,, como la matriz diagonaln X n
cuya diagonal principal esta formada por unos. Cuando no sea preciso
indicar la dimension, escribiremos simplemente |I.

El producto de matrices tiene las propiedades (siempre que los productos
puedan hacerse):

Asociativa. A-(B-C)=(A-B)-C.

Distributivas. A- (B+C)=A-B+A-Cy(A+B)-C=A-C+B-C.
Elementos neutros. Si A € .#mxn entonces I, A=A, A-l, = A.
Traspuesta de un producto. (A-B)' =B'- A",

El producto de matrices no tiene la propiedad conmutativa.

Dada una matriz cuadrada A, se llama matriz inversa de A, yse notaA~!, a
otra matriz de mismo orden verificando que A-A" 1 =A"1.A=1.
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Matrices

Producto de una matriz por un vector columna

Consideremos una matriz A = (aij)lgigm, de orden m x n. Podemos
1<j<n
multiplicar dicha matriz por un vector columna n x 1 y obtenemos un vector

columnam x 1.
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Matrices

Producto de una matriz por un vector columna

Consideremos una matriz A = (aij)lgigm, de orden m x n. Podemos
1<j<n
multiplicar dicha matriz por un vector columna n x 1 y obtenemos un vector

columnam x 1.Si ejt es el vector columna n x 1, traspuesto del vector unidad
gj, se tiene que

aij

ag;

es el vector columna j de A. Representemos dicho vector por Cl.
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Matrices

Producto de una matriz por un vector columna

Consideremos una matriz A = (aij)lgigm, de orden m x n. Podemos
1<j<n
multiplicar dicha matriz por un vector columna n x 1 y obtenemos un vector

columnam x 1.Si ejt es el vector columna n x 1, traspuesto del vector unidad
gj, se tiene que

es el vector columna j de A. Representemos dicho vector por Cl. Ahora,
dado x = (X1,X2,-..,%) €ER", el producto, A - x', de la matriz A por el vector
columna x! es el vector (columna) de R™ que viene dado por:

n n
A-X'=A-(x1€] 4+ X285 + -+ + Xnep) = ZA-xj-ejt =35 xc 4)
=i =1

y por tanto es una combinacién lineal de los vectores columna de la matriz A.
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Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementales por filas

Al SEL
11Xy + appXy + -+ + a;pXn = by
ax1X1 + axXy + -+ + axnXn = by

©)

AmiXy + amaX2 + ++ + amnXn = by
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Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementales por filas

Al SEL
a;1Xa + aiaXz + -+ + ainXn = by
az1X1 + azaXz + -+ + agnXn = b2
©)
am1X1 + @mz2X2 + -+ + @mnXn = by
le asociamos la matriz de los coeficientes del sistema A = (aij)lgigm yla
1gj<n

matriz ampliada A = (A|b) donde b es el vector columna formado por los
términos independientes.
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Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementales por filas

Al SEL

apiXy + apXz + -+ + ainXn = by

ax1Xy + azXz + -+ + axnXn = b2

(5)

am1X1 + amaX2 + - -+ + 8mnXn = b

le asociamos la matriz de los coeficientes del sistema A = (aij)lgigm yla
1<j<n

matriz ampliada A = (A|b) donde b es el vector columna formado por los
términos independientes.Observa que en la matriz ampliada cada fila se

corresponde con una ecuacion y cada columna, salvo la ultima, se
corresponde con una incognita.
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Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementales por filas

Al SEL
11Xy + appXy + -+ + a;pXn = by
ax1X1 + axXy + -+ + axnXn = by

®)
am1X1 + @mz2X2 + -+ + @mnXn = by
le asociamos la matriz de los coeficientes del sistema A = (aij)lgigm yla
1<j<n
matriz ampliada A = (A|b) donde b es el vector columna formado por los
términos independientes.Observa que en la matriz ampliada cada fila se
corresponde con una ecuacion y cada columna, salvo la ultima, se

corresponde con una incégnita.Si representamos por x! un vector columna
n x 1, podemos escribir el SEL en la forma A - x! = b.
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Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementales por filas

Al SEL

a11X1 + aipXe + - + ainXn = by

ax1X1 + axXy + -+ + axnXn = by

©)

AmiXy + amaX2 + ++ + amnXn = by

le asociamos la matriz de los coeficientes del sistema A = (aij)lgigm yla
1<j<n

matriz ampliada A = (A|b) donde b es el vector columna formado por los
términos independientes.Observa que en la matriz ampliada cada fila se
corresponde con una ecuacion y cada columna, salvo la ultima, se
corresponde con una incégnita.Si representamos por x! un vector columna
n x 1, podemos escribir el SEL en la forma A - x! = b.En consecuencia el
SEL es compatible si, y sélo si, el vector b es combinacion lineal de los
vectores columna de la matriz ~ A.
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Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementales por filas

Las operaciones elementales sobre ecuaciones del SEL descritas al principio, se
traducen en las siguientes transformaciones elementales por filas  sobre la matriz
ampliada:
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Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementales por filas

Las operaciones elementales sobre ecuaciones del SEL descritas al principio, se
traducen en las siguientes transformaciones elementales por filas  sobre la matriz
ampliada:

@ Intercambiar dos filas. Representaremos por F; <+ F; la operacion de
intercambiar las filasi y j.
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Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementales por filas

Las operaciones elementales sobre ecuaciones del SEL descritas al principio, se
traducen en las siguientes transformaciones elementales por filas  sobre la matriz
ampliada:

@ Intercambiar dos filas. Representaremos por F; <+ F; la operacion de
intercambiar las filasi y j.

@ Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero. Representaremos por
Fi — aF; la operacion de multiplicar la fila i por el nimero a.
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intercambiar las filasi y j.

@ Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero. Representaremos por
Fi — aF; la operacion de multiplicar la fila i por el nimero a.

@ Sustituir una fila por su suma con otra multiplicada por un nimero.
Representaremos por F; — F; + aF; la operacion de sustituir la fila i por su
suma con la fila j multiplicada por a.
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Las operaciones elementales sobre ecuaciones del SEL descritas al principio, se
traducen en las siguientes transformaciones elementales por filas  sobre la matriz
ampliada:

@ Intercambiar dos filas. Representaremos por F; <+ F; la operacion de
intercambiar las filasi y j.
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Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementales por filas

Las operaciones elementales sobre ecuaciones del SEL descritas al principio, se
traducen en las siguientes transformaciones elementales por filas  sobre la matriz
ampliada:

@ Intercambiar dos filas. Representaremos por F; <+ F; la operacion de
intercambiar las filasi y j.

@ Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero. Representaremos por
Fi — aF; la operacion de multiplicar la fila i por el nimero a.

@ Sustituir una fila por su suma con otra multiplicada por un nimero.
Representaremos por F; — F; + aF; la operacion de sustituir la fila i por su
suma con la fila j multiplicada por a.

Observa que todas estas operaciones son reversibles y que al realizar cualquiera de
ellas obtenemos una matriz que representa un SEL equivalente al de partida.

Matrices y Sistemas de Ecuaciones Lineales



Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementales por filas

Las operaciones elementales sobre ecuaciones del SEL descritas al principio, se
traducen en las siguientes transformaciones elementales por filas  sobre la matriz
ampliada:

@ Intercambiar dos filas. Representaremos por F; <+ F; la operacion de
intercambiar las filasi y j.

@ Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero. Representaremos por
Fi — aF; la operacion de multiplicar la fila i por el nimero a.

@ Sustituir una fila por su suma con otra multiplicada por un nimero.
Representaremos por F; — F; + aF; la operacion de sustituir la fila i por su
suma con la fila j multiplicada por a.

Observa que todas estas operaciones son reversibles y que al realizar cualquiera de
ellas obtenemos una matriz que representa un SEL equivalente al de partida.Dos
matrices, Ay B, se dice que son equivalentes por filas , y escribiremos A ~ B, si
una se obtiene a partir de otra por un ndmero finito de transformaciones elementales
por filas.
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Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementales por filas

Las operaciones elementales sobre ecuaciones del SEL descritas al principio, se
traducen en las siguientes transformaciones elementales por filas  sobre la matriz
ampliada:

@ Intercambiar dos filas. Representaremos por F; <+ F; la operacion de
intercambiar las filasi y j.

@ Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero. Representaremos por
Fi — aF; la operacion de multiplicar la fila i por el nimero a.

@ Sustituir una fila por su suma con otra multiplicada por un nimero.
Representaremos por F; — F; + aF; la operacion de sustituir la fila i por su
suma con la fila j multiplicada por a.

Observa que todas estas operaciones son reversibles y que al realizar cualquiera de
ellas obtenemos una matriz que representa un SEL equivalente al de partida.Dos
matrices, Ay B, se dice que son equivalentes por filas , y escribiremos A ~ B, si
una se obtiene a partir de otra por un ndmero finito de transformaciones elementales
por filas.Realizando sobre la matriz ampliada de un SEL transformaciones
elementales por filas obtenemos una matriz equivalente por filas cuyo SEL asociado
es equivalente al de partida.

Matrices y Sistemas de Ecuaciones Lineales



Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementales por filas

Las operaciones elementales sobre ecuaciones del SEL descritas al principio, se
traducen en las siguientes transformaciones elementales por filas  sobre la matriz
ampliada:

@ Intercambiar dos filas. Representaremos por F; <+ F; la operacion de
intercambiar las filasi y j.

@ Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero. Representaremos por
Fi — aF; la operacion de multiplicar la fila i por el nimero a.

@ Sustituir una fila por su suma con otra multiplicada por un nimero.
Representaremos por F; — F; + aF; la operacion de sustituir la fila i por su
suma con la fila j multiplicada por a.

Observa que todas estas operaciones son reversibles y que al realizar cualquiera de
ellas obtenemos una matriz que representa un SEL equivalente al de partida.Dos
matrices, Ay B, se dice que son equivalentes por filas , y escribiremos A ~ B, si
una se obtiene a partir de otra por un ndmero finito de transformaciones elementales
por filas.Realizando sobre la matriz ampliada de un SEL transformaciones
elementales por filas obtenemos una matriz equivalente por filas cuyo SEL asociado
es equivalente al de partida.

Nuestro objetivo para estudiar el SEL va a ser transformar la matriz ampliada del
sistema en otra equivalente por filas lo mas sencilla posible.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Reduccion por filas. Forma de Hermite

Si una fila de una matriz contiene elementos no nulos, al que esta situado mas a la
izquierda le llamaremos pivote .
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Reduccion por filas. Forma de Hermite

Si una fila de una matriz contiene elementos no nulos, al que esta situado mas a la
izquierda le llamaremos pivote .Una matriz se dice que es escalonada si las filas
nulas (caso de que las haya) se encuentran situadas en la parte inferior y el pivote de
cada fila no nula esta a la derecha del pivote de la fila anterior.

Matrices y Sistemas de Ecuaciones Lineales



Reduccion por filas. Forma de Hermite

Reduccion por filas. Forma de Hermite

Si una fila de una matriz contiene elementos no nulos, al que esta situado mas a la
izquierda le llamaremos pivote .Una matriz se dice que es escalonada si las filas
nulas (caso de que las haya) se encuentran situadas en la parte inferior y el pivote de
cada fila no nula esta a la derecha del pivote de la fila anterior.Observa que en un
matriz escalonada debajo de un pivote solamente puede haber ceros.
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Si una fila de una matriz contiene elementos no nulos, al que esta situado mas a la
izquierda le llamaremos pivote .Una matriz se dice que es escalonada si las filas
nulas (caso de que las haya) se encuentran situadas en la parte inferior y el pivote de
cada fila no nula esta a la derecha del pivote de la fila anterior.Observa que en un
matriz escalonada debajo de un pivote solamente puede haber ceros.Una matriz
escalonada reducida es una matriz escalonada cuyos pivotes son iguales a1y
todos los elementos que estan por encima de los pivotes son O.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Reduccion por filas. Forma de Hermite

Si una fila de una matriz contiene elementos no nulos, al que esta situado mas a la
izquierda le llamaremos pivote .Una matriz se dice que es escalonada si las filas
nulas (caso de que las haya) se encuentran situadas en la parte inferior y el pivote de
cada fila no nula esta a la derecha del pivote de la fila anterior.Observa que en un
matriz escalonada debajo de un pivote solamente puede haber ceros.Una matriz
escalonada reducida es una matriz escalonada cuyos pivotes son iguales a1y
todos los elementos que estan por encima de los pivotes son O.

De las matrices

la A no es escalonada,
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Reduccion por filas. Forma de Hermite

Si una fila de una matriz contiene elementos no nulos, al que esta situado mas a la
izquierda le llamaremos pivote .Una matriz se dice que es escalonada si las filas
nulas (caso de que las haya) se encuentran situadas en la parte inferior y el pivote de
cada fila no nula esta a la derecha del pivote de la fila anterior.Observa que en un
matriz escalonada debajo de un pivote solamente puede haber ceros.Una matriz
escalonada reducida es una matriz escalonada cuyos pivotes son iguales a1y
todos los elementos que estan por encima de los pivotes son O.

De las matrices

2 101 1 2 1 0 1 1 0 o 2 1 0 1 o0
A= o -1 1 2 7B: o -1 0 2 ’C: o 1 o0 3 7D: o 1 1 o0
0 1 0 o0 0 0o 3 4 o o o 0 0o 0o 0 1

la A no es escalonada,la B si lo es pero no es reducida,
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Reduccion por filas. Forma de Hermite

Si una fila de una matriz contiene elementos no nulos, al que esta situado mas a la
izquierda le llamaremos pivote .Una matriz se dice que es escalonada si las filas
nulas (caso de que las haya) se encuentran situadas en la parte inferior y el pivote de
cada fila no nula esta a la derecha del pivote de la fila anterior.Observa que en un
matriz escalonada debajo de un pivote solamente puede haber ceros.Una matriz
escalonada reducida es una matriz escalonada cuyos pivotes son iguales a1y
todos los elementos que estan por encima de los pivotes son O.

De las matrices

2 1 1 1 2 1 0 1 1 0 0 2 1 0 1 0
A:(o -1 1 2>7B:<o -1 0 2>’C:<o 1 3>7D:<o 101 o)

0 1 0 0 0 0 3 4 0 0 0 0 0 0 0 1
la A no es escalonada,la B si lo es pero no es reducida,la C y la D son escalonadas
reducidas.

o
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Reduccion por filas. Forma de Hermite

Si una fila de una matriz contiene elementos no nulos, al que esta situado mas a la
izquierda le llamaremos pivote .Una matriz se dice que es escalonada si las filas
nulas (caso de que las haya) se encuentran situadas en la parte inferior y el pivote de
cada fila no nula esta a la derecha del pivote de la fila anterior.Observa que en un
matriz escalonada debajo de un pivote solamente puede haber ceros.Una matriz
escalonada reducida es una matriz escalonada cuyos pivotes son iguales a1y
todos los elementos que estan por encima de los pivotes son O.

De las matrices

2 1 1 1 2 1 0 1 1 0 0 2 1 0 1 0
A:(o -1 1 2>7B:<o -1 0 2>’C:<o 1 3>7D:<o 101 o)

0 1 0 0 0 0 3 4 0 0 0 0 0 0 0 1
la A no es escalonada,la B si lo es pero no es reducida,la C y la D son escalonadas
reducidas.

Se demuestra que, dada una matriz A, hay una Unica matriz escalonada reducida H
que es equivalente por filas a A.

o
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Reduccion por filas. Forma de Hermite

Si una fila de una matriz contiene elementos no nulos, al que esta situado mas a la
izquierda le llamaremos pivote .Una matriz se dice que es escalonada si las filas
nulas (caso de que las haya) se encuentran situadas en la parte inferior y el pivote de
cada fila no nula esta a la derecha del pivote de la fila anterior.Observa que en un
matriz escalonada debajo de un pivote solamente puede haber ceros.Una matriz
escalonada reducida es una matriz escalonada cuyos pivotes son iguales a1y
todos los elementos que estan por encima de los pivotes son O.

De las matrices

2 1 1 1 2 1 0 1 1 0 0 2 1 0 1 0
A:(o -1 1 2>7B:<o -1 0 2>’C:<o 1 3>7D:<o 101 o)
0 1 0 0 0 0 3 4 0 0 0 0 0 0 0 1
la A no es escalonada,la B si lo es pero no es reducida,la C y la D son escalonadas
reducidas.
Se demuestra que, dada una matriz A, hay una Unica matriz escalonada reducida H
que es equivalente por filas a A.Dicha matriz H se llama forma de Hermite (por filas)
de A (y también forma de Gauss—Jordan de A o, simplemente, forma escalonada
reducida de A).

o
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

A la forma de Hermite de una matriz se puede llegar por distintos caminos;
una estrategia basica es conseguir un pivote en la primera fila en la posicién

(1,1), lo cual es facil si en la primera columna hay elementos distintos de
0;
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

A la forma de Hermite de una matriz se puede llegar por distintos caminos;
una estrategia basica es conseguir un pivote en la primera fila en la posicién
(1,1), lo cual es facil si en la primera columna hay elementos distintos de
0;si no fuera asi tratariamos de lograr un pivote en la posicion (1,2) y asf
sucesivamente.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

A la forma de Hermite de una matriz se puede llegar por distintos caminos;
una estrategia basica es conseguir un pivote en la primera fila en la posicién
(1,1), lo cual es facil si en la primera columna hay elementos distintos de
0;si no fuera asi tratariamos de lograr un pivote en la posicion (1,2) y asf
sucesivamente.Logrado el pivote en la primera fila, se hacen 0 los elementos
debajo de él restando a cada fila la primera multiplicada por un niimero
conveniente.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

A la forma de Hermite de una matriz se puede llegar por distintos caminos;
una estrategia basica es conseguir un pivote en la primera fila en la posicién
(1,1), lo cual es facil si en la primera columna hay elementos distintos de
0;si no fuera asi tratariamos de lograr un pivote en la posicion (1,2) y asf
sucesivamente.Logrado el pivote en la primera fila, se hacen 0 los elementos
debajo de él restando a cada fila la primera multiplicada por un niimero
conveniente.Hecho esto, nos fijamos ahora en la submatriz que queda al
suprimir la primera fila y las columnas a la izquierda del pivote incluyendo la
columna del pivote, y repetimos el proceso anterior.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

A la forma de Hermite de una matriz se puede llegar por distintos caminos;
una estrategia basica es conseguir un pivote en la primera fila en la posicién
(1,1), lo cual es facil si en la primera columna hay elementos distintos de
0;si no fuera asi tratariamos de lograr un pivote en la posicion (1,2) y asf
sucesivamente.Logrado el pivote en la primera fila, se hacen 0 los elementos
debajo de él restando a cada fila la primera multiplicada por un niimero
conveniente.Hecho esto, nos fijamos ahora en la submatriz que queda al
suprimir la primera fila y las columnas a la izquierda del pivote incluyendo la
columna del pivote, y repetimos el proceso anterior.Finalmente, partiendo del
ultimo pivote, el que estd més a la derecha, se hacen 0 los elementos por
encima de él, y esto se hace con los demas pivotes siempre de derecha a
izquierda y de abajo arriba. Veamos un ejemplo.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Ejemplo 4

0 3-6 6 4-5
3—-7 8-58 9
3-912-9 6 15
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Ejemplo 4
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Ejemplo 4
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Ejemplo 4

0 3-6 64-5) (3-912-9615\ _ (1-3 4-32 5 N
3-7 8-58 9 13-7 8-58 9| ., |3-78-58 9| . .
3-912-9 615 0 3-6 6 4-5 0 3-6 6 4-5

1-3 4-32 5

0 2-4 42-6

0 3-6 6 4-5
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Ejemplo 4

2 5 N
8 9 ) rar,
4 -5
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Ejemplo 4

0 3-6 64-5) (3-912-9615\ _ (1-3 4-32 5 N
3-7 8-58 9 13-7 8-58 9| ., |3-78-58 9| . .
3-912-9 615 0 3-6 6 4-5 0 3-6 6 4-5

1-3 4-32 5\ _ [(1-3 4-32 5 N 1-3 4-32 5

0 2-4 42-6| , (0 1-221-3) . [0 1-2 21-3

0 3-6 6 4-5 0 3-6 6 4-5 00001 4
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Esta matriz ya esta en forma escalonada. Lo que queda para llegar a la forma de Hermite es
muy facil.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Esta matriz ya esta en forma escalonada. Lo que queda para llegar a la forma de Hermite es
muy facil.

o O P
o r w
Ol‘\JJ>
oN W
RN
s da
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Esta matriz ya esta en forma escalonada. Lo que queda para llegar a la forma de Hermite es

muy facil.

1-3 4-3 2 5 N 1-3 4-3 0-3
0 1-2 2 1-3 |F?Fe-Fsl 0 1-2 2 0-7
Fi—F1—2F3
0 0 0 01 4 0 0 001 4
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Esta matriz ya esta en forma escalonada. Lo que queda para llegar a la forma de Hermite es

muy facil.
1-3 4-3 2 5 N 1-3 4-3 0-3 N 10-23 0-24
_ _3 |FR—F-F _ _ _ _
0 1-2 2 1-3 F123F1272F33 0 1-2 2 0-7 Fy5Fy 43R, 01-220 —7
0 0 0 01 4 0 0 001 4 00 001 4
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Esta técnica de reduccion por filas proporciona un procedimiento sistematico
para resolver un SEL.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Esta técnica de reduccion por filas proporciona un procedimiento sistematico
para resolver un SEL.EI siguiente SEL

3Xp — 6X3 + 6X4 + 4x5 = —5
3X1 — 7X2 + 8x3 —5%X4+8xs= 9 (6)
3X1 — X2 + 12X3 — 9%4 + 6Xs5 15
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Esta técnica de reduccion por filas proporciona un procedimiento sistematico
para resolver un SEL.EI siguiente SEL

3Xp — 6X3 + 6X4 + 4x5 = —5
3X1 — 7X2 + 8x3 —5%X4+8xs= 9 (6)
3X; — Xy + 12X3 — 9X4 + 6x5 = 15

Tiene como matriz ampliada la del ejemplo 4
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Esta técnica de reduccion por filas proporciona un procedimiento sistematico
para resolver un SEL.EI siguiente SEL

3Xp — 6X3 + 6X4 + 4x5 = —5
3X1 — 7X2 + 8x3 —5%X4+8xs= 9 (6)
3X; — Xy + 12X3 — 9X4 + 6x5 = 15

Tiene como matriz ampliada la del ejemplo 4
0 3 —6 6 4 -5

3 -7 8 -5 8 9
3 -9 12 -9 6 15
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Cuya forma de Hermite, que acabamos de calcular, es

1 0 -2 3 0 -—-24
0o 1 -2 2 0 -7
0 O 0 0 1 4
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Cuya forma de Hermite, que acabamos de calcular, es

1 0 -2 3 0 -—-24
0o 1 -2 2 0 -7
0 O 0 0 1 4

Por tanto, dicho SEL es equivalente al siguiente:
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Cuya forma de Hermite, que acabamos de calcular, es

1 0 -2 3 0 -—-24
01 -2 2 0 -7
0 O 0 0 1 4
Por tanto, dicho SEL es equivalente al siguiente:
X1 — 2X3 + 3X4 =24
X2 — 2X3 + 2X4 = -7 (7)
X5 = 4
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Cuya forma de Hermite, que acabamos de calcular, es

1 0 -2 3 0 -—-24
01 -2 2 0 -7
0 O 0 0 1 4
Por tanto, dicho SEL es equivalente al siguiente:
X1 — 2X3 + 3X4 =24
X2 — 2X3 + 2X4 = -7 (7)
X5 = 4

En este caso tenemos cinco incégnitas y tres ecuaciones, por lo que debemos asignar
valores arbitrarios a dos de las incégnitas:
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Cuya forma de Hermite, que acabamos de calcular, es

1 0 -2 3 0 -—-24
0o 1 -2 2 0 -7
0 O 0 0 1 4

Por tanto, dicho SEL es equivalente al siguiente:

X1 — 2X3 + 3X4 =24
X2 — 2X3 + 2X4 = -7 (7)
X5 = 4

En este caso tenemos cinco incégnitas y tres ecuaciones, por lo que debemos asignar
valores arbitrarios a dos de las incégnitas:a aquellas cuyas columnas correspondientes no
tienen pivote, es decir, X3 y X4.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Cuya forma de Hermite, que acabamos de calcular, es
1 0 -2 3 0 -—-24
01 -2 2 0 -7
0 0 0 0 1 4

Por tanto, dicho SEL es equivalente al siguiente:

X1 — 2X3 + 3X4 =24
X2 — 2X3 + 2X4 = -7 (7)
X5 = 4

En este caso tenemos cinco incégnitas y tres ecuaciones, por lo que debemos asignar
valores arbitrarios a dos de las incégnitas:a aquellas cuyas columnas correspondientes no
tienen pivote, es decir, X3 y X4.Entonces, poniendo x3 = s, x4 = t, obtenemos como
soluciones las de la forma:

X1 =—24+425—3t, Xp =—7+4+25—2t, X3 =5, Xg4=t, X5 =4

donde s y t son numeros reales cualesquiera que suelen llamarse parametros.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Cuya forma de Hermite, que acabamos de calcular, es

1 0 -2 3 0 -—-24
0o 1 -2 2 0 -7
0 O 0 0 1 4

Por tanto, dicho SEL es equivalente al siguiente:

X1 — 2X3 + 3X4 =24
X2 — 2X3 + 2X4 = -7 (7)
X5 = 4

En este caso tenemos cinco incégnitas y tres ecuaciones, por lo que debemos asignar
valores arbitrarios a dos de las incégnitas:a aquellas cuyas columnas correspondientes no
tienen pivote, es decir, X3 y X4.Entonces, poniendo x3 = s, x4 = t, obtenemos como
soluciones las de la forma:

X1 =—24+425—3t, Xp =—7+4+25—2t, X3 =5, Xg4=t, X5 =4

donde s y t son numeros reales cualesquiera que suelen llamarse pardmetros.En esta
situacion se dice que x3 = s y X4 =t son variables o parametros libres y x;, X2, X5 son
variables dependientes. Esta manera de representar las soluciones se llama forma
paramétrica .
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Cuya forma de Hermite, que acabamos de calcular, es

1 0 -2 3 0 -—-24
0o 1 -2 2 0 -7
0 O 0 0 1 4

Por tanto, dicho SEL es equivalente al siguiente:

X1 — 2X3 + 3X4 =24
X2 — 2X3 + 2X4 = -7 (7)
X5 = 4

En este caso tenemos cinco incégnitas y tres ecuaciones, por lo que debemos asignar
valores arbitrarios a dos de las incégnitas:a aquellas cuyas columnas correspondientes no
tienen pivote, es decir, X3 y X4.Entonces, poniendo x3 = s, x4 = t, obtenemos como
soluciones las de la forma:

X1 =—24+425—3t, Xp =—7+4+25—2t, X3 =5, Xg4=t, X5 =4

donde s y t son numeros reales cualesquiera que suelen llamarse pardmetros.En esta
situacion se dice que x3 = s y X4 =t son variables o parametros libres y x;, X2, X5 son
variables dependientes. Esta manera de representar las soluciones se llama forma
paramétrica .Dicho SEL es compatible indeterminado.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Cuya forma de Hermite, que acabamos de calcular, es

1 0 -2 3 0 -—-24
0o 1 -2 2 0 -7
0 O 0 0 1 4

Por tanto, dicho SEL es equivalente al siguiente:

X1 — 2X3 + 3X4 =24
X2 — 2X3 + 2X4 = -7 (7)
X5 = 4

En este caso tenemos cinco incégnitas y tres ecuaciones, por lo que debemos asignar
valores arbitrarios a dos de las incégnitas:a aquellas cuyas columnas correspondientes no
tienen pivote, es decir, X3 y X4.Entonces, poniendo x3 = s, x4 = t, obtenemos como
soluciones las de la forma:

X1 =—24+425—3t, Xp =—7+4+25—2t, X3 =5, Xg4=t, X5 =4

donde s y t son numeros reales cualesquiera que suelen llamarse pardmetros.En esta
situacion se dice que x3 = s y X4 =t son variables o parametros libres y x;, X2, X5 son
variables dependientes. Esta manera de representar las soluciones se llama forma
paramétrica .Dicho SEL es compatible indeterminado.El método que hemos seguido parar
resolver este sistema se llama método de Gauss—Jordan



Reduccion por filas. Forma de Hermite

La forma de Hermite de la matriz ampliada de un SEL no solamente permite,
cuando el sistema es compatible, calcular muy facilmente todas las
soluciones del mismo, sino que también nos informa del caracter de dicho
sistema. Se verifican los siguientes resultados:
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

La forma de Hermite de la matriz ampliada de un SEL no solamente permite,
cuando el sistema es compatible, calcular muy facilmente todas las
soluciones del mismo, sino que también nos informa del caracter de dicho
sistema. Se verifican los siguientes resultados:

1) Si la forma de Hermite de la matriz ampliada de un SEL tiene alguna fila
cuyos elementos son todos cero menos el Ultimo que es distinto de cero,
entonces dicho sistema es incompatible. Cuando esto no sucede el sistema
es compatible.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

La forma de Hermite de la matriz ampliada de un SEL no solamente permite,
cuando el sistema es compatible, calcular muy facilmente todas las
soluciones del mismo, sino que también nos informa del caracter de dicho
sistema. Se verifican los siguientes resultados:

1) Si la forma de Hermite de la matriz ampliada de un SEL tiene alguna fila
cuyos elementos son todos cero menos el Ultimo que es distinto de cero,
entonces dicho sistema es incompatible. Cuando esto no sucede el sistema
es compatible.

2) Si el SEL es compatible y todas las columnas de la forma de Hermite de la
matriz de coeficientes del sistema tienen un pivote, entonces el sistema es
compatible determinado con solucion Unica.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

La forma de Hermite de la matriz ampliada de un SEL no solamente permite,
cuando el sistema es compatible, calcular muy facilmente todas las
soluciones del mismo, sino que también nos informa del caracter de dicho
sistema. Se verifican los siguientes resultados:

1) Si la forma de Hermite de la matriz ampliada de un SEL tiene alguna fila
cuyos elementos son todos cero menos el Ultimo que es distinto de cero,
entonces dicho sistema es incompatible. Cuando esto no sucede el sistema
es compatible.

2) Si el SEL es compatible y todas las columnas de la forma de Hermite de la
matriz de coeficientes del sistema tienen un pivote, entonces el sistema es
compatible determinado con solucion Unica.

3) Si el SEL es compatible y en la forma de Hermite de la matriz de
coeficientes del sistema hay columnas sin pivote, entonces las variables
asociadas a dichas columnas son variables libres o parametros y la solucién
general del sistema se expresa en funcion de ellas. El sistema es compatible
indeterminado.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Se llama rango de una matriz el nimero de filas distintas de cero de su
forma de Hermite. Dicho nimero también es igual al de columnas de la forma
de Hermite que tienen un pivote. El rango de una matriz es un nimero menor
o igual que el namero de filas y menor o igual que el nimero de columnas. El
rango de una matriz es cero si, y sélo si, la matriz es la matriz nula.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Se llama rango de una matriz el nimero de filas distintas de cero de su
forma de Hermite. Dicho nimero también es igual al de columnas de la forma
de Hermite que tienen un pivote. El rango de una matriz es un nimero menor
o igual que el namero de filas y menor o igual que el nimero de columnas. El
rango de una matriz es cero si, y sélo si, la matriz es la matriz nula.

Teorema de Rouché—Frobenius. Sean A la matriz de los coeficientes de un
SELy A la matriz ampliada. Entonces:
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Se llama rango de una matriz el nimero de filas distintas de cero de su
forma de Hermite. Dicho nimero también es igual al de columnas de la forma
de Hermite que tienen un pivote. El rango de una matriz es un nimero menor
o igual que el namero de filas y menor o igual que el nimero de columnas. El
rango de una matriz es cero si, y sélo si, la matriz es la matriz nula.

Teorema de Rouché—Frobenius. Sean A la matriz de los coeficientes de un
SELy A la matriz ampliada. Entonces:

1) SirangqA) < rangdA), el sistema es incompatible.

Matrices y Sistemas de Ecuaciones Lineales



Reduccion por filas. Forma de Hermite

Se llama rango de una matriz el nimero de filas distintas de cero de su
forma de Hermite. Dicho nimero también es igual al de columnas de la forma
de Hermite que tienen un pivote. El rango de una matriz es un nimero menor
o igual que el namero de filas y menor o igual que el nimero de columnas. El
rango de una matriz es cero si, y sélo si, la matriz es la matriz nula.

Teorema de Rouché—Frobenius. Sean A la matriz de los coeficientes de un
SELy A la matriz ampliada. Entonces:

1) SirangqA) < rangdA), el sistema es incompatible.

2) SirangdA) = rangdA) y es igual al niimero de incgnitas, el sistema es
compatible determinado.
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ccion por filas. Forma de Hermite

Se llama rango de una matriz el nimero de filas distintas de cero de su
forma de Hermite. Dicho nimero también es igual al de columnas de la forma
de Hermite que tienen un pivote. El rango de una matriz es un nimero menor
o igual que el namero de filas y menor o igual que el nimero de columnas. El
rango de una matriz es cero si, y sélo si, la matriz es la matriz nula.

Teorema de Rouché—Frobenius. Sean A la matriz de los coeficientes de un
SELy A la matriz ampliada. Entonces:

1) SirangqA) < rangdA), el sistema es incompatible.

2) SirangdA) = rangdA) y es igual al niimero de incgnitas, el sistema es
compatible determinado.

3) SirangdqA) = rangdA) y es menor que el nimero de incognitas, el
sistema es compatible indeterminado. En este caso el nUmero de variables
libres es igual al nimero de incdgnitas menos rangdA).
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Existencia y calculo de la matriz inversa

El siguiente resultado nos dice qué matrices cuadradas tienen inversa.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Existencia y calculo de la matriz inversa

El siguiente resultado nos dice qué matrices cuadradas tienen inversa.
Teorema. Sea A una matriz cuadrada n X n. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Existencia y calculo de la matriz inversa

El siguiente resultado nos dice qué matrices cuadradas tienen inversa.
Teorema. Sea A una matriz cuadrada n X n. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) A es invertible, es decir, A tiene inversa.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Existencia y calculo de la matriz inversa

El siguiente resultado nos dice qué matrices cuadradas tienen inversa.
Teorema. Sea A una matriz cuadrada n X n. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) A es invertible, es decir, A tiene inversa.

2) La forma de Hermite de A es la identidad I,,.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Existencia y calculo de la matriz inversa

El siguiente resultado nos dice qué matrices cuadradas tienen inversa.
Teorema. Sea A una matriz cuadrada n X n. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) A es invertible, es decir, A tiene inversa.

2) La forma de Hermite de A es la identidad I,,.

3) El rango de A esigual a n.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Existencia y calculo de la matriz inversa

El siguiente resultado nos dice qué matrices cuadradas tienen inversa.
Teorema. Sea A una matriz cuadrada n X n. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) A es invertible, es decir, A tiene inversa.

2) La forma de Hermite de A es la identidad I,,.

3) El rango de A esigual a n.

Un método para calcular la matriz inversa de una matriz A, consiste en
escribir una nueva matriz C = (A | 1), formada por la matriz A y a su derecha
la matriz identidad I.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Existencia y calculo de la matriz inversa

El siguiente resultado nos dice qué matrices cuadradas tienen inversa.
Teorema. Sea A una matriz cuadrada n X n. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) A es invertible, es decir, A tiene inversa.

2) La forma de Hermite de A es la identidad I,,.

3) El rango de A esigual a n.

Un método para calcular la matriz inversa de una matriz A, consiste en
escribir una nueva matriz C = (A | 1), formada por la matriz A y a su derecha
la matriz identidad I.A continuacién en dicha matriz C se realizan las
transformaciones elementales por filas necesarias hasta que a la izquierda
nos quede la identidad y de esa forma obtendremos la matriz (I | A‘l), es
decir, A~! es la matriz que ha quedado a la derecha.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

323|100 100 2-3 2
324010 |~ 010 -1 3-3
213001 001 -1 1 O
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

3231100 100 2-3 2
3241010 |~({ 010 -1 3-3
213|001 001 -1 1 O
323 2-3 2 2-3 2 323 100
324 -1 3-3|=|-1 3-3 324 | =1010
213 -1 1 0 -1 1 0 213 001
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Determinantes

A cada matriz cuadrada A vamos a asociar un nimero que llamaremos su determinante y
representaremos por det(A) o por |A|. Diremos cémo se calcula el determinante de matrices

2 x 2,y daremos una regla que permite calcular el determinante de matrices cuadradas de
orden n > 2 reduciendo dicho calculo al de determinantes de orden n — 1. Aplicando dicha regla
repetidamente se puede reducir el calculo de cualquier determinante al célculo de
determinantes de orden 2.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Determinantes

A cada matriz cuadrada A vamos a asociar un nimero que llamaremos su determinante y
representaremos por det(A) o por |A|. Diremos cémo se calcula el determinante de matrices

2 x 2,y daremos una regla que permite calcular el determinante de matrices cuadradas de
orden n > 2 reduciendo dicho calculo al de determinantes de orden n — 1. Aplicando dicha regla
repetidamente se puede reducir el calculo de cualquier determinante al célculo de
determinantes de orden 2.El determinante de una matriz 2 x 2 es:

a;p  arz
‘ = apidzz —azeaz

az Az
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Determinantes

A cada matriz cuadrada A vamos a asociar un nimero que llamaremos su determinante y
representaremos por det(A) o por |A|. Diremos cémo se calcula el determinante de matrices

2 x 2,y daremos una regla que permite calcular el determinante de matrices cuadradas de
orden n > 2 reduciendo dicho calculo al de determinantes de orden n — 1. Aplicando dicha regla
repetidamente se puede reducir el calculo de cualquier determinante al célculo de
determinantes de orden 2.El determinante de una matriz 2 x 2 es:

= apidzz —azeaz

Si A es una matriz, representaremos por A;; la matriz obtenida suprimiendo en A lafilai y la
columna j. Si A es una matriz cuadrada de orden n > 2, A;; es una matriz cuadrada de orden
n—1.
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Determinantes

A cada matriz cuadrada A vamos a asociar un nimero que llamaremos su determinante y
representaremos por det(A) o por |A|. Diremos cémo se calcula el determinante de matrices

2 x 2,y daremos una regla que permite calcular el determinante de matrices cuadradas de
orden n > 2 reduciendo dicho calculo al de determinantes de orden n — 1. Aplicando dicha regla
repetidamente se puede reducir el calculo de cualquier determinante al célculo de
determinantes de orden 2.El determinante de una matriz 2 x 2 es:

= apidzz —azeaz

Si A es una matriz, representaremos por A;; la matriz obtenida suprimiendo en A lafilai y la
columna j. Si A es una matriz cuadrada de orden n > 2, A;; es una matriz cuadrada de orden
n — 1.Supuesto que A es una matriz cuadrada de orden n > 2 se define:

det(A) = i ajj (71)i+j det(Aij) 8)
=
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Determinantes

A cada matriz cuadrada A vamos a asociar un nimero que llamaremos su determinante y
representaremos por det(A) o por |A|. Diremos cémo se calcula el determinante de matrices

2 x 2,y daremos una regla que permite calcular el determinante de matrices cuadradas de
orden n > 2 reduciendo dicho calculo al de determinantes de orden n — 1. Aplicando dicha regla
repetidamente se puede reducir el calculo de cualquier determinante al célculo de
determinantes de orden 2.El determinante de una matriz 2 x 2 es:

= apidzz —azeaz

Si A es una matriz, representaremos por A;; la matriz obtenida suprimiendo en A lafilai y la
columna j. Si A es una matriz cuadrada de orden n > 2, A;; es una matriz cuadrada de orden
n — 1.Supuesto que A es una matriz cuadrada de orden n > 2 se define:

det(A) = i ajj (71)i+j det(Aij) 8)
=

El nimero (—1)" det(A;;) se llama adjunto del elemento a; de A, y se dice que la expresion
anterior es el desarrollo del determinante de A por los elementos de lafila i.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Determinantes

A cada matriz cuadrada A vamos a asociar un nimero que llamaremos su determinante y
representaremos por det(A) o por |A|. Diremos cémo se calcula el determinante de matrices

2 x 2,y daremos una regla que permite calcular el determinante de matrices cuadradas de
orden n > 2 reduciendo dicho calculo al de determinantes de orden n — 1. Aplicando dicha regla
repetidamente se puede reducir el calculo de cualquier determinante al célculo de
determinantes de orden 2.El determinante de una matriz 2 x 2 es:

= apidzz —azeaz

Si A es una matriz, representaremos por A;; la matriz obtenida suprimiendo en A lafilai y la
columna j. Si A es una matriz cuadrada de orden n > 2, A;; es una matriz cuadrada de orden
n — 1.Supuesto que A es una matriz cuadrada de orden n > 2 se define:

det(A) = i ajj (71)i+j det(Aij) 8)
=

El nimero (—1)" det(A;;) se llama adjunto del elemento a; de A, y se dice que la expresion
anterior es el desarrollo del determinante de A por los elementos de la fila i.También podemos
calcular el determinante de una matriz desarrollando por los elementos de una columna:
n
det(A) = z ajj (—l)I+J det(Aij) 9)
i=1
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Propiedades de los determinantes

Sea A una matriz cuadrada de orden n > 2. Se verifica que:
1) Si una fila de A es combinacion lineal de otras filas de A, entonces det(A) = 0.

Matrices y Sistemas de Ecuaciones Lineales



Reduccion por filas. Forma de Hermite

Propiedades de los determinantes

Sea A una matriz cuadrada de orden n > 2. Se verifica que:

1) Si una fila de A es combinacion lineal de otras filas de A, entonces det(A) = 0.
2) Si B se obtiene al multiplicar una sola fila de A por un nimero o, entonces
det(B) = adet(A).

Matrices y Sistemas de Ecuaciones Lineales



Reduccion por filas. Forma de Hermite

Propiedades de los determinantes

Sea A una matriz cuadrada de orden n > 2. Se verifica que:

1) Si una fila de A es combinacion lineal de otras filas de A, entonces det(A) = 0.
2) Si B se obtiene al multiplicar una sola fila de A por un nimero o, entonces
det(B) = adet(A).

3) Si B se obtiene al intercambiar dos filas en A, entonces det(B) = —det(A).
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Propiedades de los determinantes

Sea A una matriz cuadrada de orden n > 2. Se verifica que:

1) Si una fila de A es combinacion lineal de otras filas de A, entonces det(A) = 0.

2) Si B se obtiene al multiplicar una sola fila de A por un nimero o, entonces
det(B) = adet(A).

3) Si B se obtiene al intercambiar dos filas en A, entonces det(B) = —det(A).

4) Si B se obtiene al sumar a una fila de A otra multiplicada por un nimero, entonces
det(B) = det(A).
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Propiedades de los determinantes

Sea A una matriz cuadrada de orden n > 2. Se verifica que:

1) Si una fila de A es combinacion lineal de otras filas de A, entonces det(A) = 0.

2) Si B se obtiene al multiplicar una sola fila de A por un nimero o, entonces
det(B) = adet(A).

3) Si B se obtiene al intercambiar dos filas en A, entonces det(B) = —det(A).

4) Si B se obtiene al sumar a una fila de A otra multiplicada por un nimero, entonces
det(B) = det(A).

5) det(A) = det(A!).
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Propiedades de los determinantes

Sea A una matriz cuadrada de orden n > 2. Se verifica que:

1) Si una fila de A es combinacion lineal de otras filas de A, entonces det(A) = 0.

2) Si B se obtiene al multiplicar una sola fila de A por un nimero o, entonces
det(B) = adet(A).

3) Si B se obtiene al intercambiar dos filas en A, entonces det(B) = —det(A).

4) Si B se obtiene al sumar a una fila de A otra multiplicada por un nimero, entonces
det(B) = det(A).

5) det(A) = det(A!).

6) Si B es una matriz cuadrada del mismo orden que A, det(A-B) = det(A) det(B).
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Propiedades de los determinantes

Sea A una matriz cuadrada de orden n > 2. Se verifica que:

1) Si una fila de A es combinacion lineal de otras filas de A, entonces det(A) = 0.

2) Si B se obtiene al multiplicar una sola fila de A por un nimero o, entonces

det(B) = adet(A).

3) Si B se obtiene al intercambiar dos filas en A, entonces det(B) = —det(A).

4) Si B se obtiene al sumar a una fila de A otra multiplicada por un nimero, entonces
det(B) = det(A).

5) det(A) = det(A!).

6) Si B es una matriz cuadrada del mismo orden que A, det(A-B) = det(A) det(B).
7) Una matriz cuadrada se llama triangular superior (inferior) si todos los elementos
por debajo (por encima) de la diagonal principal son nulos. Si A es una matriz triangular
(superior o inferior), el determinante de A es igual al producto de los elementos de su
diagonal principal.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Propiedades de los determinantes

Sea A una matriz cuadrada de orden n > 2. Se verifica que:

1) Si una fila de A es combinacion lineal de otras filas de A, entonces det(A) = 0.

2) Si B se obtiene al multiplicar una sola fila de A por un nimero o, entonces

det(B) = adet(A).

3) Si B se obtiene al intercambiar dos filas en A, entonces det(B) = —det(A).

4) Si B se obtiene al sumar a una fila de A otra multiplicada por un nimero, entonces
det(B) = det(A).

5) det(A) = det(A!).

6) Si B es una matriz cuadrada del mismo orden que A, det(A-B) = det(A) det(B).
7) Una matriz cuadrada se llama triangular superior (inferior) si todos los elementos
por debajo (por encima) de la diagonal principal son nulos. Si A es una matriz triangular
(superior o inferior), el determinante de A es igual al producto de los elementos de su
diagonal principal.

Como det(A) = det(A'), las propiedades anteriores son también validas si en ellas
cambiamos filas por columnas de A.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Teorema. Una matriz cuadrada es invertible si, y sélo si, su determinante es
distinto de cero.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Teorema. Una matriz cuadrada es invertible si, y sélo si, su determinante es
distinto de cero.

Las matrices cuadradas con determinante distinto de cero se llaman
matrices regulares
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Teorema. Una matriz cuadrada es invertible si, y sélo si, su determinante es
distinto de cero.

Las matrices cuadradas con determinante distinto de cero se llaman
matrices regulares

Los determinantes pueden usarse para calcular el rango de una matriz
cualquiera. Si en una matriz suprimimos algunas filas y columnas la matriz
resultante se dice que es una submatriz de la primera.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Teorema. Una matriz cuadrada es invertible si, y sélo si, su determinante es
distinto de cero.

Las matrices cuadradas con determinante distinto de cero se llaman
matrices regulares

Los determinantes pueden usarse para calcular el rango de una matriz
cualquiera. Si en una matriz suprimimos algunas filas y columnas la matriz
resultante se dice que es una submatriz de la primera.

Teorema. Sea A € .#mxn, €l rango de A coincide con el mayor orden de una
submatriz cuadrada regular de A.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Matriz adjunta e inversa. Regla de Cramer

Si A es una matriz cuadrada su matriz adjunta , representada por Adj(A) es
la formada por los adjuntos de sus elementos. Se verifica el siguiente
resultado.
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Matriz adjunta e inversa. Regla de Cramer

Si A es una matriz cuadrada su matriz adjunta , representada por Adj(A) es
la formada por los adjuntos de sus elementos. Se verifica el siguiente

resultado.
Teorema. Si A es una matriz cuadrada regular, entonces su inversa viene
dada por
Al = Adj(A))!
der(a) AIA)
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Si A es una matriz cuadrada su matriz adjunta , representada por Adj(A) es
la formada por los adjuntos de sus elementos. Se verifica el siguiente

resultado.
Teorema. Si A es una matriz cuadrada regular, entonces su inversa viene
dada por
Al = Adj(A))!
der(a) AIA)

Regla de Cramer
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Matriz adjunta e inversa. Regla de Cramer

Si A es una matriz cuadrada su matriz adjunta , representada por Adj(A) es
la formada por los adjuntos de sus elementos. Se verifica el siguiente

resultado.
Teorema. Si A es una matriz cuadrada regular, entonces su inversa viene
dada por
Al = Adj(A))!
der(a) AIA)

Regla de Cramer

Es una forma de calcular mediante determinantes la solucién de un SEL
compatible determinado. Si el sistema, escrito en forma matricial, es

A -x' = b, donde A es una matriz regular, el sistema es compatible
determinado y su solucién viene dada por:

det(Ai) .
Xj = , 1=1,2,...n.
det(A)
donde A es la matriz obtenida al sustituir en la matriz A la columna i por el

vector b.
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