Resumen de conceptos y técnicas comprendidos en el segun-
do examen parcial

Te propongo que repasemos los conceptos y las técnicas de calculo estudiados en el segundo cua-
trimestre. Lee con atencion lo que sigue y no dejes de hacer los ejercicios propuestos, pues los que
tengas que hacer en el examen seran muy parecidos a ellos.

Sucesiones y series de funciones

En este capitulo estudiamos los conceptos de convergencia puntual y uniforme. Como sabgx) el
de convergencia puntude una sucesion de funciongk } que suponemos definidas en un intervalo
I, es el conjuntcC = {xel : {fy(X)} es convergeniey, supuesto qu€ # g, lafuncién limite puntual
de{fn} eslafuncionf:C — R dada porf(x) = lim{ f,(x)} paratodaeC. Se dice también que la
sucesion{ f,} converge puntualmenenC.

Dado un intervald C C, sea3, = sup{| fa(X) — f(x)| : x€ J}. Entonces, sim{Bn} = 0, se dice que
{fn} converge uniformemente en J

En la practica, el estudio de la convergencia puntual se reduce a calcular elnlfm{t&q(k)}, lo

gue suele ser muy sencillo (es frecuente, ademas, que dicho limite sea igual a 0). Mientras que para
estudiar la convergencia uniforme en un intervdJdo que se hace es calcular, con las técnicas
usuales de derivacion, etaximo absolutale | f,(x) — f(x)| enJ. La presencia del valor absoluto

en | f,(x) — f(x)| es incomoda para derivar por lo que conviene quitarlo, lo que casi siempre puede
hacerse. Supongamos qug(x) — f (x)| = fa(x) — f(x), y que elméximo absolutde f,(x) — f(x) en

J se alcanza en un puntpe J. Entonce$, = fn(cn) — f(cn), por lo que sLlngo{ fa(cn) — f(cn)} =0,

hay convergencia uniforme €n

Ejercicio 1. Estudiar la convergencia uniforme B3 y en intervalos de la formia, +«|, (a > 0), de
la sucesion de funciondd,} definidas para todec R por f,(x) = n?xe ",

Solucion. f,(0) =0, y six> 0, limp e fn(X) = X1TMp_e nz(efx)” = 0 (porgue es una sucesion de la
forman‘A™ donde 0< A < 1). Por tanto, la funcién limite puntal(x) = r!’lm{fn(x)} = 0 para todo

+
XeRY.

Estudiemos si hay convergencia uniformeRen Observa qudn(x) > 0, por lo que fo(x) — f(X)| =

fn(X). Ahora, comof/(x) = n?e "X(1—nx), se deduce qug!(x) > 0 para 0< x < 1/n,y f/(x) <0

parax > 1/n. Luego fh(x) < fn(1/n) para todox > 0. Deducimos qué,(1/n) = max{ fn(X) : xe

R{}, y comof,(1/n) = n/e, sucesion que, evidentemente, no converge a 0, concluimos que no hay
convergencia uniforme eR.

Estudiemos si hay convergencia uniforme en un intervalo de la féeraao[, cona > 0. Por lo
antes visto, sabemos que la funcifines decreciente en el intervalb/n, +[. Sean, un ndmero
natural tal quenl0 < a. Entonces, para todo > n,, tenemos quéa, +o[C [1/n, o[, por lo que,
max{ fn(X) : x€ [a,+[} = fn(a). Como Im{ fy(a)} = 0, concluimos que hay convergencia uniforme
ena, +ool.
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Resumen de conceptos y técnic&8 Parcial 2

Ejercicio 2. Estudiar la convergencia uniforme en intervalos de la foionad y [a,+[, (a > 0), de
2nx?

n2x4+1’
Ejercicio 3. Estudiar la convergencia uniforme @h1|, de la sucesion de funcionés$,} definidas
para todax€|0, 1] por fq(x) = —x"logx, y f(0) = 0.

la sucesion de funciondd,} definidas para todee R por f,(x) =

Ejercicio 4. Estudiar la convergencia uniforme en intervalos de la folng y [a, +[, (a > 0), de
la sucesion de funciondd,} definidas para todre R, por f,(x) = nsern(x/n).

Ejercicio 5. Estudiar la convergencia uniforme &j, de la sucesion de funcionés$,} definidas

+ B n-+Xx
para todoxe R por fh(x) = arc tgi1+ ~

Recuerda que, dada una sucesion de funci¢figds podemos formar otrg,F,}, cuyos términos se

obtienen sumandoonsecutivamentks de{ f,}. Es decir,F; = f1, F, = f1+ f2, s = f1 + fo +
n

f3, en generak, = Z fc. La sucesion{FR,} asi definida se llamaerie de término general, fy
la representaremos por el simbo¥p f,. Los conceptos de convergencia puntual y uniforme para

n>1
sucesiones de funciones se aplican igual para series. Asi el campo de convergencia puntual de la

serie Z fn cuyas funcioned, suponemos definidas en un intervéjces el conjuntdC = {xe | :

Z fn(x) es convergenie La Unica novedad es que ahora también podemos considezamelbo

n>1

de convergencia absolutde la serie, que es el conjurto= {x<l : Z |fa(Xx)| es convergentie El
siguiente resultado es el mas util para estudiar la convergencia uniforme y absoluta de una serie.
Criterio de Weierstrass. SeaZ fn una serie de funcionesA/un conjunto tal que para todce A se
tiene que fa(X)| < an, donde la serieZ an es convergente. Entonces f, converge uniformemente

y absolutamente eA. =

Ejercicio 6. Para cada € N seafy: [0,1] — R la funcion dada poif,(x) = (Iogx)2 y fn(O) =0.

1
Estudiese si la serig f, converge uniformemente ¢@, 1] y deddzcase q § gx dx=2 227
0

Solucion. Observa quef, es continua y positiva ef), 1] y se anula en los extremos del intervalo.

Como f/(x) = (nlogx+ 2)x"tlogx, se sigue que en el puntp = exp(—2/n) la funcion f, alcanza
-2
un maximo absoluto €@, 1]. Luego| fn(X)| = fn(X) < fn(cn) = €724/n?y, puesto que la ser'@47

es convergente, deducimos, por el criterio de Weierstrasg dyeonverge uniformemente ¢@, 1].

1
. e, (2 _ X(logx)?
En consecuencia, se verificara qgﬁez fa(x)dx= n_ ffn X)dx. Puesto quez fa(x) = T x
1
1
yjf (X)dx= 2( e (compruébalo integrando por partes), se deduce la igualdad del enunciado.
0
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2n

Ejercicio 7. Calcular la funcion suma de la serie de potenc sﬁ

Solucién.Empezamos viendo para qué valorexde serie dada converge absolutamente. Para ello,
| ‘Zn

ﬂ Puesto que:

aplicamos el criterio del cociente a la seE

X2+ n(2n—1) P n(2n—1)

(n+1)(2n+1) [x= (n+1)(2n+1) x*

deducimos que la serie dada converge absolutametg si 1, es decir, sjx| < 1. Deducimos asi

que] —1,1] es el intervalo de convergencia de la serie. $da-1,1]— R la funcion suma de la
00 2n

. X
serie:f(xX) =y ———.
nZln(Zn -1)
Recuerda que las series de potencias pueden derivarse e integrarse término a término en su intervalo
© 2n—-1

de convergencia. Por tanto, pard < x < 1, f’( 2 ,

9 p Z on 1Y

f”(X) _ oo 2X2n 2 _ - 2(X2)n — 2
1-x2

Puesto qud (0) = f’(0) = 0, deducimos que

X

f'(x) = fﬁdt =log(1+x) —log(1—x)
0

y, por tanto,f(x) = | (log(1+t) —log(1—t))dt = (1+x)log(1+x) + (1—x)log(1— x) para todo

o%x

xe —1,1].

Ejercicio 8. Probar la igualdad;

1 Z)s

K..3K 1_(_1)n+1x3n+3
Solucién. Tenemos quez 1)*x3 =

13 , por lo que integrando esta igualdad en el

intervalo[0, 1], obtenemos
1 1
1 n ( n+1X3n+3
dx= dx
!1+x3 Z 3k+ +! 1+x3

Tomando ahora limites para— «, y teniendo en cuenta que

1
n+lx3n+3

'I 1+x3 X <Of

obtenemos la igualdad pedida. Finalmente, basta calcular una primitiva y evaluar la integral para
obtener la suma de la serie.

(_ 1) n+1X3n+3
14x3

1
3n+4

1
dx < fx3”+3dx:
0
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3n
X
Ejercicio 9. Calcular la funcion suma de la serie de potenc§$n+ 1)—

n 2” .
n(x+3)"
Ejercicio 10. Calcular la funcion suma de la serie de potenc S
n>1
L . 1
Ejercicio 11. Probar la |gualda§f T2 Zb y obtener el valor de la suma de la serie.
0

S L , _ n
Ejercicio 12. Expresar la funcién suma de las series de potengiasx" 1, y Z " 1x por medio
n>1

n
de funciones elementales y deducir el vanrEe—Jrl)

Célculo de derivadas parciales de funciones compuestas

Todo lo que necesitas saber para hacer los siguientes ejercicios es aplicar la regla de la cadena para
calcular derivadas parciales de funciones compuestas. Puedes completar algunos enunciados con las
hip6tesis que creas convenientes en cada caso.

. . Ju
Ejercicio 13. Siu= x*y+y?z3, dondex=rse™!, z=r2ssert, calcular el valor dea—S cuanda = 2,
s=1,t=0.

Ejercicio 14. SeaF (x,y) = f(f(x,y), f(X,y)), donde se supone gdees una funcién diferenciable en
RR?. Aplicando la regla de la cadena, tenemos que:

OF _ofaf ofof (af\* ofof
X Oxox Odyox \ ox Ay ox
Comprueba esta igualdad céfx,y) = x> + 3xy. ¢, Sabes donde esta el error de esta aparente contra-
diccién?
Ejercicio 15. Seaz = z(x+Y,x+ 3). Aplicando la regla de la cadena, tenemos que:

0z 0z0(x+y)  0z9(x+3) 0z 0z

ox 0x O0x dy ox _6x+6y

. 0z . . .
y deducimos qu% =0, lo que, evidentemente, es (en general) falso. ¢ Dénde esta el error?

Ejercicio 16. Prueba que la funcioh(x,y) = f( y2) dondef es una funcion real derivable, verifica

la igualdad

oF
(+y%) —+2xyay 0.

Ejercicio 17. Prueba que la funcioR (u,v) = f(uv, (u?> —Vv?)/2), donde f: R> — R es una funcion
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diferenciable, verifica la igualdad

2 2 2 2
of oF oF
oo (5) + (5) ] = (%) (%)
N - dg , 09
Ejercicio 18. Seag(s,t) = f(s*> —t2,t? —s?). Probar la |gualdatiaf+sat 0.
. 5 2 0z 0z
Ejercicio 19. Seaz=y+ f(x* —y-). Probar qug/— +x— =X
ox oy
Ejercicio 20. Seaz = yf(x? —y?). Probarqut—.;l(g)z(—k)l/g; yzz

f(xy)
Ejercicio 21. Calcula las derivadas parciales de segundo orden de la fuR¢ion) = f g(t)dt.
Xy

2 2

Ejercicio 22. Supongamos qui(u, v) satisface la ecuacion de Lapla%&z— + % =0.Pongamos =
Ju ov du ov .

u(x,y), v=Vv(X,y) y supongamos que. = 3 3y ox Probar que la funcidf(u(x,y),v(x,y))

también satisface la ecuacion de Laplace.

Ejercicio 23. Seaz = f(x,y), y pongamox = u? 4+ V2, y = u/v. Calcular las derivadas parciales de
segundo orden derespecto de las nuevas variablegv.

2
Ejercicio 24. Seap(x,y,z) = /X2 + Y2+ Z2. Probar queai + gj/g + gig = o

Ejercicio 25. Supongamos que una funciéwerifica la ecuacion diferencia% +y3; =0/X2+y2,

Obtener la ecuacion diferencial que satisface la fungi@6) = f(p cosB,p serB). ¢, Cémo son las
funciones que satisfacen la ecuacion diferencial de partida?

Ejercicio 26. Seaz = x f(x+y) + yg(x+Yy) dondef y g son funciones dos veces derivables. Probar
que

Pz P 0z

ox2  “oxoy o0y2

Vector gradiente y plano tangente

En los siguientes ejercicios recuerda quéd sis una funcién diferenciable, definida en una region
deR3, la ecuacion del plano tangente a la superficie de rfiely,z) = ¢, en un puntda,b,c) de

la misma, viene dada pdfif(a,b,c) | (x—a,y—b,z—c)) =0, dondef(a,b,c) # 0 es el vector
gradiente def en el punto(a, b, c) el cual es, como sabes, ortogonal a las superficies de nivel. Si la
superficie viene dada como la grafica de una cierta furg;iéa decir, de la forma= g(x,y), entonces
puedes reducir este caso al anterior sin més que considerar que la flfcia) = g(x,y) — ztiene
como superficie de nivel(x,y,z) = O la gréafica de la funciég.
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Resumen de conceptos y técnic&8 Parcial 6

Ejercicio 27. Escribir las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a cada una de las si-
guientes superficies en el purRgindicado.

Z-2¢-2%-12=0, Py(1,-1,4); z—log(x*+y?) =0, P,(1,0,0)
X+ Y+ —2X+4y+32+1=0, Py(3,4,-3); A—x2—4Z2 =y, Py(0,0,1)
zZ(xy—1) — (x+y) =0, Py(1,2,3); z+€&+2x+2y—x>—y*—3=0, Py(1,1++e1)

Ejercicio 28. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la interseccion del elip-
soidex? + 4y? + 272 = 27 y el hiperboloide? + y* — 222 = 11 en el puntd3, —2,1).

Ejercicio 29. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la interseccion de las
superficiez = xyy x* +y? — 2z =4 en el puntd3, 1, 3). Comprueba el resultado expresando la curva
por sus ecuaciones parameétricas.

Extremos relativos. Derivacion implicita y extremos condicionados
En el siguiente ejercicio todo lo que tienes que hacer es aplicar la teoria de extremos relativos.

Ejercicio 30. Determinar los extremos relativos de las funciones:

f(xy) =2 +6xy? -3 +3y%  f(xy) ( y)—T

f(xy) = 2¢+y>+8x—6y+20; f(xy)=—X+4xy—2y>+1; f(x,y)=cogx)cogy)

f(X,y) = 2X+y+ X2+ xy+y>; f(xy) =x%y?—x%—y?% f(x,y) = xlogy — x

fooy) =2 +y —aC¢ -2y f(xy) =xy(1—x—Vy); f(xy) = —4C +6xCy+3y* — 4y°

Los siguientes ejercicios son de derivacion de funciones definidas implicitamente y extremos condi-
cionados. Te aconsejo que repases la practica que hicimos al respecto.

Ejercicio 31. Estudiar la “curva” logx* +y?) —arctgy/x) = 0 desde el punto de vista de las hipétesis
del teorema de la funcion implicita. Encontrar la ecuacion de la recta tangente en €llpOinto

Ejercicio 32. Estudiar la superficie® 4+ 3x?z = xy desde el punto de vista de las hipétesis del teore-
ma de la funcién implicita. Encontrar la ecuacién del plano tangente a dicha superficie en el punto
(1,4,1).

Ejercicio 33. Calcular las derivadas parciales de primer y segundo orden de la funei@(x,y)
definida implicitamente pa® + ze* +cosy = 0.
Ejercicio 34. Se supone qué es una funcion diferenciable y que la igualdddx—az cy—bz) =0

define azcomo funcién de,y. Probar queag—)z( + b;zl =C.

Ejercicio 35. Supongamos que la igualdg, f (x, z),z) = 0, dondeg, f son funciones diferenciables
de tres y dos variables respectivamente, defineamno funcion dex. Calcular la derivad@ (x).

Ejercicio 36. Calcular las derivadas parciales de segundo orden de la funei@(x,y) dada impli-
citamente por £y + 22°xy— 2z +4zy® — 4= 0, en el puntd2, 1) siendoz(2,1) = 2.
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Ejercicio 37. ¢ En qué puntos de la superfigi@x? 4 64x — 4y? 4 64y + 7> — 768= 0 no estéa definido
el plano tangente?

Ejercicio 38. Supongamos que la igualdidx, y, z) = 0 determina implicitamente funciones diferen-

ciablesx=x(y,z), y =Y(X,2), z= z(x,y). Probar quea%; =-1.

Ejercicio 39. Calcular las derivadas parciales de segundo orden de la fumeidr(x,y) definida
implicitamente porf (x+zy) = 0, donde se supone qdees una funcién de dos variables de clase
c2.

Ejercicio 40. Supongamos que la igualdad

y+z 2
[‘gydt+ [ hydt=0
Xy 3x+y

dondeg y h son funciones reales derivables, defire@mmo funcion implicita de,y. Calcular las
derivadas parciales de primer y segundo orden-de(X,y).

Ejercicio 41. Se supone que las igualdadésty? + 7% = 3 y X2 + 3xy— 2z = 0, definen funciones

implicitasy = y(x), z= z(x) tales quey(1) = —1, z(1) = 1. Calcular el Iimiteikqw.
X— —

Ejercicio 42. El planox+y+z = 24 corta al paraboloide= x>+ y? en una elipse. Calcula los puntos
mas altos y mas bajos de dicha elipse.

Ejercicio 43. Determinar y clasificar los extremos de la funcifyx,y, z) = z sujetos a la restriccion
g(X,Y,2) = z+ €@ +2x+ 2y — X2 —y2 —3=0.

Ejercicio 44. Determinar y clasificar los extremos @éx,y, z) = y? + 42 — dyz— 2xz— 2xy sujetos a
la restriccion 224 3y? + 622 = 1.

Ejercicio 45. Determinar los puntos sobre la cuny = 2 méas préximos al origen.

Ejercicio 46. Hallar el punto de la recta interseccion de los planesy = 2 y x— 2z = 4, que esta
mas préximo al origen.

Ejercicio 47. Hallar los extremos absolutos déx,y) = x* 4 3y? en el circulox® — 2x+y? — 3 < 0.

Ejercicio 48. Hallar los extremos absolutos de la funcibix,y) = x> +y? en el recinto limitado por
las cuatro rectag= +1+x.

Ejercicio 49. Hallar los extremos absolutos de la funcibfx,y) = x> — 2xy+ 2y en el rectangulo
definido por las desigualdadesd&X < 3,0y < 2.

Ejercicio 50. Hallar los extremos absolutos de la funciffx,y) = 48xy— 32x® — 24y? en el rectan-
gulo0<x<1,0<y< 1.

Ejercicio 51. Hallar los extremos absolutos de la funciffx,y) = x?y*(1—x—y) en la regién dada
porK ={(x,y) : [x| +y| < 1}.
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Ejercicio 51. Hallar el volumen maximo de una caja rectangular situada sobre el ¥Mmpie tiene
un veértice en el origen y el vértice opuesto pertenece al plarod§ + 3z = 24.

Ejercicio 52. Hallar el volumen maximo de una caja rectangular situada sobre el ¥Mmpie tiene
un vértice en el origen y el vértice opuesto pertenece al parabaeioé+ 4y? = 4.

Ejercicio 53. Calcular el volumen de la caja rectangular mas grande, de lados paralelos a los planos
coordenados y cuyos vértices estan sobre el elipsoftie 96y? + 422 = 36.

Ejercicio 54. Calcula los puntos de la superfioig?z® = 2 que estan mas cerca del origen.

Ejercicio 55. Calcular los valores maximos y minimos absolutos @ey) = (x? 4 2y?) e Y enel
discox? +y? < 4.

Ejercicio 56. Calcular los valores méximos y minimos de la funcidm,y,z) = xyzen el conjunto
K={(xY,2) : x>+ 4y>+ 922 < 3}.

Ejercicio 57. Calcular el mayor valor dé(x,y,z) = xy?Z® en la esfera® +y? + 22 = 1.
Ejercicio 58. Una particula de masa se mueve sobre la superficféx,y,z) = 0. Seanx = x(t),
y =Yy(t), las coordenadasey de la particula en el tiemgo

a) Calcular el vector velocidady la energia cinéticK = %m v 2.
b) Calcular el vector aceleraci@n

Ejercicio 59. Calcular y clasificar los puntos criticos de la funcia z(x,y) definida implicitamente
por 2 +2y° + 72+ 8xz—z+8=0.

Ejercicio 60. Calcular y clasificar los puntos criticos de la funcia z(x,y) definida implicitamente
por 5¢ + 5y2 + 522 — 2xy— 2xz— 2yz— 72=0.

Ejercicio 61. Calcular y clasificar los puntos criticos de la funcia z(x,y) definida implicitamente
porx®+y3+ 72 —3x—3y+z+4=0.

Ejercicio 62. Calcular los valores maximo y minimo de la funcib(x,y, z) = xyzcuando el punto
(x,y,2) pertenece a la curva definida por la interseccion del plapg +z= 0y la esfera? + y> +
Z-1=0.

Ejercicio 63. Calcular las dimensiones de una caja rectangular sin tapadera de volumen gla€lo
tenga minima superficie lateral.

Integrales dobles y triples

Como sabes, €@ C R?, es un“conjunto de tipo I, es decir, puede ser descrito de la forfha-
{(xy) :xel Ag(x) <y< h(x)} dondel C R es un intervalo yg, h son funciones reales definidas en
I, entonces:
h(x)
ﬂ f(x.y)d(x.y) =f f f(x y)dy| dx
Q

I a(x)
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Anéalogamente, s C R?, es un“conjunto de tipo 11", es decir, sQ = {(x,y) :yeJAd(y) < x <
Y(y)} donded C R es un intervalo y, Y son funciones reales definidaslemntonces:

[freomsy- |

d(y)

Con frecuencia es posible descrif¥de las dos formas indicadas y habra que elegir la que facilite en
mayor medida los calculos.

w(y)
f(x,y)dx| dy

Anélogamente, si un conjunid C R3 puede representarse en la forla= {(x,y,2) : (x,y) €Q A
g(x,y) < z< h(x,y)}, dondeQ es la proyeccion dé sobre el planY, y g, h son funciones reales
definidas e, entonces:

oz~ Jf | T iyao e

Naturalmente, ef®® hay méas posibilidades, pero la idea es siempre la misma: se obtiene primero la
proyeccién de\ sobre uno de los ejes o sobre uno de los planos coordenados, y para cada punto fijado
en dicha proyeccién se obtiene el conjunto de los puntos gige lo proyectan. Si, por ejemplo, la
proyeccion deA sobre el ejeOZ es un intervalal, y para cadac J esA; = {(X,y) : (X,Y,2) € A},

entonces:
([ Foex 2o j{ﬂfxy, ]dz
A

Fijate que el orden en que efectuemos las integrales iteradas no importa. Estos resultados son conse-
cuencia del importante teorema de Fubini que estudiaras el préximo curso. Otro resultado muy Util
para calcular integrales multiples es el teorema del cambio de variables que establece la siguiente
igualdad:

{] foendixy) = [{ £(o(uv))|detdp (u,v)[d(u,v)
Q A

donded es un difeomorfismo déa sobreQ.

Ejercicio 64. Calcular en cada caso la integral de la funcféen el conjuntdA.

a) f(x,y) = x+2y; Aes la region acotada por las parabolas2x?, y = 1+ x2.

b) f(x,y) = xy; A es la region acotada por la regta- x— 1 y la parabola? = 2x + 6.

c) f(x,y) = x?y?; Aes la region acotada por las hipérbotgis- 1, xy=2 y las rectay = x/2,y = 3x.
(Sugerencia: hacer un cambio de variables apropiado)

e) f(x,y) =x+y+1; Aeslaregion acotada por las recyasx=1,y—x= —1,y+x=1,y+x=2.
(Sugerencia: hacer un cambio de variables apropiado)

f) f(xy) = X& Aes el cuadrado de vérticéd 2), (1,1), (2,2),(2,3).

Ejercicio 65. Calcular el volumen del sélido acotado por el plare 0y el paraboloide = 1 —x? —

y2.

Ejercicio 66. Calcular el volumen del conjuntdx,y,z) : 0 < z< x2 +y? < 2x}.
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2

2
Ejercicio 67. Calcular el volumen limitado por el paraboloide elipt%o+

y _ _
6= zy el planoz=7.
Ejercicio 68. Calcular la integral dé (x,y,z) = v/x2+ Z2 en el conjuntdA acotado por el paraboloide
y=Xx?+7°y el planoy = 4.

Ejercicio 69. Calcular la integral dé (x,y, z) = exp(x® +y? + 22)%?2 en la bola unida® = {(x,y,2) :
X2 +y?+ 22 < 1}.

Ejercicio 70. Calcular el centroide de una lamina que ocupa la parte del disco de centro 0 y radio
gue esta en el primer cuadrante del plano.

L - X2 Y2 Xy
Ejercicio 71. Calcularff VXyd(x,y), dondeD es el dominio acotado por la cur ai + 3) = %
D

gue esta en el primer cuadrante.

2 | Va-x2 2
Ejercicio 72.Calcularf f f (X% +y?)dz| dy| dx.

-2 |_\/4=x2 /32 1y?

Ejercicio 73. Calcula, por medio de una integral triple, el volumen de la piramide limitada por los
planosx=0,z=0,x=2y, X+ 2y+z= 2.

Ejercicio 74. Calcula, por medio de una integral doble y un cambio de variable apropiado, el area de
la region acotada por las dos elips@s- 4y? = 4, x? + 4y? = 16.

Ejercicio 75. Calcula, por medio de una integral doble y un cambio de variable apropiado, el area de
la regién del primer cuadrante definida por

Ged) <t

dondea, b, h, k son constantes positivas. Sugerenkia:ap co$ 0,y = ap serf 6.

Ejercicio 76. Calcular el volumen de la region limitada por los dos elipsoides

2 2 2 2 2

X 2 X z—cC
7+L+7=L 7+L+( S _
a o az c

Ecuaciones diferenciales

Ejercicio 77. Una funcion tal qud (tx,ty) =t"f(x,y) se llamahomogéneae gradm.
a) Prueba que 4i es una funcién homogénea de gradpdiferenciable se verifica

of(xy)  0f(xy)
X ox + ay

=nf(xy)

b) Prueba que la ecuacién diferendrik, y)dx+ Q(x,y)dy= 0, dondeP y Q son funciones homogé-

neas tiene a(x,y) = como factor integrante.

XP(X,y) +yQ(X,Y)
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c)Resuelve la ecuacioyfdx+ (x> — xy—y?)dy = 0.

Ejercicio 78. Encuentra la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales sabiendo que
admiten un factor integranfede la forma indicada:

a) (3y? —x)dx+2y(y’ —3x)dy=0, H(xy) = (x+y)

b) (5%% —4xy—y)dx+ (3y—x*—2x)dy=0, W(X,y) =6(x*—y)

c) (€ +y*—1)dx—2xydy=0, u(x,y) = (y* —x°)

Ejercicio 79. Halla una curva que pase por el puri®?2) y que verifique que la pendiente de su
tangente en cada punto sea igual a la ordenada del punto aumentada en tres unidades.

Ejercicio 80. Hallar una curva tal que la pendiente de de su tangente en cada pumoeesss la
pendiente de la recta que une dicho punto con el origen de coordenadas.

Ejercicio 81. Hallar una curva tal que la tangente en cada p(xty) de la misma corte al efoY en
el punto(0, 2xy?).
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