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Capitulo 1

Introduccion

La extension de la Teoria de Campos de temperatura cero a temperaturas y densidades
finitas es un paso natural que se produjo hace medio siglo [1, 2, 3, 4]. La Teoria de Campos a
Temperatura y Densidad Finitas (TCTDF) [5, 6, 7], se desarrollé a partir de la Teor{a Rela-
tivista de Muchos Cuerpos, y constituye una amalgama de Teoria de Campos y Mecénica
Estadistica. Es aplicable en aquellos problemas de la fisica tedrica de particulas que tienen
caracteristicas de muchos cuerpos. A nivel tedrico se necesitan formulaciones apropiadas
del problema térmico, para el cual se disponen de varios formalismos. Dos ejemplos son el
formalismo de Tiempo Imaginario y el de Tiempo Real [8]. A pesar de la larga experiencia
acumulada en este campo, muchos de los problemas planteados inicialmente atn siguen
abiertos.

Muchos son los logros de la TCTDF y se esperan muchos més. Por una parte permite
estudiar las teorias ya existentes mas alla del contexto en el que inicialmente fueron creadas.
Esto significa explorar las propiedades de la materia en condiciones extremas, con altas
temperaturas y densidades. Un ejemplo de esto es la teorfa de QCD [9], que se cred como
un intento de desarrollar una teoria fundamental de las interacciones fuertes. La TCTDF
aplicada a QCD [10] predice que cuando la temperatura y las densidades aumentan, existe
una transicién a una fase en la que los quarks y gluones estan deconfinados (fase de des-
confinamiento del color). TCTDF predice, por tanto, la existencia de un plasma de quarks y
gluones que, de hecho, deberia existir en los primeros instantes del universo, de acuerdo con
los modelos cosmoldgicos actuales. Esto tiene importantes consecuencias en el campo de la
astrofisica, ya que la transicién de fase podria haber jugado un papel muy importante en la
formacion de materia oscura. Otro campo donde la TCTDEF esta dando frutos importantes
es en el contexto de las colisiones de iones pesados a muy alta energia. El hecho de que la
transicion de fase de QCD ocurra a temperaturas no excesivamente altas T, ~ 200 MeV
hace que estas condiciones se puedan estudiar en el laboratorio. Existen estudios impor-
tantes de esta nueva fase de la materia en laboratorios actuales [BNL Relativistic Heavy
Ion Collider (RHIC)] [11] y es previsible que se continten posteriormente en futuras insta-
laciones: Large Hadron Collider (LHC) en el CERN, y Schwerionen-Synchrotron (SIS 200)
en el GSI. Finalmente, un tercer lugar donde pueden surgir tales condiciones extremas es
en el interior de estrellas de neutrones, donde la densidad es superior a la densidad nuclear.
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Existen distintas técnicas para estudiar el comportamiento de QCD en funcién de la
temperatura y la densidad. Estas técnicas se pueden agrupar en tres categorias diferentes:
los métodos perturbativos, los modelos efectivos de QCD en el reticulo y los métodos
semiclésicos (instantones) [10].

1.1. Cromodinamica Cuantica

La Cromodindmica Cuéntica (QCD, Quantum Chromodynamics) fue desarrollada al
comienzo de los anos setenta y responde al intento de mucha gente de crear una teoria
fundamental que dé cuenta de las interacciones fuertes [12, 13, 14]. Se trata de una teoria
cuantica de campos renormalizable. Sus campos fundamentales son espinores de Dirac que
describen particulas de espin 1/2, llamados quarks, y campos gauge correspondientes a
particulas de espin 1, llamados gluones. Al contrario que QED (Quantum Electrodynamics)
que es una teorfa abeliana, QCD es una teorfa gauge no abeliana basada en el grupo gauge
de color SU(NV,), de modo que constituye una generalizacién de la teorfa de QED para el
electromagnetismo. Tanto los quarks como los gluones, que son las particulas intermediarias
de la interaccion fuerte, llevan asociada una carga, llamada color. Como resultado los
gluones pueden interaccionar consigo mismos y con los quarks. QCD viene descrita por el
siguiente lagrangiano

Ny
£ = —550(FE) + 300" Dyt mog. (1)
i=1
Du:au+Aua FMV:[DIMDV]7
donde A, = AjT, son los campos de los gluones, F},, = F{ T, es el tensor Field Strength de
SU(N.,), T, son los generadores hermiticos de SU(NN,) y ¢; son campos de quarks de varios
sabores. La teoria viene parametrizada por una tnica constante de acoplamiento g y por los
parametros m; correspondientes a la masa desnuda de los quarks. La evidencia experimental
indica que hay tres grados de libertad de color (N, = 3), llamados tradicionalmente rojo,
verde y azul, y seis sabores de quarks (Ny = 6). Los quarks de tipo up, down y strange
son relativamente ligeros, mientras que charm, bottom y top son pesados.

Gran parte del éxito de la teoria reside en su habilidad para reproducir el compor-
tamiento casi sin interaccién de los quarks a muy cortas distancias [15]. Esta propiedad de
la teoria, que se conoce como libertad asintética, explica el escalamiento aproximado que se
observa en las colisiones profundamente inelasticas de leptones con hadrones [16, 17]. QCD
también parece consistente con mucha de la fenomenologia existente sobre las interacciones
fuertes, como la simetria quiral aproximada, la nocién de confinamiento de color o ciertos
modelos de hadrones como el bag o el string.

La teoria de QCD presenta varias simetrias. En primer lugar es invariante bajo el
grupo de simetria local SU(N,), lo cual implica por ejemplo que la masa de los quarks es
independiente de su color. Cuando la masa de los quarks es igual a cero, el lagrangiano
de QCD (1.1) es invariante bajo el grupo de simetria global SU(N¢),XSU(Ny)g, €l cual
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se suele designar como grupo de simetria quiral [18]. Ademads existe una simetria global
U(1)p relacionada con la conservacién del nimero bariénico y una simetria global axial
U(1)a.

Los generadores del dlgebra quiral son conservados y seria de esperar que las particulas
formaran multipletes degenerados correspondientes a las representaciones irreducibles de
este grupo. Pero no existe evidencia de que exista esta estructura de multipletes tan amplia,
lo cual lleva a la idea de que la simetria SU(Ny), x SU(Nf)g estd espontaneamente rota.
A temperatura cero, o en general a baja temperatura, el estado fundamental de la teoria
rompe espontaneamente esta simetria al grupo SU(Ny)y

SU(N;) x SU(N)r 222 SU(N)y . (1.2)
De acuerdo con el teorema de Goldstone esta rotura de la simetria implica la existencia de
N7 — 1 bosones de Goldstone pseudo-escalares sin masa. Para Ny = 2 estos son los tres
piones 7, 7~ y 7’, y para Ny = 3 tenemos, ademds de los anteriores, los cuatro kaones
K+, K=, K%y K° y el mesén 7. La rotura de esta simetria conduce ademés a la aparicién
de condensados de quarks de la forma (gg) # 0. Podemos pensar en (gg) como en un
parametro de orden que caracteriza la rotura de la simetria quiral. Cuando la temperatura
se incrementa por encima de un cierto valor T, la simetria se recupera y el condensado de
quarks se hace cero.

1.2. Simetria del centro y transicion de fase de QCD

En gluodinamica pura, esto es en ausencia de fermiones, la teoria presenta una simetria
global extra asociada al centro Z(N.) del grupo gauge de color SU(N,). En el formalismo
de tiempo imaginario, la simetria Z(N,) es generada por la accién de transformaciones
gauge locales que son periddicas en la variable temporal, salvo un elemento arbitrario del
centro

U1)T,Z)==2U(0,),  z=e?m/Ne, (1.3)

La transicion a la fase de desconfinamiento puede verse como la rotura espontanea de la
simetria del centro a temperaturas suficientemente altas. Un parametro de orden natural
para la simetria Z(N,) es el valor esperado del loop de Polyakov,! que se define como

c

1 -
L(T) = (P(F.T)) = <Ftrc7' (e dwvo<wo>)> | (1)
donde ( ) indica valor esperado en el vacio, tr. es la traza en espacio de color (en repre-
sentacion fundamental), y 7 indica ordenacién a lo largo del camino de integracién. Ay es
la componente temporal del campo gluénico (en tiempo euclideo). Bajo una transforma-
cién gauge con simetria del centro, el loop de Polyakov transforma P — 2P, de modo que

'En esta memoria se hard uso en ocasiones de una terminologia anglosajosa para algunas palabras, y se
evitard su traduccién con el fin de que el lector pueda identificar estos conceptos en la bibliografia. "Loop
de Polyakov’ puede traducirse como ’bucle de Polyakov’.
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en la fase en que la teoria presenta la simetria Z(N.) (fase de confinamiento del color), el
loop de Polyakov necesariamente vale cero. En la fase de desconfinamiento esta simetria
estara espontaneamente rota, y eso vendra caracterizado por un valor no nulo para el loop
de Polyakov. Célculos recientes muestran que en una teoria gluénica pura con N, = 3 esta
transicién ocurre a una temperatura critica 7, ~ 270 MeV [19], y se trata de una transiciéon
de primer orden.

Fisicamente el promedio térmico del loop de Polyakov en la representacion fundamental
determina la energia libre relativa al vacio de un unico quark,

e T @/T — (P(£,T)), (1.5)

y la funcién de correlacién de dos loops de Polyakov conduce a la energia libre de un par
quark-antiquark,

e~ Fu@DIT — (p(7, TYPH(F,T)) . (1.6)

La renormalizacién del loop de Polyakov es un problema que hoy en dia esta abierto [20].
Recientemente se ha desarrollado un método para renormalizar el loop de Polyakov en el
reticulo [21, 22], y consiste basicamente en el calculo de la energia libre a partir de la funcién
de correlacién de dos loops de Polyakov, ec. (1.6). Los datos que se obtienen muestran un
comportamiento que difiere claramente del predicho por teoria de perturbaciones [23] en
la regién cercana a la transicion de fase, de modo que los efectos no perturbativos parecen
ser dominantes en esta zona de temperaturas.

Un punto importante es qué efectos produce la inclusion de fermiones en una teoria
gauge pura. En el caso de QCD, cuando se anaden quarks en la representacién fundamental,
la simetria del centro Z(N,.) se rompe explicitamente, y el loop de Polyakov no sirve, en
principio, como parametro para caracterizar la transicion de desconfinamiento. Una de las
consecuencias es la modificacion de las condiciones en que se produce la transicion de fase.
En concreto, los quarks tienden a suavizar la transicién, de tal modo que en la teoria SU(3)
se convierte en una transicién de fase de segundo orden [22].

En cuanto a la simetria quiral, ésta se encuentra espontaneamente rota a baja tem-
peratura, pero por encima de un cierto valor se recupera. El pardmetro de orden local en
este caso es el condensado de quarks (Gq), que es diferente de cero a baja temperatura,
donde la simetria quiral esta rota, y cero por encima de la transiciéon de fase quiral. Por
tanto, desde un punto de vista tedrico la transicién de fase de QCD consiste en realidad en
dos transiciones de fase distintas, que podemos llamar transicién de desconfinamiento de
color y transicion de restablecimiento de la simetria quiral. Las simulaciones de QCD en el
reticulo sugieren que, cuando se consideran fermiones sin masa, las dos transiciones tienen
lugar a la misma temperatura, al menos en el caso de potencial quimico cero [24]. En este
caso la temperatura de restablecimiento de la simetria quiral es T,. ~ 155 — 205 MeV, donde
el valor preciso depende del nimero de sabores. Cuando se consideran masas fisicas para
los quarks la situacién no esta completamente clara. Para valores moderados de la masa,
la transicién quiral no tiene un parametro de orden bien definido, y no se produce una
transicion de fase pura sino inicamente un cambio rapido (crossover).
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Obviamente, es de esperar que todos estos fenémenos de QCD a temperatura finita
sean consistentes con invariancia gauge. La invariancia Lorentz se rompe explicitamente
en calculos a temperatura y densidad finitas, debido a que existe un sistema de referencia
privilegiado, que es el bano térmico, y que se supone en reposo; no obstante, la invariancia
gauge permanece como una simetria exacta. En cdlculos concretos en teoria de pertur-
baciones, la conservacion de la invariancia gauge a temperatura cero se consigue con un
niumero finito de términos, sin embargo a temperatura finita es necesario considerar un
numero infinito de términos, lo cual obligaria en un principio a hacer un tratamiento no
perturbativo.

1.3. Teorias quirales efectivas

Actualmente los grados de libertad hadrénicos se vienen tratando con teorias quirales
efectivas en las cuales un ingrediente basico son los bosones de Goldstone generados en la
rotura espontanea de la simetria quiral de QCD [25, 26]. La aproximacién por excelencia
es la Teorfa Quiral de Perturbaciones (TQP) [25, 27]. Existen otras aproximaciones que
se basan en la construccién de modelos de quarks quirales como el modelo sigma [28] o el
modelo de Nambu—Jona-Lasinio (NJL) [29, 30, 31].

La TQP se fundamenta en la construccion de un lagrangiano efectivo invariante quiral
como desarrollo en potencias de los momentos externos de los campos y de la masa de
los quarks. Este lagrangiano debe satisfacer ciertos requisitos de simetria como invariancia
gauge, invariancia Lorentz (a temperatura cero), paridad y conjugacién de carga, y se
escribe en términos de constantes de baja energia que se corresponden con funciones de
Green de QCD. Los valores de estas constantes no pueden ser determinados a partir de
argumentos de simetria exclusivamente.

Los modelos de quarks quirales aspiran, como TQP, a constituir una aproximacion de
la dindmica de QCD no perturbativa a baja energia. Estos modelos hacen uso explicito
de grados de libertad de quarks. El modelo de Nambu—Jona-Lasinio ha sido muy utilizado
en el pasado y aun se sigue utilizando. Las interacciones efectivas de cuatro fermiones del
modelo NJL representan cierta aproximacion a QCD. Sin embargo, desde un punto de vista
tedrico ain no esta claro de qué modo estas interacciones de cuatro quarks surgen de QCD.
En el caso de dos sabores uno de los mecanismos podria ser las llamadas interacciones de
't Hooft, que consisten en la interaccién de quarks a través de los modos cero de instantones
32].

1.4. Heat kernel y accién efectiva

La accion efectiva, una extension a teoria cuantica de campos del potencial termodinami-
co de mecéanica estadistica, juega un papel tedrico muy importante pues esta relacionada
con cantidades de interés fisico. A un loop tiene la forma c¢Trlog(K), donde K es un
operador diferencial que controla las fluctuaciones cuanticas cuadraticas sobre un fondo



10 Capitulo 1: Introduccién

clasico. Esta magnitud sufre algunas patologias matemaéticas, tales como divergencias ul-
travioletas y multivaluacién. Por ello resulta 1til expresar la accion efectiva mediante la
representacién de tiempo propio de Schwinger?

> d < d
—cTrlog(K) = c/ T e K = c/ —T/detr<x]eTK|x). (1.8)
o T

0 T

Al contrario que la accién efectiva, el heat kernel (o méas concretamente su elemento de
matriz) (z|e”™®|z) es univaluado y finito en la regién ultravioleta para valores positivos
del parametro de tiempo propio 7.

El heat kernel fue introducido por Schwinger [33] en teorfa cudntica de campos como una
herramienta para regularizar divergencias ultravioletas de un modo que preserve invariancia
gauge. El heat kernel y su desarrollo han sido aplicados también en el estudio de densidades
espectrales e indices de operadores de Dirac (D) [34, 35] en términos de operadores de Klein-
Gordon (D'D), para el calculo de la funcién ¢ [36, 37] y anomalias de estos operadores [38],
para definir la accién efectiva de teorias gauge quirales [39], para el efecto Casimir [40], etc.
El heat kernel se puede calcular perturbativamente haciendo un desarrollo en potencias del
tiempo propio. En la presente memoria va a constituir una herramienta fundamental para
el calculo de las diferentes teorias efectivas que vamos a considerar.

1.5. Estructura de la tesis
Esta tesis esta estructurada del siguiente modo:

En el capitulo 2 se considera el heat kernel a temperatura cero, y se construye su gene-
ralizacién a temperatura finita, dentro del formalismo de tiempo imaginario. Con objeto
de conseguir un desarrollo que preserve la invariancia gauge orden por orden, haremos uso
de una generalizacién a temperatura finita del método de los simbolos [41], que permite
calcular de un modo sencillo el desarrollo de una funcién en términos de operadores locales
y covariantes gauge. Esto va a conducir a la definicién del loop de Polyakov (sin traza),
que es un objeto covariante gauge, y que aparece de manera natural en el desarrollo. El
calculo se hace para un gauge general y en presencia de campos escalares que pueden ser
no abelianos y no estacionarios.

En el capitulo 3 se considera la teoria gauge SU(N,.) de QCD, y se calcula su accién
efectiva a nivel de un loop en el régimen de temperaturas grandes, haciendo uso del resul-
tado del heat kernel del capitulo 2. Se calculan por separado el sector gluénico y el sector
de quarks, y se hace un estudio de cémo los quarks rompen explicitamente la simetria

2La traza funcional de un operador A se define
TrA = /dDJ: tr(z|Alz), (1.7)

donde D es la dimensién del espacio-tiempo y tr indica traza en espacio interno (color, sabor, Dirac, etc).
A lo largo de la tesis haremos uso de esta definicién.
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del centro Z(N.). Esta rotura se va a manifestar en que algunos de los minimos absolu-
tos degenerados que presenta el potencial efectivo de la teoria como funcion del loop de
Polyakov van a dejar de serlo, y se van a convertir en puntos estacionarios (minimos o
méximos locales). A temperaturas suficientemente grandes esta justificado considerar una
teoria efectiva dimensionalmente reducida, pues lo modos de Matsubara no estaticos de
los campos gauge se hacen muy pesados y desacoplan de la teoria. Dentro del proble-
ma de reduccion dimensional obtendremos la estructura del lagrangiano dimensionalmente
reducido.

En el capitulo 4 se hace un estudio fundamentado de los datos del loop de Polyakov
renormalizado en la fase de desconfinamiento de color, obtenidos en el reticulo. Se estudian
las contribuciones no perturbativas existentes, en el marco de un modelo fenomenologico
que las describe como generadas por condensados gluénicos invariantes BRST.

En el capitulo 5 se aborda la problematica que presenta el tratamiento estandar de
los modelos de quarks quirales a temperatura finita. Discutimos el acoplamiento del loop
de Polyakov de color con los quarks, y calculamos el lagrangiano quiral efectivo a bajas
energias, con una prediccién para las constantes de baja energia. Se estudian asimismo
las implicaciones que tiene este modelo, sobre la transiciones de fase quiral y de desconfi-
namiento de color.

El capitulo 6 esta dedicado a estudiar los efectos de curvatura sobre varios modelos de
quarks quirales: Quark Constituyente, Georgi-Manohar y Nambu—Jona-Lasinio. En con-
creto, se estudia el acoplamiento de la gravedad en estos modelos de un modo que evite
la introduccién de nuevos campos aparte de los del caso plano y la métrica. Se estudia el
tensor energia-impulso a bajas energias que se obtiene, con valores concretos para las cons-
tantes de baja energia estandar y una prediccién para las constantes asociadas a términos
no métricos con contribucién de curvatura.

En el capitulo 7 se hace un estudio de la estructura de la accién efectiva del modelo
quark espectral acoplado con gravedad. Por una parte se considera la contribucién anémala,
y por otra la parte no-anémala, con una prediccién para las constantes de baja energia. Se
estudian los resultados del modelo en el esquema de dominancia vectorial, y se compara
con el calculo en el limite de N, grande en la aproximacion de una inica resonancia.

Por 1ltimo, en el capitulo 8 se presentan las conclusiones de la memoria.
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Capitulo 1: Introduccién




Capitulo 2

Desarrollo del Heat Kernel

El desarrollo del heat kernel! [33, 39] se usa frecuentemente en el contexto de los méto-
dos de integrales de caminos para integrar grados de libertad externos de un modo no
perturbativo. El resultado es un desarrollo en los campos que corresponden a aquellos gra-
dos de libertad que no han sido integrados. Esto quiere decir que el desarrollo del heat
kernel proporciona una teoria de campos efectiva. Los términos del desarrollo se clasifican
de acuerdo con su dimensién.

Nuestro objetivo en este capitulo consiste en disenar un método que permita mantener la
invariancia gauge a temperatura finita de forma manifiesta orden por orden en el desarrollo
dimensional. Para ello aplicaremos una técnica conocida como método de los simbolos,
que fue desarrollado a temperatura cero [42] y extendido posteriormente a temperatura
finita [41]. Hay que notar que el tratamiento es inevitablemente complejo pero necesario.

Como motivacion, estudiaremos el potencial macrocanénico de un gas de particulas
libres relativistas, donde el loop de Polyakov se reduce a la fugacidad e, con 8 = 1/T la
temperatura inversa y u el potencial quimico. La idea consiste en respetar la propiedad de
periodicidad de la exponencial bajo cambios periédicos del potencial quimico p — pu—+i277T'.
Aunque este caso es trivial, ayudara a comprender mejor la idea subyacente del método de
los simbolos.

Este capitulo estd basado en las referencias [43, 44].

2.1. Potencial macrocanénico de un gas de particulas
libres relativistas

Como ilustraciéon y motivacion del heat kernel, consideraremos el caso de un gas de
particulas libres relativistas. Por claridad estudiaremos el caso bosénico. La accién euclidea

'Heat kernel puede traducirse como 'Niicleo de la ecuacién del calor’, pues constituye la solucién a esta
conocida ecuacién.

13
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para esta teoria se escribe

Seld] = » / 4P §(a)(~ D2 + m?) () (2.1)

2
donde D = d+1 es la dimensién del espacio-tiempo. Consideramos las siguientes derivadas
covariantes:

1 es un potencial quimico, y el loop de Polyakov correspondiente es € = e¢¥*. La funcién
de particién de esta teoria se calcula facilmente

7 = /DqseSEW = (det(—D2 +m?))". (2.3)

Usaremos aqui el convenio Z = e, donde I' es la accién efectiva. El potencial macro-
canoénico estd relacionado con la accién efectiva a través de I' = 5 Q.. Asi pues, la accion
efectiva se puede calcular a partir del heat kernel del siguiente modo

dr

I'=log det(—Dz +m?) =Tr log(—Di +m?) = —Tr/ —(z|eTCPIEM gy o (2.4)
o T

donde hemos hecho uso de la representacion de Schwinger de tiempo propio. (—Di +m?)
es un operador de tipo Klein-Gordon, que sera definido en ec. (2.16). Si hacemos uso de
ec. (2.45), con la definicién de la funcién ¢, dada en ec. (2.46), sustraemos la parte de
temperatura cero (que corresponde a considerar ¢, — 1), y se realizan las integrales,
finalmente llegamos al resultado estdndar [6]

ddxddk —B(wr— —B(w,

N es el nimero de especies y wy, = VvV k% + m?. El efecto de introducir otros campos externos
puede ser tenido en cuenta mediante los sucesivos érdenes del desarrollo del heat kernel
(ec. (2.45) corresponde al primer orden).

2.2. Método de los Simbolos

Consideremos un operador genérico

]/C\: f(MvDu)v (26)

construido con M y D,, en un sentido algebraico, esto es, es una combinacién lineal (o serie)
de productos de M y D, con coeficientes que son c-ntimeros. D, es la derivada covariante

Dy = 0y + Au(z), (2.7)
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A, (z) es el campo gauge y M (x) denota una o varias funciones matriciales de = que re-
presentan otros campos externos diferentes de los campos gauge. El método de los simbo-
los [41, 42] permite calcular de un modo sistemdtico los elementos diagonales del ope-
rador (2.6).

Consideraremos la siguiente normalizaciéon para los estados con posiciéon y momento

bien definidos .
(zlp) =e®,  (plp) = 2m)Ps(p— 1), (2.8)

y la relacién de completitud

dPp
1= [ Gslnl (29)

D es la dimension del espacio-tiempo. Denotaremos por |0) el estado de momento cero, el
cual satisface

o) =1, B0} =I5 =0, (00} = [ s 2.10)

En nuestra notacién p, es real, [ d”p indica integracién esténdar en R” y d(p — p/) es
la funcién delta correspondiente. p? significa p,p,. Si consideramos el elemento diagonal
(x| f(M,D,)|z), se tiene

I OLDI) = [ Gl 0D, )

dD NP NP
_ / #@mmewew FOM, D) e p) . (2.11)

En la primera igualdad hemos introducido la relaciéon de completitud (2.9). Teniendo en
cuenta que el operador posicion 7 es el generador de las traslaciones en momentos, tenemos
las siguientes transformaciones de semejanza

e D, €7 = Dy+ipy, € M(z) e = M(x), (212)

o en general para fA, construida en sentido algebraico con M y D,

e PTf(M,D,)e" = f(M,D, +ip,). (2.13)
Basta considerar (z]e® = e?* (x| y e"#%|p) = |0) en (2.11) para obtener la férmula del
método de los simbolos
dPp .
GO D,e) = [ b el 01D, + i )10). 214

Al elemento (z|f(M, D, +ip,)|0) se le denomina simbolo de f. v es en realidad una matriz,
pues M y D, son operadores en espacio interno (color, sabor, Dirac, etc ). El problema
con (2.14) reside en que la covariancia gauge no se manifiesta de manera explicita cuando
se usa una base en momentos. En efecto, |0) (o mds generalmente |p)) no es covariante
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bajo transformaciones gauge locales. Por otra parte, el miembro derecho de la igualdad en
ec. (2.14) es explicitamente invariante bajo transformaciones de tipo boost

D, — D, +a,, (2.15)

donde a, son c-ntimeros constantes. Esto se debe a que el cambio en a, puede ser com-
pensado mediante un cambio similar en la variable de integracién p,. Esta propiedad es la
condicién necesaria y suficiente para que exista covariancia gauge, pues implica que en un
desarrollo de f en los operadores, D, debe de aparecer sélo en el interior de conmutadores.

2.3. Desarrollo del Heat Kernel a temperatura cero

En esta seccion aplicaremos el método de los simbolos para el calculo del heat kernel.
Consideramos el operador de Klein-Gordon?
2
K=M(z)-D,. (2.16)
El heat kernel se define como el operador e~ "¥. Nosotros estamos interesados en el célculo
del elemento de matriz con puntos coincidentes (z|e”™¥|z). A 7 se le denomina pardmetro
de tiempo propio. Este objeto resulta en general dificil de calcular, y en la practica interesa

estudiar su comportamiento cuando 7 es pequeno. El heat kernel admite un desarrollo
(asintético) en serie de potencias de 7 alrededor de 7 = 0. Usando la notacién estandar

K1 = .
(zle |$>—an:0an(x)7a (2.17)

donde los coeficientes a,(x) son conocidos como coeficientes de Seeley-De Witt [45, 46, 47],
y son operadores locales construidos con una combinacién lineal de productos de M(x) y
D,,. Puesto que el heat kernel es covariante gauge, la expresién (2.17) debe ser covariante
gauge orden por orden. El heat kernel e=™¥ no tiene dimensiones si asignamos dimensiones
de masa —2, +1, +2 a 7, D, y M, respectivamente. Por tanto, el desarrollo en potencias
de 7 es equivalente a un contaje de las dimensiones de masa de los operadores locales.

La aplicacién de (2.14) conduce a

—7(M—D2) _ d"p —T(M=(Dutipu)?) ()
(zle Wla) = (%)D(ﬂfle 0)

d"p —rp? —r(M—D2-2ip,D,)
= (27r)De (zle n==Pun)|0) (2.18)

Notar que p, es un c-nimero, de modo que conmuta con todos los operadores. En este
punto consideramos el desarrollo de la exponencial. Hasta O(4) en dimensiones de masa

2En este capitulo haremos uso de una métrica euclidea.
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de los operadores locales se tiene®

dD
<x|e—T<M—D3>|a;>:/ D o= (2] Ao + Ay + Ao+ Ay + Ay + -+ 10), (2.19)

(2m)P
donde
Ay = 1,
Ay = 2itp,D,,
Ay = —7(M — DZ) — 27'2pupl,DuDl,,
Ay = —¢T2pﬂ({DM, MY —{D,, Dz}) . i%T?’ple,paD#Dl,Da ,
A, = %2<M2 — (D2, M} + Dﬁ)
—%Spup,, ({M,D,D,} + DMD, ~ (D2, D,D,} — D,D2D,)
—l—gTd‘puprapﬁDuDyDaDg ) (2.20)

3

Se ha usado la notacién estandar para el anticonmutador: {A, B} = AB+ BA. En general,
las integrales que aparecen son del tipo

de 2 1 1
-TP i1 " M = 61 1919, 11 2.21
/(27T)De pl p2n (47_‘_7_>D/2 (27—)7’1 12 2n—1%12n ( )
1 1 5
(4mT)P/2 (27’)”( iz

<+ 04y _1in, + (permutaciones)),

donde 9;,;,..i,, €s el producto sin normalizar y completamente simétrico de 2n deltas de
Kronecker (es decir, (2n — 1)!! términos). La integral en ec. (2.21) con un ntimero impar de
p’s vale cero. Tras integrar en momentos, inicamente sobreviven los términos con dimensiéon
de masa par

1
(4rT)D/2

(zle T M=P|g) =

<x‘1 —T™M
oLy 2.9 1 4 1 2, 1 2
‘l— T §M — g{Du,M}— EDMMDM—{—DM—{—E( NDV) +§DMDVD,U«
+O(6)‘O> . (2.22)
Notar que el término 272p,p, D, D, ha cancelado el término TDZ en ec. (2.20), después de

integrar en momentos. Notar que cada orden del desarrollo esta formado por un ntimero
finito de términos. La invariancia del heat kernel bajo la transformacién (2.15) implica que

3Como se verd més adelante, el contaje en T es equivalente al contaje en dimensiones de masa tinicamente
después de integrar en momentos.
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en ec. (2.22) solamente podran aparecer términos con derivadas D, dentro de conmuta-
dores. En efecto, el cambio D, — D, + a, no tiene efecto cuando D, estd dentro de un
conmutador, pero da cuenta de las contribucién procedente de términos con D, fuera de
conmutadores. Esto significa que los tinicos términos que sobreviven son los multiplicativos
en el espacio de posiciones.* Como ejemplo, se puede comprobar que

{D:, M} = [D,,[D,, M]] + 2[D,,, M|D,, + 2M D7, . (2.24)

Los términos 2[D,, M|D,, y 2M D?, no contribuirdn en el desarrollo. El resultado final que
se obtiene hasta O(4) en dimensiones de masa es

1
(4mT)P/2

(1 —TM + 72 (%MQ — lMW 4+ 1lp > + 0(73)> . (2.25)

—7(M—-D?2) —
<$|€ * |$> 6 12 v

Al pasar de ec. (2.22) a (2.25) hemos quitado (x| |0) por la propiedad (2.23). En lo sucesivo
utilizaremos la siguiente notacién. El tensor de fuerza se define como F,, = [D,, D, ], y del
mismo modo el campo eléctrico es F; = Fp;. Ademas, la notacion ﬁu significa la operacién
[D,,, ]. Por tltimo decir que usaremos una notacién con subindices del tipo X4, lo que
significa ﬁuﬁ,jﬁaX = [D,,[Dy, [Da, X]]]. Por ejemplo, My, = ﬁgM, Fow = lA)aFW.

Los coeficientes de Seeley-DeWitt estan calculados en la literatura. Las expresiones
explicitas para los coeficientes a,(z) del desarrollo (2.17) hasta orden n = 3 son [39, 48]

a = 1,
ay = —M,
1, 1 1,
ap = M" =My + 5k,
1M3+1{MM}+1M2 =y, 1[F M, 1{MF2}
a = —= Ta Ta  AA vy~ A v vl T 5A ) v
3 6 12V Tl T e g e 60" M 30 p
1 1 1 1 1
-——F,MF,, +—F* — _—F,F,.F,, +—F? —{F,,, Foouw . (2.26
60" * “+45 pras gt H v 180 ““”+6(){“’ p} - (2.26)

El desarrollo del heat kernel se usa frecuentemente para el calculo de la accion efectiva, y
en este caso resulta necesario calcular la traza del heat kernel Tr e ™M =Di) | A temperatura
cero los coeficientes con traza b, (z) se definen simplemente como

Tr <e_T(M_D5)> = m niog / dPxtr (b, (z)) 7" (2.27)

*M(z) y [Dy,D,] son operadores multiplicativos, mientras que D2 no lo es. Si h es un operador
multiplicativo en espacio de posiciones, h|z) = h(x)|z), se tiene

(z|h]0) = h(z). (2.23)



2.4 Desarrollo del Heat Kernel a temperatura finita 19

Una propiedad importante es que el coeficiente a,, se puede obtener a partir de una variacion
en primer orden de b, ;. En efecto, por la propia definicion del heat kernel se tiene que

> 1 0 >
—r(M-D2)| .\ _ _* —7(M-D2)
(xle |z) 5 (x)Tr (e ) . (2.28)

Si hacemos uso del desarrollo en ambos miembros de la igualdad, a temperatura cero
encontramos
)

anp(r) = ————trb x). 2.29
Hay cierta libertad en la eleccién de los coeficientes b,,. Por supuesto, con tomar b, = a,
serfa suficiente. No obstante, es conveniente explotar la propiedad ciclica de la traza y la
integracion por partes con el fin de obtener expresiones mas compactas. Haciendo uso de
estas dos propiedades, a temperatura cero se encuentra la siguiente forma canodnica para
los coeficientes

by = 1,
by = —M,

1 1
by = —M?*+ —F?
2 SRR TR

1 1 1 1 1

by = —-M*— —M?— —F,MF,, — —F% + —F,F,oFa.,.. 2.30
° 6 12 e T gt M e T g P g F : (2:30)

2.4. Desarrollo del Heat Kernel a temperatura finita

Es posible extender el método de los simbolos con objeto de realizar calculos a tempera-
tura finita [41].

En el formalismo de tiempo imaginario la coordenada temporal estd compactificada
a un circulo, de modo que el espacio-tiempo de D = d 4+ 1 dimensiones tiene topologia
Mgy = St x M. Las funciones de onda para bosones son periddicas en la direccién
temporal con periodo f3, la inversa de la temperatura, y antiperiddicas para fermiones.
Con objeto de que M y D, sean operadores bien definidos en el espacio de Hilbert de
las funciones de onda con grados de libertad espacio-temporales e internos, M(z) y A,(z)
deben ser funciones peridédicas en x.

En este formalismo usaremos la siguiente normalizacion

(z|p) = €™, (plp') = Bbpop, (2m)*5(7 — 7). (2.31)

La relacién de completitud es

_1 d'p
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La frecuencia toma los valores de Matsubara py = 27n /3 para bosones y py = 27(n+ %) /3
para fermiones. El método de los simbolos se escribe en este formalismo®

1 dp .
<ﬂﬂMDM@=B%;/@ﬂAﬂW%DmeW% (2.3)

Notar que |0) es periddico en la direccién temporal, de modo que la informacién de si
estamos trabajando con bosones o fermiones se encuentra ahora contenida en los valores
que toma py.

2.4.1. Desarrollo del Heat Kernel: un caso simple

La aplicacién practica del método de los simbolos a temperatura finita resulta bastante
mas complicada que a temperatura cero. Con objeto de introducir los conceptos de ma-
nera gradual, vamos a considerar el heat kernel, y estudiaremos su desarrollo en un caso
simple. Trataremos el caso en el que no exista potencial vector, el potencial escalar sea
indenpendiente de 7, y el término de masa sea un c-nimero constante:

Ax) =0, Ag=Ay(x), Mz)=m?, [m? ]=0. (2.34)

El resultado serd el término de orden cero de un desarrollo en conmutadores [D,,, |y [M, |
del caso general. La aplicacién del método de los simbolos (2.33) conduce a

MW%»zég/

2
—Tm
€

1 T i 2
= Gy g 2l ). (235)
Po

<x|6—7(m2+172—(Do+ip0)2) 10)

ddp
(2m)

Notar que después de la transformacién D; — 0; 4 ip;, el operador D; = 0; puede hacerse
cero pues actuard sobre |0).

La suma sobre frecuencias de Matsubara implica que el operador %Zm eT(Dotip)? g
una funcién periédica de Dy con periodo i27/3, y por tanto es una funcién univaluada de
e BP0 En efecto, si hacemos uso de la férmula de Poisson para la sumatoria,’ se tiene

1 . 2 1 2122

— T(Do+ipo)? _ k_—kBDo ,—k232 /AT

52.¢ G 2 () e e (2.37)
Po keZ

°La demostracién de (2.33) es similar a la realizada en la sec. 2.2 para el caso de temperatura cero.
6La férmula de Poisson para la sumatoria es:

S = Y { / h de@)emM}. (2.36)
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(4 para bosones y fermiones, respectivamente). En este momento estamos en condiciones
de hacer uso de la siguiente identidad operatorial [41]

ePe=PPo — O (1), (2.38)

donde Q(x) es la linea de Wilson térmica o loop de Polyakov sin traza:

zo+03
Q(z) =T exp (—/ Ag(xg, T) dx6> (2.39)
Zo
[7 indica ordenacién temporal.] Si bien es esta seccién estamos tratando el caso simple de
ec. (2.34), la definicién (2.39) es valida para un potencial escalar general Ay(z). El loop de
Polyakov surge aqui como la diferencia de fase entre traslaciones temporales covariantes
y no covariantes gauge alrededor del tiempo euclideo compactificado. Fisicamente, el loop
de Polyakov se puede interpretar como el propagador de particulas pesadas en el fondo
del campo gauge. La identidad (2.38) es trivial si uno elije un gauge en el cual Ag es
independiente del tiempo (este gauge siempre existe), pues en este caso los operadores
Q=e P Dy, Ayy 0y conmutan entre si. Esta identidad es covariante gauge y es vélida
en cualquier gauge.”

Un punto importante es que el operador de traslacién en tiempo euclideo, 5% no tiene
otro efecto que producir el cambio xy — xg + 3 y esta operacion es la identidad en el
espacio de funciones periédicas en que estamos trabajando

PP =1, (2.40)

(incluso en el caso fermidnico, ya que después de aplicar el método de los simbolos las
derivadas actiian sobre los campos externos y no sobre las funciones de onda de las particu-
las). Llegamos asi al resultado importante de que en este espacio

e PP = Q(a), (2.41)

esto es, siempre y cuando el operador diferencial Dy aparezca de manera periddica (con
periodo 27i/3), puede ser reemplazado por el operador multiplicativo —(1/3) log[Q2(x)].
La multivaluacion del logaritmo no es efectiva debido a la dependencia periddica.

Otro punto importante es que Dy (o cualquier funcién de Dy) actiia como un operador
covariante gauge sobre los campos externos F(xg, ), y por tanto transforma de acuerdo
al grupo de transformaciones gauge locales en el punto (z¢,Z). En particular, el loop de
Polyakov ec. (2.39), que es también covariante gauge, comienza en el instante zo y no en
cero. Esta diferencia seria irrelevante para el loop de Polyakov con traza, pero no en el
contexto de ahora.

El uso de la regla (2.41) en ec. (2.37) conduce a

1 . 2 1 2132

— 7(Do+ipo) - kOk ,—k262 /4T

3 E eT(Dotipo)® _ (4717)1/2 E (£)"Q% . (2.42)
po

kEZ

"En el apéndice A se hace un estudio detallado de las transformaciones gauge a temperatura finita.
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En general se tiene

S i+ Do) = 3 (i = 5 1og(®)). (2.43)

siempre y cuando la sumatoria sea absolutamente convergente, de modo que la suma es
una funcién peridédica de Dy. Por futura conveniencia introduciremos el operador @), que
se define como

Q = ipo + Dy = ipy — %log(ﬂ) : (2.44)

Hay que mencionar que la segunda igualdad se aplica en expresiones de la forma de
ec. (2.43). Las dos definiciones de () no son equivalentes en otros contextos (por ejem-
plo, en 3 f1(Q)X f2(Q), a menos que [Dy, X] = 0.)

El heat kernel en ec. (2.35) se puede escribir como

1
—TK _ m?2 TQ2 —7m?

En la primera igualdad se ha hecho uso de que Q(x) es un operador multiplicativo, de
modo que es aplicable la ec. (2.23). En la segunda igualdad se ha aplicado la definicién de
las funciones ¢, (€2), que apareceran con frecuencia en lo sucesivo:

on(7/8%) = (4mr)? % Z:T”/QQ%TQ2 , Q=1ipy— %log(Q) : (2.46)

Notar que para cada funcién existe una version bosénica y otra fermidnica, y las dos
versiones estan relacionadas por el cambio 2 — —€2. Como se ha indicado, estas funciones
dependen sélo de la combinacién 7/3% y son funciones univaluadas de 2. En el limite de
temperatura cero la suma sobre p, se transforma en una integral gaussiana

1 B—oo [ dpo

y se tiene

v [ED =1 par),

nl((50) = { i 0 (n impar) . (2.48)
Como se puede ver en la expresién (2.42), para un valor finito de 3 las correcciones de 7
pequeno son de orden e /AT menor, y por tanto estan exponencialmente suprimidas. La
misma supresion exponencial existe para las correcciones de temperatura pequena cuando
se considera un valor finito de 7. Ya sea en el limite de temperatura cero o de tiempo propio
cero, unicamente queda el modo k = 0.

Como motivacion del heat kernel, en la seccion 2.1 se calculé el potencial macrocanénico
de un gas de particulas libres relativistas, que constituye una aplicacién simple de los
resultados obtenidos en esta seccion. En vista de ecs. (2.2) y (2.5), es importante subrayar
la relacion entre el potencial quimico p y el loop de Polyakov. El potencial quimico se
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acopla al potencial escalar Ay(z) como una constante aditiva. Puesto que es constante, u
no contribuye a los operadores locales, ya que Ag(x) sélo aparece a través de la derivada
covariante 130. Notar que si el loop de Polyakov no existiera en las férmulas, ;1 no apareceria
en la funcion de particién, lo cual obviamente constituye un resultado incorrecto. Asimismo
hay que destacar que la dependencia periddica del heat kernel en log {2 conduce al hecho
bien conocido de que la funcién de particién es periédica en S con periodo 27i (condicién
de consistencia debido a su acoplamiento con el operador de carga cuantizado). El loop
de Polyakov aparece pues, como una generalizacién del factor e# para campos gauge no
abelianos y no constantes.

2.4.2. Coeficientes del desarrollo del Heat Kernel a temperatura
finita

En esta seccion consideraremos el desarrollo del heat kernel a temperatura finita en
el caso totalmente general de campos gauge no abelianos A,(x) y términos de masa no
triviales M (x).

En primer lugar es necesario especificar el contaje del desarrollo. Como vimos en sec. 2.3,
a temperatura cero el desarrollo se define en potencias de 7 [después de extraer el factor
geométrico (4777')(d+1)/ %]. Este contaje en 7 es equivalente a un contaje en las dimensiones
de masa de los operadores locales.

A temperatura finita existe una magnitud dimensional adicional, 3, de modo que los dos
contajes no van a ser equivalentes y es necesario especificar un desarrollo concreto. Como
veremos mas adelante un desarrollo estricto del heat kernel en potencias de 7 conduciria
al mismo desarrollo asintotico que a temperatura cero. Con objeto de extraer correcciones
de temperatura finita no triviales ordenaremos nuestro desarrollo de acuerdo con las di-
mensiones de masa de los operadores locales. Asignaremos dimensiones de masa 0, +1, 42
a ), D,y M, respectivamente. Consideraremos ademas un desarrollo en el cual el loop de
Polyakov €(z) aparezca a la izquierda en todos los términos, lo cual es una cuestion de
eleccién (de manera equivalente, se podria definir un desarrollo con €2(z) a la derecha). Esto
es necesario pues el conmutador de € con otros operadores genera conmutadores [Dg, | que
tienen dimensién 1 en nuestro contaje. Estas especificaciones son suficientes para definir
de manera univoca el desarrollo del heat kernel para un grupo gauge genérico, de tal modo
que la invariancia gauge sea manifiesta orden por orden.

El desarrollo asi definido, en el cual cada término contiene funciones arbitrarias del loop
de Polyakov pero s6lo un niimero finito de derivadas covariantes (incluyendo derivadas tem-
porales), constituye una extensién natural del desarrollo estandar en derivadas covariantes
a temperatura cero. Los términos estaran ordenados en potencias de 7 pero con coeficientes
que dependen de 7/3% y Q:

—T —D? 1 n
(z]e"™M=D)|g) = Wza}f(;p)f . (2.49)

De la definicién se deduce directamente que para una configuracién general el término de
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orden cero es precisamente

ag () = o(Q); 7/6%) (2.50)
que fue calculado en la subseccién 2.4.1. Esto es debido a que cuando el caso particu-
lar (2.34) es introducido en el desarrollo general, todos los términos de orden mayor, con
una o mas [D,, | o m?, se anulan.

El método que vamos a proponer para el calculo del desarrollo del heat kernel a tem-
peratura finita hace uso de los coeficientes de Seeley-DeWitt a temperatura cero. La idea
consiste en aplicar la férmula del método de los simbolos (2.33) en la dimensién temporal
unicamente, lo cual conduce a

1
(@le ) = 5 Do, FleTOETED
Po

O, f> s Q = ipo + D(] . (251)

Se puede definir el operador de Klein-Gordon efectivo
K=Y-D? Y=M-Q?*, (2.52)

donde Y juega el papel de un término de masa no abeliano. Podemos hacer uso del de-
sarrollo del heat kernel a temperatura cero en d dimensiones (espaciales) con ese operador
efectivo ya que el término de masa ), a pesar de contener derivadas temporales (en @),
no contiene derivadas espaciales, de manera que actia como un operador multiplicativo
en el espacio de Hilbert espacial. La aplicacién directa de este argumento daria lugar al
desarrollo

y-?)

1 > ~
(zg, T]e 0,7) = ()i > an (D, V)7, (2.53)
n=0
donde los coeficientes an(ﬁi, Y) son polinomios de dimensién 2n construidos a partir de
y D; = [D;, ]. Los 6rdenes mas bajos corresponden a la ec. (2.26), pero considerando la
sustitucién del término de masa M por el nuevo término de masa efectivo ), v los indices
solo corren en la dimension espacial.

Notamos que para reproducir el primer orden en ec. (2.49), al (z) = po(Q(x)) ~ €7@,
seria necesario obtener el desarrollo a todos los 6rdenes en ec. (2.53), pues €™ 1o es un
polinomio en Q. Esta es la razén por la cual ec. (2.53) introducida en ec. (2.51) no resulta
util. La manera correcta de proceder sera extraer desde el principio la contribucion eTQQ,
lo cual nos llevara a definir un nuevo conjunto de coeficientes polinémicos a,,

=, —7(M—Q?*-D? = 1 - TQ% ~ N1
<ZE0,ZL”6 (M=Q"=D7) 0;$> = W Z@ Q an(Q2,M, DZ)T . (254)
n=0

Consideremos la sustitucién de Q% por Q% + X donde A un c-ntimero constante. Es claro
que los coeficientes @, no deben cambiar, y por tanto en @, el operador Q? debe aparecer
s6lo dentro de conmutadores de la forma [Q?, ]. Para calcular los coeficientes @, debemos
tener en cuenta la relacion

o0

> 4Dy, V)" = > 4,(Q% M, D))" (2.55)
n=0

n=0
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El método consiste en partir del desarrollo de la izquierda de la ecuacién (2.55) e ir movien-
do los operadores Q? hacia la izquierda haciendo uso de conmutadores [@?, | (por ejemplo
MQ@? = Q*M — [Q?, M]). Al final se llega a una situacién en la que existen dos clases de
términos: (i) términos en que todos los operadores Q? estdn dentro de conmutadores y (ii)
términos con factores @Q* no saturados a la izquierda (esto es, con Q? fuera de conmuta-
dores). Los términos del tipo (i) se corresponden con el desarrollo » 7 @, 7". Los del tipo
(ii) se pueden identificar con el miembro derecho de la ecuacién cuando se realiza un de-
sarrollo de la exponencial e™@” y se consideran érdenes mayores que el primero. Siguiendo

esta técnica, hasta a, se tiene

o, = 1,
C~ll = _M7
1 1 1 1 1
a = —M2 - —Mn’ —F2 - 2 M - 2 i - 256

Una vez que hemos construido por este procedimiento los coeficientes a,, el siguiente paso
consiste en redefinir ec. (2.54) como un desarrollo en potencias de M, D; y Dy. Para ello
debemos expresar [Q?, | que aparece en el desarrollo, en términos de [Q, | = [Dy, | = D.
Se usa la siguiente propiedad:

Se trata de mover todos los @’s hacia la izquierda, de modo que apareceran operadores
Dy. Al final los operadores () fuera de conmutadores quedaran todos a la izquierda. Para
ao se tiene:
. 1 5, 1 1 5, 1 1 5, 1 1

Notar que en ay existen dos tipos de contribuciones: aquellos términos con una ) a la
izquierda, y aquellos que no la tienen. En nuestro contaje, estos dos tipos pertenecen
a ordenes diferentes: dimension de masa tres y cuatro, respectivamente. Cuando as es
introducido en ec. (2.54) (queda multiplicado por el factor e™@”) y después en ec. (2.51)
(suma sobre frecuencias de Matsubara), se obtienen las siguientes contribuciones

_ 1 1 1 1 1 1 1
az — o(£2) (§M2 - gMu + EFE — 5 Moo + 3 7+ anu') T 1 () (MO - gEu) 2,
(2.59)

donde se ha hecho uso de la definicién de ¢, (2), ec. (2.46).

Como vemos cada coeficiente de heat kernel a temperatura cero ay en ec. (2.53) con
dimension de masa 2k permite obtener un coeficiente correspondiente a. Este coeficiente
va a dar contribucién, en general, a varios coeficientes de heat kernel a! (con dimensién de
masa 2n). Las diferentes contribuciones se deben a que pueden existir ciertos factores de @)

a la izquierda de cada término que no actiian como Dy, de modo que son adimensionales.
Por tanto para un valor de k dado, los valores de n permitidos deben satisfacer n < k, y la
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igualdad corresponde a términos que tienen todos los ()’s dentro de conmutadores. Podemos
encontrar una cota inferior para n si vemos que el nimero maximo de [@?, |’s en a;(k > 0)
es k — 1, y por tanto éste va a ser el nimero maximo de @)’s fuera de conmutadores que
queden a la izquierda. Esto conduce a la condicién k£ < 2n — 1. Adema&s notemos que un
factor Q° va a dar lugar a un coeficiente ,(Q) en aX. En suma, para el calculo de los
coeficientes de heat kernel térmicos vamos a tener el siguiente esquema

ag ~ Gy~ poag

a, C~L1 ~ QOO(I{

ag ~ ag~ %ag + 901a§/2

az ~ az~ poay + golag/g + paay

ag ~ Qg ~ oty + 901a$/2 + paaz + 903a5T/2

as ~ G5~ Poas + P1ags + P05 + P3a7s + Paay

ar ~ Qg ~ Poay + P10{ 1y T PR-10(ki 2 (2.60)

Esta mezcla de términos no ocurre a temperatura cero, no obstante no puede ser evitada
a temperatura finita. Vemos que a () no se le podria asignar dimensién de masa 1 ya que
la suma sobre las frecuencias de Matsubara py no converge para un polinomio en (). Si
po se cuenta con dimension cero pero Dy siempre con dimension 1 la invariancia gauge se
perderia. En suma, el hecho de considerar () adimensional y Dy con dimension 1 es un
pequeno precio que hay que pagar para tener un desarrollo covariante gauge orden por
orden.

Del esquema anterior se deduce que para calcular los coeficientes de heat kernel térmicos
completos hasta al debemos buscar contribuciones hasta as. Como regla general, para al
van a existir contribuciones de ag, n < k < 2n — 1, excepto para aj el cual sélo recibe la
contribucién trivial de ag. En particular al, aparte de la contribucion que reciba de ags,
solo requiere términos Y, con n = 2,3,4 en a4(Dl, Y)yn=4>5en a5(Dl, V).

Haciendo uso de este método se han calculado los coeﬁc1entes de heat kernel térmicos
hasta dimensién de masa 6. Los resultados son los siguientes:

T
ay = %o,
T
ajp = 0,
T
(11 - _()OOM,

_ 1
a2T = Yo aszo + E%(E’? + Eoi; — 2My) ,

1 1 1
asy = 3 (201 + 3) Mooo + 6901M0n' 3% (2Mo M + M M) (2.61)
1 11 1
= M;, E; M, E;i}) — | 5 = Eooii — 571z
+gen (0B + (4 Bad) — (o1 + 390 ) B = yonFy
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5 2 1 4 1
(= — EyE; — E;Ey + — E s Fii
(6901 + 5903) 0 (2901 + 15903) 0i T 30901[ i)

1 1
- <10F02]E]+ 15F13F02]> )

_ 1_ 1 1
a?; = Yo a?,: 0 _ (ZQOQ 10 ) MOOOO — @(pg (3M00m 15MO0M — 5MM00 — 15M02

+4{M, E?} + 2E;M E; + 4M Eq;; + 6 Eo;; M + 4M; Eo; + 6 Eo; M;
+TMoE;; + 3E; My + 6 Mo, E; + 4EiM0i>

3 1 1 1 1
FEoooi FEoiii 0, — =0, | Eooils
+ (20902 15@4) 000 T 60902 0iijj (2902 5904) 00

7 1 19 4
5 E,E 5 B2
+(30% 107 > 00 + (30(’02 157 > 0i

1

+— =0 Dy (2{13,, Ejji} + 4{E;, E;j;} + 5E;, + AE}, + 4Fyi; E; — 2E; Fyiij — 2Eoi; Fy;
—[Eij, Foi;) — 4E0i Fyji 4 2F;5Eo; + 28 F By 4+ 2{E; E;, Fij } + TFooi Fyj

+3F, Fogij + 8F02U> .

En estas formulas a =Y indican los coeficientes a temperatura cero que aperecen en ec. (2.26).
Por conveniencia hemos introducido las funciones auxiliares

4 (=2)"

2 By =0 — =Pa, een. Bop = Q0 — —————9 . (2.62
P2 =90t 202, Py=0— g0, Tl Ll G ST (2.62)

que se anulan en el limite 7/3% = 0. Con nuestro criterio para calcular el desarrollo del heat
kernel a temperatura finita conseguimos ordenar las derivadas de manera que las espaciales
son las que actian primero y las temporales son las mds externas. Esta eleccion es dptima
de cara a calcular la traza de los coeficientes Tral(z), pues por la propiedad Dy = 0,

los términos de la forma ¢, Xy no contribuyen en la traza, como puede verse después de
integrar por partes.

2.4.3. Traza de los coeficientes de Heat Kernel

En ec. (2.27) se definieron los coeficientes de heat kernel con traza a temperatura cero.
A temperatura finita podemos definir de manera similar los coeficientes con traza bl (x)

1 o0 ﬁ
—r(M—-D2)\ _ d T n
Tr (e ) (T @072 nEZO/O dxg/d x tr(b, (x))1", (2.63)

donde bl presenta una estructura mds simple que al. Vamos a elegir una forma canénica
para estos coeficientes en la cual las funciones de Q estén situadas a la izquierda de los
operadores locales covariantes gauge. Ademas de la integracion por partes y propiedad
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ciclica de la traza, deberemos trabajar con conmutadores del tipo [ X, f(£2)] (en particular
Df(9),

Veamos cuales son las reglas de conmutacién. Consideremos dos operadores cualesquiera
X e Y,y f una funcién genérica. Entonces el conmutador [X, f(Y)] admite el siguiente
desarrollo en conmutadores

X fY)] = f’(Y)[YX]+ f”( )Y, Y, X]] = ;, DY, Y. [V, X)) +
- Z n' f(” Dy (X)), (2.64)

donde Dy = [Y, ]. Para probar esto es suficiente con probar que se cumple para funciones
del tipo f(Y) = e, donde X es un c-nimero, ya que el caso general se obtiene por
descomposicién de Fourier. En este caso, el miembro derecho de (2.64) es

(-1
( ') Ae )\YDn (X) _ 6/\Y (G—ADY o 1) X — 6>\Y (G—AYXBAY o X) — [X, GAY] ’ (265)
n:
1

n=

que coincide con el miembro izquierdo. En esta demostracion hemos hecho uso de la iden-
tidad e”¥ X = e¥ Xe ", que es bien conocida.

Particularicemos al caso en que f sea una funcién de Q (por ejemplo ¢, (£2)). Con f™
vamos a denotar su derivada n-ésima con respecto a la variable —log(2)/3. Entonces de
estas férmulas se obtiene

1 1
(X, fl=—f"Xo+ §fNX00 - gf(?’)Xooo + (2.66)

En el caso de operadores X = D, tendremos

Dof =0, (2.67)
1 1
Dif = —f'Ei+ §f//E0i B ﬁf(g)Eom' +o (2.68)

La propiedad (2.67) se podrfa deducir directamente de DoS2 = [Dy, )] = 0. Estas férmulas
implican que a temperatura finita, al contrario que a temperatura cero, la propiedad ciclica
de la traza mezcla términos de érdenes diferentes. Esto es debido a que Dy tiene dimensiones
de masa, mientras que ) es adimensional. Asi, por ejemplo ¢(£2) es de dimensién cero
y D; es de dimensién uno, mientras que Dmo(Q) contiene términos de todos los érdenes,
comenzando con dimensién 2. Para aplicar estas reglas de conmutacién a al vamos a

necesitar ademas la relacién

90;1 = \/;(n(pnfl + 2(Pn+1) ) (269)

que se deduce facilmente a partir de la definicién de ¢,, en ec. (2.46).
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La integracién por partes, la propiedad ciclica de la traza y estas reglas de conmutacion
nos van a permitir escribir expresiones mas compactas para los coeficientes a’, vdlidas bajo
traza. Hasta dimensién de masa 6 obtenemos

boT = 2
b{/Q = 07
b,{ = _QOOMa
bg/2 = 07
_ 1
by =  oby 0 — 690252-2,
1
b2 = _BSOI{Mi»Ei}a (2.70)
1 T=0 1_ 1 2 1 9 1 9 1

1 1
- (6802 - E%) Egi'

Escritos de esta forma, se ve explicitamente que en el limite de temperatura cero se recupera
la simetria Lorentz. En estas férmulas b=% indican los coeficientes a temperatura cero que
aparecen en ec. (2.30). El heat kernel es simétrico frente a la transposicién de operadores
ABC .-+ — ---CBA, y los bl han sido elegidos de manera que esta simetrfa se manifieste
en cada orden.

Como hemos dicho, la integracion por partes y la propiedad ciclica de la traza hace que
exista cierta ambigiiedad en la expresion de los coeficientes b, tanto a temperatura cero
como a temperatura finita. No obstante a temperatura finita la ambigiiedad es mayor ya
que estas dos propiedades mezclan érdenes diferentes. El desarrollo a temperatura finita lo
podemos expresar en la forma

1 [e.e]
—r(M-D2)\ _ T _n T _ T
Tr <e ( n) _ 7(47r7)(d+1)/2§ BT B =Trbl(z). (2.71)

A temperatura cero el desarrollo se define como un desarrollo en potencias del parametro
7, de modo que BI=° no es ambiguo, la ambigiiedad sélo existe en b1 =°(x). Sin embargo a
temperatura finita el desarrollo no esta sujeto a un parametro, sino que lo hemos definido
como un desarrollo en conmutadores, de modo que existe ambigiiedad no sélo en bl (x)
sino también en BI. En general la eleccién concreta de bl va a afectar la forma de los
6rdenes superiores b? 12 b 415 - - - - Por supuesto, la ambigiiedad en BT no afecta la suma
de la serie, sino que unicamente se trata de una reorganizacién de ésta. Como ejemplo,
consideremos que en b3=% anadimos el término M,,. Nada cambia a temperatura cero,
pues ese término es un conmutador puro. No obstante, a temperatura finita ese término
conduciria a la contribucién ¢oM,,, que no es un conmutador puro, y por tanto va a
modificar el funcional BI. De hecho ¢y M, uns que es formalmente de dimension 4, se puede
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expresar como una suma de términos de dimension 5 y mayores, si hacemos uso de la
integracion por partes y de las reglas de conmutacién (2.66)-(2.68).

El criterio bésico que hemos seguido para elegir los coeficientes b? ha consistido en
llevarlos de manera recursiva a una forma compacta, comenzando por los de orden inferior.
Por ejemplo, bajo traza ag:/Q se puede llevar a una suma de términos de dimension 4
o mayor, después de integrar por partes y aplicar las reglas de conmutacién. Haciendo

esto conseguimos b:,)T/2 = 0. El siguiente paso consistira en llevar aZ (modificado con la

contribucion que recibe de Tr ag:/z) a la forma més compacta posible, lo cual en principio
produciria contribuciones a a5T/2, y asi sucesivamente. Por supuesto, ésta no es la tnica
posibilidad ya que llevar b1 a la forma mds simple posible va a implicar en general una
mayor complicacién en los 6rdenes superiores. Por ejemplo, se puede ver que es posible
ordenar el desarrollo de modo que todos los coeficientes b2 de orden semi-impar se anulen.
Asi, podriamos eliminar bg/Q con el coste de complicar bl .

El andlogo de ec. (2.29) a temperatura finita va a verse modificado por el hecho de que
la variacién de b} contribuye no sélo a a} |, sino en general a todos los érdenes superiores,
debido a la propiedad de conmutacién (2.66). Por tanto podemos escribir

af(x)g—ﬁ(x) > Bl (2.72)

1<k<n+1

donde el simbolo ~ indica que tinicamente debemos considerar los términos de dimensién
2n en el miembro derecho de la ecuacion. Notar que k& puede tomar valores tanto enteros
como semi-impares. Hemos comprobado nuestros resultados verificando que esta relacién
se cumple para todos los coeficientes.

2.5. Conclusiones

En este capitulo hemos construido el desarrollo del heat kernel en el contexto de teoria
cuantica de campos a temperatura finita para espacio-tiempo plano. El desarrollo se ha he-
cho para un gauge general y en presencia de campos escalares que pueden ser no abelianos y
no estacionarios. Se ha puesto un énfasis especial en el papel que juega el loop de Polyakov
sin traza (o linea de Wilson térmica) para mantener la invariancia gauge explicita. Esto
constituye un problema altamente no trivial, ya que para preservar la invariancia gauge
a temperatura finita orden por orden se necesitan infinitos 6rdenes en teoria de perturba-
ciones.

Cuando se elige que el bano térmico esté en reposo, el loop de Polyakov es generado por
la componente temporal del campo gauge, y éste se puede considerar como una generali-
zacion del potencial quimico para campos gauge no constantes y no abelianos, mediante
el factor e®*. De hecho, hemos aportado argumentos que apoyan esta interpretacion: si el
loop de Polyakov no fuera tenido en cuenta, el nimero de particulas no podria ser fijado,
lo cual esta en contradiccion con lo que se espera de los requisitos de la termodindmica.
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En espacios tiempos curvos, ademas del loop de Polyakov de la conexién gauge A,,, existe
un loop de Polyakov asociado con la conexién de transporte paralelo I',,, con importantes
repercusiones en teoria de campos en presencia de campos gravitatorios.

Un ingrediente importante de nuestra técnica de cdlculo es que, con objeto de garantizar
la invariancia gauge explicita, una cierta combinacion del loop de Polyakov y la temperatura
debe tratarse como variable independiente, —log(2)//3. Esto puede hacerse sin necesidad
de fijar el gauge.
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Capitulo 3

Accion efectiva de QCD a
temperatura alta

En este capitulo nos proponemos encontrar un lagrangiano efectivo de QCD a un loop,
incluyendo fermiones sin masa, en la region de altas temperaturas. En el cédlculo de los
determinantes funcionales haremos uso del desarrollo del heat kernel a temperatura finita
que hemos obtenido en el capitulo 2. Esto nos permitira calcular el lagrangiano efectivo
como un desarrollo en operadores, y aqui obtendremos los 6rdenes mas bajos en este
desarrollo.

Existen en la literatura otros métodos equivalentes como el calculo de diagramas de
Feynman a un loop con un nimero arbitrario de patas externas [49]. No obstante suelen
ser técnicamente mas complicados y no dan cuenta automaticamente de invariancia gauge
con respecto al campo externo.

Comenzaremos este capitulo repasando algunos elementos basicos de la teoria de Yang-
Mills a temperatura finita, para posteriormente entrar de lleno en el calculo detallado de la
accion de QCD a temperatura alta manteniendo la invariancia gauge de manera explicita.
El capitulo estd basado en la referencia [44].

3.1. Fundamentos de la Teoria de Yang-Mills a Tem-
peratura Finita

En esta seccion vamos a explicar los fundamentos de la teoria de Yang-Mills a tempe-
ratura finita. Partiremos del hamiltoniano cuantico del sistema y deduciremos la funcion
de particion.

En una teoria de Yang-Mills el hamiltoniano cuéntico es

1 3 2 2
donde B; es el campo magnético, B; = %eiijjk. El espacio de Hilbert esta formado por

los estados {|A4;(z))}. Podemos escribir e ?# como limy_. (efeH)N, e = 3/N, y haciendo
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uso de la relacién de completitud repetidamente se llega a

(AL(F)]e PH|AY (%) /DA T, T exp{ / dxo/d  tr[(OpA; +BQ]} (3.2)

donde la integral funcional se toma sobre trayectorias en las que las configuraciones inicial
y final estan fijas: A;(3,7) = AL(Z) y Ai(0,%) = AY(Z). La traza de e P en el espacio de
Hilbert completo es

Zew = () = / D A(F) (A (F)|e | Ay(2)) (3.3)

Ai(B.5)=A" 1 /8
— / DAY (7) / DA;(zo, T) exp{—2 / dxg / &z tr [(8pA;)? + BY] }
4;(0,8)=A 9° Jo

Se trata de una integral funcional sobre campos gauge periédicos A;(0,¥) = A;(5,Z). No
obstante, en una teoria gauge hay que sumar, no sobre todos los estados posibles, sino
sobre los estados fisicos solamente, esto es, los que satisfacen la ley de Gauss

E@)s) =0 VT, (3.4)

donde E;(Z) = 0pA;(7). Esta relacién expresa la conservacién del flujo eléctrico. Para
satisfacer (3.4) basta con que se verifique

exp ( [ oulBA@) - E@)) low) = oas), (35)

para todo A(Z) con soporte compacto. Q(U) = exp( [ DA - E) es un operador unitario que
da lugar a las transformaciones gauge independientes del tiempo U = e®. Esto significa
que imponer la ley de Gauss es equivalente a exigir que los estados fisicos sean invariantes
frente a transformaciones gauge cuyos generadores se anulen en el infinito. Estos estados
pueden ser seleccionados introduciendo el proyector P = [ A(00)=0 DA Q(eM) dentro de la
integral funcional

Zog = (P = [ DADDA@ A @A) 3.6

1 8
= / DA(f)/ DA;(xo, T) exp{—Q/ dxo/d?’xtr [(80A,)? + B?] }
A(60)=0 A4(8,7)=AY (0,7) 9 Jo

donde hemos considerado (A4;|Q(U) = (AY]. Se trata de una integral funcional sobre cam-
pos periddicos salvo transformacion gauge. Con objeto de derivar una expresién que sea
estrictamente periddica introducimos el proyector P mas de una vez, lo cual es factible ya
que P y H conmutan

Zym = hm Tr (Pe* )N (3.7)

N—o0

B ~
= /DA(xO, T)DA;(xo, T) exp {9—12/ dxo/dgx tr [(aoAi — D;A)? + Bﬂ } )
0
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Definiendo el campo Ay(z, &) = A(xg, Z), que se anula en Z infinito, llegamos a

1 B
Zym :/ DA, (x0, %) exp{—z/ da:o/d3xtr (Fil,) } =: /DAM(:L")@—S?M.
A (BF)=A,(0,7) 29% Jo

(3.8)
La ecuacion de movimiento e identidades de Bianchi vienen dadas por

DyF,, =0, DyF,, +D,F+ D,F,=0. (3.9)

En las integrales funcionales existe una condicién de periodicidad temporal en el inter-
valo [0, ] para los campos gauge, que son bosénicos. Ademds es necesario integrar sobre
todos los valores en los extremos del intervalo. Si se consideran quarks en la teoria, estos
deberan satisfacer condiciones de antiperiodicidad, por ser campos fermiénicos. La funcién
de particion euclidea de QCD sin renormalizar se escribe

Ny
Zqcp = / DAu(mo,f)/ Han(xo,f)an(xg,f) exp(—Sg),
Au(8,3)=Au(0,%) q(8,2)=—q(0,%)

a=1
(3.10)
donde la accién euclidea es

I 8 , U
Sg = 3 da:o/d?’a:tr(Fi,,) +/ dxg/dsx Z%([D—i—ma)qa. (3.11)
0 0 a=1

D, = 90,+ A, es la derivada covariante y A, es una matriz antihermitica de dimensién
N,, en la representacién fundamental del dlgebra de Lie del grupo gauge SU(N.). Ny es el
niumero de sabores diferentes de quarks, y m, es la masa desnuda de los quarks.

En el tratamiento que haremos para calcular la accion efectiva a un loop, las fluc-
tuaciones cuanticas de los campos gauge no van a modificar el sector de los quarks. La
contribucion de este sector constituird una correccién a la funcién de particion de Yang-
Mills, de modo que podremos hacer uso de la siguiente factorizacion

Zqep = ZgZyw (3.12)

donde Z, y Zyy corresponden a la funcién de particién del sector fermidnico y gluénico
respectivamente. Esto se justificard en la seccion 3.3. Calcularemos cada una de estas
contribuciones por separado.

3.2. Sector fermidnico

La contribucién de los quarks es mas simple que la gluénica, de modo que la trataremos
en primer lugar para asi conseguir una mayor claridad en el desarrollo. Los resultados de
esta seccidn seran validos para cualquier grupo gauge. En la seccién 3.3 se particularizaran
las formulas para grupos gauge concretos. Consideraremos el caso particular de quarks sin
masa (mq, = 0).
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La funcién de particion sin renormalizar es

Ny

Z,A] = / H DG, (9, £)Da(x0, T) exp(—SY) (3.13)
Q(ﬁvf):_q(ovf) a=1
con la accién euclidea
g Ny
SE :/ dxo/d3x > G, Do (3.14)
0 a=1
La integral funcional de los campos de los quarks conduce a
Z,[A] = Det(D)™" . (3.15)
y la accién efectiva euclidea es'
I3 [A] = —Nylog Det(p) = —N;Trlog(}p). (3.16)

Esta expresion es formal debido a la presencia de divergencias ultravioletas. Unicamente
después de regularizar y renormalizar estas divergencias se obtiene una accion efectiva finita
y bien definida. Existe un gran nimero de métodos diferentes para obtener una version
renormalizada, pero un resultado estandar de teoria cuantica de campos perturbativa es
que diferentes definiciones de I'" pueden diferir a lo sumo en términos que son polinomios
locales de dimensién canénica d + 1 (donde d + 1 es la dimensién del espacio-tiempo),
construidos con los campos externos y sus derivadas [18, 50]. Esto es debido a que todos
los diagramas de Feynman son convergentes mas alla de d+ 1 derivadas en los campos o en
los momentos externos [51]. En la préctica vamos a tener que cualquier método consistente
con la expresion formal de la accion efectiva puede ser usado, puesto que todos ellos van a
dar la misma contribucién finita ultravioleta.

3.2.1. Accidn efectiva con representacion de Schwinger

De acuerdo con el tratamiento usual, elevaremos al cuadrado el operador de Dirac con
objeto de obtener un operador de Klein-Gordon. Haciendo uso de la representacién de
Schwinger de tiempo propio podemos escribir la contribucién del sector fermidnico a la
accion efectiva de QCD a un loop como

0 B
I,[A] = —%Trlog(lﬁ) = %/0 Ul%_TreTlD2 ::/0 dxo/d3x£q(:c), (3.17)

L) =" /0 ) dT—T(M’iW >l () (3.18)

Usamos regularizacion dimensional para regular las divergencias ultravioletas en 7 = 0,
con el convenio D = 4 — 2¢. El factor ;?¢ restablece la dimensién 4 en masa del lagrangiano

I'Nuestro convenio para la accién efectiva es Z = e~ L.
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efectivo. La traza de Dirac esta incluida en bgﬁq y tr se refiere a traza en el espacio de color.
Para aplicar nuestro desarrollo del heat kernel a temperatura finita al calculo de la accién
efectiva unicamente debemos identificar el operador de Klein-Gordon correspondiente. Usa-
remos el siguiente convenio para las matrices 7,:

Y= Wt =20, tpic(l) =4. (3.19)
Se puede escribir
— P=-D2 — %UWFW, (3.20)
donde se ha usado 7,7, = 6, + 0, El operador de ec. (3.20) es de tipo Klein-Gordon, y
podemos identificar el término de masa como M(z) = =10, F.

3.2.2. Traza en espacio de Dirac

El siguiente paso es hacer uso de los coeficientes de heat kernel (2.70) y calcular la traza
en el espacio de Dirac. La traza en este espacio muestra que b7 y b5T/2 no van a contribuir,
lo cual es extensible a todos los términos del heat kernel con una tnica M. Usamos las
siguientes propiedades

tI'Dirac ('7;“ Yo © 7u2n+1> =0,
trDimc (’Y,uf}/u) = 45;w 5
tIDirac (Vv YaY8) = 40,008 — 04abus + 0,860a) - (3.21)

Existe otra propiedad que permite invertir el orden de las matrices vy, dentro de la traza

trDirac(ﬂyuﬁ)/l/ﬁ)/a Tt ) = trDirac(' c 7a71/7u) . (322)

Hasta dimension de masa 6 tenemos

baq = 4()007
2 _
by = —3 (PoFi +@E) (3.23)
32 1 1 1 1 2
T _ 2 2 _ 2 2
bag = o (EFF‘”F’”\F)‘“ + 6 T 1_5Fuw/> + ¥ <1_5Em - EFOij 15 in'jEj)

2_
- (5% — 902> Eg;.

Las funciones ¢, corresponden a su version fermidénica, esto es, la suma es sobre las fre-
cuencias de Matsubara py = 27(n + %) /3. Los términos que rompen simetria Lorentz se
han separado explicitamente.
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3.2.3. Integrales en tiempo propio

Como hemos indicado, vamos a hacer uso de la regularizacion dimensional en la integral
sobre 7, ec. (3.18). Las integrales van a ser del tipo

o0
120 = [ Tamirirter@), 1911, (3:20)
0

donde = se refiere a la versién bosénica o fermidnica, respectivamente. En el sector fer-
miénico € es el loop de Polyakov en la representacién fundamental. A nivel practico €2 en
realidad va a indicar cada uno de los autovalores del loop de Polyakov. En el apéndice B
se calculan estas integrales y se discuten algunas de sus propiedades. Para el sector de los
quarks nos va a interesar la version fermionica de las integrales, y hasta dimension 6 en
masa necesitamos solo valores pares de n:

M>2€(5)%F(z+n+e+§)

o o T(1)

Tpn (™) = <—1>“<47r>6(

X|:C(1—|—2€—|—26,%—|—l/)+c<1—|—2€+26,%—I/)],

1< <1 (3.25)
—— << = .
2 2’

donde hemos hecho uso de la notacién 2 = ™. I'(2) es la funciéon Gamma de Euler y
((z,q) la funcién de Riemann generalizada [52]. En general las integrales [ fn(Q) van a ser
funciones univaluadas en €2, esto es, periddicas en v con periodo 1. La férmula (3.25) se
ha escrito de manera que sea directamente aplicable en el intervalo —% <v< % Fuera
de este intervalo debe considerarse una extensién periédica de la funcién. Ademas I,,,(€2)
son funciones pares en v.

Calculemos a continuacién la contribucion al lagrangiano efectivo. El orden cero requiere
I~ 4. Obtenemos

o2\ ]
IS = 3(6) By(5 +v)+0O(e), (3.26)

donde hemos hecho uso de la relacion ((1 —n,q) = —=B,(q)/n, n =1,2,...,y B,(q) es el
polinomio de Bernoulli de orden n. Por tanto, tenemos que el potencial efectivo va a ser

2N, (2N, 1 | 1 1
Log(x) = ﬂ4f ( T Etr [(1- 41/2)2}) . Qz) =™, 5 <r<jy, (3.27)

donde N, = tr(1) indica el niimero de colores. tr es la traza en la representacién funda-
mental del grupo gauge de color, y v es la matriz log(€2)/(27¢) en esta representacién y
con valores propios en la rama |v| < 1/2.

Notar que z = 1 es el dnico punto singular de la funcién ((z,q) (se trata de un polo
simple). Unicamente las integrales Iy 5, tienen el polo estdndar 1/e, con lo cual éste sélo



3.3 Sector gluénico 39

va a aparecer en los términos con dimension de masa 4, esto es b2Tq. Para estos términos
necesitamos

1
oo = - +log(dm) =y + 2log(uB/4m) — ¥ (3 +v) =¥ (; —v) + O(e),
Ly = log+2lps = =2+ 0(e). (3.28)

Las integrales Ilft% se definen de forma andloga a [ 2[271 pero usando P, en lugar de y,.
¥(q) es la funcién digamma, y aqui hemos hecho uso de la relacién

C(1+2.0) = - — la) + O(2). (3.29)

Notar que las funciones @,, se definieron de manera que se anulasen en el limite
7/6%* = 0, de modo que las integrales correspondientes van a estar libres de divergencias
ultravioletas. Los términos 1/e+log(47) — vg que aparecen en I, son eliminados si adop-

tamos el esquema de regularizacién MS. Después de renormalizar, punto que explicaremos
en la seccion 3.4, tendremos

1

Logl) = _gﬁzvf tr [(2log(uf/dm) — b (3 +v) — (3 —v)) E2, —2E7] . (3.30)

Para los términos con dimension de masa 6 vamos a necesitar las integrales

o = —(£) (e -0 o,

Iy = 2L +0(), I 3=—4L,+0(c), (3.31)

donde hemos hecho uso de la relacién 1™ (q) = (—1)"*'n!¢(n + 1, q) . Esto conduce a

2
Loglz) = — (47T)4Nfﬁztr[<w” G+v)+e" (5-v)) (3.32)
8 1, 1., 1., 1., 1
X (EF#VFVAFA# + ﬂF)\#V — @F‘uwj + Q_OFO‘LW — % ii + BEZEJEJ ] .

Notar que cada orden del heat kernel estd asociado a una potencia en temperatura,
Lo~ T4 Loy ~ T L3 ~ T72 lo cual quiere decir que el desarrollo del heat kernel a
temperatura finita es esencialmente un desarrollo en potencias de k%/T?, donde k es el
momento gluénico tipico. Los términos de orden T2 estan prohibidos ya que no existen
operadores invariantes gauge de dimension 2 disponibles.

3.3. Sector gluénico

A continuacién nos vamos a centrar en el término de Yang-Mills, para el cual con-
sideraremos especificamente el grupo SU(V,) (matrices unitarias, una tnica constante de
acoplamiento y matrices del dlgebra de Lie con traza cero en cualquier representacion).
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La funcién de particion sin renormalizar es
z~ | DA, (20, 7) exp(—SEy) (3.33)
(8,4)=A,(0,7)

con la accién euclidea
Son = / d:po/d?’xtr F2 . (3.34)

Se trata de una integral funcional entre configuraciones periddicas.

3.3.1. Meétodo del Campo de Fondo

Para el calculo de la accién efectiva haremos uso del Método del Campo de Fondo [53, 54]
que consiste en separar el campo gluénico, que por claridad denotaremos aqui como ZM, en
un campo clasico A, mas una fluctuacién cudntica a, en la accién (3.34). La fluctuaciéon
es presumiblemente pequena.

A,(x) = Au(x) + a,(x). (3.35)
Esto va a inducir una separacion en el tensor F),
F,,[A] = F,,[A] + Dya, — Dyay, + Ja,, a,) . (3.36)

En ec. (3.36) la derivada covariante es la asociada al campo clésico, esto es D, = 0, + A,,.
En nuestra notacion ﬁu = [D,, ]. Notar que los campos de los quarks se eligen como una
fluctuacién pura, de modo que a, no modifica el sector fermiénico a un loop. Esto justifica
la factorizacién de ec. (3.12)

Una transformacién gauge infinitesimal de A, con pardmetro A puede ser distribuida
de muchas maneras sobre los campos A, y a,, pero las elecciones mds convenientes van a
ser la transformacion cudntica

~

0A, =0, da,=D,A+ [a,A] (3.37)
y la transformacion del campo de fondo
§A, = D,A, da, = [a,, A (3.38)

La clave consiste ahora en anadir a la accién cldsica un término que fije el gauge (gauge-
fixing term) el cual va a romper la invariancia gauge cuantica, pero respetara la invariancia
gauge del campo clasico de fondo

1 [P
= —/ d:vo/detr(Gz), (3.39)
@ Jo

donde la funcién G transforma de modo covariante bajo (3.38). El término de Faddeev-

Popov asociado es
Spp = 2/ d:r;o/d ztr (C’* C) (3.40)
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donde dG/JA indica la variaciéon de G bajo una transformacion gauge cuantica. C'y C*
son los campos ghost y antighost respectivamente, que son objetos que anticonmutan (si
bien son periddicos en tiempo euclideo) y son matrices en la representacién fundamental
de su(N,). La accién total Sy, = S¥; + Sax + Srp aparece en el funcional generador de
todas las funciones de Green

Z4A, J,m"m) = N/DaDC*DC exp (=St +J-a+n"-C+C*-n), (3.41)

donde J, n y n* son fuentes y el factor de normalizacion N se elige de modo que se verifique
Z4[A,0,0,0] = 1. Notar que el campo clasico de fondo no esta acoplado con la fuente .J.
El funcional generador para los diagramas conexos viene dado por

WolA, J,n" n] = log Z4[A, J,n",n] . (3.42)
Los valores esperados de todos los campos se definen como
_ oW, - O0W, ~ ow,
— C = g O* = J 3.43
=g T on (3:43)
y a partir de ellos, la accion efectiva se define
T,[A,a,C*Cl=J-a+n-C"+C-n* = W,[A Jn* 1. (3.44)

Los funcionales Z, y W, seran invariantes bajo transformaciones gauge del campo de fondo,
ec. (3.38), si todas las fuentes y campos ghost transforman igual que a. Lo mismo se puede
decir de la accién efectiva I'y si uno exige que a, C'y C* transformen igual que a. Una
buena eleccion es el gauge de Gervais-Neveu generalizado

G = ZA)MaM + )\ai : (3.45)

pero aqui nos vamos a restringir al gauge de Feynman covariante & = 1, A = 0, con un
término de Faddeev-Popov asociado

Spp = Q/Oﬂ dxg / d>x tr (C*ﬁ”(ﬁ#C + [ay, C])) : (3.46)
Descompongamos la corriente J, en
Ju =T+ Ju (3.47)
donde definimos | 55 A.d]
Ju = T o (3.48)

Podemos escribir la accién total como
1 B
Swt[A,a] —J-a = S{?M[A] + 5/0 dxo/d3xtr (a, A w[A]ay)

B
—/ dxo/detr(C*A[A]C’) — Sint[Ayal =T -a, (3.49)
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con las siguientes definiciones

A A = — (5Wf)§ n 2FW> . A[A] = -D2,

B R 1 .
Sint[A, a] = / dxo/d3m tr ((Dual,)[au,ay] + Z[au,al,]2 + C’*Du[au,C’]) ,(3.50)
0

donde f)u =[D,, |y F\W = [F,,, ]. Notar que la constante de acoplamiento g puede ser
absorbida en la normalizacién de los campos. De este modo obtenemos el nuevo funcional
generador

Zg[Aajﬂ?*aW]
B B
= /DaDC*DC exp | — Sty [A] — %/ dmo/d%aqu,al,—i—/ d:z:o/d?’x C*AC
0 0
~SlA,a] + T -atn'-C+C o), (3.51)

que depende de la nueva corriente 7. Notar que el iinico término lineal en el campo gauge
a, que aparece en el exponente es el que esta acoplado con la corriente J.
Si imponemos ahora las condiciones a = C = C* = 0, la accién efectiva se puede
escribir como
r,A,0,0,0l=-wW,A * 3.52
o14,0,0,0 b T ) SWy /6T =6W [5*=6W, /87=0 (3:52)
y es todavia invariante respecto a la transformacién gauge del campo de fondo dada en
(3.38). El desarrollo perturbativo de esta accién efectiva solamente contiene diagramas de
vacio, que son 1PI.
El desarrollo de la accién efectiva de Yang-Mills en términos de A viene dado por

1 ~ ~ .
[,[A,0,0,0] = S\ [A] + 5T log(—6,, D} — 2F,,) — Trlog(—=D2) + O(k?*) . (3.53)

El término S%[A] es la contribucién clésica, y los términos segundo y tercero son las
contribuciones cudnticas a O(h). En (3.53) se puede ver que el operador de Klein-Gordon
sobre los campos cudnticos a, (segundo término del miembro derecho de la igualdad)
actia sobre un espacio interno de dimension D x ]Vc, donde en regularizaciéon dimensional
D = 4 — 2¢, que es el nimero de polarizaciones del gluén (fisicas o no).? D se corresponde
con el indice de Lorentz p. Los operadores lA)u y F L actiian en la representacion adjunta.
Notar que la derivada covariante en este operador de Klein-Gordon es la identidad en el
espacio de Lorentz, mientras que el término de masa es una matriz en dicho espacio, esto es
(M) = —2F),,. Por otra parte, el operador de Klein-Gordon de los campos ghost (tercer
término del miembro derecho de la igualdad) actia sobre un espacio interno de dimensién
]VC. La derivada covariante es D, en la representacion adjunta y el término de masa es
cero.

2N, es el nimero de generadores del grupo gauge (N, 2_1en SU(N.)) y se corresponde con la dimensién
de la representacion adjunta del grupo.
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3.3.2. Accioén efectiva a un loop

La accién efectiva total de QCD quiral hasta nivel de un loop queda

—2e

T[A] = —‘;gg / dhote(F2,) + Ty[A] + Ty[A]. (3.54)

donde el primer término es la accion de la teoria de Yang-Mills a nivel arbol teniendo
en cuenta la renormalizacién (g es una constante adimensional). El segundo término es la
contribucion de los quarks, que ha sido calculada en la seccién 3.2. El tercer término corres-
ponde a las contribuciones que surgen después de integrar los ghosts y las fluctuaciones
cuanticas de los campos gauge

~

1 ~ N B
[y[A] = éTr log(—0,, D3 — 2F,,) — Trlog(—D?) =: /0 dmo/d3$ Ly(z). (3.55)
Haciendo uso del desarrollo del heat kernel podemos escribir

Ly(x) = —% /0 h dT—T(M’jW an PR (@), (3.56)

La traza sobre el espacio de Lorentz para los gluones estd incluida en los coeficientes bl g

En esta férmula fr se refiere a traza en el espacio de color en la representacion adjunta.
Se puede comprobar explicitamente en el calculo que el efecto de los ghosts es quitar dos
grados de polarizacion del gluén, esto es D — D —2. Debido a la traza de Lorentz todos los
términos con una unica M se van a anular, en particular b{g y b5T/2, , Do van a contribuir.
Hasta dimension de masa 6 tenemos

~

bg:g = (D - 2)900(9)7

brg = (-2 5 ) Po(QF, — ——P(DE, (3.57)
~((4 D-2\5 5 ~ 1 D-24
by, = ©o() (g + W) FuEoFy + gFfW — WF;“’)
1_ & D—2/~ PPN
+7:() ( 283, + = (B + B3, 2B, i@))

En estas formulas las funciones ¢,, corresponden a su versiéon bosénica, esto es, la suma
es sobre las frecuencias de Matsubara py = 2wn /3. A diferencia del sector fermiénico, el
argumento de estas funciones, @, y las derivadas covariantes estan en la representacion
adjunta. Notar que los términos con D — 2 proceden de términos del heat kernel que no
tienen masa. Los términos que rompen simetria Lorentz se han separado explicitamente.
Para calcular el lagrangiano efectivo deberemos introducir los coeficientes (3.57) en
(3.56). Las integrales en 7 que aparecen son del tipo (3.24). Como sabemos, las versiones
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bosénica y fermidnica de las funciones ¢,, estan relacionadas por el cambio {2 — —() esto

es ¢ (Q) = ¢, (—Q). De aqui tenemos que las integrales I;5,, van a ser las mismas que

I, de (3.25) excepto por el cambio v — 7 — 3

Ifp(€27) = (=1)"(4n)" (%)% (£>2ZF(€+7S(;6+%)

2
><[g(1+2£+2e,ﬁ)+c(1+2£+26,1—ﬁ) ,
O<v<l, (3.58)

donde hemos hecho uso de la notacién Q = €. Esta formula se ha escrito para que sea
valida en el intervalo 0 < 7 < 1. Fuera de este intervalo debe considerarse la extension
periédica de la funcién. Las integrales I/, (¢”™) son pares bajo el cambio 7 — 1 — 7.

El orden cero requiere

LY 9 c
Itho= 3(6) (B4(V) + B4(1 = 7D)) + O(e) . (3.59)

El potencial efectivo va a ser

2

Loglt) = 35 0(Bi(D) + Ba(1 - D))

7T2

2m N 0O 27U -~
- 45B4N+3—ﬁ4tr[2(1—y)2], Qz)=e"™, 0<v<1, (3.60)

donde ]VC = tAr(l) = N? — 1 es el nimero de generadores del grupo gauge. U es la matriz
log(€)/(2mi) con valores propios en la rama 0 < 7 < 1. Si se considera 7 = 0 en ec. (3.60)
se obtiene la presién de un gas ideal de gluones.

Para los términos con dimension de masa 4 vamos a necesitar

o = =+ log(dm) — s + 2log(uf/Am) — () — v(1 ~9) + O(c),
Ig} = [ oo +2I5, =—-24+0(e). (3.61)

IO o es divergente ultravioleta e [ 5 es finito. Notar que en las D’s que aparecen en nuestras

expresiones tras hacer la traza de Lorentz también existen €’s que hay que tener en cuenta.
La parte finita del lagrangiano efectivo, en el esquema MS, es

Laafo) = st | 1 (210wt /am) + 1 —00) — w1 -9)) B2 - 3B2| . o)

En esta formula no hemos considerado las contribuciones divergentes. Estas seran tratadas
en la seccion 3.4, donde abordaremos el problema de la renormalizacion.
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Para los términos con dimension de masa 6 necesitamos las integrales

2
Ify = - (%) (W’ (D) + 4" (1~ ﬁ)) +0(e), (3.63)
If; = =200, +0(e), I[;=—4I,+O(e). (3.64)
Esto conduce a
1 ? - ~ " ~
Lale) = 5t | (40 + (1~ ) (3.65)

6la =~ ~ 1oy 1oy 3a 1oy
X(4_5FNVFV/\F>\M+§F>\MV_%Fuuu—{—gFOuu_BEii_l—15 4y :

3.4. Renormalizacion

Para la renormalizacion deberemos considerar todas las contribuciones divergentes que
hemos obtenido, tanto del sector de quarks como del sector gluénico. El lagrangiano a nivel
arbol junto con estas divergencias conduce a

Eérbol(x) —+ £21v<£€> -+ £SIV(I) =

1, 1 /1 M~ Np o,
= —2—g8tr(FW) + W (g + 10g(47T) — 7E> (Etr(FW) — ?tr(FW)
1
=———tr(F2). 3.66
2g%(1) (Fuw) (3:66)
Hacemos uso de la siguiente identidad
- (ﬁ,fy> — 2te(1)tr (F2,) — 2 (tr (Fp))? = 2N,tr (F2,) | (3.67)

donde se ha considerado que el grupo gauge es SU(N,.). De aqui obtenemos en el esque-
ma MS

1
g% (1)

1 1 1 11 2
— 2 Bo (E + log(4m) — ’YE) , o= (am)2 <§Nc - ng> : (3.68)

lo cual garantiza la independencia en escala de ec. (3.66). Notar que nos hemos limitado
a renormalizar la constante de acoplamiento. Por invariancia gauge, los campos clasicos
A, no necesitan ser renormalizados, si bien para el problema de la reduccién dimensional,
en general ésta funciona mejor si los campos se renormalizan de tal modo que todas las
contribuciones a E? y B?, que proceden de loops no estdticos, son canceladas mediante
contratérminos [55].
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Si consideramos todos los términos con dimensién de masa 4, (ecs. (3.30), (3.62) y
(3.66)), para ellos el lagrangiano renormalizado de QCD quiral hasta un loop es

Cagen(o) = (=g + Bulonld /i) + LN, (F)

_1;(41)a[(¢< +y(1-9)F2]
e (WG 40 + 0 - ) 1)
_g(NC_ Nf)@tr [E?] | —% <v< %, 0<v<l1. (3.69)

Otra posibilidad es usar el método de Pauli-Villars para regular las divergencias ultra-
violetas [56]. La regularizacion de Pauli-Villars consiste basicamente en la introduccién,
en el funcional generador, de nuevos campos a, y C" que transforman como a, y C, pero
tienen una masa M que posteriormente se considerara en el limite M — oo. Por con-
veniencia consideramos que los dos campos tienen la misma masa. La aplicacién de este
procedimiento conduce a la siguiente funcién de particion regulada

_ZA]
Z'[A,M?]
Z'[A, M?] tiene la misma forma que Z[A] excepto que los términos de masa estdn incluidos.
Para un operador genérico K, la expresion regulada para el determinante funcional es

Det(K) <dr —rM? 7K
Det(K =" = — —(1—e" Tre " 71
et (K)|reg Det (K 1 M7) exp [ /0 - < e > re , (3.71)

donde hemos hecho uso de la representacion de tiempo propio de Schwinger. Por tanto la
regularizacién de Pauli-Villars corresponde a insertar el factor (1—e~™ 2) en la integraciéon
en 7. Todas las integrales convergentes (incluidas 3}) quedan igual que en regularizacién

Z[Allreg = (3.70)

dimensional (en el limite M — o0), y las integrales que divergen son

Iog"Y = 2log(M/p) + 2log(uB/An) — (@) — (1 - D)+ O(M™"), 0<D <1, (3.72)
I(i(’)PV = 2log(M/u) + 2log(us/4mr) — ¢(% +v)— w(% — )+ OM), —% <v< % )
El lagrangiano a nivel arbol tiene la siguiente constante de acoplamiento desnuda (para

cutoff M),
1 2 11 2 M
- N, — ZN; ) log = . 3.73

20D <47r>2(3 3 f) P (3.73)

El lagrangiano a nivel arbol junto con todas las contribuciones divergentes del sector
gludnico y del sector fermidénico conduce a (en este esquema de regularizacion)

) . 1 1 11

Eér o £d1v Edlv . F2 1 M -

(@) + £9(@) + £57() =~ tr(FR) + g o) (5

1 2
- _Wtr(FW) , (3.74)

2
Nc — ng) tr(Fil,)
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donde hemos hecho uso de la identidad (3.67), vélida en SU(N,). Notar que el término
divergente ultravioleta log(M) es cancelado por la constante de acoplamiento desnuda, de
modo que al final el cutoff M es reemplazado por el parametro finito p. Si, como es usual,
el pardmetro A en cada esquema es definido como la escala y = A para la cual 1/¢%(u) se
anula, encontramos que los dos esquemas MS y PV dan idénticos resultados cuando

log (A2y/A2) = —

- 2N} °

(3.75)
1120

Si se hace uso de otro esquema de regularizaciéon, la escala debera modificarse en conse-
cuencia [57, 58].

3.5. Divergencias infrarrojas

En el cédlculo del sector gludnico de la accién efectiva existe un problema de divergencias
infrarrojas relacionadas con el modo estdtico de Matsubara. En la representacién adjunta,
N, — 1 valores propios de €2 son necesariamente la unidad, de modo que el valor 7 = 0 va
a aparecer siempre al tomar la traza adjunta. Notar que para integrales I,/ con n # 0,
el modo estdtico no va a contribuir. Sin embargo en I, (o este modo puede producnr diver-
gencias infrarrojas y ultravioletas. En concreto la singularidad de I *n( 277) para valores
de v enteros procede de la divergencia infrarroja del modo estédtico. En regularizacién di-
mensional la integral I 20(1)|p0:0 se define como cero ya que no tiene una escala natural
[59]. Tal y como se explica en el apéndice B, las integrales I ; on Sin el modo estatico vienen
dadas por las mismas expresiones que (3.58) después de la sustitucion ¥ — 1+ ¥ en la
primera (. En consecuencia, la prescripcién va a ser usar las férmulas de Lo, v L34 con
las sustituciones

v@)+Y(1—-7) }a —>¢(1—|—u)+¢(1—u)| = —2vg,
P'O)+ " (1=D) |, — "1+ D) +¢"(1 - ) oo = —4¢(3),  (3.76)

realizadas unicamente en el subespacio QA: 1. Esta prescripcién preserva la periodicidad
de la accién efectiva como funcién de log(€2), de modo que es consistente con la invariancia
gauge.

Un modo alternativo de tratar las divergencias infrarrojas es reguldndolas anadiendo
en las integrales en 7 una funcién cutoff e~™" . Los modos que son finitos en el régimen
infrarrojo no se ven afectados en el limite m — 0. El modo estéatico en ¢q da lugar a
divergencias que deberan ser anadidas al resultado obtenido previamente en regularizacién
dimensional. Esto produce la contribucién

VAT (% +0)
Lfo(D)lpo=0 = —@m2? - (3.77)

Puesto que las divergencias infrarrojas proceden exclusivamente del modo estatico de ¢,
las relaciones de escala del tipo (3.64) para ]2'% no seran validas. Los términos divergentes
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infrarrojos que obtenemos son:

1 T
L = — —tr[11F?, +2FE?
2,IR Ty [ wl T g
1 T 61
L3,IR = 2407 mgtr[ 3 FﬂyleaFa# + EilFijEjL + Ez‘Fz‘jHEj (378)
1 9 1
5F21/)\J_ + 2F,3;U/J_ + 2F02,u1/J_ + BEOQM_ 2E7,27,J_

En nuestra notacion, F),,| indica la parte de F,, que conmuta con 2, y F,, el resto.
Si bien son contribuciones gludnicas, se han expresado en la representaciéon fundamental,
que suele ser preferible. En concreto, en el gauge en que (2 es diagonal, F},, es la parte
diagonal de F),,. Unicamente términos con al menos una componente perpendicular pueden
ser divergentes infrarrojos.

3.6. Teoria efectiva dimensionalmente reducida

Desde mediados de la década de los noventa la mayor parte del esfuerzo que se ha
dedicado en QCD perturbativa a temperatura alta ha sido en calcular la presion, y sélo
recientemente se ha obtenido el orden perturbativo més alto posible [60], mediante el uso
de ideas de reduccion dimensional [61, 62, 63, 64, 65]. Estas ideas se basan en el hecho de
que a temperatura suficientemente alta el comportamiento de la teoria puede ser descrito,
en principio, por una teoria efectiva en tres dimensiones.

Como sabemos, a temperatura finita los campos periédicos se pueden descomponer en
modos de Fourier

2
w0, @ Z AW, D)er™ | w, = o (3.79)

Cada modo lleva asociado un propagador de la forma [p? + w?]~!. Para valores de n
diferentes de cero, w,, juega el papel de una masa. En el limite 7" — oo todas las frecuencias
de Matsubara no nulas son infinitamente grandes. Puesto que las particulas infinitamente
pesadas se desacoplan en una teoria de campos a temperatura cero, se puede esperar que
ocurra lo mismo para los modos no estaticos n # 0 en teorias de campos a temperatura
alta, de modo que una teoria efectiva en tres dimensiones seria suficiente para explicar el
comportamiento.

En la seccién 3.3 hemos obtenido la accion efectiva haciendo una separacion del campo
gluénico en un background clasico mas una fluctuacién cudntica, e integrando ésta ultima a
un loop. Se puede adaptar esta técnica para calcular la accion de la teoria dimensionalmente
reducida (que denotaremos en lo sucesivo como L'(Z)), haciendo lo siguiente:

= considerar un background estacionario;

= considerar fluctuaciones puramente no estacionarias.
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La integracién de los modos fermiénicos y los modos gludnicos no estacionarios va a dar
lugar a una teoria efectiva para los restantes modos estacionarios (independientes del tiem-
po), que consiste en una teoria gauge SU(N,) en tres dimensiones acoplada con un campo
escalar Ay. A esto se le llama reduccion dimensional

/ d'r Loep(z) — / &z L (T). (3.80)

La segunda condiciéon implica eliminar los modos estéticos n = 0 en todas las sumas
de Matsubara. Hay que mencionar que £/'(Z) no es la accién efectiva de la teorfa dimen-
sionalmente reducida, sino que es la accién verdadera (en la aproximacién de un loop), en
el sentido de que la integral funcional sobre las configuraciones estacionarias con £'(¥) da
lugar a la funcién de particion.

3.6.1. Eliminacion de los modos estaticos

La eliminacién del modo estatico sélo afecta al sector gludnico, y resulta irrelevante
en el sector de quarks, de modo que L} (¥) = BL,(Z).> El sector gluénico a nivel drbol
tampoco se ve afectado, de modo que para el nivel arbol renormalizado se tiene

‘C/érbol(f) = ﬁcérbol(f> . (381)

La eliminacién del modo estatico en el sector gludénico (para || < 1) corresponde a la
sustitucién ¥ — v+ 1 en la primera (¢ de (3.58). Esto conduce trivialmente a las siguientes
formulas:

Lo ,(%) = Q%QT?’& P20 +2%)], D=1log(Q)/(2mi), —-1<D<1. (3.82)
o 1 il 1 N\ a1y
D) = g3 (2R 4 - 60) - () ) B - 3B (389
WD) = o] (90 + 00) (3.51)
’ 2 (4m)i T
X (%FWFMFM + %Ffw — %Fiﬂy + %F@W - %E + 12—5EF]EJ) ] :

En el potencial efectivo se ha desechado un término que es independiente de Ay. Para los
términos con dimensién de masa cuatro y seis se ha hecho uso de la identidad (1 + V) +
Y(1-7) =¢([V)+¢(—7). En estas férmulas, ]30“,, indica [A, ﬁuy]. Notar que la eliminacion
del modo estético permite que £'(Z) esté libre de divergencias infrarrojas.

3.6.2. Desarrollo en A, pequeno

Ademas de tomar A, estacionario, consideraremos que Ay es pequenlo (en particular
|7| < 1). Esto es vélido a temperatura alta, pues en este régimen el potencial efectivo pro-
duce una supresién en las configuraciones de (%) que estan lejos de la unidad. En ausencia

3Notar que existe un factor 3 extra en L'(%).
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de quarks, esto se puede ver como que 2(Z) vive cerca de un elemento del centro del grupo
gauge (la rotura esponténea de la simetria del centro indica la fase de desconfinamiento).
Siempre va a ser posible hacer una transformacion gauge para llevar una configuracién a la
region |V < 1. El considerar esta configuracién es importante, pues inicamente cuando A
es pequeno (|7| < 1) las fluctuaciones no estéticas son las mas pesadas. Si Ay es pequeno,
podremos desarrollar £'(Z) en potencias de Ag. Notar que en el contaje en dimensiones
de masa, el Ay procedente de 2 tiene dimensiéon 1 (2 no tiene dimensiones de masa).
Este nuevo contaje no es compatible con invariancia gauge explicita bajo transformaciones
grandes, aunque si bajo transformaciones estacionarias topolégicamente pequenas (préxi-
mas a la identidad).
El potencial efectivo es un polinomio en Ay. De ec. (3.27) y (3.82), se obtiene
N. Ny

@) = - (5 +

L) TR + A+ (e N (389

42T 12m2T
En el resto de esta seccién usaremos la notacion (X) := tr(X), para la traza en la repre-
sentacion fundamental.

El resultado que se obtiene para los términos con dimensiéon de masa cuatro se puede

escribir como*
1 2 1 9

() = —mmﬁ - W<Bi> :

con las siguientes constantes de acoplamiento cromoeléctricas y cromomagnéticas

(3.88)

— 28 (log(p/47T) + vg) + @ (Nc + 8N (log? — i)) :

1 1
gx(T)  ¢*(n)
1 1
( (

— 206o(log(p/47T) + vE) + (—N.+8Nyslog?2) . (3.89)

1
R 30m)?
El valor de ¢3,(T') coincide con [65] para N, = 3. También coincide con [55] (con Ny = 0) si
se considera un factor adecuado dependiente de N, entre la escala A usada en este articulo
y nuestra .

Podemos introducir los pardmetros térmicos A eléctricos y magnéticos como [66]
1
g%},M(T)

4Mediante un reescalamiento de la constante de acoplamiento g y de los campos gauge con factores de
renormalizacion convenientemente elegidos, se puede conseguir que EE 1 (Z) presente el mismo aspecto que

= 26 log(T/A%, ). (3.90)

el nivel arbol renormalizado a temperatura cero (ec. (3.66)). Es necesario considerar factores diferentes
para la componente espacial y temporal de los campos: g — Zg_1 29, A — le\fAi y Ag — Z}E/QAO.
9 (
3(4m)?

Znv = Zy =1+ 2¢°Bo(log(u/4nT) +vEr) — —N. +8Nylog2) , (3.86)

2g?
Zp =2y — ———(N.— Ny). .
E=2Zum 3(477)2( ) (3.87)
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Estos pardametros fijan la escala de ambas constantes de acoplamiento a temperatura alta.
De ec. (3.89) se tiene

log(AL/Asyig) = e —log(4m) — Ne 1 8N, (log 2 — 1/4)

22N, — AN;
Nc - 8Nf 10g 2
log(AY,/Asis) = 7 — log(4n) + 22N, — AN, (3.91)

Los términos con dimensién de masa seis proceden de £5(Z) (desarrollando la funcién
digamma hasta orden dos en v) y de £4(%) (a orden cero). Se obtiene®

. 2 ((3) 2 14 9
Lig(T) = 15 ()T (ch - ENf)(FWF,,AFW + (19N, — 28N;)(F;,,)
+ (18N, — 21Nf)<F§W> + (110N, — 140Nf)(A(2)F3V> — (2N, — 14N;)(E2)

+(4N. — 28N )(E; F; E;) 4+ 110(AZ)(F,) + 220(AoF)? | - (3.94)

Este resultado coincide con el obtenido en [55], calculado en el sector gluénico y con N,
arbitrario. El lagrangiano de dimensién seis ha sido calculado asimismo en [49] para el
sector de quarks y en SU(3), en ausencia de campo cromomagnético (A; = 0) y eliminando
términos con més de dos derivadas espaciales (por ejemplo EZ). Nuestro cdlculo reproduce
también este resultado. En esta misma referencia se hace el calculo para el sector gluénico,
y tanto nuestro resultado como el de [55] se muestran en desacuerdo con él.

3.7. Resultados en SU(2)

En las secciones precedentes hemos encontrado resultados generales, validos para cualquier
grupo gauge en el sector fermidnico (seccién 3.2), y para SU(N,) en el sector gluénico (sec-
ci6n 3.3). Para el célculo de las trazas en espacio de color es necesario particularizar nuestras
férmulas a un grupo gauge concreto. Consideraremos aqui especificamente el grupo SU(2).

En esta seccién sélo mostraremos los érdenes Lo(z) v Lo(x). Los resultados completos
Lo23(x) en ambos sectores aparecen en el apéndice C.

5Se ha hecho uso de las identidades siguientes:

fr ()?2) —9N.(X?), X esu(]N,), (3.92)

fr ()?2172) = ONL(X2Y2) + 2(X2) (V) + 4(XY)2, XY €su(N,). (3.93)
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3.7.1. Traza en espacio de color

Usaremos como base de su(2) las matrices £ = &/2i, donde & son las matrices de Pauli.

a Z — g a Z = g
AOZAota:_éo-'AO; FuV:Fuuta:—iO"Fuy, (395)
En esta base 1
[taa tb] = 6abctc 3 tr(tatb) - _iéab . (396)

En el gauge de Polyakov Ay es independiente del tiempo y diagonal en la representacion
fundamental, de modo que resulta especialmente conveniente para nuestro célculo. Para
SU(2), en este gauge tenemos

i
Ao = _503¢7 ¢ =V AGAG, (3.97)

de modo que los valores propios del loop de Polyakov en la representacion fundamental
0 = exp(—FAp), son exp(+ifp/2). En la representaciéon adjunta

A\O = AS Ta; (Ta)bc = fbac = —€abc (398)

y de aqui se tiene que los valores propios del loop de Polyakov en la representacion adjunta

Q= exp(—ﬁA\O), son exp(+ifeo) y 1.
Para el sector fermiénico, tras calcular la traza en el espacio de color, obtenemos

Losfe) = ot (£ - Ja-am). (3.99
N _,
Log(e) = 255 (2108 (155) — v +7) - v —7) - 1) £
N -
i () ot om o)
donde 86 1 1
v—<E+§) (m dl)_ﬁ' (3.101)

1
Loy(z) = %T4 (—5 +4P2(1 — 3)2) , (3.102)

Loyz) = — (2log(47TLT)———w() w(l—ﬁ)) Ej

12 T 1 1 1 o\ =
= (ﬁ>—ﬁ+’m—§¢( )—§¢(1—V)) E}

487r2

11

G
1 (2 + L @) — e - g)) B (3.103)
= (2 2

“ 1 11 N\ s
487r2 H—l—Zlog T)+_+7E__¢(V)_§¢(1_V)>Bua
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Figura 3.1: Potencial efectivo a un loop para SU(2) como funcién de S¢/27, en ausencia de
fermiones (linea continua), con un fermién sin masa (rayada) y con dos fermiones (puntos
y rayas). Se ha graficado 1234Ly/7? y se ha eliminado el término constante.

donde 46
V= (mod 1). (3.104)

Hemos hecho uso del esquema MS, y hemos considerado explicitamente un cutoff in-
frarrojo (ver sec. 3.5). Nuestros resultados son periédicos en ¢. En estas expresiones se
ha hecho la separacién de los sectores eléctrico y magnético. B; = %eiijjk es el campo
magnético, y
es la descomposicion de los campos eléctrico y magnético en la direccion paralela y per-
pendicular a ffo. Esta descomposicién es invariante gauge, siempre y cuando se considere
que, en un gauge general, la direccién paralela es aquella que venga indicada por el loop
de Polyakov (esto es, aquella que conmuta con el loop de Polyakov), y la perpendicular
el resto. En la expresién de Ly 4(x) vemos que las componentes paralelas de los campos
estan libres de divergencias infrarrojas. Solamente las componentes perpendiculares pueden
presentar este tipo de divergencias.

En la figura 3.1 se muestra el comportamiento del potencial efectivo (orden cero del
lagrangiano). Observamos que las periodicidades del sector fermiénico y del sector gluénico
se diferencian en un factor 2.

Los lagrangianos efectivos Ly ,(z) y L2 4(z) presentan la siguiente estructura

— —
%

EQ,q@) = _fl,q<7)E2J_ - f2,q<7)ﬁi2|| - hl,q(V>Bz‘2i - h27q(v)gz’2\\ ) (3'106)
£2,g(x> = _fl,g<D)Ei2J_ - f2,g(ﬁ)Ei2|| - hl,g(ﬁ)Bz’a - h2,g(§)Bz‘2H : (3~107)

Para el sector de quarks se tiene fi, = fo, = fq, h1g = hog = hy.
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Figura 3.2: Gréfico de 9672(f1, + f1,4) como funcién de 3¢/27, en ausencia de fermiones
(linea continua), con dos fermiones sin masa (rayada) y con cuatro y ocho fermiones en
orden sucesivo (puntos y rayas). Se han eliminado los términos constantes.

En la figura 3.2 aparece graficada la funcién fi ,(7) + fi,4(V). Notar que fi,(V) es
singular en v = 0 lo cual es debido a la contribucién del modo cero. El resto de funciones:
f2.4(D) + fo (), h1g(T)+h1g(D)y hoq(V)+ hag(V); presentan un comportamiento similar.

3.7.2. Invariancia gauge del resultado

Después de fijar el gauge de Polyakov (Ay diagonal e independiente del tiempo), ain
queda una simetria abeliana residual que consiste en rotaciones gauge arbitrarias indepen-
dientes del tiempo sobre los generadores de Cartan (o3 en el caso de SU(2)), y de una
rotacién gauge dependiente del tiempo (también sobre los ejes de Cartan) que va a ser
discreta para ser compatible con la periodicidad de A;(xq,Z) (ver apéndice A). Para una
teorfa gauge pura SU(2) esta simetria residual corresponde a la siguiente transformacion

A, - U U+U AU, U(xy,Z) = exp —i%(a(f) + x92mn/0)| , (3.108)

donde n es un entero. Notar que no podemos hacer rotaciones sobre un eje que no sea
el eje diagonal, ya que esto haria que Ay fuera no diagonal. La dependencia en el tiempo
debe ser lineal, ya que en caso contrario se generaria una dependencia temporal en Ay. La
transformacién gauge (3.108) verifica U(zg+ 3, %) = (—1)"U(zo, ¥). La fase (—1)" se debe
a la simetria del centro del grupo gauge, que es Z(2). En componentes esta transformacion
es

AB@) = AT +2mn/8,
Az, ¥) = Alcosy+ A?siny,
AP (20, 7) = —Ajsinx+ Afcosx,
AP (20, %) = A+ 0ia(7), (3.109)
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donde x(z¢, ¥) = a(Z)+xo27n/B. Notar que la primera ecuacién es equivalente a v’ = v+n.

En la figura 3.1 vemos que cuando no hay fermiones los minimos absolutos del potencial
efectivo ocurren para valores enteros de ¢ /27, v todos ellos son transformaciones gauge
de AO = 0.

Se puede comprobar que las combinaciones de campos Ef”, E2, 522”, y B? quedan
invariantes bajo la transformacion (3.109). Por tanto el sector gluénico de la accién efectiva
es invariante gauge.

Al introducir fermiones en la teoria la situacién se modifica ligeramente. En general
hay més transformaciones residuales permitidas en una teoria gauge pura SU(N,) que en
una teoria SU(N.) con fermiones. Los fermiones rompen la simetria del centro del grupo
gauge, y la forma més general de la transformacion U en este caso es

U(xo,Z) = exp [—i%(a(f) + :r047m/ﬁ)] : (3.110)

que es un subgrupo de la anterior. Esta transformacién produce 7/ = 7+ n, lo cual respeta
la periodicidad de todas las funciones (notar que (3.108) no respeta la periodicidad de las
funciones Ly ,(7), f(7) vy hy(7)). Como funcién de zy, la transformacién gauge (3.110) es
estrictamente periddica en [0, 3].

En la figura 3.1 se observa cémo la inclusion de fermiones da lugar a la rotura de la
simetria Z(2). Esta rotura se manifiesta en que los puntos 3¢/2m = 2n + 1 dejan de ser
minimos absolutos del potencial efectivo y pasan a ser puntos estacionarios. Los minimos
absolutos 3¢ /21 = 2n son transformaciones gauge (3.110) de Ay = 0.

3.7.3. Comparacién con otros resultados

Podemos comparar nuestros resultados en SU(2) en el sector gluénico con los que apare-
cen en [67], donde se calcula la accién efectiva de una teorfa de Yang-Mills SU(2) a altas
temperaturas haciendo un desarrollo en derivadas covariantes. Este desarrollo es para con-
figuraciones gauge estacionarias, es a todos los 6rdenes en Ay y se calculan algunos términos
con hasta cuatro derivadas espaciales. Aqui hemos calculado tinicamente los érdenes mas
bajos en Dy, pues asi es como estd construido el desarrollo del heat kernel, y nuestras
configuraciones son generales (no necesariamente estéticas).

El resultado de ref. [67] presenta la estructura de £, , en (3.107). Puesto que el nuestro
no es estrictamente un desarrollo en Ay (el loop de Polyakov no se ha desarrollado, con
objeto de preservar invariancia gauge), no es posible hacer una comparacién directa con
[67]. Sin embargo en nuestro tratamiento vemos que si la teoria fuera estacionaria, todos los
términos de la forma (ZA){}F w)|» 1 > 1, serfan cero, pues Ay es diagonal. Esto quiere decir
que nuestras funciones f, y he, no reciben ninguna contribucién adicional mas alld de
L, 4. Estas funciones coinciden con las correspondientes de [67]. Por supuesto, el potencial
efectivo es correcto a todos los 6rdenes en Aj.

Por otra parte nuestras funciones f; 4 y h1 4 contienen divergencias infrarrojas, mientras
que en el célculo de [67] sélo hy , es divergente.
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3.8. Resultados en SU(3)

En esta seccién consideraremos especificamente el grupo gauge SU(3). Calcularemos el
lagrangiano efectivo hasta términos con dimensién de masa 4.

3.8.1. Traza en espacio de color

Usaremos como base de su(3) las matrices t, = \,/2i, donde A\, a = 1,--- ,8, son las
matrices de Gell-Mann
a 7; a a 7; a
A() :A()ta = —EAGAO, FIU/ :F“yta — _5)\01F[J,V7 (3111)

En esta base 1
[tm tb] = fabctca tr(tatb) = _iéab . (3112)

Al igual que en la seccion 3.7, elegimos el gauge de Polyakov, de modo que Ay va a ser
diagonal en la representacion fundamental,

A 3
Los valores propios del loop de Polyakov en esta representacion son

wp = exp (@g(% + ¢8)) , Wy =exp (ig(—% + ¢8)> , w3 =-exp(—ifgg), (3.114)

y si definimos las magnitudes v4 mediante wy = exp(i27v4), A = 1,2, 3, vamos a poder
expresar el sector fermidnico del lagrangiano efectivo en términos de

n= DGt o), m= by ), m=—args.  (B115)
Tras calcular la traza en el espacio de color, obtenemos
Log(x) = —WQILNf (‘? +(1—473)? + (1 —473)* + (1 - 493)2) : (3.116)
Lagle) = % {log (7v7) - %} Ei+ 22[;2 log (77) B
s (1) £ ) (PP (P + (P )
i (1) £ 0) (P + (P )
i (1) £ (PP (FLLP)
i (700 + 1) + 45 ) ()
Ny

——=— (f~(n) = f~(w)) FL,Fy, (3.117)
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donde
f~(v) = w(%—i-ﬁ)—l—z/}(%—ﬁ), U= (1/—1—%) (mod 1)—%. (3.118)

Para el sector gluénico debemos calcular la traza en la representacién adjunta. En esta
representacion

(A0)ab = (AST.)ap = — fabeAS = — furshs — fursV/ 365 | (3.119)

donde hemos hecho uso de (7). = faeb = — fave- De aqui se tiene que los valores propios
del loop de Polyakov en la representaciéon adjunta €2 = exp(—3A4y) son

1, 1, exp(+ifeos), exp (j:ig(gbg + 3¢8)) ,  exp (iig(@ — 3q§8)> . (3.120)

El sector gluénico del lagrangiano efectivo se va a poder expresar en términos de los in-
variantes

B

Vig = 5—¢3, V3 = ﬁ(% +3¢s), vz = ﬁ(ﬁbs — 3¢s) - (3.121)
27 4 4

Una vez que se calcula la traza en el espacio de color, se obtiene

4 2 ~ N N -
Coale) = grT" (= 4 (1= Pa 4 P41 = 2l + B0~ 7)) (3122

Log(z) = —(471T)2 (1110g (4%) . %) B2 (4i)2 <1llog (4%) + %) B?

o (B 1352

et (70 + 70+ 57 ) 4 3 ) ) (B2 + (P
bt (170 + 5770 + £ o) +;f ) ) (L) + (L))

b (f+<o>+§f+<m>+1f () 4 £ ) ) ((FR)P + (FLY)

bt () + 3 ) + 517 <u23>) (L)

T 4i)2% H(vs) + S (v)) (FL)?

+ 1) 1—\/_(f+(y31)—f (vo3)) F, (3.123)

donde

ffv) = v@)+v(1-7) (w¢Z), V=v(modl),
f70) = —2vg. (3.124)
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Figura 3.3: Potencial efectivo a un loop para SU(3) como funcién de p. Se considera § = 0y
se muestra el caso en que no hay fermiones (linea continua), dos fermiones sin masa (puntos
y rayas), y fermiones solamente (rayada). Se ha graficado 1234Ly/7? y se ha eliminado el
término constante.

Al igual que hicimos en SU(2), podemos considerar la descomposicén de los campos en
la direccién paralela y perpendicular a Ay. La direccién paralela ﬁwH da cuenta de las
componentes 3 y 8. La direcciéon perpendiculal F w1 da cuenta de las componentes 1, 2, 4,
5,6 y 7. Notar que el subespacio paralelo esta libre de divergencias infrarrojas.

El nivel arbol renormalizado es

1 2

Lol () = 9700 Fi,.

(3.125)

En las férmulas hasta orden 4 en masa las componentes 1 y 2 juegan el mismo papel.
Lo mismo ocurre con las componentes 4 y 5, y con las componentes 6 y 7. Hasta este orden,
la estructura que encontramos es de cuatro planos bien definidos: el plano paralelo a Ao, y
tres planos transversales; esto es

Log(x) + Log(z) = fr2(ds, 98) (E)? + (E2)?) + fas(¢3, 05) ((E})? + (E7)?)
+ for(ds, 9s)((ED)? + (E])?) + faa(ds, ¢s)(E})? + fus(os, ¢s)(E)?
+  fas(os, ds)(EVEY)
+ (misma estructura para B;B;) . (3.126)

Se puede comprobar que, eligiendo los generadores del algebra del grupo de manera
conveniente, la estructura general que se obtiene para SU(N,.) en nuestro desarrollo hasta
orden 4 es de un plano paralelo con N.—1 componentes, y N.(N.—1)/2 planos transversales,
cada uno de ellos formado por dos componentes. Las divergencias infrarrojas solamente van
a afectar a estos tltimos.
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Figura 3.4: Potencial efectivo a un loop para SU(3) como en fig. 3.3, pero en la direccién
de A3. Se ha graficado como funcién de 6 y se considera p = 0.

3.8.2. Invariancia gauge del resultado

Con el fin de graficar las funciones definimos las magnitudes 6 y p como

En la figura 3.3 se muestra el potencial efectivo en la direccion de Ag. Cuando no hay
fermiones los inicos minimos del potencial en esta direccién ocurren en los puntos p = 2n/3
que son justamente transformaciones gauge de p = 0. En la figura 3.4 aparece el potencial
efectivo en la direccién de As;. Los minimos absolutos son nuevamente transformaciones
gauge de # = 0, pero aparecen ademas minimos locales en § = 2n + 1. En una grafica
del potencial efectivo en dos dimensiones (figura 3.5) se puede observar que estos minimos
locales en realidad son crateres que caen hacia minimos absolutos en (6, p) = (2n+1,1/3).
En todos estos minimos la matriz 0 = exp(—(3A) tiene los mismos valores propios, de
modo que todos ellos son transformaciones gauge de 2 = 1.

Como se comenta en el apéndice A la introduccién de fermiones rompe la simetria del
centro del grupo gauge. La rotura de esta simetria se manifiesta en la aparicion de minimos
locales. En la figura 3.3 podemos observar que el minimo absoluto en p = 2/3 para la teorfa
sin fermiones se transforma, con la inclusién de éstos, en un minimo local. Esto es asi ya
que el minimo absoluto de la parte gauge del potencial efectivo coincide con el maximo
de la parte fermidnica. En general, como podemos observar en las figuras 3.5 y 3.6, cada
minimo local de la teoria gauge con fermiones se corresponde exactamente con un minimo
absoluto de la teoria gauge pura. Con el fin de ilustrar el comportamiento de las funciones
que aparecen en Lo, en la figura 3.7 se muestra la funcién fy5 en la direccién de Ag. La
parte bosénica de la funcién presenta singularidades en p = 2n/3 lo cual es debido a la

contribucién del modo cero. El comportamiento en la direccién de A3 es parecido al de la
figura 3.2.
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Figura 3.5: Gréfico de contorno del potencial efectivo a un loop para SU(3) como funcién
de 0 (eje horizontal) y p (eje vertical) para una teoria gauge pura.

3.8.3. Comparacién con otros resultados

En [68], al igual que en [55], se calcula la accién efectiva a un loop de una teoria de Yang-
Mills SU(N,) haciendo un desarrollo en derivadas covariantes. El resultado no es covariante
gauge pues se considera un desarrollo en potencias de Ay(Z). Como consecuencia de ello
el potencial efectivo que se obtiene no es periddico y sélo se aproxima al exacto cuando
Ap — 0. De todas formas en [68] se considera el potencial efectivo exacto, que es conocido
y ha sido calculado por nosotros, y se hace un estudio en el caso especifico de una teoria
gauge SU(3) incluyendo fermiones. Hemos comprobado que sus resultados coinciden con
los nuestros.

3.9. Conclusiones

En este capitulo se ha hecho un estudio de la accién efectiva de QCD a un loop a
temperatura finita en la region de interés fenomenoldgico correspondiente a la fase de
plasma de quarks y gluones. Para tal fin hemos usado la técnica del heat kernel del capitu-
lo 2, que nos ha permitido calcular el determinante fermionico y el determinante bosénico
correspondiente a fluctuaciones gludnicas cudnticas en torno a un background clasico (es
el conocido como Método del Campo de Fondo).

El desarrollo del heat kernel se corresponde en este caso con un desarrollo en derivadas,
organizado de un modo muy eficiente. Hemos conseguido reproducir resultados parciales
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Figura 3.7: Gréafico de —9672f;5 como funcién de p. Se considera § = 0 y se muestra
el caso en que no hay fermiones (linea continua), un fermién sin masa (rayada), y ocho

fermiones (puntos y rayas). Se han eliminado los términos constantes y ciertas divergencias
que surgen al tomar 6 = 0.
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previos, v extenderlos hasta orden 7'~2 incluyendo los efectos del loop de Polyakov, para un
grupo gauge general SU(V,). Se ha calculado la accién de la teorfa efectiva dimensional-
mente reducida hasta ese mismo orden. Finalmente se han particularizado las férmulas
para los grupos gauge SU(2) y SU(3), lo cual ha permitido comparar con trabajos previos.

Un punto de especial relevancia es la invariancia gauge de nuestros resultados. Hemos
estudiado la invariancia frente a la simetria del centro Z(N.) del grupo gauge SU(N.,)
en la teoria sin fermiones, y se ha estudiado explicitamente el mecanismo por el cual los
fermiones rompen esta simetria del centro.



Capitulo 4

Efectos no perturbativos por encima
de la transicion de fase

4.1. Introducciéon

El loop de Polyakov juega un papel tedrico muy importante en QCD a temperatura
finita. Representa el propagador de un quark estatico test y por tanto es crucial para
entender el mecanismo de la transicién confinamiento-desconfinamiento. En [69, 70] se
encuentra su relacién con la energia libre de un quark pesado, de tal modo que un valor
esperado nulo del loop de Polyakov en quenched QCD indica la fase de confinamiento. La
simetria global Z(N,) se encuentra espontdneamente rota en la fase de desconfinamiento
[71]. El loop de Polyakov constituye un pardmetro de orden natural para esa transicién de
fase; bajo transformaciones de gauge periddicas L es un objeto invariante, pero bajo una
transformacién de 't Hooft adquiere un factor, que es un elemento del centro del grupo
gauge. Diversas teorfas efectivas para el loop de Polyakov han sido propuestas en [72].
(Para un anélisis detallado ver, por ejemplo, [20]).

Al comienzo de los anos ochenta, el cdlculo perturbativo del loop de Polyakov hasta
segundo orden (NLO) fue hecho por Gava y Jengo [23]. Estos resultados muestran que a
temperaturas suficientemente grandes el loop de Polyakov renormalizado se aproxima a uno
por encima.! No se han hecho muchos progresos desde este primer resultado. Actualmente
no existen calculos perturbativos del loop de Polyakov mas alla de NLO. Tal y como se
menciona en [23], un célculo directo conduciria a la aparicién de un gran nimero de diagra-
mas de Feynman debido a las divergencias infrarrojas [73]. En este capitulo discutiremos
una aproximacion diferente, relacionada con la técnica de reducciéon dimensional.

Desde el punto de vista no perturbativo, el loop de Polyakov desnudo ha sido frecuente-
mente estudiado en calculos numéricos de teorias gauge en el reticulo. No obstante, sélo
recientemente se ha conseguido una definicion conveniente del loop de Polyakov renorma-
lizado. El método introducido en ref. [21] para QCD quenched permite calcular el loop de
Polyakov a partir del potencial quark-antiquark a temperatura finita, obtenido de la fun-

LEl valor esperado del loop de Polyakov desnudo se anula en el limite al continuo en cualquier fase.

63
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cién de correlacion de dos loops de Polyakov separados. La comparacion con el potencial a
temperatura cero para separaciones pequenas permite una determinaciéon muy precisa de
la autoenergia del quark, que debe ser extraida.

Las temperaturas grandes estan relacionadas con regiones cinematicas donde se mani-
fiesta la rotura de la simetria Lorentz, y se corresponden con momentos euclideos grandes
para una teoria cuantica de campos a temperatura cero. En regularizaciéon dimensional en
el esquema MS se encuentra que a una temperatura dada 7" le corresponde una escala eu-
clidea pu ~ 47T [66], de modo que para T, = 270 MeV se tiene p = 3 GeV. En este régimen
es de esperar que las ideas del desarrollo en producto de operadores (en inglés Operator
Product Expansion, OPE) se puedan aplicar, y més especificamente a temperaturas no
tan grandes los condensados y las correcciones en potencias de la temperatura deberian
de jugar un papel importante. En realidad, siguiendo algunas sugerencias antiguas [74],
requisitos fenomenolégicos [75], estudios tedricos [76] y andlisis en el reticulo [77, 78, 79
hay actualmente una evidencia creciente de que el condensado invariante BRST de orden
méas bajo es de dimension 2. Este condensado es en general no local, pero en el gauge
de Landau se convierte en un operador local (Aia), donde A, , es el campo del gludn.
El condensado (A(z)’a> también aparece como un parametro en el calculo de la presion a
temperatura finita [80].

El loop de Polyakov esta estrechamente relacionado con el valor esperado de Ag,a (como
veremos, el resultado perturbativo a NLO se puede obtener de esta manera), de modo que
las contribuciones del condensado a esta magnitud tendran un impacto inmediato sobre
el loop de Polyakov. En este capitulo estudiaremos la existencia de contribuciones no
perturbativas a este condensado gludnico. La situacién es similar a lo que ocurre con el
potencial quark-antiquark en QCD a temperatura cero, como funcién de la separacion del
quark y el antiquark. En esta caso, la teoria de perturbaciones describe bien la regién
de cortas distancias, donde la teoria es débilmente interactuante y el intercambio de un
gluén produce un potencial tipo Coulomb. A distancias grandes surge el confinamiento y
los datos del reticulo sugieren un potencial de tipo lineal [81].

En la seccion 4.4 se analizaran los datos en el reticulo del loop de Polyakov en base a
estas ideas.

Este capitulo estd basado en la referencia [82].

4.2. Loop de Polyakov perturbativo

Con objeto de incluir posteriormente posibles contribuciones provenientes de conden-
sados, trataremos de reproducir en esta seccion el resultado perturbativo a orden mas bajo
para el loop de Polyakov mendiante la técnica de reduccién dimensional. Ademas, esto
nos permitird discutir algunas propiedades de las contribuciones perturbativas de orden
superior.
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4.2.1. Resultados perturbativos

El (valor esperado del) loop de Polyakov se define como

Lun:<%¢QTQﬂﬁ”m%@%Q>, (4.1)

donde ( ) indica valor esperado en el vacio, tr, es la traza de color (en representacién
fundamental), y 7 indica ordenacién a lo largo del camino de integracién. Ag es la com-
ponente temporal del campo gluénico (en tiempo euclideo). El campo gauge Ag(z) es un
elemento del dlgebra de Lie de SU(NN,), y puede ser representado como Ay = >, ToAo,,
donde T, son los generadores hermiticos del algebra de Lie de SU(/V,.) en la representacién
fundamental. En lo sucesivo consideraremos la normalizacién estandar tr(7,7}) = 04p/2.

Al ser un operador compuesto, el loop de Polyakov es subceptible de ser renormalizado.
En refs. [83, 84, 85, 86] se estudia la renormalizabilidad del loop de Polyakov en el contexto
de teoria de perturbaciones, donde se muestra el hecho de que se puede renormalizar
perturbativamente, sin mezcla con otros operadores. El calculo perturbativo de L(T) en
gluodindmica pura a temperaturas altas fue realizado a comienzos de los anos ochenta
por Gava y Jengo [23]. Tras incluir efectos de polarizacion de vacio a temperatura finita
a través de la inserciéon de la masa de Debye, el término de orden mas bajo resulta ser el
O(g?), en lugar del que en un principio cabria esperar O(g?). Este cdlculo se hizo en el
gauge de Landau hasta NLO (O(g%)). El resulado es

1 N2—1 ,mp N2—1,
C C 1
6r N VT T Y

mp 3 5
0g o + 4) +O(g°) . (4.2)

L(T)=1+

Este resultado es muy antiguo, y hoy en dia no se dispone de célculos a érdenes superiores.
La masa de Debye mp controla el apantallamiento de los modos cromoeléctricos en el
plasma, y a un loop se escribe [63]

mp = gT(N,/3 + N;/6)"/2. (4.3)

La dependencia en temperatura de la constante de acoplamiento g se obtiene del anélisis
estandar del grupo de renormalizacion, y es de esperar que (4.2) constituya una buena
aproximacién a temperatura suficientemente alta. Notemos que L(7T) se hace mayor que 1,
lo cual implica que el loop de Polyakov renormalizado no es una matriz unimodular.

4.2.2. Reduccion dimensional

En la seccién 3.6 se obtuvo la accién de la teoria efectiva dimensionalmente reducida
de QCD a un loop y en el gauge de Landau. Esta teoria queda descrita por la accién
tridimensional | d*zL3(F) [44, 55, 65, 66], donde

7L,(7) = miir(ad) + LW nazy 4 LB, Np(a

W i ay . S L
+g%(T)tr([Dz,Ao] ) + NAEh (F2) +ToLs;. (4.4)
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g(11) es la constante de acoplamiento de QCD en el esquema MS (usada también en la
férmula del loop de Polyakov (4.2) y en la masa de Debye (4.3))

S5 = 2losly/Ane). = (LLN/3 =20 /3) (4 (45)
y las constantes de acoplamiento cromoeléctricas y cromomagnéticas vienen dadas por
ec. (3.89). El término restante L3 es no renormalizable y contiene operadores de dimen-
sién 6 o mayores (ver ec. (3.94)). Ademds existen términos que contribuyen més alld de
un loop y términos constantes (indenpendientes de los campos) que son relevantes para el
calculo de la presién.

Para obtener el loop de Polyakov a orden mas bajo necesitaremos tinicamente los térmi-
nos de masa y de energia cinética del campo A, (términos primero y cuarto respectivamente
en ec. (4.4)). Para simplificar la notacién, en el resto del capitulo trabajaremos con un cam-
po Ay reescalado

A5 (@), (4.6)

L 9w
AO( )_ gE(T)

donde A es el campo gluénico que aparece en férmulas previas. A todos los efectos, el uso
de la masa de Debye y la férmula del loop de Polyakov ec. (4.1) que depende del producto
de gAy, es equivalente al uso del nuevo campo Ay junto con gg(7T) como constante de
acoplamiento. A partir de ahora denotaremos esta constante como ¢(7") o simplemente g,

2
1
Ly(7) = %tr(Ag)—thr([Di,AOF)+---, (4.7)
1
92 (T) - 2/30 log(T/AE) )
o A N, + 8N (log 2 — 1/4)
MS c+ 0g 2 —
Ap = M8 - ! . 4.
B &P (7’5 22N, — AN, ) (48)

En el célculo de la presion de QCD se puede fijar el gauge de cualquier forma para
integrar los modos no estacionarios. Por esta razon se suelen utilizar los gauges covariantes,
pues los calculos resultan mas faciles en estos gauges. Para el loop de Polyakov la situacion
es diferente, pues los gauges estaticos resultan mas convenientes [63]. Tal y como se muestra
en el apéndice A, un gauge estéatico es aquel en el que dyAg = 0, y no implica pérdida de
generalidad ya que este gauge siempre existe. En el gauge estético la ec. (4.1) se escribe

1 ) o
L(T) =+ (tr e @/T (4.9)

Notar que L unicamente depende de los modos estacionarios de Ay, de modo que si in-
tegramos los modos no estacionarios no existirda pérdida de informacién en el loop de
Polyakov. El modo estacionario Ay(Z) coincide con el logaritmo de loop de Polyakov tinica~
mente en el gauge estatico. Por desgracia, el resultado perturbativo de £3(%), ec. (4.7), s6lo
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se conoce en los gauges covariantes. Por tanto, en un gauge covariante la accion efectiva de
los modos estacionarios resulta insuficiente para obtener los valores esperados del loop de
Polyakov. El uso del modo estacionario en (4.9) equivale a eliminar el operador de orde-
nacién a lo largo del camino de integracién 7 en la definicién del loop de Polyakov (4.1),
dando lugar a una dependencia en el gauge. No obstante, como mostraremos en la subsec-
cién siguiente, la dependencia en el gauge inicamente afectard mas alla de NLO, y seremos
capaces de reproducir los dos términos de (4.2) mediante el uso de las férmulas de [60] para
la densidad de energia de vacio.
Si hacemos un desarrollo en serie de L(T') en ec. (4.9), se obtiene

2 4 1

g 1 g
LT) =1 = o (A + g

(tr(Ag)) + -+ - . (4.10)

En esta férmula hemos usado que tr(Ag) es cero. Es de esperar que el resto de 6rdenes
impares en el campo gludnico se anulen debido a la simetria de conjugacion de QCD,
A,(z) — —AT(x). La contribucién de orden més bajo (tr(A§)) tiene dimensiones de masa
al cuadrado, de modo que esta contribucion no existiria en un calculo a temperatura cero. A
temperatura finita debe de escalar como T? (médulo correcciones radiativas con una débil
dependencia en T', que incluyen el running de la constante de acoplamiento y dimensiones
anémalas).

Sea DOO(E)éab la componente temporal del propagador en espacio de momentos para
los campos gauge normalizados canénicamente 7~/ 2A0.4(Z). Integrando el propagador
obtenemos el valor esperado de los campos

d3k -
A :N2—1T/—D k). 4.11
< O,a) ( c ) (271_)3 00( ) ( )
A orden mas bajo en teoria de perturbaciones, el propagador se escribe
- 1
Dt (k) = 5—o. (4.12)
k% +m%

Si introducimos (4.12) en (4.11) obtenemos la contribucién perturbativa de orden mas bajo
para el condensado gludnico de dimensién dos (hacemos uso de las reglas de regularizacién

dimensional)
Tm D

47

Este resultado introducido en ec. (4.10) (y usando que tr(A§) = Aj ,/2) reproduce el valor
perturbativo de L(7T') hasta orden O(g?).

En la figura 4.1 se compara el valor perturbativo de L(T) en ec. (4.2) con datos del
reticulo obtenidos recientemente en gluodindmica pura y N, = 3 [21]. Podemos observar
que en la regién de temperatura alta, 7" préximo a 67, los valores del reticulo para L(T)
son mayores que 1, tal y como predice el calculo perturbativo. Ademés el valor numérico
en esta region es consistente con teoria de perturbaciones. Este acuerdo desaparece rapi-
damente a medida que nos aproximamos a la temperatura critica: los datos del reticulo

(AR o) =—(NZ = 1) (4.13)
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Figura 4.1: Dependencia en temperatura del loop de Polyakov renormalizado en gluo-
dindmica (N, = 3). Los datos en el reticulo son de ref. [21]. Para comparar, se muestran
los resultados perturbativos LO y NLO de ec. (4.2). La curva es un ajuste del parametro
b en ec. (4.32) con los datos del reticulo.

decrecen hasta producir una transicién de fase (en este caso de primer orden), mientras
que la curva perturbativa crece ligeramente. Como es de esperar, el resultado perturbativo
es lentamente variable con la temperatura, pues esta variacion procede de correcciones
radiativas logaritmicas.

4.2.3. Resultados perturbativos a érdenes superiores

En la seccién (4.2.2) discutimos la técnica de reduccién dimensional y llegamos a obtener
el valor perturbativo de L(T) a orden més bajo en teorfa de perturbaciones O(g?). En este
apartado vamos a hacer una discusién de las contribuciones de érdenes superiores al loop
de Polyakov.

El lagrangiano renormalizable tridimensional tiene la siguiente estructura

1
L) = 5“(}‘%) + tr([D;, AoJ?) + mitr(Af) + A (tr(Af))? + Aatr(Ay)

con A, ~ T7V2A,, mg ~ gT, g3 ~ TY?g, y Ay ~ Xy ~ g*T. Para N, = 2y N. = 3 el
término Ay es redundante y podemos considerar Ay = 0.

La densidad de energia de vacio de esta teoria, €(gs, mg, A1), ha sido calculada hasta cua-
tro loops en [60], con g3, m3 y A1 como parametros independientes. Esto permite calcular los
condensados (A3) y (A3) tomando derivadas de € con respecto a m3 y A respectivamente,

lo cual va a permitir obtener sucesivos 6rdenes perturbativos del loop de Polyakov mediante
ec. (4.10).
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La estructura general de la densidad de energia de vacio es [60]

€(g3,m3, M Zngk mi =l geE AR (4.15)

£>1 k=0

donde ¢ indica el nimero de loops y los coeficientes fy dependen logaritmicamente de ms.
Para las magnitudes que aparecen en (4.10) se tiene

2

2
g g” 0¢e(g3, ms,
ﬁ@f(/ﬁ» ~ ?—(3 ° > E q",

0>1 n=~0+2

1 4

g 4 g* Oe(gs, ms3, A1) n

Falir( ) ~ e~ ) > (4.16)
£>2 n=(+4

Teniendo en cuenta que en ref. [60] se calcula la densidad de energia de vacio hasta 4 loops,
la primera contribucién a L(T) que no se tendria en cuenta seria O(g”), correspondiente
a ¢ =5 en el término (tr(A2)). La contribucién de orden més bajo de {tr(A3)) a 5 loops
es O(g°), y la primera contribucién de (tr(A$)), no disponible en el cdlculo, comenzaria
en O(g?) a 3 loops. Esto quiere decir que en principio, con el resultado de [60] se podria
extender el resultado perturbativo de L(T') hasta O(g%). Desafortunadamente las relaciones
que conectan los parametros de la teoria dimensionalmente reducida ms, g3 y A\; con los
correspondientes de QCD en cuatro dimensiones solamente se conocen en gauges covari-
antes, para los cuales la relacién (4.9) no se cumple. En particular, la razén g(u)/ge(T)
tiene una dependencia en el gauge que comienza en O(g?) para las contribuciones de dos
loops, lo cual darfa lugar a una dependencia en el gauge a O(g°) en L(T).

Deberiamos estudiar asimismo la contribucién de los términos no renormalizables §L3.
Los términos de orden mds bajo de ese tipo son [44, 55]

2

4
g g
5Lo = Ttr([Di Ful’) + Fste(Fl) + Ttr(A3FL) (4.17)

Si tenemos en cuenta la relacion efectiva D; ~ ¢T', el primer término corresponde a una
correccién O(g?) en la energfa cinética, de modo que comenzard a contribuir a O(g”) como
una correccién del LO en L(T'). Los otros términos son de orden superior.

Teniendo en cuenta las relaciones (4.16) y la ecuacién (4.10), reproducimos el término de
orden O(g*) que aparece en el resultado de Gava y Jengo, ec. (4.2). Encontramos asimismo
la siguiente contribucién de orden O(g°) en L(T)

(N2 —1)g"Tmp m?

O = ¢ — 9 3¢,, + 4N; + 2N.(6¢ — 7
2
= (89 + 47* — 441og 2) | , (4.18)
donde
292 no 4 4p 10NZ + 2N} + 9Ny /N,
= ZZN.log — — =N;log — | = , 4.19
@=73 & T3 ¢ 6N, + 3NV (4.19)
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y pr = 4me VET es la escala térmica estandar que surge en la reducciéon dimensional
perturbativa en el esquema MS. mp viene dada por ec. (4.3). ¢ es un pardmetro que
depende del gauge.

Si bien los términos O(g®) + O(g°®) tienen una dependencia en el gauge, numéricamente
se observa que no producen una contribucién sustancial a L(T), pues son cualitativamente
y cuantitativamente similares a los obtenidos en [23]. Nuevamente la naturaleza radiativa
de estos términos perturbativos produce una dependencia logaritmica en temperatura que
es muy plana.

Encontramos que teoria de perturbaciones resulta ser incapaz de explicar el compor-
tamiento que se observa en el reticulo del loop de Polyakov en el régimen 7. < T < 67,
(ver figura 4.1), y este hecho refuerza la necesidad de incluir en el célculo efectos no per-
turbativos.

4.2.4. Ansatz gaussiano

Con objeto de simplificar el tratamiento, consideraremos que en la fase de desconfi-
namiento el campo Ag(Z) se encuentra suficientemente bien descrito por una distribucién
gaussiana. En este caso, todos los valores esperados conexos de Ay mas alld de (A3) se
anulan, y haciendo uso del desarrollo estandar en cumulantes, se encuentra

2/ 42
o g <A0,a>
L =exp {— INT? (4.20)
de modo que?
N2 -1 N.(N? -1 m 3
<A3’G>Pert = — 047T mpl — %927& (log 2—; + Z) + (9(93) . (421)

De (4.16) se observa que la contribucién a L(T') proveniente de (A3) comienza en O(g°), de
modo que el ansatz gaussiano sera vélido hasta orden O(g°) a temperatura suficientemente
alta, donde la teoria se convierte en débilmente interactuante debido a la propiedad de
libertad asintética. Es exacto en el limite de N, grande ya que los valores esperados conexos
de drdenes mayores se encuentran suprimidos por potencias de 1/N.. A%,a escala como
N2 — 1, de modo que L tiene un limite bien definido para N, — oo, con la prescripcién
estandar de mantener fijo g>N..

Los célculos en el reticulo muestran una distribucién gaussiana para el loop de Polyakov
[87]. El ansatz gaussiano es equivalente a desarrollar la exponencial en ec. (4.9), promediar
sobre grados de libertad de color y finalmente hacer uso de la hipdtesis de saturacién de
vacio ((A2F) = (2k — 1)!1{A2)¥), usada habitualmente en las reglas de suma de QCD a
temperatura cero. En este contexto el loop de Wilson fue discutido en ref. [88] mediante el
uso del condensado gludnico estdandar de dimension 4, dando como resultado un término

2Esta férmula es vdlida también para la teorfa unquenched, puesto que hasta este orden Ny inicamente
aparece a través de la masa de Debye.
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proporcional al cuadrado del area del contorno para contornos pequenos. El problema fue
discutido nuevamente en ref. [89] en el contexto de condensados de dimension 2, dando lugar
a una ley proporcional al drea. Esto se muestra de acuerdo con la observacién de ref. [75] de
que los condensados de dimensién 2 podrian considerarse de manera efectiva como masas
gludnicas taquidnicas, lo cual proporciona el comportamiento a cortas distancias de las
fuerzas que son confinantes a distancias grandes.

4.3. Contribuciones no perturbativas en el loop de
Polyakov

En la seccion 4.2 de este capitulo hemos hecho un estudio de las contribuciones pertur-
bativas para el loop de Polyakov, y encontramos que teoria de perturbaciones reproduce
unicamente los datos del reticulo a temperaturas suficientemente altas (T' ~ 67.). Este
hecho aparece ilustrado en la figura 4.1.

Nuestra motivacién para dar cuenta de las contribuciones no perturbativas puede en-
tenderse bien si se muestra la analogia que existe con el potencial quark-antiquark a tem-
peratura cero en QCD quenched. Este potencial se puede obtener a partir de la funcion
de correlacién de dos lineas de Wilson. El régimen perturbativo del potencial Vg, (r) es el
correspondiente a separaciones pequenas, donde el potencial es aproximadamente coulom-
biano. Para separaciones del orden de 1/Aqcp (no existe otra escala en gluodindmica) surge
un término lineal confinante que comienza a ser dominante [81]. Estas dos contribuciones
del potencial evolucionan bajo el grupo de renormalizacién siguiendo una ley logaritmica.
Por tanto, médulo correcciones radiativas, 7V, (r) esta formado por una parte perturbativa
que es constante y por un término del tipo Agcp 72 que es no perturbativo. De manera
analoga, a temperaturas grandes podemos considerar el comportamiento de la magnitud
adimensional (tr(A32))/T?, que también estd directamente relacionada con la funcién de
correlacion de dos lineas de Wilson térmicas. El andlogo de la escala r en el caso anterior
es aqui la escala 1/T, y por suspuesto para T grande la magnitud (tr(A2))/T? es perturba-
tiva y plana (médulo una dependencia logaritmica). A temperaturas no tan grandes habria
que considerar la posibilidad de que surjan términos no perturbativos en potencias del tipo
N3/ T.

Con objeto de dar cuenta de contribuciones no perturbativas provenientes de conden-
sados gludnicos, consideraremos en el propagador Doo(l;) nuevos términos fenomenolégicos
con parametros dimensionales positivos. En concreto

- -

Doo() = Dig™ (k) + Dgg’ (k) (4.22)
con el término no perturbativo
mé
Este ansatz es equivalente al que se realiza a temperatura cero en presencia de condensados
[74, 75]. Si introducimos ec. (4.23) en ec. (4.11), podemos ver que este término nuevo genera

Dy Pt (k) = (4.23)
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una contribucién no perturbativa para el condensado:

No Pert __ (N02 — 1)Tm%}

2
(AG.a) r—— (4.24)

Si suponemos que el pardmetro mg es independiente de la temperatura (salvo correcciones
radiativas), el condensado serd asimismo T-independiente (médulo esas mismas correc-
ciones radiativas). En términos del condensado, la contribucién no perturbativa al propa-

gador se escribe
. 8 AQ No Pert
D(IJ\TOO Pert(k) _ . T Mp < _'0,a> ' (425)
Nc—l T (k)2+m%)2

NoPert indica lo que serfa una masa gludénica

Notar que un condensado positivo (Ag,)
taquiénica —mZ,, al igual que en ref. [75].
Si hacemos uso del ansatz gaussiano, ec. (4.20), y sumamos las contribuciones pertur-

bativa y no perturbativa de (Ag ), se obtiene

g2<A%,a>Pert g2<A(2)7a>No Pert

2N, T? 2N.T7?

—2log L = (4.26)

El hecho de que (A2 )P escale como T2 mientras que (A3 ,)N° Pt sea independiente de
la temperatura (médulo correcciones radiativas), sugiere que la féormula anterior se pueda
reescribir de la siguiente forma

T 2
—2logL =a+b (?> : (4.27)

donde se espera que los parametros a y b tengan una dependencia débil en temperatura.
Esta formula muestra que la contribucién no perturbativa da lugar a una dependencia
en temperatura que sigue una ley de potencia, la cual no estd presente en los célculos
perturbativos.

4.4. Comparacién con datos del reticulo

Recientemente se han desarrollado diferentes métodos para renormalizar el loop de
Polyakov en el reticulo. Por supuesto, estos cdlculos son completamente no perturbativos.
Uno de los procedimientos de renormalizacion se basa en el cdlculo de funciones de corre-
lacién singlete y octete a temperatura finita de una pareja de quark y antiquark pesados [21,
22]

efFl(g_c’,T)/TJrC'(T) _ NL<TI, Qdesn(x—:) QTdesn<0)> ’ (428)

o~ Fs(@T)/T+C(T)

(Tr QI (7) Tr Q14 (0)) — (Tr Q") Qe (0))

N2 -1 N.(NZ=1)
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-2log(L)

Figura 4.2: Logaritmo del loop de Polyakov renormalizado en gluodindmica (N, = 3) frente
al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades de la temperatura de transicion
de fase. Los datos del reticulo son de ref. [21]. En los ajustes se usa ec. (4.27) con a y b
como parametros libres, y datos del reticulo por encima de 1,037, para N, =4y N, = 8.
Para comparar, se muestran los resultados perturbativos LO y NLO para Ny = 0.

En estas férmulas 24" (7) indica el operador loop de Polyakov desnudo (sin renormalizar)
localizado en el punto #. Los dos loops de Polyakov se renormalizan mediante la extraccién
de la autoenergia del quark (que es dependiente de T, pero independiente de la separacién),
de tal modo que se reproduzca a pequenas distancias el potencial quark-antiquark estandar
a temperatura cero. El valor esperado del loop de Polyakov se obtiene considerando en las
férmulas anteriores el limite de separaciéon grande. Si Qz (%) denota el loop de Polyakov
renormalizado en el punto Z,

A%(Tr Qg (7) Q%(O)) = NLCG_C(T) (Tr Qdesn () Qiden(0)) = e 1 D)/T f— LA(T). (4.29)
Tal y como muestran los autores de [21], existe una ambigiiedad en su procedimiento,
que corresponde a anadir una constante al potencial quark-antiquark a temperatura cero.
Esta ambigiiedad se traduce en una ambigiiedad aditiva en Fy(r,T) en ec. (4.29), lo cual
conducirfa a un término del tipo 1/7 en log(L(T)). Para eliminar esta ambigiiedad los
autores han adoptado la prescripciéon de Cornell, que consiste en elegir v; = 0 en Vg, (r) ~
vo/T + vy + vor.

4.4.1. Resultados en gluodinamica

En ref. [21] se hace un estudio del loop de Polyakov renormalizado, siguiendo el método
senalado anteriormente, para gluodindmica pura y N, = 3. Motivado por el resultado de
nuestro modelo, ec. (4.27), en la figura 4.2 mostramos los datos en el reticulo de —2log L(T)
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frente a (7./T)?. Se observa que los datos presentan un comportamiento practicamente
lineal. Este patrén es claramente diferente del que predice teoria de perturbaciones, que
es mucho mas plano, y muestra de manera inequivoca la existencia de la correccion en
potencias de temperatura tipica de un condensado de dimensiéon 2.

Si identificamos (4.27) con (4.26) obtenemos las siguientes relaciones:

1INZ—1,mp N2—1 mp 3
_ _ log —2 %, (4.
“ T 7% N T 1629(g2T+4)+O(9)’(30)

GAF YT = 2N.T72h. (4.31)

Haremos un primer ajuste de los datos del reticulo considerando para a el valor que predice
teorfa de perturbaciones a NLO (4.30), y dejando b como pardmetro libre

T 2
—2log L = a™© +b (?> : (4.32)

El resultado se muestra en la tabla 4.1.

Nr b 92<A2 a>N0 Pert (Gev)Q XQ/DOF
4 12.20(6) (0.98(2))2 0.75
8 | 2.14(4) (0.97(1))2 1.43

Cuadro 4.1: Resultado del ajuste con ec. (4.32) de los datos en el reticulo del loop de
Polyakov renormalizado en gluodindmica [21]. Se han incluido datos por encima de 1,03 T..
El valor del condensado se ha obtenido a partir de b y la ecuacién (4.31).

En el ajuste hemos incluido datos del reticulo para temperaturas por encima de 1,03 7.
Hacemos uso de T./Ayg = 1,14(4) [81, 90], y T. = 270(2) MeV [90]. En el resto de esta
seccion usaremos la constante de acoplamiento que se obtiene de la funcién beta hasta tres
loops y Ag de ec. (4.8) como pardmetro de escala. Si suponemos que la diferencia entre
los dos resultados del reticulo (N, =4 y N, = 8) es debida tunicamente a efectos de cutoff
finito, y consideramos que el efecto principal va como 1/N,, encontramos como estimacién
para g*(A§ ,)N° P en el limite del continuo (0,95(4) GeV)?.

Hemos considerado también un segundo ajuste de los datos del reticulo considerando a
y b parametros libres. El resultado se muestra en la tabla 4.2.

N, a b g*(Ag )N T (GeV)? | x?/DOF
1 [-0.27(5) | 1.8L(13) (0.89(3))? 1.07
8 |-0.23(1) | 1.72(5) (0.87(2))? 0.45

Cuadro 4.2: Igual que tabla 4.1, con a y b como parametros libres.
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Los valores de x?/DOF son ligeramente mejores que los correspondientes al ajuste con
a0y los valores del condensado son un poco més pequenos que antes. La correspondiente
estimacion del limite del continuo es g*(Ag )N """ = (0,84(6) GeV)?.

La identificacién de a con el resultado perturbativo debe de funcionar mejor a tempera-

turas grandes. De ec. (4.30) se obtiene para la temperatura més alta 6 7.
a0 = —0,22(1) (T =6T,), (4.33)

lo cual muestra un acuerdo razonable con los valores ajustados. Notar que las correcciones
no perturbativas en potencias de 7' contribuyen poco a esta temperatura (~ 20%). Se
puede concluir que el resultado perturbativo NLO evoluciona a temperaturas pequenas
mas rapidamente de lo que sugiere el ajuste. Seria interesante tener en cuenta correcciones
logaritmicas al valor del condensado y quizas ciertas correcciones de dimension andémala
para éste. Sin embargo, los datos actuales del reticulo no permiten una extraccion limpia
de esos detalles.

En un intento por determinar una posible correccién de tipo 1/7*, hemos considerado
en ec. (4.27) el término extra c(T./T)*. El resultado del ajuste de los datos del reticulo
para N, = 8 se muestra en la tabla 4.3.

N, a b c x?/DOF
8 | o™ |2.18(20) | -0.0440.24 | 1.89
8 |-0.22(2) | 1.61(24) | 0.13£0.28 | 0.42

Cuadro 4.3: Resultado del ajuste de los datos del reticulo del loop de Polyakov renorma-
lizado en gluodindmica [21], con ec. (4.27) y un término extra ¢(7./T)*. En la primera fila
se han tomado b y ¢ como parametros libres, y se considera para a el valor perturbativo a
NLO, ec. (4.30). En la segunda fila se toman a, b y ¢ como pardmetros libres.

El valor de ¢ es compatible con cero en los dos casos, y los errores se superponen
con los valores centrales de a y b (N, = 8), en tab. 4.1 y tab. 4.2 respectivamente. Es
necesario disponer de datos mas precisos con objeto de identificar posibles contribuciones
de condensados de dimension 4.

Un ajuste de los datos excluye por completo la existencia de un término del tipo 1/7" en
log(L(T)). Este término no tiene base tedrica, pues no existe un condensado de dimensién
uno. La ausencia de este término en los datos se debe a que los autores han adoptado la
prescripciéon de Cornell para el potencial quark-antiquark.

4.4.2. Resultados unquenched

El loop de Polyakov renormalizado ha sido calculado también en ref. [22] en el caso
unquenched para QCD con dos sabores, siguiendo el método explicado al comienzo de
la seccién 4.4. En la figura 4.3 mostramos estos datos para N, = 4. En este caso, los
datos siguen un comportamiento practicamente lineal para temperaturas por encima de
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—e— Ni=2, N=4, Ref[22]|

Figura 4.3: Logaritmo del loop de Polyakov renormalizado en QCD unquenched con dos
sabores frente al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades de la temperatura
de transicion de fase. Los datos del reticulo son de ref. [22]. En los ajustes se usa ec. (4.27)
con a y b como parametros libres, y datos del reticulo por encima de 1,157, para N, = 4.
Para comparar, se muestran los resultados perturbativos LO y NLO para Ny = 2.

1,157T,. Cerca de la temperatura de transicion los datos comienzan a salirse del patrén de
la ec. (4.27), lo cual es senal de que se hace necesaria una descripcién maés rica a medida
que nos aproximamos a la transicién de fase.

En la tabla 4.4 se muestran los resultados del ajuste de los datos del reticulo para
T>115T..

N a b g2<A(2)7a>N° Pet (GeV)? | x2/DOF
1| O [2.99(12) (0.86(2))2 1.87
4 | -0.31(6) | 2.19(13) (0.73(3))? 0.25

Cuadro 4.4: Resultado del ajuste con ec. (4.27) de los datos en el reticulo del loop de
Polyakov renormalizado en QCD con dos sabores [22]. Se han incluido datos por encima de
1,157T,. En la primera fila se ha tomado b como pardmetro libre, y se considera para a el
valor perturbativo a NLO, ec. (4.30). En la segunda fila se toman a y b como parametros
libres.

Hemos usado T./Agg = 0,77(9), con T, = 202(4) MeV [91] y Ajg = 261(31) MeV [92].
En el ajuste hemos considerado el mismo peso para todos los puntos, y el valor de x?
corresponde a un error representativo de £0,05 en 2log(L(T")) (similar al caso quenched).

Al igual que en el caso quenched, el valor de a es consistente con el valor perturbativo
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a temperatura grande
a0 = -0352) (T =6T.). (4.34)

La pérdida del patrén lineal para temperaturas por debajo de 1,157, no se explica
convenientemente si consideramos nuevos condensados de dimensién mayor. En efecto,
hemos sido incapaces de extraer de los datos un condensado de dimension 4. En la tabla 4.5
se muestra el resultado del ajuste para 7' > 1,07, al considerar en ec. (4.32) el término
extra o(T,/T)*.

N, | a b c x*/DOF
1 [ a0 [ 2.44(21) | LO7(19) | 128

Cuadro 4.5: Ajuste de los datos en el reticulo del loop de Polyakov renormalizado en QCD
con dos sabores [22], con ec. (4.27) y un término extra ¢(7./T)*. Se han incluido datos por
encima de 1,0 7.

El ajuste no es bueno, y la gran correlacion que encontramos entre b y ¢ hace que no
se pueda extraer informacion fiable de este nuevo pardmetro.

4.4.3. Otros resultados quenched

Recientemente ha aparecido en la literatura un método alternativo para renormalizar
el loop de Polyakov en el reticulo. En ref. [93] los autores consideran loops de Polyakov
aislados en gluodindmica pura, y hacen una renormalizacién multiplicativa mediante la
extraccion de la autoenergia del quark. Si Pr (%) denota el loop de Polyakov renormalizado
en una representacién irreducible arbitraria R en el punto &, se tiene?

(Pr(2)) = %(Pdegn(f)) . Zr=exp (—m;}w> : (4.35)

donde se ha dividido por una constante de renormalizacién apropiada Zr. P4 (Z) indica el
operador loop de Polyakov desnudo. Este es un tipo estandar de renormalizacion de masa,
si bien aqui se debe tener en cuenta que, puesto que la linea de Wilson es un operador
no local, la constante de renormalizacion dependera de la longitud del camino: en general,
para un camino de longitud ¢ se tiene Zz = exp(—mivy).

El problema principal reside en cémo determinar las masas divergentes de un modo
no perturbativo. En un espacio-tiempo de cuatro dimensiones la masa divergente para un
quark test m&Y es lineal con el cutoff ultravioleta, el cual es proporcional al inverso del

espaciado del reticulo, a, esto es:

: 1
div
~—. 4.36
mg a ( )

SEn nuestra notacién Pg (&) = 3 Tr Qg (7).
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Figura 4.4: Logaritmo de loop de Polyakov renormalizado en gluodindmica (N, = 3) frente
al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades de la temperatura de transicion
de fase. Los datos del reticulo son de refs. [21] y [93]. Los ajustes usan ec. (4.27) con a y b
como parametros libres para [21], y ec. (4.39) con a como pardmetro libre para [93].

Los autores consideran diferentes reticulos, todos a la misma temperatura fisica 71", pero
con diferentes valores del espaciado a. Puesto que el nimero de puntos en la direccién
temporal N, = 1/(aT) es diferente en estos reticulos, obtienen la masa divergente amd”
mediante comparacién de los valores del loop de Polyakov desnudo en los diversos reticulos.

Siguiendo este método, los autores de [93] calculan el loop de Polyakov renormalizado
en varias representaciones de SU(3). Nuestro interés se centra en la representacion fun-
damental, y cuando comparamos con los datos de [21] encontramos que ambos resultados
difieren cualitativamente, principalmente para temperaturas por encima de 1,37,. En la
figura 4.4 se muestran los dos conjuntos de datos.

El origen de la discrepancia entre ambos resultados no estd del todo claro, aunque los
autores de [93] no excluyen la posibilidad de que se deba a efectos del espaciado finito del
reticulo, que no hayan sido tenidos en cuenta de manera conveniente.

Existen varias razones para pensar que los resultados de [21] son més fiables. Por una
parte este método resulta técnicamente mas simple y susceptible de ser comprobado. Los
autores pueden comprobar que a cortas distancias los dos loops de Polyakov reproducen
de una manera muy precisa el potencial quark-antiquark a temperatura cero como funcién
de r para todas las temperaturas. El contacto entre el potencial a temperatura cero y el
correspondiente a temperatura finita es casi total hasta una separacién r(7'), relacionada
con la masa de Debye, lo cual permite una determinaciéon muy precisa del contratérmino
C(T) de ec. (4.29). Ademéds, el cédlculo esta hecho para dos tamanos diferentes del reticulo,
N, =4y N, =8 (también N, = 16 en [94]), y los resultados muestran una dependencia
muy pequena en el cutoff, lo cual significa que el limite del continuo ha sido alcanzado.

El método de ref. [93] es técnicamente mas complicado, pues necesita comparar tamanos
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diferentes del reticulo a la misma temperatura fisica T'. La extraccion del contratérmino es
asimismo més compleja, pues el andlogo de C(T') en ec. (4.29) se escribe como una serie
en potencias de T' con coeficientes que deben de ser ajustados con los datos del loop de
Polyakov desnudo. Por otra parte, desde el punto de vista del modelo que proponemos
en nuestro trabajo, esperamos que las correcciones no perturbativas sean despreciables a
las temperaturas mas altas de los dos datos del reticulo, pero tnicamente [21] parece ser
consistente con teoria de perturbaciones [23] a esas temperaturas.

El método de [93] renormaliza el logaritmo del loop de Polyakov siguiendo este esquema?

o IOg Ldesn(T) — fdiVNT + fren + flatNT—l ’ (437)
donde
1 1 ren
LINT) = (T (@), L(T) = 3 (Te Qr(@) = 7 (4.38)

Podemos especular con esta férmula suponiendo que los términos que dependen del cutoff
no han sido extraidos completamente en los datos, o bien que después de haber sido ex-
traidos permanezcan términos del mismo tipo a los extraidos. En concreto, consideraremos
el siguiente patrén de ajuste

T.\? T, T
—210gL:a+b(?> +5a_1?+5a+5a1i. (4.39)

En la tabla 4.6 se muestran los resultados del ajuste de los datos del reticulo (figura 8
de ref. [93]) para el loop de Polyakov en la representacién fundamental, en el régimen
1,37, <T <3,5T.,.

a da a4+ oa b da_q oaq x%/DOF
aNO 18+ 1.8 — 1.4 4+26| -1.0£3.8 -0.29+£0.26 0.0349
— — 16 £1813+£26]|-14+38|-0.28 4 0.26| 0.0350

Cuadro 4.6: Resultado del ajuste con ec. (4.39) de los datos en el reticulo del loop de
Polyakov renormalizado en gluodindmica [93]. En la primera fila se ha tomado para a el
valor aN™© de ec. (4.30), y en la segunda se ha considerado a como pardmetro libre.

Un hecho alentador es que el valor del condensado parece ser compatible con el obtenido
en la seccién 4.4.1 a partir de los datos de ref. [21]. No obstante, esta especulacién no es
totalmente concluyente y seria deseable un acuerdo entre los resultados de ambos grupos
antes de sacar nuevas consecuencias.

4Nos vamos a limitar a analizar los datos correspondientes al loop de Polyakov en representacién
fundamental. En sec. 5.7 se discute el comportamiento del loop de Polyakov adjunto obtenido en el contexto
de modelos de quarks quirales a temperatura finita.
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4.4.4. Relacion con otras determinaciones del condensado

Si bien nuestra determinacién del condensado se ha hecho en el gauge estéatico y a tem-
peratura finita, resulta tentador comparar con condensados a temperatura cero gQ(Aiﬂ),
calculados en la literatura en quenched QCD y en el gauge de Landau. En la tabla 4.7
se muestran algunos valores de este condensado obtenidos recientemente por diferentes
procedimientos. El acuerdo entre ellos es aceptable.

2

Referencia g* (A2 ) (GeV)?
Del propagador del gluén [77] (2, 4 +0,6)*
Del vértice simétrico de tres gluones [77] (3,6 £1,2)2
De la cola del propagador del quark [78] (2,1 +0,1)?
De la cola del propagador del quark [79] (3,0 — 3,4)*

Cuadro 4.7: Valores del condensado g? (Ai,() a temperatura cero, en el gauge de Landau

en quenched QCD.

A temperatura cero todas las componentes de Lorentz contribuyen de igual forma,
lo cual sugiere un factor de conversién 4 al pasar de g> (Ai7a> a g°(A§,). Sin embargo, de
acuerdo con ref. [74], en el gauge de Landau el condensado total escala como D—1, donde D
es la dimension del espacio euclideo, lo cual sugiere un factor de conversion 3. En cualquier
caso, si tenemos en cuenta tanto las incertidumbres de los datos del reticulo como las
teoricas, el acuerdo es significativo, pues estamos comparando resultados a temperaturas
y gauges diferentes.

Podemos comparar asimismo nuestro resultado para el condensado gluénico con calculos
realizados a temperatura finita basados en el estudio de contribuciones no perturbativas
de la presién en gluodindmica pura [80, 95]. Estos resultados conducen a

g3 (AG )N T = (0,93(7) GeV)?, (4.40)

en el gauge de Landau.® Todos estos analisis muestran un esquema coherente en su con-
junto.

4.5. Energia libre de un quark pesado

El potencial quark-antiquark a temperatura finita se puede obtener a partir de la funcién
de correlacion de dos loops de Polyakov separados. Como sabemos, si se toma el limite de
separacién grande se obtiene el valor esperado del loop de Polyakov, ec. (4.29). En el limite
de separacion pequena los efectos térmicos son despreciables, y este potencial coincide con
el potencial quark-antiquark a temperatura cero.

®Este valor ha sido obtenido a partir de los datos del reticulo de la figura 2 de ref. [80], y también de
la figura 1 de ref. [95], en la regién de temperaturas usada en nuestros ajustes de la seccién 4.4.1.
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Hasta ahora hemos aplicado nuestro modelo fenomenoldgico de ecs. (4.22)-(4.23) para
dar cuenta de las correcciones no perturbativas en el loop de Polyakov. En esta seccion
aplicaremos este modelo para describir los datos del reticulo de la energia libre de un quark
pesado.

4.5.1. Contribuciones no perturbativas en la energia libre

El potencial quark-antiquark puede relacionarse con la amplitud de scattering corres-
pondiente al intercambio de un unico gluén. En el limite no relativista, para la energia
libre en el canal singlete se tiene

. N2 -1 Bk o -
F\(2,T) = — o 92/(%)36’“ Do (k) . (4.41)

Podemos estudiar contribuciones no perturbativas en la energia libre aplicando el mo-
delo que desarrollamos en la seccién 4.3. Si sustituimos (4.22) en (4.41) obtenemos ademés
de las contribuciones perturbativas a LO (O(g?)) y NLO (O(g?)), nuevas contribuciones
no perturbativas®

A= M-l 1 @MV L NE—Lgimp @A)
| 2Ne \dmr = NZ—1 T 2N, Ar 2N.T
(4.42)

Si consideramos el limite r — oo en (4.42), se obtiene esencialmente el logaritmo del
loop de Polyakov

N dgtmy | AN

Fo(T) = Fi(r — 00, T) = —2T log L(T) = SN dr SN T

+ O(g").

(4.43)
Esta expresion coincide con ec. (4.27), teniendo en cuenta ec. (4.31) para by ec. (4.30)
hasta O(g%) para a.
En el limite de temperatura cero, para lo cual consideramos mpr — 0 en (4.42), se
tiene

T—0 N2_1 92

Fi(r,T) —— +or=V(r), (4.44)

donde o 5 4o
A _
o (% N &) 9 {Asalr=0 (4.45)

3 6 2N,

En esta expresion, (A ,)r—o denota el condensado a temperatura cero. En este limite se
llega obviamente a la expresion del potencial quark-antiquark a temperatura cero [96]. El
término de Coulomb es el resultado perturbativo estandar a LO, mientras que el segundo
término es una contribucién lineal no perturbativa bien conocida en la literatura. Ec. (4.44)

SHacemos uso de las reglas de regularizacién dimensional y consideramos ¢ independiente de k.
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Figura 4.5: Constante de acoplamiento a frente a 7T en gluodindmica pura (N, = 3), para
diferentes valores de T'. Datos obtenidos a partir del ajuste de ec. (4.42) con los datos del
reticulo de la figura 5 de ref. [97].

con g = 7/2 corresponde al modelo de cuerda bosoénica, y reproduce los datos del reticulo
para Vg (r) en el rango 0,75GeV™" < 7 < 4GeV™! con un error del 1% [96]. Nuestro
modelo predice un valor concreto para la tensién de la cuerda o.

Como vemos, el modelo predice para la energia libre unos comportamientos asintéticos
totalmente coherentes con la fenomenologia conocida. Esto refuerza nuestra suposicién de
existencia de contribuciones no perturbativas dadas por condensados gluénicos.

4.5.2. Comparacion con datos del reticulo

Podemos comparar nuestro resultado, ec. (4.42), con datos del reticulo existentes para
la energia libre. Puesto que conocemos el valor del condensado g2 (Aaa)NO Pert " esto nos va a
permitir obtener la dependencia en r y T de la constante de acoplamiento o, = g2 /4. En
la figura 4.5 se muestra el valor de ay frente a rT' para diferentes valores de la temperatura.
Las curvas se han obtenido tras ajustar ec. (4.42) con los datos de ref. [97] (figura 5) para
gluodindmica (N, = 3). Como valor de g*(Ag ,)~° """ consideramos el de la tabla 4.2 con
N, =8.

Se observa un comportamiento suave para «; y los valores son relativamente pequenos,
lo cual contrasta con andlisis recientes en el reticulo a temperatura finita [22, 97]. Estos
autores tienen en cuenta los efectos no perturbativos que observan en los datos del reticulo
de la energia libre mediante el uso de dos constantes: o, y @; v esta tltima se diferencia
del valor perturbativo por un factor multiplicativo:

ay(r,T) = Aoy (r,T),  A>1. (4.46)

Esto no tiene justificacion tedrica, y se trata en realidad de un esquema de analisis dema-
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siado forzado, pues la constante A no es tal, sino que tiene una dependencia en temperatura,
de tal modo que vale 1 en el limite 7" — o0o.” Los valores que obtienen para las a,’s son
excesivamente grandes. Por el contrario, al considerar nuestro modelo, el ajuste de los datos
del reticulo de la energia libre resulta mas natural. Notar que el comportamiento r — oo de
as(r, T) que se observa en fig. 4.5 es consistente con el hecho de que nuestro mejor ajuste
de los datos del loop de Polyakov renormalizado sea con a = constante.

4.5.3. Analogia entre el loop de Polyakov y el potencial quark-
antiquark a temperatura cero

Al comparar (4.43) con (4.44) se observa que las expresiones son similares desde un
punto de vista formal, con la identificacién r < 1/mp. Si consideramos que no existe
dependencia en r y T para la constante de acoplamiento g y el condensado (Ag,a% de
ec. (4.43) a LO y de ec. (4.44) se deduce la siguiente propiedad

Foo(T) = V(1) . (4.48)

r=1/mp

Notar que (4.48) es vélida s6lo a LO en teoria de perturbaciones. Con objeto de compro-
bar numéricamente esta propiedad debemos tener en cuenta los diferentes comportamientos
asintéticos de ay. Usaremos la siguiente notacion:

as(r) = ag(r, T =0), as(T) = as(r — 00, T). (4.49)

La propiedad (4.48) se escribird ahora®

, (4.51)

donde

- (28)3/4 T ¢4w(NC/2 + N;/6) (;((;))3) : ‘ (4.52)

El ajuste que se considera en ref. [22, 97] se hace en base a la férmula

40(T)

Fﬁt(T7 T) = — 37/.

exp (_ (1) TT) +b(T), (4.47)

donde «(T) y @(T) se usan como dos pardametros de ajuste independientes. Esta férmula tnicamente
les permite ajustar el comportamiento de Fy(r,T) a grandes distancias, en contraste con ec. (4.42), que
reproduce correctamente también el comportamiento a r pequeno, que viene dado por Vg, (r).
8Esta propiedad también se puede expresar como
PFoo(T)/T = rVq(r) , p=17B, (4.50)
r=~/T

donde B y «y estdn definidos en ec. (4.52).
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Figura 4.6: Logaritmo del loop de Polyakov renormalizado en gluodindmica (N. = 3),
reescalado con p, ec. (4.50), frente al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades
de la temperatura de transicion de fase. Los cuadrados negros y blancos correspon-
den a datos del reticulo para el loop de Polyakov de ref. [21]. Las cruces correspon-
den a datos en el reticulo del potencial quark-antiquark a temperatura cero, rVg,(r), de
ref. [96], y modificados con el cambio r = ~/T. La linea continua representa el mode-
lo de cuerda bosénica que reproduce muy bien los datos del reticulo para rV,(r) en la
regiéon 0,75GeV™" < r < 4GeV~'. Con el cambio r = «/T, esta regién corresponde
a 0,06 < (T./T)? < 1,6.

La propiedad (4.51), con los valores de los pardmetros B y 7 dados en ec. (4.52), se ha
deducido suponiendo que se cumple

os (T)(ASa)7° 7" = s (1) (A7 u) 70 - (4.53)

El miembro izquierdo de la igualdad o (T)(AF ,)N° """ ha sido ajustado en la seccién 4.4.1.
El valor de oy(r)(A§,)7—0 puede obtenerse a partir del valor conocido para la tensién
de la cuerda, o = (0,42GeV)?, y la ecuacién (4.45). Numéricamente encontramos que
ec. (4.53) es correcta con un error del 9%. En la figura 4.6 se muestran los datos del
reticulo en gluodindmica para —2plog L frente a (T./T)? (ref. [21]), y se comparan con el
potencial quark-antiquark a temperatura cero Vg, (r) [96] después de haber considerado el
cambio de variable que se especifica en ec. (4.50). Se observa un acuerdo excelente. Esta
dualidad sugiere la existencia de una profunda analogia entre el potencial quark-antiquark
a temperatura cero y el loop de Polyakov.
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4.6. Conclusiones

Tres son los resultados importantes de este capitulo. Por una parte, tras analizar de
manera conveniente los datos en el reticulo del loop de Polyakov renormalizado por encima
de la transicion de fase de QCD, encontramos la contribucién inequivoca de un condensado
de dimensién 2 no perturbativo. Estas contribuciones no han sido consideradas hasta ahora
en el contexto del loop de Polyakov, pero de hecho son dominantes en la region cercana a
la transicién de fase y permiten describir los datos de [21] en la fase de desconfinamiento
hasta 1,03 T, para gluodindmica y de [22] hasta 1,15 T, para dos sabores.

En segundo lugar, hemos sugerido identificar este condensado con el condensado gluénico
de dimensién 2 invariante BRST. El valor numérico de g? (Ag,a)NO Pert que obtenemos a par-
tir del loop de Polyakov es totalmente consistente con el valor que se deduce de la presién en
gluodindmica [80, 95]. Ademads, aun habiendo definido el condensado en un gauge estético,
su valor es significativamente préximo al valor de g*(A? ) /4, obtenido a temperatura cero
y en el gauge de Landau.

En tercer lugar, a la luz de estos resultados hemos encontrado una analogia entre el
potencial quark-antiquark a temperatura cero y el loop de Polyakov, la cual se manifiesta
en la relacion que predice nuestro modelo entre la tension de la cuerda y la pendiente del
loop de Polyakov.



86

Capitulo 4: Efectos no perturbativos por encima de la transicion de fase




Capitulo 5

Modelos de Quarks Quirales a
Temperatura Finita

En este capitulo estudiaremos algunos modelos de quarks quirales en el contexto de
temperatura finita. Haciendo uso de nuestra técnica del heat kernel del capitulo 2, obten-
dremos el acoplamiento minimo entre el loop de Polyakov gludnico y los quarks, lo cual
solucionard algunas inconsistencias presentes en el tratamiento estandar de estos modelos
a temperatura finita a nivel de un loop de quarks.

En primer lugar se estudiaran algunas propiedades de las transformaciones gauge a
temperatura finita, lo cual nos llevara a considerar la simetria del centro como aquella
que es generada por la accién de transformaciones gauge locales que son periddicas en
la variable temporal salvo un elementro arbitrario del centro del grupo gauge. Para mas
detalles sobre este punto, ver apéndice A.

Posteriormente introduciremos dos modelos: modelo de Nambu—Jona-Lasinio y modelo
quark espectral. Con ellos ilustraremos la problematica del tratamiento estandar a tem-
peratura finita que se viene haciendo en los modelos de quarks quirales, y definiremos
un modelo quark quiral con acoplamiento del loop de Polyakov que permitira compatibi-
lizar los resultados con los conocidos de Teoria Quiral de Perturbaciones. Calcularemos el
lagrangiano quiral efectivo en estos modelos hasta O(p?) en un desarrollo en momentos
externos, y se estudiara la estructura que presenta este lagrangiano a temperatura finita.

Se hard un estudio de algunas correcciones de orden mayor, tales como correcciones
mas alla de un loop de quarks, correcciones gluénicas y correcciones locales en el loop de
Polyakov. Finalmente se calcularan dos observables de interés: condensado quiral y valor
esperado del loop de Polyakov; para lo cual se hara un tratamiento unquenched, y se
estudiara el mecanismo de rotura de la simetria del centro que conduce a la transicion de
fase de QCD.

El capitulo esta basado en las referencias [98, 99].
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5.1. Transformaciones gauge grandes

En el apéndice A discutimos las transformaciones gauge en el contexto de la Teoria
Cuéantica de Campos a temperatura finita. Al comienzo de este capitulo vamos a hacer
un repaso de las principales propiedades de estas transformaciones, y la importancia que
tienen para el estudio de los procesos de desconfinamiento de color en QCD. Esta seccion
podria haberse incluido igualmente en el capitulo 3, pero hemos preferido ponerla aqui para
que el capitulo quede autoconsistente, pues como veremos los modelos de quarks quirales
nos van a permitir una descripcion de la transicion de fase de QCD.

5.1.1. Transformaciones gauge a temperatura finita

En el formalismo de Tiempo Imaginario el espacio-tiempo es un cilindro topoldgico, de
tal modo que el tiempo imaginario euclideo esta compactificado y las integrales funcionales
se evaltian bajo la condicion de que los campos sean periédicos para bosones y antiperiodicos
para fermiones en el intervalo temporal [0, 5], donde 5 = 1/T'. En un principio, s6lo estarian
permitidas las transformaciones gauge peridédicas

g(x(]?f) :g($0+ﬂ7f)a (51)

pues los campos de los quarks y los bosones son estables frente a este tipo de transfor-
maciones. Un ejemplo de tal transformacién para el grupo gauge SU(N,), en el gauge de
Polyakov, 0yAy = 0, con Ay una matriz diagonal N. x N, de traza cero, es

g(iro) = €28 (5.2)

donde A es una matriz diagonal de enteros, de traza cero, en el espacio de color, esto
es Ajj = nidi;,n; € Z,Z?;“l n; = 0. Esta transformaciéon no puede estar préxima a la
identidad, y en este sentido se considera una transformacion gauge grande. Bajo ella, el
campo Ay transforma
Ay — Ao+ %”A, (5.3)

de modo que en este gauge, la invariancia gauge se manifiesta en la periodicidad del campo
gluénico Ay. El problema de teoria de perturbaciones radica en que esta invariancia a
temperatura finita se rompe explicitamente si se hace un desarrollo perturbativo de Ay, ya
que el desarrollo de una funcién periddica da lugar a un polinomio, que no es periddico.

Esta problematica de la invariancia gauge a temperatura finita conduce a la necesidad
de tratar el campo Ay de una manera no perturbativa, y a tales efectos se considera el
loop de Polyakov (o linea de Wilson sin traza) como grado de libertad independiente ().
Transforma de manera covariante en x bajo una transformacién gauge peridédica

Qx) — g7 (2)Qx)g(2) (5:4)

y en el gauge de Polyakov, Q(x) = ¢#40@ s invariante gauge.
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5.1.2. Simetria del centro

En gluodindmica pura a temperatura finita la condicién (5.1) resulta en realidad de-
masiado restrictiva, y es posible considerar transformaciones gauge aperiodicas

g<x0+ﬁvf)zzg<$07f)7 ZNCZl' (55)

z es un elemento de Z(N,), que es el centro del grupo gauge SU(N.), esto es z = e2™/Ne p €
Z(N.). Un ejemplo de esa transformacién, en el gauge de Polyakov, es

g(wo) = e2mROMNCS (5.6)
donde z = €??™/Ne_ El campo Ay y el loop de Polyakov transforman bajo (5.6) como
Ay— Ag+ 2N, Q=20 (5.7)
— — . .
0 0 NG z

Q transforma como la representacién fundamental del grupo Z(N,). Fisicamente el prome-
dio térmico del loop de Polyakov (con traza) en la representaciéon fundamental determina
la energia libre relativa al vacio de un unico quark,

—BFy(z) _ i
e PFu(@) = ~ (tr. Q(z)) . (5.8)

C

De ec. (5.7) se deduce (por invariancia gauge) que
(tr. Qz)) = 2z (tr. Q(z)) , (5.9)

y por tanto (tr.(z)) = 0 en la fase en que la simetria del centro se preserva (fase de
confinamiento). De manera mas general, se obtiene

(tr. Q" (z)) =0 para  n # mN,, meZ. (5.10)

La simetria del centro estd espontaneamente rota por encima de una cierta temperatura
(Tp ~ 270 MeV para N, = 3), lo cual indica una fase de desconfinamiento. En esta fase
(tr.2(z)) puede tomar valores diferentes de cero.

5.1.3. Rotura de la simetria del centro por fermiones

Las funciones de onda de los fermiones deben satisfacer condiciones antiperiddicas en
la direccién temporal, esto es ¢(3, ) = —q(0, Z), de modo que bajo una transformacién del
tipo (5.5)

q(B3, %) — 9(B,)q(8, %) = —29(0,2)q(0, 7), (5.11)
en lugar de —g(0,Z)q(0,Z). Notar que q(nf3)q(0) — z7"g(nS3)q(0), lo cual implica que en
la fase confinante (con simetria del centro)

(@(nB)q(0)) =0 para n # mN,, m e Z. (5.12)
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Esto genera una regla de seleccién en gluodindmica pura.

Los fermiones no son estables bajo las transformaciones del tipo (5.5) (dnicamente lo
son bajo transformaciones periddicas), de modo que rompen explicitamente la simetria
del centro. Esto significa que la regla de seleccién (5.12) no se realiza en la practica. No
obstante, esta regla serda importante en el contexto de modelos de quarks quirales en el
limite de N, grande, tal y como veremos mas adelante.

5.2. Modelos de Quarks Quirales

En esta seccién explicaremos dos modelos de quarks quirales de especial relevancia: el
modelo de Nambu—Jona-Lasinio [29] y el modelo quark espectral [100].

5.2.1. Modelo Quark de Nambu—Jona-Lasinio

El lagrangiano euclideo del modelo de Nambu—Jona-Lasinio generalizado es

N2-1 N2-1
f f
Lxo =P +1i0)g + 55 Z (Thaa)” + (TAaiv59)°) a2 D (@am0)® + @ avu59)%)
s a=0 U a=0

(5.13)
donde ¢ = (u,d,s,...) representa el campo de los quarks con N, colores y N; sabores.
Las A’s son las matrices de Gell-Mann del grupo U(Ny) y 1o = diag(my, mq, ms,...) es
la matriz de masa de los quarks. 1/a? y 1/a? son las constantes de acoplamiento. Este
lagrangiano es invariante bajo simetria global de color SU(N,).

El funcional generador en presencia de campos externos bosénicos (s,p,v,a) y fer-
miénicos (n,7) es

Zxas, pyv,a,n, 7] = /Dﬁpq exp [ - /d4x(£NJL +q(f + dvs + s +ivsp)g + g +qn)

(5.14)
Los simbolos s, p, v, y a, indican campos externos (en espacio de sabor) de tipo escalar,
pseudoescalar, vector y axial, respectivamente. En funcién de los generadores del grupo de
sabor U(Ny), estos se escriben

2
Ni-1

(5.15)

Sa
a=0

7

La accion del modelo puede ser bosonizada mediante la introduccién de campos bosénicos
auxiliares, lo cual va a transformar la interaccién local de cuatro puntos en un acoplamiento
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tipo Yukawa [101]. El nuevo funcional generador es

ZNJL[87p7U7a7777ﬁ] = /,DGDC]DSIDPDVDAGXP

~ [ da(a@+ v+ ds+ S+ 5P

a? . a? o
—l—ztr((S —1g)? + P?) — —tr(VM2 + Ai) +7q + q77>

; (5.16)

donde hemos escrito en notacién corta S =s+ S, P=p+ P, V=v+V, A=a+ A. En
esta féormula (S, P, V, A) representan campos bosénicos dindmicos internos de tipo escalar,
pseudoescalar, vector y axial respectivamente. Los campos S(z), P(z), V,(z) y Au(x) son
matrices en espacio interno (que se entiende como espacio de sabor), son la identidad en
espacio de Dirac y operadores multiplicativos en el espacio x. S(z) es hermitico y P(x),
Vu(z) v A,(z) son antihermiticos. En la seccién 5.4 extenderemos los campos A, (z) y
V,.(x) para que sean matrices no triviales en espacio de color, lo que nos permitira acoplar
el loop de Polyakov de color en el modelo. Por conveniencia en nuestro desarrollo hemos
incluido la rotura explicita de la simetria quiral (proporcional a 77) en el término bosénico
local. Podemos integrar formalmente sobre fermiones, lo cual conduce a

Znsilssprvsain T = / DSDPDVDA Det(D) ™ exp((7IDn)) (5.17)

4 ag A N2 2 a’lz) 2 2
exp —/d x(ztr((S —mg)° + P*) — Ztr(VM +Au)>

donde
D=0 +V+ Ay +S+iyP (5.18)

es un operador de Dirac. Este operador se puede escribir en la forma
D=D,+ A+ MU, (5.19)

donde D}j = 0, +V, es la derivada covariante vector, M es la masa constituyente de los
quarks, y U es una matriz en espacio de sabor que representa los octetes pseudoescalares

de los mesones en la representacion no lineal. Para tres sabores, Ny = 3, se escribe U =
) f )
61‘\/5 / T, con

oL A K*
P = 7 —%7{ + 75m K;O . (5.20)
- 0
K K — 5"

fr es la constante de desintegracion débil del pién en el limite quiral.
En lo que sigue consideraremos la acciéon efectiva a nivel de un loop de quarks y a nivel
arbol para los mesones. En este caso

Tyt = Dy[D] + Do (5.21)
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r,D] = —N/TIrlog(D), (5.22)

. [ 2 2 a; .. a; oo a; 2 2
r, = /d x {Ztr(S + P?) — Etr(mOS) + Ztr(mo) — Ztr(VH + Au)}(5‘23)
En adelante nos vamos a referir al término I',[D] como la contribucién de los quarks a un
loop. Este serd el término que calculemos como aplicacién de nuestro desarrollo del heat
kernel a temperatura finita.

La contribucion de los quarks a la accion efectiva se puede separar en una parte ys-par y
otra ys-impar, correspondiente a procesos de paridad normal y anormal, respectivamente.
En espacio euclideo, la primera corresponde a la parte real de la acciéon efectiva, y la
segunda a la parte imaginaria. Introduciremos el operador

D5[87 Pa Va A] = 75D[87 _Pa Va _“4]75 ’ (524)

que en espacio euclideo se corresponde con el hermitico conjugado DT. La contribucién
de paridad normal es cuadraticamente divergente y puede ser regularizada de un modo
invariante gauge quiral mediante el esquema de Pauli-Villars [56]

N,
ry[D] = —5"Tr Z ¢;log(DsD + A?) (5.25)

donde los reguladores de Pauli-Villars satisfacen ¢ = 1, Ao =0y >, ¢; = 0, >, c;A? =0, lo
cual permitira hacer finitas las divergencias logaritmicas y las cuadraticas, respectivamente.
Haciendo uso de la representacién de Schwinger de tiempo propio, esta contribucién se
escribe

N. [>d _
rf[D] = - / T 4(r) Tre~™PsP (5.26)
0 T

donde
(1) = Z e ™ (5.27)
(2
Las funciones de Green se pueden obtener a partir de (5.21) derivando respecto a los campos
medios mesénicos. De particular interés es la funcién a un punto. Si en (5.21) consideramos
solamente la parte real de la contribucién de los quarks a un loop, esto es (5.25), esta acciéon
presenta un punto estacionario invariante traslacional en (S, P) = (II, 0), (V,, 4,) = (0,0)

T3 5191 a? N ~16(DsD)
0S(x) IS@=n 2 r(IL= 1) 2 (DsD) 05(2) /) §2)-n ’ (5:2%)

El punto estacionario II se identifica con el valor esperado en el vacio del campo S en la
aproximacién de un loop de quarks. Introduciendo la accién efectiva regularizada (5.26) en
(5.28) obtenemos la siguiente ecuacién para II

a(IT — 1) — 8N I g(I1) = 0, (5.29)
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donde
d4p

g(Il) = /W /000 dr ¢(T) e~ TP (5.30)

En adelante nos referiremos a (5.29) como ecuacién del gap pues esta ecuacién determina
el gap de energia 211 entre los estados de quarks con energia positiva y negativa. II juega
el papel de la masa constituyente de los quarks.

El condensado de quarks (gg) viene dado por (qq) = 6Ty, /dme. De (5.23) se obtiene

inmediatamente )

(qq) = —%tr(ﬂ — 1) . (5.31)

5.2.2. Modelo Quark Espectral

El Modelo Quark Espectral, desarrollado recientemente por E. Ruiz Arriola y W. Bro-
niowski [100], es aplicable a fisica hadrénica en el rango de baja energia. La novedad reside
en el uso de una regularizacién espectral basada en la introduccién a nivel formal de la
representacion de Lehmann [50] del propagador del quark. Esta regularizacién permite re-
solver de una manera simple las identidades de Ward-Takahashi quiral y electromagnética
mediante el uso de la llamada prescripcion gauge [102]. Consideraremos el modelo a nivel
de un loop fermiénico y en el limite quiral en que la masa de los quarks es cero.

En esta seccién vamos a seguir la referencia [100]. El punto de partida es el propagador
del quark, que en espacio de momentos se define

S(p) = [ d'ae ™ OIT {a(a)0)}0). (5:32
Consideraremos una representacion espectral para el propagador

p(w)
S(p) = | dw—=, (5.33)
c Pp-w
donde p(w) es la funcién espectral y C indica un contorno de integracién en el plano

complejo w elegido de un modo conveniente. Este propagador puede ser parametrizado en
la forma estandar
p+M(p)

S(p) = Alp) p +B(p) = Z(p)m,

(5.34)

donde

A(p) = /C a2 Blp) = /C PRLCIC (5.35)

p2_w2’ p2_w2

La masa y factor de renormalizacion vienen dados por

M(p) = ——= Z(p) = (p> — M*(p))A(p), (5.36)
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respectivamente. Notar que si p(w) = p(—w) tendriamos M (p) = 0 y no existiria rotura
espontanea de la simetria quiral. Por tanto es de esperar que p(w) no sea una funcién
par en general. La funcion espectral debe ser tal que proporcione valores finitos para los
observables hadrénicos. Esto dard lugar a una serie de condiciones que deben cumplir los
momentos y los momentos logaritmicos de p(w),

o — / dowp(w), = / dolog( /12 p(w), neZ.  (5.37)
C C

Aqui p es una cierta escala. Notar que por normalizacion pg = 1. Como ejemplo conside-
remos el condensado de quarks (por el momento trabajaremos a temperatura cero)

d*p 1

<qq> = _Nc/cdwp(w)/ (27T)4trDiracﬁ iy . (538)

Tras tomar la traza en el espacio de Dirac, la integral es cuadraticamente divergente.
Un modo de regularizarla es haciendo uso de un cutoff tridimensional con la siguiente
sustituciéon

A
/d4p —>47r/dp0/ dp p?, p=|pl. (5.39)
0

Con esta regularizacién obtenemos

— Nc 2 2 w2 2
<qq>:—H dewp(w) 2A° + wlog e ) Tl (5.40)

Puesto que el resultado debe ser finito en el limite A — o0, es necesario imponer las
condiciones p; = 0y p3 = 0, lo cual conduce a (gq) = —N.ps/(47?). El cdlculo de otros
observables va a dar lugar a condiciones adicionales. En general todos los observables van
a ser proporcionales a los momentos inversos y a los momentos logaritmicos, y para que
sean finitos se debe cumplir p, = 0, n > 0. El modelo espectral no se ha desarrollado mas
alla de un loop.

La prescripcion gauge fue usada en el pasado en la obtencion de soluciones de las
ecuaciones de Schwinger-Dyson. Haciendo uso de ella se pueden resolver en este modelo
las identidades de Ward-Takahashi. Sin embargo en situaciones en las que las lineas de
propagadores de los quarks estan cerradas es mas conveniente el formalismo de la accion
efectiva. Consideraremos, como en el modelo de Nambu—Jona-Lasinio, acoplamientos es-
calar, pseudo-escalar, vector y axial. El acoplamiento quark-pién debe satisfacer la relacion
de Goldberger-Treiman [18]. Con estas premisas, la accién efectiva de este modelo a nivel
de un loop de quarks se puede escribir como

I'sqm = —NC/Clllx/cmp(‘*’)tr log (D + Avs +wU™) (5.41)
c

donde DL/ = 0, +V, es la derivada covariante vector. En el modelo NJL, M jugaba el
papel de la masa constituyente de los quarks. En el modelo espectral M se convierte en
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la variable de integracion w de la funcién espectral. La diferencia esencial con el modelo
NJL, y en general con todos los modelos de quarks quirales, es que aqui no consideramos
un cutoff que separe el régimen de baja energia, donde se supone que el modelo funciona,
y el régimen de alta energia.

En el capitulo 7 se harad un estudio mas extenso del modelo espectral considerando un
espacio-tiempo curvo, y se introducira el esquema de dominancia del meson vectorial, que
constituye una realizacion simple del modelo y proporciona una forma explicita para la
funcion espectral.

5.3. Problematica de los modelos de quarks quirales
a temperatura finita

El tratamiento estandar de los Modelos de Quarks Quirales a Temperatura Finita pre-
senta algunas inconsistencias. Por una parte, en el cdlculo de observables aparecen in-
volucrados estados excitados con cualquier niimero de quarks, y esto ocurre incluso para
temperaturas bajas. Sorprendentemente, durante mucho tiempo no ha habido demasiada
preocupacion por parte de los autores en resolver este problema, y normalmente lo han
atribuido a fallos del propio modelo, tales como falta de confinamiento.

5.3.1. Tratamiento estandar a temperatura finita

El tratamiento estandar consiste en pasar de las formulas con 7' = 0 hasta otras formulas
para T' # 0, mediante la aplicacion de la regla

dko
gF ko, k —>sz (iw, k), (5.42)

n=—oo
donde F' puede representar el propagador de un quark, en espacio de momentos. w,, son
las frecuencias de Matsubara fermidnicas, w, = 27T (n + 1/2). Si aplicamos esta regla en

el condensado quiral, a temperatura finita y a un loop se tiene

e d*k
Gq) = —iNe Y (=1)"tDiracS (%) ]ag=ing _4MTtcm / (5.43)

w2+k2+M2

n=—0oo

Después de hacer la integracion en momentos, y aphcar la féormula de Poisson para la
sumatoria, ec. (2.36), queda

_ _ NM?T N (=)™
(@) = (@q)7=0 — 2 2 ; - Ky(nM/T)
T pequeno ,_ Nc = n 2MT 3/2 _n
e <QQ>T:O—72(—1) ( — ) e MIT (5.44)
n=1

donde se ha hecho uso del comportamiento asintético de la funcién de Bessel K, (z) para
el régimen de temperatura pequena K,(z) ~ e *y/7/2z.
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5.3.2. Generacion de estados multi-quarks

Ec. (5.44) se puede interpretar en términos del propagador del quark en espacio de
coordenadas

d*k e~k M? Ki(v/—M?222)
= | ———— = (i M . 5.45
(z) / S AR P T v e (5.45)
El comportamiento de (5.45) a temperatura pequena es
S(&,i) T P o M/T (5.46)

lo cual representa la supresién exponencial a temperatura pequena correspondiente al
propagador de un unico quark. Si nos fijamos en ec. (5.44), esto significa que el condensado
de quarks se puede escribir en términos de factores de Boltzmann estadisticos con masa
M, = nM. Esto constituye un problema, pues significa que el bano térmico esta formado
por quarks constituyentes libres, sin ningin confinamiento de color.!

El condensado de quarks a temperatura finita no es invariante gauge (en el sentido de
transformaciones gauge grandes). En efecto, del ejemplo del condensado se tiene

o0

(@a)r = Y (=1)"(@(20)q(0))]g=ims , (5.48)

n=—oo

o sea, el condensado a temperatura finita se puede escribir como una suma coherente
de condensados de quarks no locales a temperatura cero. Notar que la contribucién de
temperatura cero corresponde al término n = 0 en la sumatoria. Bajo una transformacion
gauge de tipo central se tiene

(a)r — Y (=2)"(a(z0)a(0))

n=—oo

(5.49)

ro=in

Esto significa que (5.48) no es invariante gauge, y el condensado se puede descomponer en
una suma de representaciones irreducibles con una trialidad dada n, lo cual genera estados
con cualquier nimero de quarks ~ e ™M,

'Este célculo se puede extender a cualquier observable que sea singlete de color en el limite de tempe-
ratura cero, y el resultado general que se obtiene es que los calculos en modelos de quarks a temperatura
finita en la aproximacién de un loop van a generar todos los estados posibles de quarks, esto es

OT =0T=0 4 O™ M/T 1+ O, e M/T ... (5.47)

Notar que, si bien el término O, corresponde al estado de un quark aislado, el siguiente término Oy,
tiene que ser un estado diquark qq, correspondiente a un tinico quark que se propaga dando dos vueltas
alrededor del cilindro térmico. Este término no puede ser un estado mesoénico gq, puesto que a un loop
este estado viene de la linea de un quark que primero sube y después baja en tiempo imaginario. En este
caso el camino no da ninguna vuelta alrededor del cilindro térmico, y por tanto su contribucién estd ya
incluida en el término de temperatura cero O7=0.
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Este problema se puede evitar imponiendo a mano que el condensado sea invariante
gauge. Esto se harfa eliminando de la suma en (5.49) los términos que no tienen trialidad
cero, esto es

oo

= > (=1)™al(z0)a(0))

n=—0oo

(qq)r (5.50)

singlete 20=iNcnS '
Esta férmula genera como primera correccién un término bariénico N, e Ne#M E] factor
N, es generado por el loop de quarks.

5.3.3. Conflicto con Teoria Quiral de Perturbaciones

Aparte del problema de la generacién de estados multi-quarks que no preservan triali-
dad, surge otra problematica cuando comparamos nuestros resultados con los de Teoria
Quiral de Perturbaciones a temperatura finita. En el limite quiral, esto es para m, <
21T < 47 f,, las correcciones térmica de orden mas bajo al condensado de quarks (por
ejemplo, para Ny = 2), vienen dadas por

T T
(q)r o (4q)r=0 (1 “sE gt ) : (5.51)

Puesto que fr ~ /N, las correcciones de temperatura finita estdn suprimidas en N,
en relacion a la contribuciéon de temperatura cero. Este hecho contradice el resultado de
ec. (5.48), pues de ahi se obtiene que todas las correcciones térmicas son del mismo orden
en un contaje en N..

El resultado de TQP, ec. (5.51), se ha obtenido considerando loops pidnicos, los cuales
son dominantes para T < M. El problema reside en que incluso sin loops pidénicos los
modelos de quarks quirales predicen una transicion de fase quiral en torno a T, ~ 170 MeV,
lo cual concuerda bien, aunque de manera injustificada, con los resultados en el reticulo.

5.4. Acoplamiento del loop de Polyakov en los Mode-
los de Quarks Quirales

A temperatura cero es posible preservar la invariancia gauge mediante el acoplamiento
de los gluones con el modelo. Dentro del espiritu del modelo, estos grados de libertad
deberian tratarse de un modo perturbativo, pues los quarks constituyentes llevan cierta
informacion sobre efectos gludnicos no perturbativos.

A temperatura finita la situacién es diferente pues, como hemos dicho ya, un tratamien-
to perturbativo de la componente cero del campo gludénico romperia explicitamente la in-
variancia gauge. Por tanto, tiene sentido considerar aqui el loop de Polyakov gludnico y
su acoplamiento con los modelos quirales. K. Fukushima [103] sugiere este acoplamiento
en virtud de la analogia que existe entre el loop de Polyakov y el potencial quimico (ver
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sec. 2.1). El tratamiento que vamos a considerar nosotros parte del uso del heat kernel
a temperatura finita (capitulo 2). Nuestra aproximacién es similar a la de Fukushima,
excepto por el hecho de que consideraremos un loop de Polyakov local Q(Z) sujeto a fluc-
tuaciones cuanticas. Un tratamiento de campo medio no permitiria tener en cuenta estas
fluctuaciones, y al final del capitulo veremos que éstas pueden ser importantes para que
los resultados del modelo se muestren compatibles con estudios recientes en el reticulo.

5.4.1. Acoplamiento minimo del loop de Polyakov

En los modelos de quarks quirales debemos considerar quarks con grados de libertad de
sabor y de color. A partir de ahora consideraremos el operador de Dirac, ec. (5.19), como
un operador no trivial en espacio de color. Lo podemos escribir de la siguiente forma:

D=, + A 5+ MU, (5.52)

donde D,‘j = 0y + V,{ + gVi0u0 es la derivada covariante vector. Vg y Ai son matrices
antihermiticas en espacio de sabor y la identidad en el espacio de color. V7 es la identidad
en espacio de sabor y matriz antihermitica en espacio de color. Los acoplamientos gauge
de sabor dardn lugar a loops de Polyakov con quiralidades right y left.? Los acoplamientos
gauge de color daran lugar al loop de Polyakov con grados de libertad de color,

zo+3
Qu(z0,7) =T exp (—g/ dzy, Vg(%,f)) . (5.55)
Zo

(). es una matriz en espacio de color, y la identidad en espacio de sabor. En esta tesis
unicamente nos vamos a preocupar del loop de Polyakov de color, que denotaremos co-
mo lo venimos haciendo hasta ahora, {2, de modo que el loop de Polyakov de sabor lo
consideraremos igual a la identidad.

Si nos fijamos en ec. (5.26), podemos hacer uso del desarrollo del heat kernel a tem-
peratura finita (capitulo 2) para obtener el lagrangiano efectivo como un desarrollo en
derivadas covariantes. El lagrangiano va a tener la forma

L(x) =Y trlfa(x))On(2)], (5.56)

2El loop de Polyakov quiral de sabor se define

4]

zo+06
Qf(xo, %) = Texp (—/ daly (VI (2}, ) +75A£(a:6,f))> . (5.53)

{1y es una matriz en espacio de sabor, y la identidad en espacio de color. En términos de campos right y
left se escribe como Qy = QrPr + 2 Pr,, donde

zo+03
Qp.p(v0,7) = Texp (— / dxs(va”mg,f)iAé(wa,f))), (5.54)

y Pr1 = %(1 + 75). Notar que la simetrfa gauge grande en espacio de sabor a temperatura finita precisa
del uso del loop de Polyakov quiral.
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donde tr es la traza sobre todos los grados de libertad internos, n etiqueta todos los
operadores locales covariantes gauge O, (esto es, que contienen derivadas covariantes),
v fn(£2(z)) son funciones dependientes de la temperatura y del loop de Polyakov. Estas
funciones reemplazan los coeficientes numéricos presentes en el caso de temperatura cero.

En estos célculos, el loop de Polyakov aparece minimamente acoplado a través de las
frecuencias de Matsubara fermiénicas modificadas®

O =21T(n+1/2+7), U= (2m) 'logQ. (5.57)

En nuestra notacién = €™, donde 7(%) = igVo(Z)/(27T). El efecto de este cambio en
las frecuencias de Matsubara da lugar a la siguiente regla para pasar a las férmulas con

T +£0

[ee]
F(z;z) — Y (=QD)"F(Z, 20 + inf; T, 29) . (5.58)
n=—oo
F(z;x) es el propagador fermiénico a temperatura finita que comienza y acaba en el mismo
punto. En ec. (5.58) aparece el factor (—(Z))", en lugar del factor (—1)" que se obtiene
de la regla estdndar, ec. (5.42), después de usar la formula de Poisson para la sumatoria,
ec. (2.36), y considerar la transformada de Fourier.

La interpretacién de ec. (5.58) se puede visualizar en fig. 5.1. En un loop de quarks a
temperatura finita con un nimero arbitrario de campos externos y con una linea de Wilson
no trivial, cada vez que los quarks dan una vuelta alrededor de la direcciéon temporal
compatificada, estos adquieren una fase (—1) debido a la estadistica de Fermi-Dirac, y un
factor no abeliano de Aharonov-Bohm* €. La contribucién total del diagrama se obtiene
sumando sobre todas las vueltas y calculando la traza en espacio de color.

5.4.2. Promedio sobre el grupo

En la seccion 5.4.1 se ha considerado el acoplamiento minimo del loop de Polyakov con
el modelo quark quiral, que consiste simplemente en hacer la sustitucion

8 — 0o+ gV§ | (5.59)

en el operador de Dirac, ec. (5.19). El modelo quark quiral acoplado con el loop de Polyakov
se obtiene considerando el acoplamiento minimo de ec. (5.59), y una integracién del campo
gluénico Vy de un modo que preserve invariancia gauge. Esto va a generar una funcién de
particion de la forma

7 = / DUDQ e Felle- el (5.60)

3En nuestro tratamiento, &y, es el tnico sitio donde aparece la dependencia explicita en los grados de
libertad de color, de modo que se puede pensar en U como el conjunto de sus autovalores.

4Esta es una fase de tipo eléctrico, diferente a la fase magnética estandar. No obstante, el nombre es
apropiado puesto que la fase eléctrica fue discutida por primera vez en el articulo original AB.
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Figura 5.1: Diagrama tipico de un loop de quarks con una linea de Wilson no trivial.
Para n vueltas alrededor de la direccién temporal compactificada U(1), surge un factor
topoldgico Q™ ademds del factor estadistico de Fermi-Dirac (—1)". Las lineas onduladas
son campos externos. La contribucién total del diagrama se obtiene sumando sobre todas
las vueltas y calculando la traza en espacio de color.

donde DU es la medida de Haar del grupo quiral de sabor SU(N;),xSU(Ny)g, y D2
la medida de Haar del grupo de color SU(N,). I'¢ es la accién efectiva gluénica y I'g
corresponde a la accién efectiva de los quarks. Ec. (5.60) es una expresién genérica, valida
tanto para el modelo NJL como para el modelo espectral, siempre y cuando se considere
la correspondiente accién efectiva de los quarks: ec. (5.21) en el primer caso y ec. (5.41)
para el segundo.

Sino se tuviera en cuenta la medida de Haar de color, y se considerara V§ =0y 2 =1,
se obtendria la forma original del modelo quark quiral, donde existe una relacién uno a uno
entre el desarrollo en loops y el desarrollo en N, grande, tanto a temperatura cero como a
temperatura finita. De manera equivalente se podria considerar una aproximacién de punto
de silla y sus correcciones. En presencia del loop de Polyakov tal correspondencia no existe,
de modo que consideraremos un desarrollo en loops de quarks, esto es, una aproximacion
de punto de silla para el campo bosénico U, y mantendremos la integracion en el loop de
Polyakov (constante) €. En el trabajo de [103] se hace uso de la aproximacién de punto de
silla para 2.

La integracion del loop de Polyakov €2 debe realizarse de acuerdo con la dindmica de
QCD. Esto implica un promedio sobre el loop de Polyakov local con cierto peso norma-
lizado p(€; &) D Aqui p(€2; %) es la distribucién de probabilidad (independiente de la
temperatura) de (Z) en el grupo gauge. Para una funcién general f(), se tiene®

SU(N) _p2m

<Nictrcf<ﬂ>> - DQp(Q)NiCjZZf(e”’f)z / 9N fE). (61

5f(9) se entiende como una funcién ordinaria f(z) evaluada en z = Q.
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donde €%, j =1,..., N, son los valores propios de Q y

1
6 = [ D)= S 26— 6. (562)
SU(N.) Ne g ’
A temperatura suficientemente pequena, la distribucién del loop de Polyakov se en-
cuentra muy cercana a la medida de Haar de SU(N,).® En este caso la funcién p(¢) es
simplemente

2(=1"

Ae)=1— T cos (N,) . (5.63)

Introduciendo ec. (5.63) en ec. (5.61) se obtienen facilmente las siguientes férmulas para el
promedio sobre la medida de Haar de SU(N..)

N07 n =20
<trc(_Q>n>SU(Nc) = -1 , = :i:NC . (564)
0, otro caso

5.4.3. Solucién de la problematica

Si aplicamos este formalismo al condensado de quarks, nuestro modelo conduce a’

o0
@ar = Y - 5= 0(0)0)) i (5.69)
Si tenemos en cuenta ec. (5.64), observamos que en nuestro modelo el loop de Polyakov
no sélo permite eliminar los términos que rompen trialidad, sino que las contribuciones
térmicas estan suprimidas en N, en relacion al valor de temperatura cero, tal y como se
espera de TQP. Esto resuelve la problematica que discutimos en la seccion 5.3.
El condensado de quarks a temperatura finita, a un loop de quarks es

2M?*T
2N,

7, = T pequeno ,__ MT 3/2 _
(@@)r = (qq)r=0 + K{(NM/T)+--- "% (qq)T:o+4( ) o NeM/T

27N,

(5.66)
Los puntos indican efectos gluénicos o del mar de quarks de orden superior. Notar que
debido a la supresion exponencial, las correcciones térmicas de 6rden mas bajo a nivel
de un loop de quarks comienzan sélo a temperaturas cercanas a la transicién de fase de
desconfinamiento. Hemos denominado a este efecto el enfriamiento de Polyakov [98, 99],
ya que es generado por el promedio de los loops de Polyakov sobre el grupo. Esto significa
que en la aproximacion quenched, no se debe de esperar ningun efecto térmico importante
sobre los observables de los quarks por debajo de la transicién de fase, y el cambio mas
grande deberia de provenir de loops de bosones pseudoescalares a bajas temperaturas.
Esto es justo lo que se espera de TQP. Veremos mas adelante cémo estas propiedades se
modifican en presencia del determinante fermionico.

6Esto se justificard en sec. 5.6.2.
"La férmula (5.65) es la andloga a ec. (5.48), pero considerando la fase no abeliana Q y el promedio
sobre el grupo.
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5.5. Lagrangiano Quiral a Temperatura Finita

La estructura de QCD a bajas energias se puede describir muy bien en teoria quiral
de perturbaciones. El desarrollo quiral corresponde a un desarrollo en potencias de los
momentos externos de los campos. Los campos pseudoescalares U son de orden O(p), los
campos vector V,, axial A, y cualquier derivada d,, son de orden O(p). Los campos externos
escalar S, pseudoescalar P y la matriz de masa de los quarks 7 son de orden O(p?).

Como se muestra en trabajos previos a temperatura cero [104, 105, 106, 107, 108], los
modelos de quarks quirales permiten entender de un modo cuantitativo y microscopico
la estructura del lagrangiano efectivo a bajas energias que se deduce de TQP para los
mesones pseudoescalares a nivel drbol. En concreto, proporcionan valores numéricos para
las contribuciones de orden méas bajo en N, de las constantes de baja energia.

En esta seccion vamos a extender los resultados de temperatura cero a temperatura
finita, y consideraremos la influencia del loop de Polyakov. Siguiendo el método desarrollado
en el capitulo 2, y que ya aplicamos en el capitulo 3 para el calculo de la accion efectiva
de QCD en el régimen de temperatura alta, se puede escribir la estructura del lagrangiano
efectivo a baja energia para los mesones pseudoescalares a temperatura finita a nivel arbol,
mediante un desarrollo de tipo heat kernel para los modelos de quarks quirales a nivel de
un loop. En TQP a temperatura finita se considera en general que las constantes de baja
energia son independientes de la temperatura. Esta es una suposicién bastante razonable,
ya que la aplicabilidad de TQP se basa en la existencia de un gap de masa entre los bosones
de Goldstone y el resto del espectro hadrénico. Para mesones no extranos el gap viene dado
por la masa del mesén p, My, de modo que es de esperar que la dependencia en temperatura
de las constantes de baja energia sea del orden de e ™v/T  En un modelo quark quiral,
los mesones pseudoescalares son particulas compuestas de quarks constituyentes con una
masa M, y los efectos términos también deberian de influir en su estructura microscopica.
El célculo que realizaremos en esta secciéon va a permitir analizar esto de una manera
cuantitativa.

5.5.1. Estructura del lagrangiano

El calculo del lagrangiano quiral efectivo a temperatura finita en los modelos de quarks
quirales se limita, desde un punta de vista técnico, al calculo de trazas en espacio de Dirac
y en espacio de sabor. En el apéndice D se hace en detalle. Mostraremos aqui el resultado
final.

El lagrangiano efectivo a baja energia escrito en la notacién de Gasser-Leutwyler [27]
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y en espacio euclideo se escribe

£ = (2N) (trodo(A, M. D)) (5.67)
£ f (D UtDU — (x TU+XUT)) , (5.68)
Lo = _Ll(trf(D#UTD“U)) — Litrs(D,U'D,U)tr;(D*UTD"U)

—Litr (D, U D*UD, Ut D'U) — Lytrs(DoUTD°UD, Ut D U)
+Litrp (D, U D*U)tr (XU + xUT)
+Litrp (DU D*U(U + Uty)) + Litr /(DU DU (xTU + UT))
+ L tr (Do DUty + DoD°U ) — Li(try (xTU 4+ xUT))? = Li(tr;(xTU — xUT))?
+f*/trf(UTﬁoﬁ0U - UﬁoﬁOUT)trf(XTU —xU")
—Litry (X'UXTU + xUXUY)
—Lytrp(FR D*U'D"U + FL D*UD"U')
—Lytr;(EF(D°UTD'U — D'UTDU) + EX(D°UD'UT — D'UD°UM))
—Lytr;(DyERUTD'U + DyEFUD'UT)
+Liotrp(UTEL UFHT)
+Htrp(F)? + (F5)?) + Hytrp (BF)? + (EF)?) — Hytrp(xx) - (5.69)

try es la traza en espacio de sabor. Las derivadas covariantes quirales son

D,U = DLU-UDE=09,U+1,U~"Ur, (5.70)
Fi = [DY, D =0, — Ourp+ [rum),
FL = [DY D = 0.0, — 0,0, + [l 1],

donde r, =V, + A,, y I, =V, — A,. (...) indica promedio sobre el grupo gauge de
color SU(N,). La estructura de este lagrangiano resulta bastante interesante. Por una
parte existen términos que se pueden escribir como los del lagrangiano a temperatura cero,
pero con acoplamientos efectivos dependientes de la temperatura. Ademas de estos, existen
nuevos términos que rompen invariancia Lorentz. Curiosamente, en el lagrangiano aparecen
menos términos del segundo tipo de los que en un principio se podria pensar en base a
las simetrias conocidas. Todavia no entendemos del todo este hecho, que parece sugerir la
existencia de alguna simetria accidental. Si bien sospechamos que esta simetria existe sélo
a un loop, seria interesante encontrarla explicitamente.

5.5.2. LEC para el modelo de Nambu—Jona-Lasinio

Si bien ésta es la estructura general que se ha encontrado para los modelos de quarks
quirales, los valores de los coeficientes de baja energia dependen del modelo en particular.
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Mostramos aqui los valores de las constantes de baja energia (LEC) obtenidas para el
modelo de Nambu—Jona-Lasinio. Para evitar complicaciones con el loop de Polyakov, hemos
considerado el modelo NJL sin integracién de los campos de espin 1 (vector y axial).®

2N M? M
L0 = 5T e) s St = gl By = (T ),

(47)? 47 472
Ly = %(trc\ﬁ) , L;=2L7, L =—-8L] + %LS,
Ly = —6(14—7;2(@671), Li=0, L= zj\ég (4@22 — 3L;> ,
L-sh L=gh L0 Li-o(—Eoen),
L= _ﬁz;, Ly = 1615’8 (% - Blg) £ - éL;, (5.71)
=gt L=-L,  L=-T, Li--3
f=—ginain, F=-gimieda,  Hi=-ghein,

donde las integrales J; estan definidas en ecs. (D.22)-(D.26). Los coeficientes de Gasser-
Leutwyler estandar se pueden expresar en términos de f*?, B}, L} y L§, o de manera equi-
valente, en términos de las integrales (tr.J_1), (tr.Jo), (treJ1) v (treJ2). Notar que todos
los términos que rompen la simetria Lorentz, excepto HT, son proporcionales.

Si el loop de Polyakov €2 se considera igual a la unidad, las expresiones (5.71) siguen
siendo vélidas, salvo por el hecho de que el promedio en el grupo y la traza de color deben
sustituirse por un factor V..

5.5.3. LEC para el Modelo Quark Espectral

En este modelo se debe hacer un promedio sobre la masa constituyente de los quarks
con una funcién espectral p(w) que actia como peso (ver sec. 5.2.2). Notar que M no
sOlo aparece como argumento de las integrales J;, sino que también aparece en forma de
factores multiplicativos. Esto dara lugar a un nimero mayor de funciones independientes

8En el capitulo 6 se calculara la accién efectiva del modelo NJL generalizado a temperatura cero con
integracién en estos campos.
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en comparacién con el modelo NJL.

2Ny 1 1
*(0)  __ *2 2 *2 ok
L0 = an)? <t1"c«7 2), fi= RW tredo),  fx By = m@tl’cjfl%
1 1 — 1 _
Ly = Ytr, Ly = *tr, Ly=— *tr,
1 24(47_‘_) <w r j2> I 9 3(47T>2 <w r j1> ) 3 6(47T)2 <C() r j1> I
. 1
L ! ! (wtreJo) + 47° L}
= — wtr, ™ ,
7 2(4m)2N; \ 2B; 0 9
1 21
Ly = ——(wtr, T ——Ljg,
S T damegg e~ e gk
1 1
H = tr, —-Lg,
! oy ool
. 1
H, = — tr,
! 6{am e o)
1 1 21
H = ———— tre tre — == —Ly. 5.72
2 7 (dn)B; (B*< teda) = win ‘7°>> 8B 1 (5.72)
Para simplificar la notacién, con (.. .) indicamos tanto el promedio sobre el loop de Polyakov
como el promedio espectral [, dwp(w).... El resto de coeficientes satisfacen las mismas
relaciones geométricas que se obtuvieron para el modelo NJL. En ambos modelos se obtiene
la relacion
1 f*2
L;=—— Ly 5.73
TNy (16B*2+ ) (5.73)

Podemos calcular explicitamente las integrales haciendo uso del esquema de dominancia
vectorial de la funcién espectral p(w) (ver sec. 7.4 y ref. [100]). Después de calcular el
promedio en el grupo SU(N,), se obtiene

N. , 2M}
(treJ_g) = —Tpg = V(48 + 24zy + 623 + ) eV /2
|4

2
V (12 + 62y + :v%/) e TV /2 ,
2

(wireT 1) = phy (Ne —2e7%5/%)
(treJo) = —Ne(po+ py) + 2ve — 4log(4) + 4log(zy) — 2¢(5/2)

_12%0 o [{é}’{g’ g}’ (%Vﬂ
122F3[{11}{ 22}( )}

<trcj—1> = NCP/Q_
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2 /
(wireJo) = —Ngp| — %(2 + xs)e’zS/z,
M
M2
(WHreJy) = —Neph — TV(Q + mv)e_””‘//2 ,
1
(WHrJ) = Nopy— S (12 + 62y + 27,) e ™v/2,
/.2
3 _ P3ls _zg/2
(WtreJh) = _2—]\4§e 2,
1
(whr,Jo) = Nypy — 2 (48 + 24zy + 627, + :c%/) e~ /2
— 1
(troJo) = -3 (12 + 6zy + a:%/) e v /? ,
_ x2
(Whr.J,) = —1—‘2/(2 + zy)e /2 (5.74)
con la notacién
xy = N, GMy , rg := N.Mg, (5.75)
donde My es la masa del mesén vectorial (masa del p), y Mg es la masa del escalar.
oFular, ... a,; b1, ... by 2] son las funciones hipergeométricas generalizadas [52].

5.6. Correcciones de orden superior

En las secciones 5.4 y 5.5 hemos considerado los modelos de quarks quirales a nivel
de un loop de quarks. Esto corresponde a la aproximacion quenched dentro del modelo.
Asimismo se ha hecho uso de que a temperaturas suficientemente pequenas basta con
considerar el promedio sobre el grupo gauge de color SU(N,). En esta seccién discutiremos
algunas consecuencias importantes que se obtienen al ir més alld de estas aproximaciones.

5.6.1. Mas alla de un loop de quarks

El ir mas alla de la aproximacion de un loop de quarks puede conducir a calculos
bastante tediosos (ver refs. [109, 110] para calculos explicitos del modelo NJL estandar
sin loop de Polyakov). Aqui no nos vamos a preocupar de hacer un calculo explicito, no
obstante se pueden deducir algunas consecuencias importantes basadas en ciertas reglas de
contaje en NN, a temperatura finita.

Consideremos, por ejemplo, el diagrama a tres loops de la figura 5.2, que contribuye
al condensado quiral en el modelo NJL en términos de los propagadores de los quarks. La
contribucién de este diagrama se escribe?

Fig.(2a) = > S e Swh) e Sw?) @ Sw®) @ Sw? + w® —w®).

w® w1

9Por simplicidad, escribimos tinicamente las frecuencias de Matsubara.
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a b C

Figura 5.2: Diagrama tipico més alla de un loop para el operador del condensado de quarks
qq. Las lineas de los quarks con momentos independientes pueden dar n vueltas alrededor
del tiempo euclideo compactificado, dando lugar al factor de Fermi-Polyakov (—)". La
conservacién de trialidad solamente permite que las lineas internas de quark-antiquark den
una tnica vuelta y en sentidos opuestos, lo cual genera una supresién exponencial e ~2M5
para el diagrama a). Una supresién similar ocurre para el diagrama b) si las vueltas del
quark-antiquark ocurren en cada una de las burbujas. El diagrama c) se corresponde con
una suma de todos los estados intermedios con los mismos nimeros cuanticos, y puede
interpretarse como la linea de un mesén.

Haciendo uso de la férmula de Poisson para la sumatoria, ec. (2.36), y yendo a espacio
euclideo se tiene

Fig.(2a) = Z <Qn1+n2+n3>/ dridrs S(11) ® S(=11 — 13 + 1P + n3f) ®
@S (=73 + 2 +naf) ® S(13) ® S(73 — M3 3)
B0 Z <Qn1+n2+n3>e—ﬁM(|n1\+\n2|+\n3|) ) (5.76)

La conservacion de trialidad para este diagrama implica, ny + ns + ng = kN, y el valor
minimo del exponente se consigue con ny = ny = n3z = 0, que es la contribucién de tempe-
ratura cero. La primera correccion térmica a temperatura pequena viene dada por n; = 0,
ny = —ng = 1, de modo que el diagrama a 3 loops de fig.(2a) se encuentra suprimido en
un factor ~ e=2°M en comparacién con la supresién de un loop de quarks ~ e~/ Una
supresion térmica similar se obtiene si introducimos la suma estandar sobre burbujas, que
puede acoplarse a los niimeros cuanticos de los mesones transformando el argumento del
exponente en 2M — Mg,. Obviamente, esta contribucién resulta mas importante para el
pién mas ligero. En realidad, el diagrama quark-mesén de la fig.(2b) es similar al diagrama
bosonizado de dos loops que se muestra en fig.(2c). Para este diagrama bosonizado los
argumentos previos resultan mas simples, ya que el niimero de loops es igual al niimero de
propagadores de quarks. El operador de polarizacién del pién, proporcional al propagador
del pién, se puede tomar a temperatura cero, ya que la supresion mas importante viene de
las lineas de quarks que no estan acopladas a los niimeros cuanticos del pion.
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Para un diagrama bosonizado con L loops de quarks, tenemos que considerar L. gene-
ralizaciones de las correcciones a nivel de un loop de quarks, ec. (5.58). El andlisis es més
simple en espacio de coordenadas. En lugar del nimero total de propagadores de quarks,
consideramos la suma de Poisson de L propagadores. Esto se puede hacer mediante la
formula

00 e o0 00
Z / dxyF(xg+nf+mpB) = Z / daeyF(zy +np) . (5.77)
0 00

n,m=—00 n=—oo "

Esto significa que es posible eliminar tantas sumas de Poisson como integrales en coor-
denadas aparecen en las expresiones. Haciendo uso de L = I — (V. — 1) y 4V = E 4+ 2]
tenemos!”

HiLO/d4ZiG2L Z Hle(_Q)niS(fi,ti +in;3) . (5.78)

N1yeesN

En realidad, esta regla no depende de la forma precisa de la interaccién de los quarks. A
bajas temperaturas, cada linea de quark con un indice de Poisson independiente genera
una supresion dada por una masa constituyente de quark. Por tanto, la contribucién a un
observable se puede descomponer esquematicamente del siguiente modo

OT - Z Z On1...nL <Qn1+an> eiMﬁ(‘n1|+"'+|nL‘) ) (579)

L ni,..np

La conservaciéon de trialidad de la medida 2 — z{) a este nivel conduce a

n1+"'+nL:kNC (580)
con k=0,1,2,.... El término dominante en el desarrollo de ec. (5.79) es aquel para el que
ny = ... =ny = 0 con un nimero arbitrario de loops de quarks L, y se corresponde con

la contribucién de temperatura cero. Ademaés, se ve que para L = 1 tinicamente se tienen
contribuciones de n; = kN, lo cual da lugar a correcciones e V™8 que permiten repro-
ducir los resultados de las secciones 5.4 y 5.5. A partir de la ec. (5.79) podemos ver c6mo se
organiza el desarrollo térmico para temperaturas bajas. Las contribuciones térmicas mas
importantes vienen de minimizar Zle |n;|, sujeto al requerimiento de conservacién de tria-
lidad, ec. (5.80). A temperatura finita y para N, > 3 se tiene que la primera correccién
térmica viene dada por L =2y n; = —ny=1con nz = ... =ng =0, lo cual da el factor
e 2PM v se corresponde con un estado mesénico gq. Esta contribucién estd suprimida por
un factor 1/, en relacién con la contribucién de temperatura cero. Para N, = 3 el siguien-
te término en el desarrollo corresponderia a L > 3 y ny = ny = n3 = 1, lo cual da lugar a
una supresion térmica e Ne#M_ Para N, > 5 se tendria L >4 conny = —ng =ng =ng = 1

107, es el ntimero de loops de quarks, V el nimero de vértices, I el niimero de lineas de quarks y E el
numero de patas externas.
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y ns = ... =mnr = 0. Si consideramos el caso N, = 3 se tiene!!

1 _
Zag ~ ﬁce BT (5.81)
Zgag ~ € NMT, (5.82)

1
Zoqagg ™~ ﬁei(HNc)M/T ; (5.83)
(5.84)
I

Z (qo) ™M (qa)™B ™ e MERpROMIT (5.85)

Ny
NYM

Obviamente, para N, = 3 la contribucion del loop mesénico es mas dominante que la
del loop bariénico. Los argumentos previos se han hecho sin tener en cuenta el efecto de
confinamiento de los quarks, de modo que en realidad deberiamos considerar la masa fisica
del mesén m, y en este caso se tendria

1
OF =004 Oprme ™+ Ope M/l (5.86)
m ¢ B

Asi es como funciona la dualidad quark-hadron en los modelos de quarks quirales a tempera-
tura finita. Como vemos, las contribuciones de los loops pidnicos son las mas importantes,
incluso si se tiene en cuenta que estan suprimidas en 1/N,. La siguiente contribucién al
observable total a temperatura finita viene dada por los estados mesénicos sucesivos. En su
conjunto, esto es lo que se espera como consecuencia de la inclusién del loop de Polyakov
en los modelos de quarks quirales, teniendo en cuenta la proyeccion sobre el sector singlete
de color invariante gauge.

En definitiva, a temperatura finita se tiene una supresion estandar Ni e 2M/T
c

prove-
niente de loops mesénicos y una supresién e VeM/T" de loops bariénicos. Obviamente, las
contribuciones mas importantes para N, grande o T pequeno son las debidas a loops
mesonicos.

La discusion anterior estd centrada en observables que contienen quarks. Para el valor
esperado del loop de Polyakov, por ejemplo, se tiene

3TN Oy (@ MBIt (5.87)

L ni,...np

1+ni+---+ny=EkN,. (5.88)

La contribucién térmica de orden més bajo (no existe contribucién de temperatura cero)
esny = —1,ny = ... =ny =0, que se corresponde con un unico loop de antiquark que

HEn el caso en que no se considerara la existencia del loop de Polyakov, se tendria Zqzvq(qq)NM ~

leM e—(Nu+Ng)M/T
Nec

quark.

, de modo que las contribuciones de orden més bajo corresponderian a estados de un
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apantalla la carga del loop de Polyakov test. Este término escala como e M/T. Al contrario
que para observables con quarks como el condensado quiral, este comportamiento no se
ve afectado por loops pidnicos. En sec. 5.6.4 obtendremos expresiones explicitas para estos
observables en el modelo NJL.

5.6.2. Correcciones gludnicas

Hasta ahora hemos considerado simplemente una integracién sobre la medida del grupo
gauge. Desafortunadamente, no conocemos ningin argumento general por el cual tenga
que existir una supresién exponencial de los grados de libertad gludnicos a temperaturas
bajas, y por tanto dejando la medida de Haar como tunico vestigio de los gluones. No
obstante, los resultados basados en desarrollos con acoplamientos grandes [111, 112] y en
la aproximacién de gluones masivos a un loop [113, 114] proporcionan esta supresién, y de
hecho los resultados recientes en el reticulo confirman una sorprendente universalidad en
todas las representaciones de los grupos, y favorece el mecanismo dominante del promedio
simple sobre el grupo [93].

De manera més especifica, de los datos del reticulo [93] y de la medida del grupo se
encuentra que

(tre Q) =1, (5.89)

en la fase de confinamiento, o de manera equivalente (tArc §> = 0, para la representacion
adjunta. Notar que en la aproximacién de campo medio [103] (|tr.2|?) se anula, debido a
la ausencia de fluctuaciones.

El potencial gluénico a orden més bajo que se deduce del desarrollo con acoplamientos
grandes viene dado por [111, 112]

P60 = Vaue[Q] - @®/T = —2(d — 1) e 77| tr. Q" (5.90)

para N, = 3 con la tensién de la cuerda o = (425 MeV)?. A nivel de campo medio Vy,e[©] da
lugar a una transicién de fase de primer orden con el acoplamiento critico 2(d— 1)e_”“/ o —
0,5153. Se puede fijar la temperatura de transicién a su valor empirico Tp = 270 MeV me-
diante la elecciéon a~! = 272 MeV [103]. La masa correspondiente es mg = ca = 664 MeV.
A temperaturas pequenas se puede desarrollar la exponencial en potencias de la accién
gludnica

e Tel =1 —1g[q] + %FG[Q]Q +oen (5.91)

lo que genera una supresién exponencial del tipo e ™¢/T. Esto da lugar a la siguiente
formula de masas para el argumento de Boltzmann en la exponencial

M =nNM, +mMg, + lmg , (5.92)

que muestra claramente que las contribuciones térmicas de orden mas bajo a temperaturas
bajas vienen dadas nuevamente por los loops térmicos piénicos, lo cual corresponde a tomar
n=10=0ym=1, pues N M, > mg > Mg, = m,. Notar que numéricamente, incluso la
contribucion de dos loops pidnicos resultaria més importante que las correcciones gludnicas.
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En una serie de trabajos recientes [113, 114] se ha obtenido la ecuacién de estado para
un gas de gluones masivos con una masa dependiente de temperatura en presencia del loop
de Polyakov, lo cual permite reproducir los datos del reticulo de manera bastante precisa
por encima de la transicién de fase. La densidad de energia de vacio se escribe

Ph - .
— _ p—Buwg
Ve[ Q] = T / Gy el [1-e9) (5.93)

donde wy = /k? + mZ, con mg la masa del gluén. La dependencia en temperatura que se
considera en estos trabajos es mq(T) = Tg(T)v/2, que en la transicién de fase (T = Tp)
toma el valor mg(Tp) = 1,2—1,3Tp. Si se toma un valor constante para la masa del gluén
por debajo de la transicion de fase, a bajas temperaturas se obtiene

=1 d*k
Q= -T = (Jtr. Q=1 — Pk 94
Vol = =T 3 1 (1 0 =) [ e, (5.94)
donde se ha hecho uso de la identidad
fr. Q" = Jtr. Q"> — 1. (5.95)

Haciendo uso de la representacion asintotica de las funciones de Bessel, se obtiene una
supresion similar a la que se encuentra en el limite de acoplamientos grandes.

5.6.3. Correcciones locales en el loop de Polyakov

Vamos a considerar aqui un tratamiento preliminar de las correcciones locales en el loop
de Polyakov. Hasta ahora se ha considerado un campo §2 constante en el espacio. De manera
general, el loop de Polyakov depende tanto del tiempo euclideo como de las coordenadas
espaciales. En el gauge de Polyakov la dependencia en tiempo euclideo es simple, pero
aun queda una dependencia en coordenadas que es desconocida. En tal caso, las reglas
anteriores deben ser modificadas, ya que las inserciones del loop de Polyakov llevaran un
momento, y el resultado depende de su ordenamiento. Si seguimos considerando, como
hasta ahora, que el loop de Polyakov es la tnica fuente de color en el problema, nos vamos
a encontrar con funciones de correlacién de loops de Polyakov. En la fase de confinamiento
es de esperar una descomposicion basada en la existencia de propiedades de agrupamiento
para cada par de variables. Por ejemplo, se tiene

(tr (71, ) trQ~H(Zy, B)) o~ e Polfi=al (5.96)

Por tanto, valores muy diferentes en la coordenada espacial estan suprimidos, de modo
que tiene sentido considerar una aproximacion local dentro de la longitud de correlacion, y
desarrollar las funciones de correlacién en gradientes dentro de esta regién. En una primera
aproximacion, esto se corresponde con la sustitucién del volumen cuatridimensional por un
dominio de correlacion, mediante la regla

1 3 1 3. —or/T 8T
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En el lagrangiano quiral a bajas energias, que se obtiene desarrollando la accién efectiva
en derivadas de los campos mesdnicos, aparecen también gradientes del loop de Polyakov.
Este hecho comenta en ref. [99]. En realidad, puesto que estamos acoplando el loop de
Polyakov de manera efectiva como un potencial quimico de color dependiente de x, nuestra
aproximacion es similar a una generalizacién no abeliana de la aproximacién de densidad
local en teoria de muchos cuerpos de fisica nuclear y materia condensada, dentro del espiritu
de la teoria del funcional de la densidad.

5.6.4. Resultados mas alla de la aproximacion quenched

En esta seccion nos proponemos ir mas alld de la aproximacién quenched en el calculo
de algunos observables concretos, y para ello deberemos tener en cuenta la contribucién del
determinante fermionico. El modelo quark quiral completo con acoplamiento del loop de
Polyakov viene dado por ec. (5.60). La contribucién de los quarks a la funcién de particion
del modelo NJL se escribe como

2
ZolU, Q] := e Tl — Det(D) exp (—%trf / d*x (M — mo)z) : (5.98)

que se obtiene a partir de ecs. (5.22)-(5.23) donde se ha aplicado la ecuacién del gap,
ec. (5.28). En la seccién 5.5 se calculé del determinante fermidnico en presencia de un
loop de Polyakov (lentamente variable), como un desarrollo en momentos externos de los
campos

Det(D) = e~/ 4% £i(®) = exp (— / d*x (E;(O) (x) + E;(z) (x) + [,;(4) () +--- )) . (5.99)

De acuerdo con la discusion de la seccién 5.6.3, la aproximacion de loop de Polyakov
lentamente variable tiene sentido en una regién donde existen correlaciones fuertes entre
loops de Polyakov. Para nuestros propdsitos, bastara con considerar aqui la contribucién
)
. 0 a0 i
de vacio £:9. En el modelo de NJL esta contribucién se escribe
q

N.N
E;(O)(x) = — (47r)§ ZC’(A? + ]\42)210g(‘/\12 + Mz)

+ 27 (ury? i(_ww (tr2"(2) + tr Q2" (2))

n2

= LT =0)+ L), T), (5.100)

que se obtiene a partir de ec. (5.67) y ec. (D.25). El lagrangiano se ha escrito separando
dos contribuciones: temperatura cero y temperatura finita. Esta tltima contiene el loop de
Polyakov. Notar que en este punto ain no hemos considerado la integraciéon en el grupo
gauge SU(N..), de modo que no escribimos los corchetes (. ..) como hicimos en la seccién 5.5.
En ec. (5.60) la integracion en DU la hemos realizado a nivel clésico, mediante el uso de las
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ecuaciones clasicas de movimiento del campo U, ec. (D.30), (para detalles, ver apéndice D).
La funcién de particion se puede escribir

2
Z = /DQ e el exp (— /d4$ {%trf(M —1hg)? + Eéo)(T =0)+ Eéo)(Q(a:),T)}) :

El valor esperado del loop de Polyakov se escribe

1 1

L = — Q g
N. (tre€2) N.Z

/DQ e Tl Tell tr O(z) (5.101)

donde no indicamos dependencia de I'g en U, pues nos limitamos a considerar L’Z(O) que
no tiene dependencia en los campos mesénicos. El cdlculo de ec. (5.101) puede hacerse
analiticamente en el limite de temperatura pequena. En este régimen pueden despreciarse
las correcciones gluénicas e T¢I (ver seccién 5.6.2), de modo que en el promedio sobre el
grupo solamente contribuira la medida de Haar Df2. Cuando T es suficientemente pequeno,
se puede considerar el desarrollo del término ﬁ(go)(Q, T) en la exponencial de ec. (5.101). A
primer orden en este desarrollo aparecen las siguientes funciones de correlacién entre loops
de Polyakov'?

/ d'x / DQ tr.Q(F) tr.Q7) =0, (5.105)

- T2
/ iz / DO tr,0(F) tr. 2 () = / dig e—oli-mr — ST (5.106)

o3
La primera expresion es cero por conservacion de trialidad. La segunda expresion constituye
la regla que mencionamos en ec. (5.97), que permite sustituir el cuadrivolumen infinito
[ d*z, por un volumen efectivo que especifica un dominio de correlacién 8772/a®. Con
todo esto se llega finalmente al siguiente resultado en el modelo NJL

equeno 4N 2M3T9
L(T) 'R Ngfgw/ M/ (5.107)

Notar que la trialidad no se preserva, debido a la presencia de quarks dindmicos, y la escala
relevante es la masa constituyente de los quarks. Gracias a esta supresién exponencial,

12Gi se considera un loop de Polyakov independiente de x, se tiene la siguiente féormula de integracién

sobre el grupo SU(N,)
1
/DQ Q5 = F(Sikéﬂ, (5.102)
que conduce trivialmente a

/DQ tr.Qtr.Q 1t =1. (5.103)

Al considerar correcciones locales, se tiene

/ DO tr Q(F) tr.Q 1 (g) = e 7FI/T (5.104)
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estd justificado usar de manera efectiva el loop de Polyakov como un parametro de orden
para la simetria del centro incluso en el caso unquenched. En realidad, nuestro anélisis
sugiere que un calculo del loop de Polyakov en QCD completo podria constituir un método
para extraer una masa constituyente de los quarks invariante gauge. En cualquier caso,
serfa deseable disponer de datos en el reticulo del loop de Polyakov para temperaturas
bajas, T' < 50 MeV, con objeto de hacer un anélisis preciso.

Para el condensado de quarks, hacemos uso de

M e, (5.108)

— *2 %
N &
<qq>T f7r 0 47T2

que obtuvimos en ec. (5.71). Al tener en cuenta la contribucién del determinante fermidnico,

se tiene M1

FoV, — — —Tc[],—Tql

(@a)r = —157 /DQe cleTeltr, 7 (M, Q). (5.109)
La expresién de J_; viene dada en ec. (D.24). A partir de aqui, el procedimiento para hallar
el comportamiento de (gq)r a baja temperatura es idéntico al caso del valor esperado del
loop de Polyakov. En el régimen de T pequefio, nuevamente e ¢l se puede despreciar, y
podemos desarrollar el término E((IO)(Q, T) que aparece en e Tl Teniendo en cuenta las

integrales (5.105)-(5.106), se llega a

uefi 8N, M3T°
@ " G 18 L.

~ (@)= + —5 (5.110)

o3
En el modelo quark espectral se obtiene el resultado de ec. (5.110), con la sustitucién
2M — My (la masa del mesén p), y un factor multiplicativo ligeramente diferente.

Como vemos, en el calculo unquenched el enfriamiento de Polyakov persiste, aunque
es un poco menos efectivo que en el calculo quenched. Este mismo anélisis se puede hacer
para otros observables, por ejemplo las constantes de baja energia del lagrangiano efectivo
quiral tienen un comportamiento LT — LT=0 T PiL o=Mv/T [gg].

Finalmente, seria necesario incluir mas loops de quarks, o equivalentemente excitaciones
mesonicas. Esto daria exactamente el resultado de TQP con piones sin masa dominando en
la region de temperaturas pequenas. Por tanto, vemos que cuando el loop de Polyakov se
acopla de manera conveniente a los modelos de quarks quirales, se obtiene una explicacién
natural de los resultados encontrados hace tiempo en modelos puramente hadrénicos.

5.7. Implicaciones sobre la transicién de fase de QCD

En la seccién 5.6 se hizo un estudio analitico del comportamiento a baja temperatura del
loop de Polyakov y del condensado quiral en QCD unquenched. Resultaria interesante estu-
diar el comportamiento que predice nuestro modelo para estos observables en la region de
la transicién de fase, y para ello deberemos integrar numéricamente las ecuaciones (5.101)
y (5.109). A diferencia de nuestro tratamiento, en ref. [103] se hace un estudio en la aproxi-
macién de campo medio, en el cual la probabilidad de encontrar un loop de Polyakov dado



5.7 Implicaciones sobre la transicion de fase de QCD 115

es una funcién delta. La integral en el grupo permite tener en cuenta una dispersién de esa
probabilidad debido a efectos cuanticos.

Para N. = 3 el loop de Polyakov contiene dos variables independientes. En el gauge de
Polyakov, 0yAy = 0, se puede parametrizar como una matriz diagonal del siguiente modo

Q = diag(e'®, 92, ¢~ (#1402)) (5.111)

Con esta parametrizacion, podemos calcular la funcién de particién como

= [ pac et — [ S o pgon0a), (5112
donde Joe d
DRe e = 2%:% pc(é1, d2) e T = po (01, ) - (5.113)

En I'g[€?] no indicamos dependencia en los campos mesénicos U, pues al igual que en

sec. 5.6.4 nos limitaremos a considerar la contribucién de vacio E((]O) del lagrangiano quiral,
ec. (5.100). Para una funcién general f(£2), se tiene

(tref(Q)) = —/ %digpc O, 02)po b1, d2) (f(€71) 4 f(e92) + f(e~i(0rte2)y)
- _/ L), (5.114)

donde p
p(d1) = 3/ ﬁpa(%%)ﬂ@(%%) (5.115)

Por invariancia gauge, tanto la medida de Haar DS, como las correcciones gluénicas e "¢,
las contribuciones fermiénicas e "el) y tr.f(Q) son invariantes frente al intercambio de
los autovalores del loop de Polyakov. Esto permite expresar (tr.f(€2)) como una integral
en un unico pardmetro, tal y como se expresa en ec. (5.114), con la funcién peso adecuada,
ec. (5.115).

En nuestro tratamiento consideramos la integracion sobre el grupo SU(3) y una minimi-
zacion con respecto a M, lo cual se corresponde con ec. (5.28). Esto ultimo permite calcular
la dependencia en temperatura de la masa constituyente, y de ahi obtener el condensado

quiral
2

(Ga)r = —%trf(M(T) — 1) . (5.116)

Puesto que la constante de acoplamiento de cuatro quarks a, parametriza informacion sobre
los gluones, deberia de tener una dependencia en 2. No obstante, a4 incorpora informacion
sobre todos los grados de libertad gluonicos, de modo que no deberia de verse muy afectado
por la contribucién de €2, donde ) viene dado tinicamente por la componente temporal de
los gluones.
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Figura 5.3: Dependencia en temperatura del condensado quiral (gg) en unidades relativas,
y del valor esperado del loop de Polyakov L = (tr.Q)/N.. El resultado estandar de (gq)r
se corresponde con el modelo NJL sin acoplamiento con el loop de Polyakov. Se compara
también por una parte con la aproximacién de campo medio de ref. [103], donde el loop de
Polyakov es clasico y esta acoplado con los quarks, y por otra con nuestro modelo basado
en la integracién sobre el grupo de color SU(3) y considerando correcciones locales en el
loop de Polyakov. Se muestra asimismo el comportamiento de L en gluodindmica dentro
del esquema de desarrollo con acoplamientos grandes, ec. (5.90). Se ha considerado Ny = 2.

En fig. 5.3 se muestra el comportamiento del condensado quiral (gq)r y el valor esperado
del loop de Polyakov L = (tr.Q2) /N, en diferentes tratamientos del modelo NJL. Se compara
la prediccion estandar del modelo NJL, con el calculo en aproximacion de campo medio
de ref. [103], que corresponde a minimizar la energia de vacio como funcién de la masa
constituyente M y del valor esperado del loop de Polyakov L. Comparamos asimismo
con el resultado que obtenemos al considerar una integracion en el loop de Polyakov 2
con correcciones locales. En la figura se muestra ademas el comportamiento de L que se
obtiene en gluodindmica, con el modelo de ec. (5.90) en su tratamiento de campo medio,
lo cual conduce a una transiciéon de fase de primer orden en T = 270 MeV. En nuestros
célculos estamos considerando el modelo quark quiral con dos sabores Ny = 2, y para la
masa desnuda de los quarks 1y = diag(m,, my) consideramos el limite en que hay simetria
de isospin, m, = my = my,. En los tres modelos hemos tomado m, = 5,5MeV, y a? =
76,2-1073 GeV?. La integracién en momentos estd regulada por un cut-off Apy = 828 MeV
con regularizacion de Pauli-Villars. Este valor es el que se necesita para reproducir el
valor experimental de la constante de desintegracién débil del pion f, = 93,2 MeV, con la
masa constituyente M = 300 MeV. Para la tension de la cuerda consideramos su valor a
temperatura cero o = (425 MeV)?. Este pardmetro aparece cuando se calculan funciones
de correlacién de loops de Polyakov (por ejemplo, ec. (5.106)).

El efecto neto de la integracién sobre el grupo de color SU(3) consiste en un desplaza-
miento de la temperatura de transiciéon quiral a valores mayores, respecto a las tempera-
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Figura 5.4: Dependencia en temperatura de 9(qq)/0T y 0L/OT, obtenida con el modelo
NJL basado en la integraciéon sobre el grupo de color SU(3) y considerando correcciones
locales en el loop de Polyakov. Se ha tomado Ny = 2.

turas que se obtienen en los tratamientos estandar y de campo medio. Por tanto, el modelo
basado en la integracién sobre el grupo de color proporciona un enfriamiento efectivo, no
sélo en el régimen de temperaturas pequenas (ver secciones 5.4.3 y 5.6.4), sino también en
el régimen de la transicién de fase. Como se ve en fig. 5.3, el acoplamiento del modelo quark
quiral con gluodinamica modifica la transicién de fase de primer orden de gluodinamica
en una transicion de fase de segundo orden. Un estudio de la susceptibilidad de los para-
metros de orden quiral (gq) y de desconfinamiento L, permite ver que con nuestro modelo
ambas transiciones de fase (quiral y de desconfinamiento) se producen simultdneamente:
T, =Tp = 256(1) MeV; (ver fig. 5.4).

En fig. 5.5 se compara el comportamiento del loop de Polyakov obtenido en nuestro
modelo, con calculos en el reticulo para QCD unquenched (N = 2) en la zona de transicién
de fase. Estos datos se han calculado en un reticulo de tamartio 16® x 4, con m, /T = 0,4 [22].
Se muestra asimismo el comportamiento del condensado quiral. Hemos comprobado que
una dependencia en temperatura de la tension de la cuerda o permite compatibilizar los
resultados de nuestro modelo con los obtenidos en el reticulo. Esto conduce a un rango de
incertidumbre en la tensién de la cuerda, o = 0,181 4 0,085 GeV?, que da cuenta en cierto
sentido de la incertidumbre existente en el modelo. En fig. 5.5 la banda de error asociada a
esta incertidumbre conduce a una temperatura de transicion de T\ = Tp = 255 & 50 MeV.
Si se ignoraran en el modelo las correcciones gludnicas dadas por ec. (5.90), no existiria un
efecto apreciable por debajo de la transicién de fase, si bien ésta aumentaria en 30 MeV,
un valor que se encuentra dentro de nuestra estimacién del error.

Con objeto de comprender el mecanismo de rotura de la simetria del centro en nuestro
modelo, podemos estudiar c6mo evoluciona la distribucién p(¢), ec. (5.115), a través de la
transicién de fase, y observar explicitamente los efectos generados por las contribuciones
fermiénicas e~Tel. En fig. 5.6 se muestra esta evolucién. Por debajo de la transicién de
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Figura 5.5: Dependencia en temperatura del condensado quiral (Gq) y del valor esperado
del loop de Polyakov L = (tr.£2)/N,, obtenido con el modelo NJL basado en la integracién
sobre el grupo de color SU(3) y considerando correcciones locales en el loop de Polyakov.
Se ha tomado Ny = 2. Las bandas de error corresponden a una incertidumbre en la tensién
de la cuerda o = 0,181 + 0,085 GeV?. Se compara con los datos del reticulo para QCD con
2 sabores, obtenidos en [22].

fase la funcién de distribucién p(¢) presenta tres minimos en valores de ¢ equidistantes,
tal y como exige la simetria del centro Z(3). En este caso el determinante fermiénico no
produce una modificacién importante. Cuando la transicién de fase tiene lugar, aparece
una concentracion interesante de angulos en la region cercana al origen ¢ = 0, debida a
los quarks, lo que genera una fuerte rotura de la simetria del centro. A medida que la
temperatura aumenta, la distribucion del loop de Polyakov tiende a ser més picuda en
torno a ¢ = 0, y este pico domina la integral en ¢. Notar que la distribucién pg(¢) en
gluodinamica no presenta rotura explicita de la simetria del centro para ningin valor de
T, de modo que el iinico mecanismo posible en este caso es la rotura espontanea.

Nuestro modelo permite calcular el valor esperado del loop de Polyakov en otras repre-
sentaciones. En fig. 5.7 se muestra el comportamiento del valor esperado del loop de
Polyakov en representacién adjunta, (tr.Q)/(N2? — 1). Para ello hemos hecho uso de la
identidad (5.95) con n = 1. De acuerdo con los datos del reticulo obtenidos con el modelo
matricial de ref. [93], el valor esperado se anula por debajo de la transicién de fase. Notar
que este hecho no se cumple en el tratamiento de campo medio, para el cual se obtiene el
valor —1/(N2? — 1) (de ec. (5.95)). El considerar la integracién sobre el grupo conduce a
unos resultados acordes con lo que se espera de los estudios en el reticulo. En fig. 5.7 se
muestra también el comportamiento del loop de Polyakov en representacion fundamental,
y la fluctuacion total del loop de Polyakov, que definimos como

6= —/(treQtr, Q1) — (tr.0)2 = Ni\/l + (T 8)) — (tr )2 (5.117)

1
Ne
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25 T=200Mev 25 T=255 Mev 25 / L T=300Mev

Figura 5.6: Dependencia en temperatura de la distribucién del loop de Polyakov p(¢),
ec. (5.115). pg corresponde a la distribucién en gluodindmica (sin contribucién de quarks)
procedente de la medida de Haar junto con el esquema del desarrollo en acoplamien-
tos grandes a orden mas bajo, ec. (5.90), ¥y pgig incluye contribuciones de quarks
de acuerdo con el modelo NJL. Se toma Ny = 2. Se consideran tres temperaturas:
T = 200, 255,300 MeV; por debajo de la transicién de fase, en la transicién y por encima,
respectivamente.

0 da cuenta de manera conjunta de las fluctuaciones en la parte real e imaginaria de €.
Esta fluctuacion tiende a cero a temperaturas grandes, lo cual es compatible con el hecho
de que la distribucién p(¢) se hace muy picuda en torno a ¢ = 0 en el régimen de T grande.

5.8. Conclusiones

En este capitulo hemos estudiado como la introduccién del loop de Polyakov permite
resolver los problemas que presentan los modelos de quarks quirales a temperatura finita en
su tratamiento estandar. Con objeto de preservar la invariancia gauge explicita a tempera-
tura finita es necesario mantener de un modo no perturbativo ciertos grados de libertad
gludnicos. En la practica, y en gauges particulares tales como el gauge de Polyakov, esto se
corresponde con tratar la componente cero del campo del gluén como un potencial quimico
dependiente del color en el propagador del quark. Esto da lugar a una fuente de color que
va a generar todos los estados posibles de quarks, los cuales pueden no ser singletes de
color (incluso a bajas temperaturas, en la fase de confinamiento de color). Para evitar este
problema, es necesario proyectar sobre los estados fisicos que son singletes de color, lo cual
se consigue de un modo elegante haciendo la integral funcional sobre el campo V§ de un
modo que se preserve la invariancia gauge.

De este andlisis en la aproximacion quenched y a nivel de un loop de quarks, encon-
tramos que existe una supresion de los efectos térmicos en los observables hadronicos por
debajo de la transicién de fase, que surge de la conservacion de la trialidad en una fase
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
T (MeV)

Figura 5.7: Dependencia en temperatura del valor esperado del loop de Polyakov en repre-
sentacién fundamental (tr.0) /N, y en representacién adjunta (tr, Q) /(N2—1), y fluctuacién
total del loop de Polyakov ¢. Resultados obtenidos en el modelo NJL con integracién en el
grupo de color SU(3). Se considera N; = 2.

en que la simetria quiral esta espontaneamente rota. A este efecto lo hemos denominado
enfriamiento de Polyakov de las excitaciones de los quarks. En particular, la transicion de
fase quiral no puede ocurrir antes que la transicién de desconfinamiento del color. En esta
situacion, el mayor cambio a bajas temperaturas en los observables tales como el conden-
sado de quarks debe de provenir de los loops de pseudoescalares, y quizas a temperaturas
intermedias de resonancias mesénicas de orden mayor. Esto es precisamente lo que se es-
pera de TPQ o de las aproximaciones unitarias con inclusién efectiva de estos loops en las
resonancias.

Nuestros argumentos muestran también como, debido al enfriamiento de Polyakov, los
modelos de quarks quirales se muestran de acuerdo con las suposiciones tedricas de TQP
a temperatura finita. Para ver cdmo se materializa esto en la practica hemos calculado el
lagrangiano quiral a temperatura finita a nivel de un loop de quarks y a nivel drbol para
los mesones. El lagrangiano resultante se puede descomponer en una parte con la misma
estructura que a temperatura cero, pero con constantes de baja energia dependientes de
la temperatura, y otra parte con nuevos términos que rompen la invariancia Lorentz, que
surgen como consecuencia de que el bano térmico esta en reposo. En cualquier caso, los
efectos térmicos en las constantes de baja energia a este nivel de aproximacion muestran el
enfriamiento de Polyakov. En otras palabras, por debajo de la transicion de fase cualquier
dependencia en temperatura sobre las constantes de baja energia a nivel arbol puede ser
despreciada. Esta es precisamente la suposicion inicial de TQP.

En el capitulo hemos analizado algunas consecuencias que se obtienen al considerar
el tratamiento de los modelos de quarks quirales acoplados con el loop de Polyakov, mas
alld de un loop de quarks. Como consecuencia de la integracion en el grupo gauge de color
SU(N.,), encontramos que para observables que contienen quarks las contribuciones mas
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importantes a temperaturas pequenas proceden de loops mesénicos, con una supresion
estandar a bajas temperaturas de Nic€—2M/ T, Los loops bariénicos producen contribuciones
mas pequenas e NM/T Un andlisis de las correcciones gluénicas permite ver que éstas
tienden a contribuir de manera apreciable inicamente por encima de la transicion de fase.

Hemos estudiado como se modifican los resultados al considerar la introduccion del
determinante de quarks en el cédlculo de observables como el condensado quiral y el va-
lor esperado del loop de Polyakov, y se ha hecho asimismo un tratamiento preliminar de
las correcciones locales en el loop de Polyakov. Este determinante conduce a una rotura
explicita de la simetria del centro, que es mas acentuada a temperaturas grandes. Este es el
mecanismo por el cual el modelo quark acoplado con loop de Polyakov genera la transicién
de fase de desconfinamiento. Un analisis de los resultados muestra que ambas transiciones
de fase (quiral y de desconfinamiento) se producen simultdneamente. En el tratamiento
unquenched el enfriamiento de Polyakov persiste, aunque es menos efectivo que en el caso
quenched. El célculo del valor esperado del loop de Polyakov en representacion adjunta es
un ejemplo de que el tratamiento del modelo quark con integracién en el grupo gauge de
color es mas adecuado que el tratamiento de campo medio de ref. [103].
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Capitulo 6

Tensor Energia-Impulso de Modelos
de Quarks Quirales a bajas energias

El tensor energia-impulso (TEI) juega un papel muy importante en teorfa cudntica de
campos, pues surge como una corriente de Noether del grupo de Poincaré. Es conservado
en todas las teorias locales relativistas, incluso cuando no existen otras cargas conservadas.
En QCD, el TEI da cuenta de la interaccion de los quarks y gluones con los gravitones.

Desde un punto de vista fenomenoldgico, las colisiones profundamente inelasticas pro-
porcionan informacién relevante sobre la fraccion de momento que llevan los quarks y los
gluones dentro de un hadrén a una escala dada [115]. Las determinaciones basadas en el
intercambio de un gravitén estan fuera de lugar debido a que la constante de gravitacién
resulta pequenisima en comparacion con los procesos débiles y fuertes. El factor de forma
gravitacional del pién se puede usar para determinar la anchura de desintegracion de un
bosén de Higgs ligero en dos piones [116]. En el pasado hubo algunos intentos de calcular
el TEI en el reticulo [117], pero no se han encontrado resultados de interés practico para
los elementos de matriz entre estados hadrénicos con momentos diferentes.

En este capitulo vamos a estudiar la estructura del TEI en varios modelos de quarks
quirales.® En concreto trataremos el Modelo Quark Constituyente, el Modelo de Nambu—
Jona-Lasinio (NJL) [29] y el Modelo de Georgi-Manohar (GM) [119]. El capitulo esta basa-
do en la referencia [108].

6.1. Tensor Energia-Impulso

El tensor energia-impulso en cualquier teoria se puede calcular anadiendo una métrica
externa g¢,,(z) que se acople con los campos de materia de un modo completamente co-
variante. E1 TEI se obtiene de calcular la derivada funcional de la accién con respecto a

! Consideraremos gravedad de Einstein. Esto quiere decir que haremos uso de la conexién de Riemann,
definida sin torsién y preservando la métrica. Una extensién a gravedad con torsién es posible [118].

123
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gu (), en torno a la métrica plana 7),,,>

1 05
—0"(x) =
2 (@) O ()

(6.1)

uv="Nuv
donde
S = /d4x\/—g L(x). (6.2)

A nivel cudntico el comportamiento a alta energia de 6, se puede mejorar si se reali-
zan ciertas correcciones transversales convenientemente elegidas. Al hacer esto se pone de
manifiesto una anomalia de la traza que relaciona 64 con la divergencia de la corriente de
dilatacién, lo cual senala la rotura anémala de la invariancia de escala. Un valor esperado
diferente de cero para (0]6%|0) esta relacionado con la existencia de un condensado gluénico,
que genera identidades de Ward de escala [120].

En el desarrollo en potencias de los momentos externos de los campos que se considera
en Teoria Quiral de Perturbaciones, los campos pseudoescalares U y la métrica g,, son
orden O(p"). La estructura més general de 6, hasta correcciones de orden cuatro, es [121]

O = 05 + 052 +05) + -+ (6.3)
con
0% = —nu LY, (6.4)
02 = LD, UDU) ~ 0L, (65
0% = —n, LY+ 2L(D,UDUYIU + Uty)

+ Ls(D,U'D,U+ D,U'D,U)(x'U + U'y)

— 2Ly (900% — 9,0,) (DU DU)

— 2Lis (0w 0” = 9,0,) (X'U + U'x)

— L1s (0uavp0® + 1w0a0p — 100,05 — 0,00,05) (D*UTDPUY

donde (A) = tr A indica la traza en espacio de sabor. El desarrollo quiral del lagrangiano
presenta una estructura del tipo [121]

L=1L04 29 pGR) 4 pie) 4 pOR) 4 (6.6)

donde el superindice g indica contribuciones métricas (acoplamiento minimo con gravedad),
y R indica contribuciones que contienen el tensor de curvatura de Riemann (o sus con-
tracciones). Las contribuciones métricas se pueden obtener directamente del calculo del la-
grangiano quiral efectivo en espatio-tiempo plano. Sin embargo, los términos con L1 — Lq3
son contribuciones genuinas de curvatura, pues no se pueden obtener del caso plano. Estos
coeficientes de baja energia surgen a nivel hadrénico debido a efectos cuanticos.

2Usaremos el convenio = diag(1, -1, -1, —1).
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6.2. Acoplamiento de un Modelo Quark con Gravedad

El acoplamiento de fermiones con gravedad es bien conocido [122], pero no en el contexto
de modelos de quarks quirales. En esta seccion haremos un estudio de este acoplamiento,
de modo que no se introduzcan nuevos campos aparte de los del caso plano y la métrica.
Usaremos el formalismo de tétradas para espacio-tiempo curvo.?

6.2.1. Formalismo de tétradas

Dado el tensor métrico g"”(x), introducimos una base local de vectores ortogonales
(tétrada)

9" (x) = ey(x)ep(x)n? . (6.7)
Las tétradas satisfacen ciertas relaciones de ortogonalidad

w _ AB i _ o um A A uv A _ A
0 =n"ee,p = eye =g €, 6B = €,

v

elp. (6.8)

Bajo transformaciones generales de coordenadas # — 2/#(z) y de Lorentz 4 — A32B,
las tétradas se transforman respectivamente como

a v
ﬁ L TT A e — Aj(x)e? . (6.9)

€ ox'm v © H

Las tétradas transforman tensores de coordenadas en tensores de Lorentz (que se transfor-
man de manera covariante bajo transformaciones de Lorentz locales), por ejemplo

TAB = eAeBhv. (6.10)

nv

Los tensores de Lorentz son invariantes bajo transformaciones de coordenadas x# — x'™.

Para un tensor general, por ejemplo 777, los indices griegos se transforman de manera

covariante bajo transformaciones de coordenadas mientras que los latinos lo hacen bajo
transformaciones de Lorentz, de modo que

N ozt 0z

La derivada covariante se define como
dyTyy = 0,174 — FﬁﬂTfA + Ffj/\TjA +wap 7 (6.12)

donde la conexién de Riemann viene dada por los simbolos de Christoffel

1
K,u = Egyg {a)\gul/ + a,LLg/\I/ - augu/\} ) (613)

3Para convenios, ver ref. [123]
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que son simétricos en los indices inferiores, I'{, = T'7, (no tiene torsién). La derivada
covariante d,, se define con la conexién adecuada actuando sobre cada indice. Se tiene

d#eVA = 8},661/.4 — F,),\MGAA + wABueVB =0. (6.14)

Ademas, la condicién d,g"” = 0, implica en particular

dynap = wapy +wpa, = 0, (6.15)
lo cual impone la restriccién de que la conexién de espin sea antisimétrica wap, = —wWpay.
Esta viene dada por

LV A
WABp = €4 [auel,B — FVMQAB} . (616)

La derivada covariante d,, actia de manera diferente dependiendo del espin de los campos
correspondientes. Para un campo de espin-0 U, espin-1/2 ¥, espin-1 A, y espin-3/2 ¥,
las propiedades de transformacién son las siguientes

Ulz) — Ula),
U(x) — S(A(x))¥(x), (6.17)
ox”
ox”
U, (z) — aI/MS(A(az:))\I/,,(ac). (6.19)
En el caso de transformaciones de Lorentz infinitesimales A4 = (5§ + eg CON €4 = —€RA,

se tiene S(A) =1 — iUABEAB donde o5 = %[WA; vg]. Para un campo escalar de espin-0 se
tiene la definicién estandar

a,U=0,U. (6.20)
Para un vector (espin-1), se tiene
Apy = dy A, = 0,4, — T, Ay, (6.21)
que satisface ademés la propiedad*
[dy, dy)) Aa = R, AN - (6.24)
4El tensor de curvatura de Riemann R) . Se define
R, = 000, =0T, +T,, [0, — T, I%, (6.22)

y sus contracciones permiten definir el tensor de Ricci R, y el de curvatura escalar R

R;U/ = R)\M,\y 5 R = gﬂuRuV . (623)

Notar el signo opuesto de nuestra definicién para el tensor de Riemann en comparacién con ref. [121].
Aqui seguimos ref. [123].
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En el caso de fermiones de Dirac (espin-1/2) la derivada covariante se define como
d, ¥ =0,¥(z) —iw,¥V(z), (6.25)
donde w,, es la conexién de Cartan de espin,

1
w, = ZJABwABM. (6.26)
Las matrices de Dirac v4 se encuentran en una representacion fija independiente de x, y

satisfacen las siguientes reglas de anticonmutacion

AP APt =2 (6.27)
Las matrices se pueden elegir
Yu(x) = yAeﬁ(x) (6.28)
y satisfacen
V(@) (@) + 7% (@) (z) = 29" (). (6.29)

La derivada covariante de una matriz de Dirac (independiente de z) es
dpya = Ouya — i [wy, v4) + wapy” = 0. (6.30)

Teniedo en cuenta ec. (6.14) y (6.30) se obtiene la siguiente identidad para las matrices de
Dirac dependientes de x

dyy(z) =0, (6.31)

lo cual quiere decir que para el operador de Dirac libre, el orden de colocacién es irrelevante
qV = v*(z)d,V = d,y"(x)V. Para un tensor de espin-3,/2

Uy =d, 0, =0,¥, — 0, —iw,V,. (6.32)

Si aplicamos las definiciones anteriores a d, ¥ se obtienen las siguientes férmulas, que serdn
de utilidad

dy, )]V = iaaﬁRaW\D, (6.33)
Py — \/L__g{(au—ww (V=gg" (0, —iw,)] T, (6.34)

donde ¢ = ejeﬂBaAB es una matriz antisimétrica dependiente de .
Los campos gauge pueden ser incluidos mediante la regla estandar de sustitucién mini-
ma, lo cual da lugar a la derivada covariante de un fermién

vV, = (d, —iV,) W, (6.35)
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Con esta notacion, el operador de Dirac completo iD en presencia de campos externos de
tipo vector, axial, escalar, pseudoescalar y gravitacionales se escribe®

iD = i — MU® — g + (¢ + dys — s — isp) (6.37)
donde la barra indica

V =) Vu(2)- (6.38)

M es la masa constituyente de los quarks y hemos considerado la notacién U = U%. La
derivada covariante bajo transformaciones generales de coordenadas, de Lorentz, y quirales,
actia sobre los campos pseudoescalares (espin-0), espinores de Dirac (espin-1/2) y espinores
de Rarita-Schwinger (espin-3/2) de acuerdo con las férmulas siguientes

V,U = D U=0,U—iv,U]—i{a, U},

VU = D U =0,V —i(w, +v,+v50,)Y,

VU, = 0V, —i(w, + v, +750,)¥, — 1), 0y, (6.39)
y se corresponden con sustituir la derivada parcial por li derivada covariante 0, — d,,,
dentro de la derivada covariante quiral D,. La notaciéon D,, significa la operacién [D,, ],
preservando la quiralidad del objeto (ver ec. (5.70)). Notar que con esta definicién, ni

el objeto D D WU (# V,V,0) ni D D U son covariantes coordenados, ya que la segunda
derivada no 1ncluye la conexion de Rlemann r o

6.2.2. Operador de segundo orden

Cuando no existen fuentes gravitatorias, la contribucién de paridad normal a la accién
efectiva se obtiene a partir del operador de segundo orden

D;D = [P} +iM'Py—iprM’+ MIM] Pr
+ [P} +iMDPL — iPDpM + MM Pp, (6.40)

donde D5 se define como en ec. (5.24),
D5[87p7vvaa U] = 75D[Sa -V, —a, UT]75 (641)

D5 corresponde a rotar D a espacio euclideo, tomar su hermitico conjugado y volver a rotar
a espacio de Minkowski. En la expresién (6.40), Pr = 3(1£73), las derivadas covariantes

5La matriz pseudoescalar de Dirac en el caso curvo se define

1

1
%(@) = \/_—ge“”“ﬁw(x)%(x)m(rc)w( 7) = 5 " Pravpr07D = 5. (6.36)
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quirales son

D, = 9y —i(vy+1sa,) = DiPr+ D/ Py, (6.42)
Df = O — vy +ay),
Dﬁ = Ou—i(vy —au),
y el término de masa
M = MU® + (s +iysp) + g . (6.43)

Los campos gravitatorios se acoplan mediante covariantizaciéon del operador de Dirac, esto
es con la sustitucion 9, — d,, = 9, —T', . —iw, en ec. (6.42). Para fijar la notacién, definimos
en ec. (6.39) la actuacién de la derivada covariante quiral sobre un espinor de Dirac ¥

D,y = 8 — i(wWy + vy +750,) - (6.44)
Teniendo en cuenta que, puesto que un espinor es un escalar en coordenadas, se tiene
DY =V,V, (6.45)

donde V,, = d, —i(v, +v5a,). Para el campo escalar en coordenadas YV se puede aplicar
el mismo razonamiento, lo cual conduce a

DYV =V, YV, (6.46)

Esto significa que podemos considerar Py, p = Y r siempre y cuando actie sobre campos
espinoriales del siguiente modo

D;DV = [V] +iMV —iVpM + MIM] Pr¥
+ [V +iMIVL — iV M+ MM PLY . (6.47)
Si incluimos los campos gauge, se obtienen dos teorias tipo vector, una para campos left

VHL y otra para campos right VMR. Si suprimimos momentaneamente las etiquetas left y
right, se tiene

1 1
ZDQ\II = VQ\I! = |V'V, — 50’“’FW + ZR v, (6.48)
donde hemos hecho uso de la identidad
V., V,]J¥ = [D,,D,)V
— [D,,D,] ¥+ %aaﬁRaqu. (6.49)

En la segunda igualdad de ec. (6.49) se ha hecho uso de ec. (6.33). El laplaciano invariante
coordenado y Lorentz para un espinor de Dirac viene dado por

1

VIV, ¥ = —=D, (vV-99"'D,¥), (6.50)

2
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donde se ha aplicado ec. (6.34). Con la notacién quiral de campos right y left, el operador
de segundo orden se escribe

D:D = % D, (V=99""D,)] +V, (6.51)
con
V = VpPr+VLPL (6.52)
Vi = —%a“l’Fﬁ, - iR — iV, M+ MM,
vV, = —%UWF,fy + iR — iV, M+ MM

6.3. Modelos de Quarks Quirales en presencia de
Gravedad

En esta seccién aprovecharemos los resultados obtenidos en sec. 6.2 y estudiaremos
el acoplamiento con gravedad de dos modelos quirales concretos, que tienen en comun la
incorporacién de la rotura dinamica de la simetria quiral a nivel de un loop: el modelo de
Nambu—Jona-Lasinio (NJL) y el modelo de Georgi-Manohar.

En estos modelos, los quarks tienen una masa constituyente M ~ 300 MeV. La principal
diferencia entre ellos tiene que ver con la presencia o no de campos escalares dindmicos
qq, respectivamente. Ademads, mientras que el modelo NJL genera de manera dinamica la
rotura espontanea de la simetria quiral, el modelo GM comienza de por si en una fase de
rotura de la simetria quiral.

6.3.1. Modelo de Nambu—Jona-Lasinio

El modelo de Nambu—Jona-Lasinio se introdujo en la seccién 5.2.1. La accion del modelo
en espacio-tiempo curvo de Minkowski con tensor métrico g, (x) se escribe

SNJL = /d4$\/ —g[,NJL, (653)

donde g = det(g,,) y el lagrangiano viene dado por

f

Ly, = qid+ ¢ —my)g Z Q/\aq + () Z%Q))
a; a=0
N]% 1
Z (@a720)? + (@Aay59)%) - (6.54)

a=0
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La derivada 0, — iw, es covariante bajo transformaciones generales de coordenadas y bajo
transformaciones de Lorentz, e incluye la conexién de espin
1

wu(as) = g [’Vy(x)v'yv;u(l‘)} ) (655)

donde la derivada covariante 7,,, = d,, se define de la manera usual, ec. (6.21). Haciendo
uso del procedimiento estandar de bosonizacién [101], como se vio en sec. 5.2.1, se intro-
ducen campos bosénicos dindmicos internos auxiliares (S, P,V, A), de modo que después
de integrar formalmente los quarks se obtiene el funcional generador

Znilg; s, p,v, 0] = / DSDPDVDA TLlsSPVAL (6.56)

conS=s5+S5, P=p+P,V=v+V,A=a+ A. La accién efectiva es
ninlg; S, P,V, Al =T,D] + Twlg; S, PV, A], (6.57)

donde las contribuciones de los quarks a un loop y de los mesones a nivel arbol se escriben
respectivamente

D] = —iN,Trlog(iD), (6.58)

2 2
Colg; S, PV, Al = /d4x\/—g {—%tr(SQ + P?) + %tr(Vi +Ai)} . (6.59)

El operador de Dirac viene dado por
iD= id+ o —ing+ (V+ 4y — S —iysP) . (6.60)

Para que la integral funcional en los campos bosénicos esté bien definida en espacio de
Minkowski, es necesario usar la prescripcién a? — a? — i€, a?> — a2 — ie. La contribucién
~vs-par de los quarks a la accion efectiva puede ser regularizada mediante el esquema de
Pauli-Villars

N, .
Iy [D] = —i— Tr > cilog(DsD + A7 + de) . (6.61)

Para mas detalles, ver sec. 5.2.1.

6.3.2. Modelo de Georgi-Manohar
En presencia de gravedad, el lagrangiano del modelo de Georgi-Manohar [119] se escribe
1
Lo = (19~ MU o + 50— )U°00° ) = qiDa, (66

donde g4 es el acoplamiento axial de los quarks, que consideraremos diferente de uno, tal
y como se sugiere en [119]. La accidon efectiva de este modelo es

Tan = —iN,Trlog(iD), (6.63)
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y por comparacién directa con ec. (6.57) se puede ver que se corresponde con un modelo
similar al NJL, sin término de masa I',, y con un operador de Dirac como ec. (6.60) con
una eleccion especifica de los campos dindmicos de espin 1

1

Vi = 7(1-ga) (U, U —0,U'U] , (6.64)
1

Ay = (= ga) [U'0,U +0,U'U] . (6.65)

En ec. (6.63) implementaremos la misma regularizaciéon de Pauli-Villars que en el modelo
NJL.

6.4. Calculo de la accion efectiva

En un desarrollo quiral de la accién, la métrica dependiente del espacio-tiempo es de
orden cero y la derivada 0,, de orden uno. Esto implica en particular que RHveB Ry
R son de orden 2. A nivel de un loop de quarks el desarrollo quiral se corresponde con
un desarrollo en derivadas que debe de ser invariante bajo transformaciones gauge, de
coordenadas y de Lorentz. Este desarrollo a baja energia se puede obtener haciendo uso
de la representacion de tiempo propio del logaritmo

Z c;Trlog (D5D + A?) = —Tr/ dT

e TP g(r), (6.66)
o T

donde ¢(1) = >, cie” ™. El operador que estd dentro del logaritmo es de tipo Klein-
Gordon en espacio-tiempo curvo, y presenta cierta estructura espinorial, como se ve en
ec. (6.51). La forma de este operador es la adecuada para hacer un desarrollo del heat
kernel en espacio-tiempo curvo. Para el elemento de matriz diagonal se tiene

—i’rD5D|x> = e

<x|€ —iTM? <$‘€_iT(D5D_M2) |£IZ’> (47”7_ —7,7'M2 Z an 6 67)

n=0

Para el célculo hasta O(p*) es necesario llegar hasta a4 en el desarrollo del heat kernel.
Las contribuciones pueden separarse entre aquellas que son de espacio-tiempo plano, y
las correspondientes a curvatura generadas por efectos cuanticos. Por el momento nos
centraremos en el modelo NJL. Posteriormente particularizaremos las férmulas para el
modelo GM. Se obtiene lo siguiente [107]

ag = 1,
_
4@ = M?—V+-=R,
6
1 1o
= — R R“mﬁ——R JRY 4+ —FF,,
42 180" #ves 180 5t Fu

1 —2 1 =2 1.7
- _ Z M2 = Z
+ 30VR 6VV—|—2[ V+6R} ,
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I U IR T L I —— ;
az = E[M —V+6R} ~ VYV 00,
1 —
a = 5 V-] o0 (6.68)

La notacién que estamos utilizando es F w =1 [5 54, VY= W“Vﬁ, donde
D, = 0,— Z(Vu + 75AM) ,
Vi = dy—i(Vi+7544), (6.69)

y V viene dado por la misma expresién (6.52), con la adicién de los campos bosénicos
internos (S, P,V, A). Las integrales que aparecen en la accién son del tipo

Ty = M* /OO gqb(T)(ﬁ')le_”MQ . (6.70)
0

Los valores particulares que necesitamos en nuestro desarrollo son

1
MYT_, = -3 > (A7 + M) log(A] + M?), (6.71)
M’y = > ci(A} + M?)log(A? + M?), (6.72)
Iy = — Y cilog(A] + M?), (6.73)

1 M2 "

Después del célculo de las trazas de Dirac, el orden O(p?) del lagrangiano efectivo en
el modelo NJL viene dado por

N — M2
£ = ST (VU U) 2T (w0 + Ut + T o(R)
! (47)? 6
mientras que para el orden O(p*) se tiene
N, 1 —R — 7
4 - e J T UF 2 F T afpy 2 ny
£ = 5 - G + (Pl + ol Ry RO = LI Ry )
- %IQ<F V'UIN'U + F, VUV U
1

- 1 -
+ EA((VHUVVUT)?) — EI4<(VMUV”UT)2>
1 - = ————
+ 612<vuquv VU
+ 2M?T y(m'm) — M*To((m'U + U'm)?)
— MLV, UN"U@'U + U'm))
+ MLV, UN"m+V,mV'U)

M o
- SLRUTmAU) - STR <VHUTV“U>} . (6.75)
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En estas férmulas ( ) indica traza en espacio de sabor. La derivada covariante gauge y
covariante Lorentz, y los tensores de fuerza que contienen los campos externos e internos
(bosonizados) son

V.U = V,U—iVIU+iUV], (6.76)
F, = 0,V,-0V,—iV,V,),
con r = L, R y la combinacién aditiva de espin 0
1
m:(SJrz'P—MU)jLEX, X = 2By(s +ip) . (6.77)
0

La constante de reescalamiento By se elige de modo que £ quede en la forma estandar de
ec. (6.92). Notar que ec. (6.75) no esta atin lista para poder ser comparada con el resultado
de [27, 121]. Para ello antes debemos eliminar todos los grados de libertad diferentes a los
piones en la capa de masas. Procederemos en tres pasos: primero integraremos los grados
de libertad vector y axial, después eliminaremos los campos escalares y finalmente haremos
uso de las ecuaciones clasicas de movimiento para los pseudoescalares. En el modelo de
Georgi-Manohar tinicamente sera necesario considerar el iltimo paso.

6.5. Ecuaciones de movimiento

6.5.1. Eliminacién de los acoplamientos vector y axial

En el modelo NJL, para eliminar los campos vector V,, y axial A, en la aproximacién de
campo medio es necesario minimizar el lagrangiano con respecto a esos campos. Al orden
que estamos considerando el desarrollo quiral, sera suficiente con tener en cuenta aquellos
términos del lagrangiano que contienen mesones vectoriales con dos indices de Lorentz,
esto es, el término de masa y el orden dos que surge del determinante de los quarks

N,

2
e
£ = EEMTEUTU) PV A,

Al minimizar, las ecuaciones de movimiento que se obtienen son similares a la eleccién
concreta de los campos vector y axial en el modelo de Georgi-Manohar, ecs. (6.64)-(6.65),

Ve o= Wi 4 %(1 —g)UIVU, VL=l %(1 — g UV, UT,  (6.78)

2 j

con g4 = 1 —2f2?/a?. Aplicando estas ecuaciones de movimiento se obtienen ficilmente las
siguientes relaciones

—R 1 1
Fu = 54925+ 5(1 = g)UFLU
—2(1 = g%) (VUIV,U - VUV, (6.79)

4
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—L 1 1
Fa = 50— g )UF U + 51+ ga)FL,
—2(1 — ) (VUVU - V,U0V,U1) (6.80)
V.U = gaV,U, (6.81)
VU = gaV2U +iga(l — g UV, UV | (6.82)

6.5.2. Eliminacion de escalares

En el modelo NJL, la eliminacion de los campos escalares se hace de manera similar a
la de los campos vector y axial. Consideramos la rotacién quiral

S+iP=VUSLVU, (6.83)

donde ¥ = ¥, y usando que ¥ = M + ®, donde ® es una fluctuacién alrededor del valor
del vacio, se tiene

1
m = VUIVU + —x. (6.84)
2B,
El término de masa se escribe
ag 2 2
L, = _Z<M +2MP + %) . (6.85)

Haciendo uso de la ecuacién del gap (5.29), los términos lineales en ® que no contienen
campos externos se anulan. Como consecuencia, la parte del lagrangiano que contiene al
campo escalar ® es

N, 1
L = ———(AM*Ty®* + ~MIyR®
@(x) (471')2 < 0 + 3 0
+ MINVUVUT (UV°Ut + V' UUT)
M2
+ 5 (2T - T )VUVUHUXT + Uty)
0
M = Sty rt
+ EIQ\/@I)\/UTV“UV Uty . (6.86)
0
Minimizando respecto de @, la ecuacién clasica de movimiento que se obtiene es
1 1 L\ = ,.—u
VU = —— — (1== 1
VUOVU 24MR+4M( Io> YA
1 7,
S I 1 Y. ]
i (1752 ) i a0 (657

Sélo queda sustituir esta ecuacion dentro del lagrangiano L¢ para obtener la contribucion
del lagrangiano efectivo proveniente de la integracién de los campos escalares.
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6.5.3. Ecuaciones de movimiento clasicas para pseudoescalares

Las ecuaciones de movimiento relevantes para el campo no linear U se obtienen mini-
mizando £?). Surgen una serie de relaciones que son vélidas incluso en presencia de cur-
vatura

(VUIVU) = (V,UTVD)) - i<<x*U - U + %MU —UT)?  (6.88)

1
VU +V2UTY) = 2(xx) - 5<(XTU + UTX)2> —((X'U+ UY) v*Uv,U)
1
+s U+ UT)? (6.89)

En el caso del grupo U(3) de sabor, se tiene que Det U = e”/fx que no es necesariamente
igual a la identidad, y los dos tltimos términos (x'U 4 UTy)? en ecs. (6.88) y (6.89)
desapareceran.®

6.6. Coeficientes de Gasser-Leutwyler-Donoghue

En el desarrollo quiral del lagrangiano efectivo en la forma de Gasser-Leutwyler-Donoghue
de ec. (6.6), las contribuciones métricas son

2

£e9 = %(VHUTV“U + (XU + Uy, (6.92)

L9 = LV, UNUY + Ly(V, UV, U + Ly(V,UTVHU))

LV, UNVFUYXIU + UY) + Ls(V, UV*U (XTU + UTy))

+ Le(X'U+ U2+ L:(xTU = U')? + Le(XTU)? + (UTx)?)

— iLy(FL NFUN U + FRENIFUTNYU) + Lig(FL UF*RUT)

+ Hi((FL)? + (F)?) + Ha(x™) - (6.93)

+

SExiste otra identidad integral que nos va a resultar muy 1til
/d4a:\/—g (V. V,UVIVU) = /d4xs/_—g{<V2UTV2U> +i(F L VrUTNYU + FL VHUVYUT)
v 1 LV
—(FLUFEUT) + S((Fo)? + (F)*) + RV, UV, 0)| (6.90)

En el dltimo término aparece el tensor de Ricci R,,,,. Para llevar las férmulas a la forma de Gasser-Leutwyler
usamos la siguiente identidad, vélida en SU(3)

(V UV, 0% = 72<(VuUTV”U)2>+<VHUTVUU>2+%(V#UTV“U>2. (6.91)
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Las contribuciones con curvatura del lagrangiano quiral se pueden escribir en la forma
propuesta en ref. [121], y vienen dadas por

LR — MR, (6.94)
y
LR = [, R(V,UVU) — LiyR(V, UV, U) — LisR{(x'U + U'x)
+ H3R*+ HyR,, R"™ + H5R,,qs R . (6.95)

Los términos de curvatura son un reflejo de la naturaleza compuesta de los campos pseu-
doescalares, pues en los modelos quirales que estamos considerando estos términos se corres-
ponden con el acoplamiento de los campos gravitatorios externos a nivel de quarks. Un
valor no nulo de Hj indica que existe una renormalizacién fuerte finita de la constante
gravitatoria de Newton G, ya que el lagrangiano clésico de Einstein es £ = —R/(167G).
Notar que la matriz pseudoescalar U es un escalar bajo transformaciones de Lorentz
y de coordenadas. Por tanto, después (y sélo después) de haber aplicado las identidades
(6.88)-(6.91) se puede sustituir la derivada covariante en Lorentz y coordenadas por la

derivada covariante D, esto es V,U = lA?uU :

6.6.1. Modelo de Georgi-Manohar

Por simplicidad, comenzaremos mostrando los resultados de los coeficientes de Gasser-
Leutwyler-Donoghue para el modelo de Georgi-Manohar, pues en este caso no existe con-
tribucion proveniente de campos escalares, esto es, de campos de espin cero y paridad
positiva, y la inica contribucion procede del loop de quarks. Para este modelo, la constan-
te de desintegraciéon débil del pién es

N,
J2 = T5AMT,. (6.96)

El factor de normalizacién para el campo y es

 MT,

By = —=—=. 6.97

‘ 931 7y ( )
Con u ) -
0

p=—=M-—"T"= ¢} 6.98

By (aq)| I, (6.98)

el resultado que encontramos para los coeficientes de GLD es

N,
L :—0[1—221 42 (1 — )T 241}, Ly = 2L, .
1 48(47r)2( 94)"Zo +494(1 — ga) Lz + 29414 2 1
N,

Ly = —
’ 24(47)?

30— 63)Z0 + 864T4 + 443 — 48T | . Lu=0,
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N, N,
Ly = —° pA[To—T Le=0 Ly=——— g4 [6pT0 — guT.
5 2(47T>2/)9A[ 0 2] ) 6 ) 7 24(47T)2Nng[ PLo ga 2] )
Ly = ——¢_[6p(p— ga)To+ BAT) . Lo =~ [(1 - 2)To + 2675]
8 24(47]')2 0 A+2| 9 6(47T)2 A 0 AL2|
N, , , N,
LlO = _6(47(_)2 [(1_9A)IO+9AIQ} ) Lll 12(4 )29A1.27
N, N, p B
Ly = ——° AT, Ly = —¢  pTy =
12 6(4m)z 04 B To(m)2™0 T 18R 2
NcNf 2 Nf f2 Ne 2 2
Hy = — M7, =—~1I= H = (1 To + AT
0 6(47)? YR LT 12(4n)2 [~ + 60T+ 6T
N,
H, = 24n)? [6p°Z_5 — 6p(p+ ga)To + 931> (6.99)
N.N Ny f? N.N 7NN
Hy = — el N Sy NN g gy NN
144(4) BT6M2 g% 00(47) 720(47)?2

Con los valores M = 300MeV y g4 = 0,75, el cutoff A debe ajustarse para reproducir el
valor empirico f, = 93,2 MeV. Esto conduce a

A =1470MeV, By =4913MeV,
T 5=208, To=226, T,=0922, T,=00995. (6.100)

El modelo quark quiral constituyente (QC) se corresponde con la eleccién g4 = 1 en los
coeficientes anteriores. Si se considera el mismo valor para M, para este modelo se tiene

A =828MeV, By=1299MeV,
T 5=550, Ty=127, T,=0,781, I,=0,963. (6.101)

En la tabla 6.1 se muestran los valores numéricos de los coeficientes de GLD.

6.6.2. Modelo de Nambu—Jona-Lasinio

Los coeficientes de GLD en este modelo tendran dos contribuciones diferentes: una
proveniente del loop de quarks e integracion posterior de los campos de espin 1, y otra
proveniente de la integracion de los campos de espin 0. Para la primera contribucién se
tienen las mismas expresiones de ec. (6.99). La constante de desintegracién débil del pién
es

N,
I3 = 1 59aM"T, (6.102)

Notar que en este modelo f? tiene una potencia en g4, mientras que en el modelo de GM
la potencia es g%, ec. (6.96). La diferencia se debe a la ausencia del término de masa L,,
en el modelo GM. Nuestra notacion serd la siguiente
2 2
asM  MTI, fz
B, — st 7 , =1-2.T . 6.103
0 22 a1 To ga = a2 ( )
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Con v 7
0
= — =gqg— 6.104
PE g =T (6.104)
las contribuciones de espin 0" son
N g4 2 N
Ly = ¢ AT, T, L = ——0%(ga — 2p) [To — T
3 4(471')2 IO [ 0 2] ) 5 4(47T)29A<9A p)[ 0 2] )
N,
Ly = ‘ —2p)°T,
8 16(47r)2<gA p)To.
N, N,
LY, = —*=¢T—T LYy = ——(ga — 2p)T,
11 12(47T)29A[ 0 2] ) 13 24(471')2(9A p) 0>
N.N N, f2
HS = 2L HS = —<J 7 -1 Jn 6.105
2 8 57 144(4m)2" T BT6M2 gy (6.105)

El resto de coeficientes L7, H? son cero. La suma de las dos contribuciones (loop de quaks
y escalares) dara los coeficientes de GLD para este modelo. El resultado es el siguiente

Ne 2 4 4 2 2 2 Iy
Ly = T 24(dn) 3(1 =293 — ga)Zo +8gaZs + 294 | 23 — ga) — 39Afo Iz} :
N, N,
Ly = ‘g3 [Ty — T Ly = ¢ g% [3T, — 2T.
5 4(47T>29A[ 0 2] ) 8 48(47{_)2914[ 0 2] 9
Nc gAf2 NC :
L, = —% 37T, = 2217 Lian=—"°% gTn= 2T
R T TP EA A T Vel 1B 24(4m)2 740 T g6
N,
Hy, = [120°Z_5 + 3g4(ga — 8p)To + 29322] ,  H3;=0. (6.106)

24(47)?

El resto de coeficientes: Ly, Lo, Ly, Lg, L7, Lo, L1g, L12, Hy, Hy, Hy y Hs; coinciden con
los del modelo de GM (férmulas (6.99)). Notar, no obstante, que las expresiones de f2 no
coinciden en los dos modelos [ec. (6.96) y (6.102)].

Este modelo reproduce la relacion Ly = —6Lq, siempre y cuando se desprecien los
términos O(N,.g%). Existen algunas diferencias con trabajos previos. Los valores Ly, Lo,
Ls, Ly, Ls, Lg, Lo, Lo, Hy y Hs coinciden con ref. [105]. Lg difiere en dos potencias de
ga en el término proporcional a Z,. (Nuestros resultados reproducen los suyos para cada
contribucién por separado: contribucién del loop de quarks y contribucién de espin cero.)

El valor de L7 es diferente de cero, si se considera la condicién Det(U) = 1 debido a
que estamos considerando la simetria de sabor SU(Ny). Tanto en ref. [105] como en [106]
este término no se obtiene, a pesar de que en estos trabajos se menciona explicitamente
que consideran el grupo de sabor SU(Ny). En el grupo U(Ny) si se obtiene que Ly = 0.

Nuestros valores de Ly, Ls, Lg, Ls, Lg y L1 coinciden con los de [106]. En esta referencia
aparece un término erréneo extra en L;. Lg se diferencia de ref. [106] en todos los factores
excepto uno en Zy. H; y Hs no aparecen en esa referencia.

Los coeficientes Ly, L1o y Li3, asi como Hy3_5, son nuevos y constituyen el resulta-
do principal de este capitulo. Li;_13 fueron obtenidos también hace algin tiempo en un
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modelo quiral que incluye bosonizacién [124], y més recientemente en el modelo quark
espectral [107] (ver capitulo 7).

Los valores numéricos de estos coeficientes, ec. (6.106), aparecen en la tabla 6.1 para
dos casos diferentes: el modelo NJL SU(3) generalizado, y el caso en que no se considera
la integracion de los campos de espin 1, esto es g4 = 1. Para el primer caso se considera
como valor razonable g4 = 0,606. Con M = 300 MeV, se tiene

A =1344MeV, By =4015MeV,
T ,=17,0, Ty=210, Z,=0,907, I, =0,993. (6.107)

Para el modelo NJL con g4 = 1, los valores numéricos de A, By, p v Zs, son idénticos a los
del modelo quark constituyente QC, ec. (6.101). Las LEC’s en el modelo NJL con g4 = 1
y en el QC se diferencian debido a la contribucion de los escalares L§; s 1115 ¥ Hys, que no
estan presentes en el caso QC.

6.6.3. Resultados

En la tabla 6.1 aparecen los resultados que hemos obtenido para los modelos de quarks
quirales que se han tratado en este capitulo: Quark Constituyente, Nambu—Jona-Lasinio
con y sin mesones vectoriales, y Georgi-Manohar. Se ha incluido también el resultado del
calculo en el modelo Quark Espectral del capitulo 7. La primera columna se corresponde
con el calculo de TQP a dos loops [125]. Se incluye también el resultado obtenido en el
modelo basado en NN, grande con saturacién por una unica resonancia [126].

Los resultados para las constantes de baja energia coinciden a grandes rasgos. Como
regla, todos los modelos y ajustes dan el mismo signo para todos los coeficientes, con
la excepcién de Hy y Hy en el modelo Quark Espectral. Para los coeficientes de Gasser-
Leutwyler estandar L;_1o el mejor acuerdo global con el calculo de TQP a dos loops [125] es
el proporcionado por el modelo NJL. con mesones vectoriales, para el que la chi cuadrada
reducida es x?/DOF = 2,2, (DOF = 10), si bien los modelos QC y GM proporcionan
resultados de calidad similar: 2,5 y 3,6 respectivamente.

Para los coeficientes nuevos no existen en la literatura valores ampliamente aceptados.
El acuerdo mas cercano con las estimaciones de N, grande y saturacion de resonancias de
[121] para Ly;_;3 es el de NJL sin mesones vectoriales, para el que x?/DOF = 0,29, pero
esto no es totalmente concluyente. Asimismo, es importante mencionar el notable acuerdo
entre las predicciones del modelo Quark Espectral para estos tres coeficientes y aquellas
provenientes del modelo quiral de bosonizacion de ref. [124], para el que se obtiene

Ly =1,58-1073, Ly =-32-1073, Li5=03-1073. (6.108)

6.7. Conclusiones

En este capitulo hemos calculado las constantes de baja energia del tensor energia-
impulso en varios modelos de quarks quirales: Quark Constituyente, Nambu—Jona-Lasinio
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Cuadro 6.1: Constantes adimensionales de baja energia y Hy comparadas con otros modelos
y con el valor que dan algunas referencias. Los valores mostrados para Lq_13, H;_5 deben
ser multiplicados por 10~3. El valor de H, debe multiplicarse por 103 MeV?.

TQP'T NJL NJL. QC GM SQM? Large N, Dual
(ga=1) (MDM) Large N,

L, 0.53 £ 0.25 0.77 0.76  0.76 0.78 0.79 0.9 0.79
Loy 0.71 £ 0.27 1.54 1.52 1.52 1.56 1.58 1.8 1.58
Ls —2.72 +£1.12 —4.02 —2.73 —=3.62 —4.25 —3.17 —4.3 -3.17
Ly 0 0 0 0 0 0 0 0
Ls 0.91 £ 0.15 1.26 2.32 1.08 0.44 20x0.1 2.1 3.17
Lg 0 0 0 0 0 0 0 0
L, —0.32 £ 0.15 —0.06 —-0.26 —0.26 —-0.03 —0.07 £ 0.01 —-0.3
Lg 0.62 +£0.20  0.65 089 046 0.04 0.08 +0.04 0.8 1.18
Ly 5.93 £+ 0.43 6.31 4.95 4.95 6.41 6.33 7.1 6.33
Lyy —4.40 +0.70* —5.25 =247 =247 —4.77 -3.17 —-5.4 —4.75
Ly 1.85 4+ 0.90° 1.22 2.01 1.24 0.82 1.58 1.6°
Ly, —2.7% —1.06 —2.47 =247 -—1.64 —3,17 —2.7°
L3 1.7 4+ 0.80° 1.01 1.01 047  0.22 0.33 £ 0.01 1.1°
H —14.6 —4.67 —4.67 —17.7 1.09
H, —4.01 —2.78 —=2.78 —4.76
H, 1.46 1.45 0.59 0.49 —-1.0£0.2
H; 0 0 —0.50 —-0.89
Hy 1.33 0.80 080  1.43
Hs 1.16 0.70 0.70 1.25

3 [126].
4) Ref. [127].
5) Ref. [121].

con y sin mesones vectoriales, y Georgi-Manohar. Algunas de estas constantes se obtienen
directamente de los coeficientes estandar de Gasser-Leutwyler, mientras que otras, L1113
y Hps_5, son nuevas y proceden de operadores que no estan presentes en el lagrangiano
quiral en espacio plano.

Técnicamente, el mejor modo de proceder es considerar QCD en un espacio-tiempo cur-
vo, ya que nos permite trabajar con el lagrangiano a bajas energias, en lugar de su variacion
(el tensor energia-impulso). Esto hace mas facil tanto el célculo como la imposicién de las
restricciones debidas a las simetrias. El lagrangiano quiral en espacio-tiempo curvo contiene
dos tipos de contribuciones. Por una parte, aquellas que surgen de un acoplamiento minimo
del lagrangiano en espacio plano con la métrica, £9, y por otra aquellas contribuciones que
contienen el tensor de curvatura de Riemann £, En el espiritu de no introducir nuevos
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campos diferentes a la métrica, hemos considerado tnicamente la gravedad de Einstein.
En el caso de que se considerara torsion o violacion de la metricidad, en principio podrian
aparecer nuevos términos. Al igual que ocurre con los acoplamientos gauge (por ejemplo,
los momentos magnéticos), los términos gravitatorios £ no pueden fijarse a partir de
la covariancia general del lagrangiano quiral, y para obtenerlos es necesario acoplar direc-
tamente gravedad con los quarks y los gluones de QCD antes de integrar los campos y
obtener el lagrangiano de bajas energias.

Hemos calculado en estos modelos de quarks quirales las constantes de baja energia
con un cierto grado de éxito, y hemos aplicado la misma aproximacién para los términos
con curvatura £ . El acuerdo entre todos los modelos es razonable. Una comparacién con
los valores de TQP a dos loops [125] sugiere que NJL con mesones vectoriales es el que
mejor funciona para los coeficientes estandar. Para los nuevos coeficientes Li;_13, el mejor
acuerdo proviene de NJL sin mesones vectoriales, si bien el resultado no es concluyente.



Capitulo 7

Modelo Quark Espectral y Accién
Efectiva Quiral

La estructura de QCD a bajas energias en presencia de fuentes electrodébiles y gravi-
tacionales se describe muy bien mediante Teoria Quiral de Perturbaciones (TQP) [25, 27,
121]. En el sector mesdnico, la rotura espontédnea de la simetria quiral es dominante a
bajas energias y el calculo sistematico de las correspondientes constantes de baja energia
(LEC’s) ha sido llevado a cabo recientemente hasta una precisiéon de dos loops [125, 127]
o mediante el uso de las ecuaciones de Roy [128]. Para los procesos fuertes y electrodébiles
que involucran mesones pseudoescalares, la mayor parte de las LEC’s estan saturadas en
términos de resonancias de intercambio [126], que pueden ser justificadas en el limite de
N, grande en una cierta aproximacién de bajas energias [129]. En el caso de procesos
gravitacionales se pueden aplicar las mismas ideas [121]. Hoy en dia, TQP se usa como un
test cualitativo y cuantitativo para cualquier modelo de la estructura de los hadrones a
bajas energias.

En este capitulo nos proponemos analizar, en el contexto de TQP con espacio-tiempo
curvo, el modelo quark espectral propuesto recientemente en ref. [100]. En primer lugar se
mostrard como calcular la accion efectiva de este modelo a un loop de quarks, y algunas
de sus propiedades. Posteriormente se hara un estudio de la parte anémala de la accién
efectiva, con la obtencion del término estandar de Wess-Zumino-Witten. Se verd que la
anomalia que se obtiene con este modelo coincide con la anomalia de QCD. Se aplicara el
formalismo desarrollado en el capitulo 6 para el cdlculo de la contribucién no andémala
de la accion efectiva, y se obtendran las expresiones correspondientes para los coeficientes
de baja energia (LEC). Con el fin de considerar una realizacién explicita del modelo es-
pectral, se considerara éste dentro de un esquema de dominancia del mesén vectorial, lo
cual permitird encontrar valores concretos para las LEC’s y comparar con resultados de
otros modelos presentados en el capitulo 6. Finalmente se compararan las predicciones del
modelo espectral para estas constantes con las obtenidas en la aproximacién de una unica
resonancia (SRA) en el limite de N, grande [121, 129], lo cual conducird a unas relaciones
de dualidad entre los canales vector y escalar.

Este capitulo estd basado en la referencia [107].

143
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7.1. Accion Efectiva del Modelo Quark Espectral

En la seccion 5.2.2 introdujimos el modelo quark espectral. La aproximacién es similar
en espiritu al modelo de Efimov e Ivanov [130], propuesto hace algunos anos, y se basa en
la introduccién formal de la representacion de Lehmann generalizada para el propagador
del quark. La accion efectiva que obedece las identidades de Ward-Takahashi mediante
la técnica de Delbourgo y West [102] corresponde en nuestro caso a una prescripcién de
sustitucién minima. Esto conduce a un determinante fermiénico de la forma!

FsqulU, s,p,v,a,g] = —iNc/dwp(w)Tr log (D), (7.2)
c

donde el operador de Dirac viene dado por
iD = id — wU® — 1o + (f + dys — s — iysp) = iD — wU® . (7.3)

Estamos trabajando en espacio-tiempo curvo de Minkowski. La derivada d, es derivada
covariante bajo transformaciones generales de coordenadas y transformaciones de Lorentz,
e incluye la conexién de espin. El tensor métrico g, es la fuente externa que representa
el acoplamiento con un campo gravitatorio. La matriz U? = U™ es la matriz de sabor
que representa el octete de mesones pseudoescalares en la representacién no lineal. Este
operador de Dirac transforma de manera covariante bajo transformaciones quirales locales.?
En lo sucesivo consideraremos el modelo con Ny = 3.

Si se considera la matriz U en el sector U(3) de sabor, la anomalia U(1) 4 se puede tener
en cuenta afadiendo el término habitual [26]

1 i - 21
L= —ngl -5 [logdet U —logdet U] &, (7.4)

donde U = Ue/Gfx) con detU = 1. Para § = 0 este término es invariante CP y
SU(Ny)rxSU(Ny)r.

La accion efectiva del modelo tiene un aspecto similar a la del modelo NJL bosonizado
(ver seccién 6.3). La principal diferencia tiene que ver con la interpretaciéon del método de
regularizacion. Por una parte, en los modelos NJL tnicamente se puede regularizar sobre
loops de quarks (lineas de quark cerradas). El hecho de que en el modelo quark espectral la
“regularizacion” de Lehmann se produzca sobre lineas de quark abiertas tiene importantes
consecuencias en cuanto a la consistencia de los calculos a energias altas tanto en una
interpretacion puramente hadrénica como partoénica.

!Para un operador bilocal A(x,2’) (matrices en espacio de Dirac y de sabor) se tiene

TrA = /d4x¢jgtr<A(x,z)>, (7.1)

donde tr indica traza de Dirac y () traza en espacio de sabor.
2Para un estudio sobre el acoplamiento con gravedad de los modelos de quarks quirales, ver secciones 6.2
y 6.3.
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Dado que el contorno de integracién para la variable espectral w es en general complejo,
resulta complicado pasar a espacio euclideo y separar la acciéon en una parte real y otra
imaginaria. En lugar de espacio euclideo, podemos considerar el espacio de Minkowski e
introducir, como hicimos en sec. 6.2.2, el operador auxiliar

—iDs = 5 (zd — WU — g + P — st — s+ z"yg,p) Vs - (7.5)

De este modo, la accion efectiva con paridad normal se escribe

Téon = —%NG /c dwp(w)Trlog (DsD) . (7.6)

7.2. Anomalias Quirales

Una de las ventajas méas importantes de la regularizacion espectral es que conduce a
observables hadroénicos finitos e independientes de la escala, lo cual es un requerimiento
bésico de todo procedimiento de regularizacion. No obstante, esto no significa o implica
necesariamente que la accién efectiva total en presencia de campos externos sea finita, ya
que incluso en el caso de que los campos pidnicos sean cero, U = 1, existen procesos no
hadrénicos. En realidad, ocurre que la renormalizacién de la funcién de onda del fotén es
proporcional a pj [100], de modo que depende de la escala p y por tanto diverge en ciertos
esquemas de regularizacién (por ejemplo, en regularizaciéon dimensional). Esta dependencia
en escala surge también en otros términos no hadrénicos de la accion efectiva.

En [100] se encuentra que las desintegraciones 7% — 2y y v — 37 se muestran de
acuerdo con los valores correctos que se esperan de la anomalia quiral de QCD. Con ayuda
de la accién efectiva, ec. (7.2), vamos a ver en esta seccién que esto es cierto también
para todos los procesos andémalos. En primer lugar calcularemos la anomalia quiral, y
mostraremos que en presencia de campos externos la anomalia no depende del campo
pidnico U, y por tanto coincide con la anomalia en QCD debido a las condiciones espectrales
p1 = p2 = p3 = py = 0. Después veremos como surge en este contexto el término estandar
de Wess-Zumino-Witten [131, 132].

7.2.1. Calculo de la anomalia quiral

Bajo transformaciones quirales locales (vector y axial) el operador de Dirac se trans-
forma

D — etiev(@)—iea(@)rs T p—iev (@) —ica(z)ys

, (7.7)

con

(@)= (@),  eal®) =D e4(@)Aa. (7.8)

a a
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Infinitesimalmente, la transformacion es
0D = i[ey, D] —i{eays, D} (7.9)

Si consideramos una transformacién quiral en la accién efectiva, ec. (7.2), sin ninguna
regularizacion adicional, se tiene

6S = —iN.Tr / dwp(w) [6DD™] . (7.10)
c

Teniendo en cuenta la propiedad ciclica de la traza, se obtiene sélo una contribucién proce-

dente de la variacién axial

048 = Ayx= /d4xtr/dwp(w)<2ieA75> :po/d4xtr<2ie,475), (7.11)
C

un resultado que es ambiguo incluso en presencia de regularizacién espectral, debido a
la traza dimensional infinita [38]. Para evitar la ambigiiedad es necesario introducir una
regularizacion extra. Como es bien sabido, no existe una regularizacién que preserve la
simetria quiral, de modo que la anomalia es generada.

El calculo se puede hacer con métodos estdndares. Una regularizaciéon conveniente es
la regularizacién ¢ [133], que permite calcular directamente la anomalia a partir del propio
operador de Dirac (no su cuadrado), y no precisa de ninguna redefinicién de la matriz ~s.
Esto conduce a

IS =Ay = Tr/dwp(w) (2i€avs [@'D]O)
c

- /d%tr/cdw,o(w)(22'6A(96)75<$!D0\$>>, (7.12)

donde la potencia cero del operador de Dirac se entiende como una continuacion analitica
que puede escribirse en términos de coeficientes de Seeley-DeWitt para operadores de
Dirac [133]:

1
(4

1, 1
{3D*+ (D2 +1,DT, + I2D?)

(2|D"fz) =

o (T202 4 (00,2 + T IE0,) } o (7.13)

1
6
donde I', = %{'yu, D}. La combinacién {v,, D} es un operador multiplicativo, de modo que
equivale a una funcién. El resultado para acoplamientos generales en cuatro dimensiones
ha sido obtenido de [133]. Una inspeccién directa muestra que, puesto que la dependencia
en w viene dada por iD = iD — wU?, el resultado se puede escribir como la suma de un
término independiente de w mas un polinomio en w

AA = /dwp(w) (AA[Svp7U7a] +AA[8,p,v,a,w,U]) = pOAA[Svpuvaa] ’ (714>
C
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donde el término polinémico dependiente de w se anula, por las condiciones espectrales
(los momentos positivos son cero). Esto muestra que la anomalia del modelo quark espec-
tral coincide con la anomalia de QCD después de introducir una regularizaciéon adicional
conveniente, independientemente de los detalles de la funcién espectral. Esto es un punto
importante, ya que si la accion efectiva I'[U, s, p, v, a] en ec. (7.2) fuera finita e invariante
quiral, aparentemente no habria razon para la existencia de anomalias.

7.2.2. Término de Wess-Zumino-Witten

Mostraremos aqui dénde y céomo surgen estas divergencias. Por simplicidad, conside-
remos el limite quiral my = 0, los campos externos los haremos cero y trabajaremos en
espacio-tiempo plano, de modo que iD = i@. Conseguiremos una representacién conve-
niente si introducimos el campo

UP = etV (7.15)

que permite interpolar entre el vacio U2, = 1, y la matriz completa U2, = U°. Podemos
escribir la siguiente identidad trivial para la accion efectiva con sustraccion del vacio:

b d
FsqumlU, s,p,v,a] — Tsqu[1, s,p,v,a] = —z'Nc/ dt%/dwp(w)Tr log (z’D —wUtS)
0 c

! dup 1
= N, [ dt [ d T : :
' /0 /C wp(w) r{“’ dt zD—wUE]

Puesto que estamos interesados en procesos con paridad anormal, es suficiente con identi-
ficar los términos que contienen el tensor de Levi-Civita €,,43, que por invariancia Lorentz
precisan de al menos cuatro derivadas. Teniendo en cuenta el hecho de que las derivadas
actuan sobre su derecha, se tiene

4

x Tt {—w%Ung [ijz'@Ut] } (7.16)

donde el superindice (4) indica O(p*). Tras el calculo de las trazas e integrales, finalmente
se obtiene

iU

Tsou = Lt = —yloru,Uuforuuloc U, Ul oRy),

4
d*z eumﬁ

que coincide con el término de Wess-Zumino-Witten (WZW) [131, 132], si usamos que pg =
1. Los campos externos pueden ser incluidos mediante el uso de ec. (7.16), lo cual genera
el término de WZW en la forma de Bardeen. En realidad, la diferencia I'squ|U, s, p, v, a] —
Isquml[1, s,p, v, a] es finita y preserva invariancia gauge, pero rompe la simetria quiral lo
cual genera la anomalia de ec. (7.14).
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7.3. Desarrollo quiral de la accion efectiva

A partir de la accién de ec. (7.2) podemos calcular el desarrollo en derivadas en el
contexto de espacio-tiempo curvo (para los detalles, ver la seccién 6.4). Teniendo en cuenta
la férmula del desarrollo del heat kernel, ec. (6.67), los coeficientes que se obtienen son los
mismos que se obtuvieron en el modelo NJL, ec. (6.68), con la salvedad de considerar la
sustitucion M — w, y el hecho de que en el modelo espectral no se introducen campos
internos auxiliares para bosonizar (los simbolos no tienen barra: V, V,,, F,,,). Después de
usar las condiciones espectrales p,, = 0, n > 0, la contribucion de paridad normal para la
accion efectiva se escribe

1 N,

! _ 1 4y
2Trlong)D ) /d T/ g/cdwp(w)

1 1
> tr(—§w4 log w?ag + w?log w?a; — log(wQ/,uz)ag + Eag + JCM +-e0)
_ /d%\/_—g (L0 + £ 4 £® 4. (7.17)

Después del célculo de las trazas de Dirac, para el orden O(p?) del lagrangiano efectivo se
tiene

Ne
@ = (i) /C p(u)){ — w?logw*(V, UV U)
1
+ 2 logw?*(m'U 4+ Utm) 4 w? logcu?E(R)} : (7.18)

y para el orden O(p?)

LY = (iVTc)Q /c p(w){

1 7 1 1
-1 2 FR 2 FL 2\ 1 2/ ' pafuv I > iy 2172

+ 6 ogw << }U/) + ( uu) > ogw <720R Raﬂ/“’ 144R + QOR R/U/>
) 1 1

- %(Fﬁ,quTva + FHLZ,V”UV,,UU + E((V#UV,,UTV) - 6<(VHUV”UT)2>

+ é(VﬂquvuvaU ~ é<FMLVU FU")
logw’w® (2(m'm) + (m'U + U'm)?))
- %w(VMUTV“U(mTU +U'm)) — logw?w(V,UTV*m + V,m'V*U)
— wlog W%Rw*m +m'U) + 11—23 V,LUTV“U>} . (7.19)
En estas férmulas m = s + ip = x/2By. Notar que los momentos que aparecen hasta este

orden son py =1, py = 0y py = 0, asi como los momentos logaritmicos py, pj v py. Tras
aplicar las ecuaciones de movimiento cldsicas del campo U, ecs. (6.88)-(6.89), la identidad
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integral de ec. (6.90) y la identidad valida en SU(3), ec. (6.91), se llega a la forma estdndar
del lagrangiano dada por ecs. (6.92)-(6.93) para las contribuciones métricas y ecs. (6.94)-
(6.95) para las contribuciones con curvatura. Los valores que se obtienen para la constante
de desintegracion débil del pién y el condensado de quarks en el limite quiral son

f2 = —%p’g, (7.20)
F2By = —la0) = G (7.21)
y los coeficientes LEC’s se escriben
Ly = —2Ly= —4L, = _@]VTCV%’ Li=L¢=0,
: :

i ‘(ﬁcm%o’ e (ﬁc)? 2zlvf <2/;0 ’ f‘z) |
Ly = (4N7rc)2 4%3 B 4/20 B g_ﬂ o Lo="2ho= (4N7rc)2%’
L = —2L, = —<4Nﬁc)2%, Lis = —(3:)2 15;180 - éL5, (7.22)
Ho= BRL megs o megs (B h)
Hs = (gc)sz%’ Hy= _(i:f:)ZNf%’ Hs = _(27:)2]\5“;58 '

El valor para L; se corresponde con el modelo SU(3) de sabor. Para el modelo U(3), se
obtiene del célculo que L; = 0, pero entonces el término de ec. (7.4) deberfa ser anadido,
de modo que el valor de L; se modificaria.

Como vemos, los coeficientes Ly, Lo, L3, Ly, Lg, Ly, L1g son niimeros puros, y coinciden
con los que se esperan en el limite en que la regularizacién se elimina [104]. Esto tiene
que ver con el caracter adimensional de las LEC’s, y que involucran por tanto el momento
cero pp = 1. El hecho de que H; sea proporcional a pj se corresponde con una funcién
de onda del campo gauge dependiente de la escala, o divergente. Quiere esto decir que la
parte finita de H; depende del esquema de regularizacion.

A partir de los valores de f2=932MeV y L; = 2,1-1073 [126], se obtiene

Ls N,
Ly = — c—~-0,09-107°
! 2N, T 384n2N, ’ ’

Ls N 2
Ly = ———"———2_-~(13-107°
i 2 384x2  16B2 0

N 2

Hy = —Lsg+-—"—— " ~_-102-107% (7.23)

° 119272 4B?



150 Capitulo 7: Modelo Quark Espectral y Accion Efectiva Quiral

En cuanto a las contribuciones con curvatura, el valor no nulo de Hy conduce a una
correccién fuerte para la constante gravitatoria de Newton G. Esta correccién es propor-
cional al cociente entre la escala hadrénica y la escala de Planck 27N, f2G/3, lo cual es
numéricamente despreciable.

7.4. Resultados para el Modelo de Dominancia Vec-
torial

Hasta ahora todas nuestras consideraciones han sido hechas para una funcién espectral
general sujeta a una serie de propiedades que deben cumplir sus momentos y momentos
logaritmicos. Es deseable construir una forma explicita para esta funciéon pues esto con-
ducird a importantes consecuencias fenomenolégicas del modelo. Con este fin, en ref. [100]
se adopta la siguiente expresion para el factor de forma del pion

M

\%4

(7.24)

donde My, indica la masa del mesén p. Esta forma corresponde al esquema de dominancia
del meson vectorial, que reproduce muy bien los datos experimentalres recientes [134]. La
expresion del factor de forma del piéon que se deriva del modelo espectral depende de los
momentos pares y negativos de p(w). Por comparacién con (7.24) se llega a la siguiente
identificacién [100]

223 73/2 2 n(n + 3/2)

on = , =1,2,3,... 7.25
P22 N M ['(n+1) " (7.25)
La condicién pg = 1 conduce a
N M?
2 My
= 2
I 2472’ (7.26)

que es una relacion que se obtiene a menudo en los modelos de quarks quirales cuando se
considera este esquema de dominancia. Esto proporciona una estimacién razonable de la
masa del meson p, My = 826 MeV para f, = 93 MeV, y My = 764 MeV para f, = 86 MeV
en el limite quiral.

Notar que si en (7.25) hiciéramos una prolongacién andlitica en el indice n, obten-
driamos para los momentos positivos ps, = 0, n = 2,3,... debido a que la funcién I'(n)
presenta singularidades en enteros no positivos. Los momentos logaritmicos de p(w) se
pueden evaluar facilmente mediante prolongacién analitica de los momentos p,, en el plano
complejo de n [100],

d d
o= /de log(w?)w"p(w) = 25 /c dw w?p(w) = QEPZ o (7.27)
que conduce a
M2ZN\" T(n)['(2 —n)
A 2 =1,2,3,... .2
p2n ( 4 ) F(5/2) ) n ) 737 (7 8)
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Los momentos contienen toda la informacion necesaria para calculos practicos, sin embargo
resulta interesante escribir una férmula explicita para la funcién espectral. El problema
matematico consiste en invertir la férmula p,,, = fc dw w?" py (w), con los momentos dados
por (7.25). La solucién del problema conduce a [100]

11 1
C 2miw (1 — 4w? /M2 )’

pv(w) (7.29)

con dy = 5/2. Esta funcién presenta un polo simple en el origen, y cortes de rama que
empiezan en w = +My /2.

La funcién espectral vector, py, corresponde a la parte par de la funcién p: py(w) =
(p(w) + p(—w)) /2. Para la parte impar, que denominaremos funcién espectral escalar,
ps(w) = (p(w) — p(—w)) /2, debe suponerse una cierta forma funcional que sea adecua-
da, que satisfaga las condiciones espectrales impares ps, 1 = 0, n > 0, y reproduzca el
valor del momento logaritmico pj = —472(qq)/N., (ec. (7.21)). En ref. [100] se sugiere una
forma andloga a ec. (7.29),

1 16(ds — 1)(ds — 2)p3
ps(w) = s——7 2/ 2\ds
omi ME(1 — 4w?/M2)ds

(7.30)

Los datos del reticulo para la masa constituyente de los quarks favorece el valor dg =
5/2 [100].

En el modelo de dominancia vectorial (MDM), el propagador del quark de ec. (5.33) se
escribe

S(p) = /depv(wz)?]fi‘fg(ww - » _ZE\ZQ(Lz) ; (7.31)

donde el contorno de integracién C consta de dos partes. La primera comienza en +oo0 —
i0 siguiendo el eje real positivo, rodea el polo +My /2 haciendo una media circunferencia en
el sentido de las agujas del reloj, y vuelve a +00-+10 siguiendo el mismo eje real positivo. La
segunda parte del contorno comienza en —oo + i0 y sigue el eje real negativo hasta el polo
—My /2, lo rodea en sentido de las agujas del reloj, y vuelve a —oo — 40 siguiendo el mismo
eje real negativo. Estas dos secciones estan conectadas en el infinito con semicirculos. Este
contorno de integracion es el que se usa para py . Para pg se considera el mismo contorno C,
salvo que los polos estdn en +Mg/2.
En este modelo se obtienen los siguientes valores para los momentos logaritmicos

/ MD 8m%(qq) _ _5MQM§

P = N2 T )
! N.M? 6 M2
47T2f2 M2
1 MD ™ Vv
= —— 2t —__7 7.32
P2 Nc 6 ’ ( )
oo Ar*{(gq)  5MgMg

O N, 1202
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donde M es la masa constituyente de los quarks, que viene dada por [100]

Mg = M(0) = —% (7.33)
Haciendo uso de estos valores se tiene
L — 9@?2% | (7.34)
2
L. — %wf (1_12 - 6]”]\{%) , (7.35)
10 2
Ly = 1]6\:;2 <_150]]\\/[4%M§ * 1]2\%; - i) ‘ (7.36)

En la tabla 6.1 del capitulo 6 se muestran lo resultados correspondientes al modelo quark
espectral en su realizacion MDM para las constantes Lj7g, asi como las predicciones
para Lj 2346910, que son comunes al esquema de [104]. Ademds aparecen los coeficientes
Lq1_13, correspondientes a las contribuciones con curvatura del lagrangiano quiral. Estos
valores numéricos se han obtenido considerando My = 770 MeV, Mg = 970(21) MeV y
Mg = 303(24) MeV. ?

Para el modelo espectral en su versién SU(2) de sabor, en ausencia de correcciones de
loops mesénicos, se tiene*

_ _ 1- 1-

I Iy 2z5 416 . (7.37)
_ 4N, 16N MP

I; = 3 + AN (7.38)
_ 2N, M?2

I, = —<V, 7.39

Los radios cuadraticos medios vector y escalar del pién vienen dados por [25]

1 - 6 3 - 6
2 2
v = 152 20 M2 ) sm2f2t T M2

(7.40)

Las componentes escalar (espin-0) y tensorial (espin-2) de los factores de forma gravita-
cionales (0y y 02 respectivamente) [121], producen el mismo radio cuadratico medio

N,
2 2 c

(7.41)

3Para una discusién sobre estos resultados y su comparacién con otros modelos, ver seccién 6.6.3. Estos
valores de Mg y Mg se han obtenido en ref. [100] a partir de un ajuste con el modelo espectral de los
datos para la masa constituyente de los quarks obtenidos en el reticulo [135].

4Hacemos uso de las relaciones dadas en ref. [27] para pasar de la forma del lagrangiano quiral en SU(3)
a la forma en SU(2). Estas relaciones son l; = 1927%(2Ly + L3), lo = 19272 Ly, I3 = 25672(2L4 + Ls —
4L6 - 2L8), l_4 = 647T2(2L4 + L5), l_5 = 71927’(2[/10, l_6 = 1927T2L9, l_11 = 1927T2L11 5 l_13 = 2567’1’2113. La
constante l12 no estd renormalizada por el loop pidnico.
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independientemente de la realizacién particular del modelo espectral. Si saturamos los
factores de forma con mesones escalares y tensoriales fy y fo, para sus masas se tiene

M;, = My, = 47 fx\/3/N, = 1105 — 1168 MeV | (7.42)

dependiendo de si se toma f, = 88 o 93 MeV, respectivamente. El valor experimental
para el mesén tensorial mds ligero es My = 1270 MeV. Tal y como se discute en [121],
el factor de forma 6, (correspondiente a la traza del tensor energia-impulso) se acopla con
mesones escalares, mientras que s (correspondiente a la parte de 6, sin traza) se acopla
con mesones tensoriales (espin-2).

Hay que decir que el mesén escalar de masa My, que domina el tensor energia-impulso,
no necesariamente coincide con el meson escalar de masa Mg, que domina el factor de forma
escalar. En realidad se tiene My, = V2M,y,, mientras que Mg es una magnitud libre. Esto
surge de manera natural en la aproximacién espectral, donde el factor de forma escalar Fg
en el limite quiral involucra los momentos impares, mientras que 6, involucra los pares. En
particular, los radios cuadraticos medios son proporcionales a p) y pg, respectivamente.

7.5. Limite de N, grande y Dualidad

En virtud del hecho de que nuestro resultado se ha obtenido en la aproximacién de
un loop de quarks,® no podemos esperar que el modelo dé mejores resultados para las
LEC’s que la contribucién de orden més bajo en un contaje en N, el cual estd formado
por un numero infinito de intercambios de resonancias [129]. Por otra parte, el célculo
de estas contribuciones en N, grande requiere el uso de suposiciones adicionales, tales
como la convergencia de una serie infinita de estados y, por otra parte, una estimacién
de las contribuciones de las resonancias més altas. En la practica, se puede trabajar en
la aproximacién de una tunica resonancia (SRA), lo cual conduce a una reduccién de los
pardmetros [121, 129]:

1 1 f2
2LSRA — LSRA — _LSRA — __LSRA — ™ , (743)
! 2y 3710 8ME
8 fx
L3R = ngRAz e (7.44)
1
L§RA = —SLERA—f—éLgRA, (745)
2
s AR (7.46)
fo
ISRA _ £ (7.47)
2T o '
2

donde f., My y Mg indican las contribuciones de orden mas bajo en N, para estas magni-
tudes. En la obtencion de estas formulas para L — Ly, se han ajustado las contribuciones de

5El modelo espectral no se ha desarrollado més alld de un loop.
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los mesones pseudoescalares y axiales con objeto de reproducir las reglas de suma quirales
para las funciones de correlacién de dos puntos VV-AA y SS-PP, ademés de exigir un
comportamiento convergente a altas energias para los factores de forma hadrénicos.® Ob-
viamente, el imponer més ligaduras a cortas distancias implica el uso de méas resonancias.

Los valores de L11,1213 se han obtenido del intercambio de una tnica resonancia escalar
y tensorial [121]. Por una parte, es necesario considerar un mesén tensorial con objeto
de proporcionar un valor no nulo para Ly, y por otra parte, los mesones tensoriales con-
tribuyen también a otras LEC’s [136], lo cual no esta tenido en cuenta en ecs. (7.43)-(7.47).
Por tanto, con objeto de simplificar la discusion, en lo que sigue nos restringiremos a los
acoplamientos no gravitacionales L; — L1o. Notar que, si bien el poder predictivo es grande,
se consigue en términos de dos razones adimensionales f./My y f./Mg. Obviamente, en
el limite quiral se espera que tanto My como Mg escalen como f,. Por tanto, con objeto
de preservar las reglas de contaje en N, grande, se deberia tener que

My =cyfo/\/No.o Mg =csfr/\/Ne, (7.48)

donde ¢y y cg son coeficientes independientes de N.. El hecho sorprendente es que en el
modelo quark espectral, las constantes de baja energia dependen de las razonas adimensio-
nales p| /By y ph/B2. En vista de esto, resulta tentador calcular los momentos logaritmicos
espectrales a partir de las reglas de N, grande, de un modo que sea modelo-independiente.
En primer lugar vemos que las razones L : Ly : Lg en el modelo quark espectral coinci-
den con las de SRA. Los valores de L5 y Lg pueden ser usados para determinar p| y pj
respectivamente, de modo que se tiene

/SRA 872 (qq)

P1 AR (7.49)
ctfls

SRA 47T2f7% M2

AT = T = (7.50)

lo cual esta de acuerdo con ecs. (7.34) y (7.26). Esto no es sorprendente, pues la fisica
de SRA y del modelo quark espectral en su version MDM es similar. La tnica diferencia
es que de ecs. (7.49)-(7.50) no se puede deducir el valor de la masa constituyente de los
quarks Mg = M(0), que viene dada por el cociente Mg = p_1/p_a (ecs. (5.35)-(5.36)).
Para determinar Mg serfa necesario calcular los términos de O(p®) en el lagrangiano quiral
y comparar con SRA en el limite N, grande.

Por otra parte, no es posible hacer compatibles Lg o Lqy. El desacuerdo con los corres-
pondientes valores en N, grande se debe a que el modelo espectral viola la regla de suma
SS-PP y la segunda regla de Weinberg VV-AA. Esta violacién también ocurre en otros
modelos de quarks [137, 138] (no ocurre en los modelos no locales; ver [139, 140]). En
efecto, en el modelo no existe intercambio de mesén axial en Ly (1/4 de la contribucién
total) ni de mesén pseudoescalar en Lg (1/4 de la contribucién total). Por otra parte,
para el valor de f, que se obtiene de ec. (7.26), las constantes Lq, Lo, Ly, Ls, Lg, Lo

SEn particular, Mp/Ms = Ma/My = \/57 donde Mp es la masa del pion excitado.
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reproducen las identidades en N, grande que aparecen en [126]. Este acuerdo se puede ver
en la tabla 6.1 si se considera un factor de correccién 2472 f2 /N .Mz = 1,15. Se podria forzar
que Lj coincidiera con la estimacién de N, grande tomando My = Mg. Esto concuerda con
la observacién en la aproximacién unitaria quiral de ref. [141], de que en el limite de N,
grande, los mesones escalar y vector son degenerados.” Por tanto, el intentar compatibilizar
el limite de N, grande en la SRA con el modelo quark espectral produce una degeneracion
de los mesones escalar y vector. Esta degeneracién fue sugerida en [142] en el contexto de
reglas de suma superconvergentes y han sido interpretadas mas recientemente en base a
simetrias que se restablecen [143].

Parece claro que cualquier modificacién en el modelo quark espectral afectara tinica-
mente a Lg y Lig. Si se considera Mg = My = 2x f,1/6/N. para N, grande en la aproxi-
macion SRA, se obtienen las siguientes relaciones de dualidad

1 1 2 1 1 N,
2y =Ly=—gLy= L= Lg=—~Lo=—5Lo

=—, 7.51
2 2 3 4 3 19272 ( )

Esto conduce a las relaciones de dualidad para las masas

3
My = Mp =2My = V2Mg = 47, /ﬁfﬂ. (7.52)

La nueva relacién M, = Mp concuerda con el valor experimental dentro del error del 30 %
que se espera de considerar el limite NV, grande. Haciendo uso de ec. (7.40) se obtiene

1/2 \/Nc

Yo onfy

21/2 _ 4 2
(r)g ™ = (") (7.53)
Estas relaciones estan sujetas a correcciones en m, y en 6rdenes mas altos en N.. Numéri-

camente se tiene
(r)d? = (r*)/* = 0,58 — 0,62 fn, (7.54)

dependiendo de si se toma f, = 88 0 93 MeV. El valor del radio escalar es préximo al que
se obtiene de TQP hasta dos loops [144], 0,78 fm.
En el caso SU(2), el modelo de dualidad con N, grande conduce a
—L=1y= Is =~lg = N,. (7.55)

Los valores recientes obtenidos a partir del andlisis de la colisién 77 a nivel de dos loops [144]
y de factores de forma vector y escalar [145] a dos loops son

L = —0440,6, l,=6,0+1,3, Is=294+24,

I, = 44402, ls=130+10, Is=160+1,0. (7.56)

"Para N, = 3,10,20,40, en ref. [141] se obtiene Ms/My = 0,58,0,84,0,96, 0,98, respectivamente, con
Mg y My las partes reales de los polos en la segunda hoja de Riemann.
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Los coeficientes [ son mds susceptibles de poder compararse con TQP ya que los loops
quirales generan un cambio constante ¢ = log(u?/m?), que es el mismo para todos ellos.
Por tanto, tiene sentido comparar diferencias donde los logaritmos se cancelan.

lo—1; = 2N, (Exp.64+14),

7 5N,

l3 - ll = 3 (EXp 3,3 + 2,5) y

7 5N,

L=h = = (Exp.48£00), (7.57)

Is—1, = 4N, (Exp.13,4+12),
le—1, = 5N, (Exp.16,4+1,2).

El acuerdo es excelente dentro de las incertidumbres, y esto sugiere una precision del orden
de 1/N? en lugar de la que cabria esperar a priori 1/N..

El cambio constante de los loops piénicos se produce con una escala p = 5134200 MeV,
lo cual es comparable con la masa del mesén p. Considerando las ecs. (7.43)-(7.45) corres-
pondientes a SRA, con los valores fisicos f, = 93,2MeV, Mg = 1000 MeV y My, =
770 MeV, tal y como se hace en [129], se tiene

lo—1L =83, Is—01 =62, I,—1,=62, I5—1, =152, Is—1, =187. (7.58)

Se podrian obtener unos valores més razonables considerando Mg = 600 MeV, pero en-
tonces la relaciéon SRA, Mp = v/2Myg, predicirfa un valor demasiado pequefio para la masa
del estado pidnico excitado.

Esta discusion favorece fenomenoldgicamente las relaciones de dualidad ec. (7.51) frente
a las relaciones de SRA, ecs. (7.43)-(7.45), con pardmetros fisicos.

7.6. Conclusiones

En este capitulo se ha estudiado el desarrollo quiral en el modelo quark espectral pro-
puesto recientemente, en presencia de fuerzas externas electrodébiles y gravitatorias. El
modelo esta basado en una representacion de Lehmann para el propagador del quark con
una funcién espectral no convencional, que es en general una funciéon compleja con cortes
de rama. Se ha escrito la accién efectiva que reproduce las identidades de Ward-Takahashi,
y gracias a una serie infinita de condiciones espectrales hemos obtenido la contribucion
andémala quiral a la accién. Esta contribucién aparece convenientemente normalizada sin
necesidad de eliminar la regularizacién. Ademas, la contribuciéon no anémala se puede
escribir en términos de 13 constantes de baja energia. Los valores numéricos muestran un
acuerdo razonable con los esperados fenomenoldgicamente, si bien existen algunas discre-
pancias para Lg v L. Estas se podrian explicar de manera natural como fallos del modelo a
la hora de reproducir las condiciones quirales a cortas distancias, y sugiere que éste necesita
ser mejorado. Por otra parte, si se intenta comparar las LEC’s no-gravitacionales restantes
con las predicciones de N, grande en la aproximacion de una tunica resonancia, tiene lugar
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una nueva reducciéon de parametros. En particular, el mejor acuerdo se encuentra para el
caso de mesones escalar y vector degenerados.

Se han estimado las LEC’s gravitatorias Ly, L12 v L3 en el contexto de los modelos de
quarks quirales. Estas constantes dependen de las propiedades de curvatura de la métrica
en espacio-tiempo curvo. Este cdlculo permite la determinacién de algunos elementos de
matriz del tensor energia-impulso. Nuestro andlisis sugiere que el acoplamiento del mesén
escalar con el condensado de quarks mgqq, y el mesén escalar acoplado con la traza del
tensor energia-impulso 6/, no coinciden necesariamente. Estos dos operadores se comportan
de manera diferente bajo simetria quiral, ya que mggq se anula en el limite quiral mientras
que 6% no lo hace. Esto se materializa en el modelo quark espectral en el hecho de que estos
dos mesones escalares dependen de momentos espectrales impares y pares, respectivamente.
Por otra parte, se obtiene My, = My, = V2My = V2Mg = 47\/3/N.fr, que constituye un
resultado muy razonable si tenemos en cuenta la aproximacién de un loop de quarks en que
estamos trabajando. Se han discutido otras relaciones de dualidad quark-mesén, lo cual ha
permitido una determinacién bastante precisa de las LEC’s ya conocidas, y se muestran
de acuerdo con los valores conocidos a dos loops dentro de los errores experimentales.
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Capitulo 8

Conclusiones

8.1. Resumen y Conclusiones

En esta tesis se ha hecho un estudio detallado de algunos efectos de temperatura y de
curvatura en QCD y en algunos modelos de quarks quirales. Las conclusiones y logros més
significativos de este trabajo han sido los siguientes:

» Se ha construido un desarrollo del heat kernel invariante gauge orden por orden a
temperatura finita, dentro del formalismo de tiempo imaginario, para espacio-tiempo
plano. Se ha considerado un tratamiento general valido en cualquier gauge, y en pre-
sencia de campos escalares que pueden ser no abelianos y no estaticos. Para preservar
la invariancia gauge a temperatura finita se ha hecho uso del loop de Polyakov, y se
ha llegado hasta orden 6 en un contaje en dimensiones de masa.

= Se ha aplicado el desarrollo del heat kernel para el calculo de la accién efectiva de
QCD a un loop, incluyendo fermiones sin masa, en la regién de temperaturas grandes.
Se ha considerado un loop de Polyakov no estatico. Se ha estudiado la invariancia
gauge del resultado, y en concreto la rotura explicita de la simetria del centro por
efecto de los fermiones.

= Se ha obtenido la accién de la teoria efectiva dimensionalmente reducida de QCD,
valida en el régimen de temperaturas grandes. Esto ha permitido obtener nuevos
términos de orden 6 no calculados en la literatura, tanto en el sector fermiénico como
en el gluodnico.

= Se ha propuesto un modelo fenomenolégico que permite describir con gran éxito los
datos del reticulo tanto para el loop de Polyakov renormalizado como para la energia
libre de un quark pesado, en el régimen de temperaturas inmediatamente por encima
de la transicién de fase. Este modelo da cuenta de contribuciones no perturbativas
provenientes de condensados gluénicos, y se ha obtenido una prediccién para el valor
del condensado gluénico de dimension 2 en el régimen de temperaturas considerado,
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T. < T < 6T,. El resultado se muestra de acuerdo con otras predicciones existentes
tanto a temperatura cero como a temperatura finita.

Se ha estudiado la analogia existente entre el loop de Polyakov y el potencial quark-
antiquark a temperatura cero. Esto ha permitido encontrar una relacién entre el
condensado gluénico de dimensiéon 2 y la tension de la cuerda.

Se ha introducido el loop de Polyakov de color en los modelos de quarks quirales a
nivel de un loop de quarks, siguiendo un esquema de acoplamiento minimo, y hemos
visto que esto permite resolver algunas inconsistencias que presentaban estos modelos
en su tratamiento estandar a temperatura finita. En concreto, la integracién sobre el
grupo gauge da lugar a una conservacion de trialidad, y el contaje en N, se muestra
de acuerdo con las predicciones de Teoria Quiral de Perturbaciones.

Se ha calculado el lagrangiano efectivo quiral a temperatura finita de los modelos
Nambu—Jona-Lasinio y Quark Espectral a nivel de un loop de quarks y a nivel arbol
para los mesones, en la aproximacién quenched, y se ha obtenido una prediccion para
las constantes de baja energia de Teoria Quiral de Perturbaciones.

Se han analizado algunas correcciones de orden mayor para los modelos de quarks
quirales acoplados con el loop de Polyakov. En concreto correcciones gludnicas, lo-
cales, y las provenientes de ir mas alla de un loop de quarks. Se ha encontrado que
los efectos térmicos estan exponencialmente suprimidos a temperaturas pequenas, y
vienen dominados por loops mesénicos. Ademads, se ha analizado la influencia del
determinante fermionico sobre algunos observables como el condensado de quarks y
el valor esperado del loop de Polyakov, y se han estudiado sus implicaciones sobre
las transiciones de fase quiral y de desconfinamiento de color.

Se ha estudiado el acoplamiento de los modelos de quarks quirales con gravedad,
y se ha analizado la correspondiente estructura del tensor energia-impulso a ba-
jas energias para cuatro modelos concretos: Quark Constituyente, Georgi-Manohar,
Nambu—Jona-Lasinio y Quark Espectral. Se ha obtenido una prediccién para los coefi-
cientes de baja energia correspondientes a los términos no métricos con contribuciones
de curvatura.

Se ha obtenido la contribucion andémala quiral a la accién efectiva en el modelo
quark espectral. Después de introducir una regularizacién conveniente, el resultado

no depende de los detalles de la funcion espectral, de modo que coincide con la
anomalia de QCD.

Se han comparado los resultados del modelo quark espectral para las constantes
quirales de baja energia, con las predicciones de N. grande en la aproximacién de
una unica resonancia. El mejor acuerdo se encuentra para el caso de mesones escalar
y vector degenerados, dando lugar a unas relaciones de dualidad quark-meson, que
han permitido una determinacién precisa de las constantes de baja energia conocidas.



8.2 Anexo de articulos publicados 161

8.2.

1.

2.

Anexo de articulos publicados

Esta tesis estd basada en las siguientes publicaciones.

Revistas internacionales:

E. Megias, E. Ruiz Arriola and L. L. Salcedo, The Polyakov loop and the heat
kernel expansion at finite temperature, Phys. Lett. B563, 173 (2003),
[arXiv:hep-th/0212237].

E. Megias, E. Ruiz Arriola, and L. L. Salcedo, Thermal heat kernel expansion
and the one-loop effective action of QCD at finite temperature, Phys. Rev. D69,
116003 (2004), [arXiv:hep-ph/0312133].

E. Megias, E. Ruiz Arriola, L. L. Salcedo and W. Broniowski, Low energy chiral
Lagrangian from the spectral quark model, Phys. Rev. D70, 034031 (2004),
[arXiv:hep-ph/0403139].

E. Megias, E. Ruiz Arriola and L. L. Salcedo, Energy momentum tensor of chiral
quark models at low energies, Phys. Rev. D72, 014001 (2005),
[arXiv:hep-ph/0504271].

E. Megias, E. Ruiz Arriola and L. L. Salcedo, Dimension two condensates and
the Polyakov loop above the deconfinement phase transition, JHEP 0601, 073
(2006), [arXiv:hep-ph/0505215].

E. Megias, E. Ruiz Arriola and L. L. Salcedo, Polyakov loop in chiral quark
models at finite temperature, Phys. Rev. D74, 065005 (2006),
[arXiv:hep-ph/0412308|.

E. Megias, E. Ruiz Arriola and L. L. Salcedo, Chiral Lagrangian at finite tem-
perature from the Polyakov-chiral quark model, (2006). Pendiente de publicacién
por Physical Review D, arXiv:hep-ph/0607338.

Actas de congresos:

E. Megias, One-loop effective action of QCD at high temperature using the heat
kernel method. Actas de 9th Hadron Physics and 8th Relativistic Aspects of
Nuclear Physics (HADRON-RANP 2004). AIP Conf. Proc. 739, 443-445 (2005),
[arXiv:hep-ph/0407052].

E. Megias, E. Ruiz Arriola and L. L. Salcedo, Polyakov loop at finite tempera-
ture in chiral quark models. Actas de la conferencia Mini-Workshop on Quark
Dynamics: Bled 2004. Bled Workshops in Physics, Vol. 5, No. 1, Pdg. 1-6 (2004),
[arXiv:hep-ph/0410053|.



162 Capitulo 8: Conclusiones

s E. Megias, E. Ruiz Arriola and L. L. Salcedo, Chiral lagrangians at finite tem-
perature and the Polyakov loop. Actas de 6th Conference on Quark Confinement
and the Hadron Spectrum. AIP Conf. Proc. 756, 436-438 (2005),
[arXiv:hep-ph/0411293].

s E. Megias, E. Ruiz Arriola and L. L. Salcedo, Non-perturbative contribution to
the Polyakov loop above the deconfinement phase transition. Actas de 18th In-
ternational Conference on Ultra-Relativistic Nucleus-Nucleus Collisions: Quark
Matter 2005 (QM 2005). Romanian Reports in Physics, Vol. 58, No. 1, Pag.
81-85 (2006), [arXiv:hep-ph/0510114].

s E. Megias, E. Ruiz Arriola and L. L. Salcedo, Polyakov loop at low and high tem-
peratures. Actas de 29th Johns Hopkins Workshop in Theoretical Physics. JHEP
Proceedings of Science, PoS(JHW2005)025, (2006), [arXiv:hep-ph/0511353|.



Apéndice A
Transformaciones Gauge

En este apéndice explicaremos qué se entiende por transformacion gauge y discutiremos
ciertas propiedades que cumple una transformacion gauge a temperatura finita. Estudia-
remos la rotura de la simetria del centro del grupo gauge al considerar una teoria con
fermiones. Vamos a seguir en parte la referencia [146].

A.1. Definiciones

Consideremos un operador f(M,D,,) construido con M y D, en sentido algebraico.
Una configuracién gauge transformada (MY, Ag) es una de la forma

MU(z) = U @)M(@)U(s).,
Al(z) = U @)0U(2) + U™ (@) Au(2)U x), (A1)

donde la transformacién gauge U(x) es una funcién que toma valores sobre matrices en
el espacio interno. Esta transformaciéon corresponde a una transformacion de semejanza
de D, de la forma D] = 9, + Al/(x) = U~'(2)D,U(x), donde U(z) se considera que es
un operador multiplicativo en el espacio de Hilbert H de las funciones de onda. Debido a
que f(M,D,,) esta construido con M, D, y c-nimeros, se sigue que f(M, D,) también se
transforma bajo una transformacion de semejanza

f(MY. D)) =U""f(M,D,)U. (A.2)

U(x) pertenece a cierto grupo gauge G y el campo gauge A, (z) es un elemento del algebra
de Lie de G. La clase de matrices M (x) debe ser cerrada bajo transformaciones gauge. U (z)
debe ser una funcién continua del espacio-tiempo y a temperatura finita ha de ser periddica
(salvo una posible fase global) como funcién de z,. Notar que una transformacién gauge
deja invariante el espectro de f(M, D,,), por tratarse de una transformacién de semejanza.
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A.2. (auges estacionarios

En célculos explicitos suele ser usual fijar el gauge a través de la condicion dyAg = 0,
que no implica pérdida de generalidad ya que este gauge siempre existe.! Esto quiere decir
que para cada configuracion existe una transformacién gauge que la lleva a la configuracion
estacionaria. Una vez fijado este gauge, queda aun cierta libertad. Cuando se trabaja en
el gauge estacionario, para comprobar la invariancia gauge es necesario encontrar el resto
de transformaciones compatibles con este gauge y ver que todas ellas producen el mismo
resultado. A continuacién vamos a determinar cudl es la transformacién gauge mas general
de este tipo.

Sean A, y B, dos configuraciones estacionarias y sea U una transformacién gauge que
transforma A, en B,,. Esto quiere decir

By(&) = U™ (2)0U (x) + U~ (2) Ao(Z)U () - (A.3)

Notar que el primer término cambia la magnitud de Ay y el segundo simplemente lo rota en
el espacio interno. Podemos simplificar esta ecuacion si hacemos uso de la variable auxiliar
V(x) = exp(xgAo(Z))U(x), con lo que queda

By(%) = V()0 V (w) . (A.4)

La solucién més general de (A.4) va a estar formada por una transformacién gauge arbi-
traria independiente del tiempo y por una transformacion cuya dependencia temporal sea
lineal?

V(x) = Uy()emoBo(@ (A.5)

Un modo conveniente de escribir la transformacién es haciendo uso del cambio de variable
By(Z) = Uy 1(Z)(Ao(Z) + A(D))Us(T), (A.6)
con lo cual finalmente queda
U(I) _ e_IOAO(f)ero(AO(:E)_‘—A(f))U()(f) . (A?)

Ahora debemos imponer la condicién de que U(x) es funcién periddica de z, salvo una
posible fase global .
U(xo+ 5,%) = e"Ul(xo, T) . (A.8)

Aqui a es una fase global escalar multiplicada por la matriz identidad. Esto conduce a la

restriccién
P A@TAE) — giegBAo(@) (A9)

lo cual va a producir una discretizacion en la parte temporal de la transformacion gauge.
De (A.9) se deduce que Ay(Z) y A(Z) deben conmutar con exp(5Ay(Z)). Si el espectro de

!Este gauge es conocido en la literatura como ’'gauge de Polyakov’, aunque nosotros nos referiremos a
él también como gauge estacionario.
2Una dependencia no lineal darfa lugar a una contribucién temporal en By.
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la matriz unitaria exp(fAy(Z)) es no degenerado, ésta puede ser diagonalizada en una base
que es esencialmente unica e independiente de . En este caso Ay(Z) y A(Z) deben ser
diagonales en la misma base y por tanto van a conmutar entre si. Esto da lugar a que la
condicion sobre A sea

ePMD — gio - [A(Z), A(Z)] = 0. (A.10)

La primera condicién conduce a que los valores propios de A(Z) sean de la forma y; =
i(ov +27mn ) /B, n; € Z. Notar que por continuidad estos enteros deben ser independientes
de 7. Finalmente la transformacion gauge queda

U(z) = eA@ 7 (2), (A.11)

expresién valida cuando el espectro de exp(3Ay(Z)) es no degenerado.

A.3. Particularizacion al grupo gauge SU(N,)

A.3.1. Simetria del centro del grupo gauge

Consideremos especificamente el grupo gauge SU(N,). En la ecuacién (A.8), tomando
en cada miembro el determinante y teniendo en cuenta que Det(U) = 1, obtenemos que los
valores permitidos de « son cuando Det[exp(ia)] = 1, esto es a = 2nn/N,, n € Z. Puesto
que solamente estan permitidos valores discretos para «, esto implica que la matriz A debe
ser independiente de 7, por continuidad. Como ejemplo, en SU(2) los valores propios de A
son de la forma yx; = imn;/B, n; € Z. Para SU(N,), con N, > 2, es siempre posible elegir
una representacion fundamental en la cual todos los generadores diagonales excepto uno
tengan al menos un valor propio cero [por ejemplo, las matrices de Gell-Mann A3 y Ag para
SU(3)]. La transformacién U se escribira

U(x) = exp(zoAAY)Up(T), (A.12)

donde A, /2i son los generadores diagonales del grupo. Los términos A correspondientes a
cada uno de los generadores con un valor propio cero deben ser de la forma A* = i27n, /(.
El otro generador Ayz_; viene dado por

)‘Ng—l :dlag(1717 o1 _Nc>p7 (A]'S)

donde p es un factor de normalizacién. En este caso AN:~! = i27n/(N,3) dan lugar a
transformaciones gauge permitidas. Esto quiere decir que ademaés de la simetria gauge
SU(N,), exite una simetria extra global Z(N.), que es el centro del grupo gauge. Esta
simetria es generada por la accién de transformaciones gauge locales que son periédicas en
la variable temporal, salvo un elemento arbitrario de Z(N.),

Ulxog+ B,7) = 2U(x0, T), z = e2mm/Ne (A.14)

moédulo transformaciones gauge locales estrictamente periddicas.
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A.3.2. Rotura explicita de la simetria del centro

La situacién cambia si hay fermiones en la teoria. Puesto que los fermiones transforman
como ¢ — U1p, no hay factores U~ que cancelen la fase global. Por tanto, con objeto
de que las condiciones de contorno temporales para fermiones queden inalteradas bajo
transformaciones gauge, sélo estdn permitidas transformaciones que satisfagan (A.8) con
a = 0. Esto quiere decir que los fermiones rompen la simetria del centro del grupo gauge
que esta presente en todas las teorias gauge puras. En consecuencia, la forma mas general
de A para una teoria SU(N,) con fermiones es A* = i27wn, /(.

La rotura de la simetria del centro del grupo gauge se manifiesta en que algunos de
los minimos absolutos degenerados del potencial efectivo de la teoria gauge pura dejan de
serlo cuando la teorfa incluye fermiones. No obstante, es posible probar que estos minimos
seguiran siendo puntos estacionarios del potencial efectivo completo con fermiones. En
el gauge de Polyakov Ay es independiente del tiempo y diagonal. Una matriz diagonal
arbitraria de su(N,) se puede escribir siempre como una combinacién lineal de matrices que
tengan al menos un cero en la diagonal y la matriz Ay2_; dada en (A.13). Unicamente esta
ultima matriz pondra de manifiesto el minimo que estamos buscando, por lo comentado
anteriormente. El potencial efectivo de QCD que calculamos en el capitulo 3 se puede
escribir como

27)? o 1 1
‘CQ,q(ﬂ?) = _%thrle (% —|—7) s Q(x) = 6127”/, —5 <rv < 5 s (A15)
para el sector fermiénico y
21 ~ ~ o) i2nD ~
Log(x) = 3—54trB4 V), Qz)=e"", 0<v<1 (A.16)

para el sector gludnico. tr es traza en la representacién fundamental del grupo gauge v fr es
en la representacién adjunta. Los valores propios del loop de Polyakov en la representacion
fundamental son wy = exp(i27vy4), A =1,..., N, y en la representacién adjunta w,; =
exp(i2m(va — vj)), A,A=1,...,N,. Sihacemos uso de la representacién en serie de los
polinomios de Bernoulli [52]

(—1)12(20)! i cos(2mnx)

By(z) = (2m)2 n2t ’

0<z<1, n=12,... (A.17)

n=1

y nos limitamos a considerar el potencial efectivo para Ay2_; obtenemos

Log(x) = ;g\g; Z (_ni)n {(N, — 1) cos(2mnp) + cos((N. — 1)2mnp)} , (A.18)
Log(x) = _72254 Z % {2(N, — 1) cos(2rnNep) + (N — 1)*} . (A.19)

n=1
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Los minimos de Ly, se encuentran en p = m/N,, con m entero. Si diferenciamos el la-
grangiano L, respecto a p se puede comprobar que estos minimos se corresponden exac-
tamente con puntos estacionarios (minimos o maximos) de la parte fermidnica. En conse-
cuencia, el potencial efectivo total siempre va a tener puntos estacionarios en p = m/N..
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Apéndice B

Integrales en tiempo propio con
regularizacién dimensional

Para obtener el lagrangiano efectivo de QCD quiral a un loop del capitulo 3 hemos
necesitado calcular las trazas en espacio interno y las integrales en 7. En este apéndice
calcularemos la expresién genérica de la siguiente integral regulada dimensionalmente

d
szn(y) = / T(47T,u )l (e®™), v lecR, n=012,... (B.1)
0
Las funciones ¢,, las definimos en su momento como

Liog(0), (B.2)

on (U 7/5%) = 4m' X}M@"@ Q=ipy — 3

donde en la versién bosénica sumamos sobre las frecuencias de Matsubara p{ = 27n/f3,
y en la versiéon fermidnica sobre p, = 2m(n + %) /3. Centrémonos por el momento en la
version bosoénica de la funcion ¢,,. Vamos a tener

[e.9]

Sk [ arrtrenne gz

keZ 0

I, (v) = (dmp*) ——

Var (27ri) "
g\ B

(B.3)
Debido a la sumatoria en k € Z, la funcion es peridédica en v con periodo 1. El caso v € 7Z

serd discutido més tarde. La integral sobre 7 se calcula y se obtiene

. LA £+e+ +1)/2 k—v)" 1
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Definamos v = kg + v, donde 0 < ¥ < 1 y kg € Z. La suma sobre k la podemos dividir en
una suma para k < kg y otra para k > kg

2(0+e) i (n
If,v) = i"(Ampd) (%) T(¢+ Jl:((l)+1)/2)

(=" 1
8 > + = . (B5
<l;ko (k‘o +v— k)2(£+e)+1 ’;ko (k: — ko — ,/)2(e+e)+1 ( )

Si hacemos uso de la funcién ¢ de Riemann generalizada [52]

(2 9) :Z(njq)z Rez>1, g#0,—1,-2,.. ], (B.6)

n=0
llegamos a la siguiente expresion
2e 20
B\ (BN T+ et (nt1)/2)
L) = () (=) (o T
2 21 F(§>

X l(—i)”((l +2042¢,0)+i"C(1+20+2¢,1—7D)|, (B.7)

donde 7 =v (mod 1),0 < v < 1.

Las versiones bosénica y fermiénica de las funciones ¢,, estan relacionadas por {2 — —(,
esto es ¢ (Q) = ¢;, (—=€). Por tanto I, se puede obtener a partir de las integrales I, con
el cambio v — v + %,

g)* (g)y r<£+e;((%n)+ 1)/2)

X [(—z’)"g(l +20+2¢,3+7)+"C(1+20+2¢,5 —7)|, (B.)

) = Gy (

donde 7 = (v + 3) (mod 1) — 3, —3 <7 < 1. Notar que

JLU+et+n+3)
L(l+e+3)

F'l+e+n+1)
F(l+e+1) 4

L5, (v) = (-1) ().

(B.9)

[ej,[o(V>7 Iei,2n+1<’/) =(=1)"

Estas funciones son periddicas en v y bajo paridad se comportan
Ifn(y) = (—1)”I£i7n(—y) . (B.10)

En el problema de la reduccién dimensional de la teoria de Yang-Mills tinicamente
se suma sobre fluctuaciones cudnticas no estaticas (n # 0). Con objeto de preservar
las propiedades de periodicidad y paridad de las funciones I, , definimos las integrales
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bosénicas sin el modo estatico eliminando la frecuencia k = kg cuando v < % y la frecuen-
cia k = ko + 1 cuando 7 > 1. Haciendo esto en (B.5) se obtiene

L) = (4m) (ﬁ)% (ﬁ)”r(€+5+(n+1)/2) (B.11)

27 2m F(%)
(—i)"C(1 4 20 4 26,1+ D) 4+ i"C(1 + 20 + 2,1 — D), 0<v<l,
X AN . PR ~
(—i)"C(1 4+ 20+ 2¢,0) +i"C(1 + 20 + 2¢,2 — D), l<v<l.

Estas funciones son finitas, incluso para valores enteros de V.

Consideremos ahora v € Z. En este caso el modo estatico pj = 0 de las integrales [ Z_n(V)
con n # 0 no contribuye. Este modo va a contribuir solamente en [ ZO dando origen a diver-
gencias infrarrojas o ultravioletas. En regularizacién dimensional la integral I, (1/)|,,—0 con
v € 7 se define como cero ya que no tiene una escala natural. Esto conduce a la siguiente
prescripcion

W) = I = (4 (g) (%)E F<€+e;(<;+ 1/2)
)

_1\n/2
X{Q( 1) C(é’*%*% ) (ﬁrﬁigr)uez. (B.12)
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Apéndice C

Lagrangiano Efectivo de QCD en
SU(2)

En este apéndice presentaremos el lagrangiano efectivo de QCD quiral a un loop a
temperatura alta calculado en el capitulo 3, para SU(2) en el sector de quarks y en el
sector gluénico, incluyendo todos los términos hasta dimensién de masa 6. Los resultados
vienen dados en el esquema MS, y hemos considerado explicitamente un cutoff infrarrojo.
Las convenciones son las que aparecen en la seccién 3.7.

1 2

Lavalr) = o P (€.)
Loy(x) = ”254 (—é A1 - ) (C.2)
Log(x) = [ +210g ) (D 1_4 P,

96#{ —+2log(47’: )+7E——w( )—%wu—m] P2
247r2E 4872 (ﬂ) 2 (C3)

£ = g () 8 () 4200 v w1 -7)

(ﬁ) [ (@) + 4" (1= D) Fy

N 1 1 \?
9672 \ 47T

16 (%) +4C(3) = 9"(7) — (1 - P)

n)
F/\,uVJ_
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1 1 2 1" " S\ E
vom (7 ) 0+ =P Pl

1 1 2 Ul ’ 1"y " ~ 2
~ 96072 <m> 16 (E) +4¢(3) —"(V) =" (1 =) | FluL
3 1 ’ e " ~\1 72
sz () WO+ =P R
3 1Y) T\’ PO
1 1 \? /(7T\"® =,
1072 (47T—T) (m) Eoi
1 1 ? e " -~
s (op) W0+ 00 - B
1 1\? \° e oA
wom (o) [ (5r) +a06) - @) - v -9)| B
1 1 ’ > " - - >3
tomr (o) 16/0)+ 070 - D)o Bi x By - B ()
1 1 ? T ’ 1~ " o = =3
tamom (o) [8(5r) = 466) = 070) 071 =) | con(Bu x Byu) - B,
2 2 1
Coale) = SoTN (2 - j0-a97) (C5)
N - Ny -
Log(w) = oL (2108 (£5) — v +7) vt - )| 2 - =522, (C.6)
N 1\
L) = gtz (g ) /4740 -] 1)

(5 X b)l = eijkajbk. (08)

Como vemos, las contribuciones de los quarks no distinguen entre componentes paralelas
y perpendiculares. Esto se debe a que en SU(2) una funcién par en 7 en la representacién
fundamental es necesariamente un c-ntimero. Puesto que todas las funciones ¢,,(£2) involu-
cradas en los términos de dimensién 6 son pares [¢,, () +¢,(Q7!) = ¢ 1542, la dependencia
en 7 de las ecs. (3.30) y (3.32) sale fuera de la traza, de modo que Ay no serd una direccién
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privilegiada en espacio de color. Este propiedad no se cumple en la representacion adjunta
(sector gludnico), ni tampoco en otros grupos SU(N..) (por ejemplo, ec. (3.117)).

Las divergencias infrarrojas estan sujetas a que v sea entero, de modo que no exis-
ten en el sector fermidnico, y se cancelan en las contribuciones gluénicas que tinicamente
involucran componentes paralelas.
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Apéndice D

Lagrangiano Efectivo del Modelo
Quark Quiral acoplado con el loop de
Polyakov

En este apéndice se explicard en detalle el calculo del lagrangiano quiral efectivo a
temperatura finita presentado en la seccion 5.5. El calculo se divide en tres partes. En
primer lugar se construird el operador de Klein-Gordon a partir del operador de Dirac y
su adjunto para la parte real de la accion efectiva. Haciendo uso de la representaciéon de
Schwinger de tiempo propio, deberemos calcular el heat kernel para este operador. Para
ello haremos uso de la técnica desarrollada en el capitulo 2. Calcularemos las trazas en
los grados de libertad internos (en nuestro caso, sabor). Finalmente, haremos uso de las
ecuaciones de movimiento con objeto de tener en cuenta el hecho de que los campos pidnicos
estan en la capa de masas.

D.1. Operador de Klein-(Gordon efectivo

El operador de Dirac que aparece en el determinante fermiénico se comporta de ma-
nera covariante bajo transformaciones quirales. Esto implica que, en principio, habria que
considerar tanto el acoplamiento vector como el axial. Conseguiremos una gran simplifi-
cacién en nuestro tratamiento si hacemos uso de los convenios de ref. [147, 148], donde se
muestra que es suficiente con llevar a cabo el calculo en el caso de un acoplamiento vector,
y posteriormente reconstruir el resultado quiral total de un modo conveniente.

Consideremos el siguiente operador de Dirac con un acoplamiento tipo vector
D =D+h, h=m+ z, (D.1)

donde A incluye el campo del pién m, que es orden O(p°), y el término de masa z que rompe
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explicitamente la simetria quiral, y que tomamos O(p?). Nuestra notacién es la siguiente

1
hLR = MU+—X,

2B}
hr, = MU' r D.2
RL + 2B; X (D.2)
La parte real de la accién efectiva es, formalmente
1 g )
IF[v,h] = —§Trlog(DTD) =: /0 dxo/d3x L(x), (D.3)

donde el operador de Klein-Gordon relevante viene dado por

1 ~ _
DD = —Di — §UWF/W — YDy h + m? + h2 ,

B o= hr—m?= {m, 2} +2°. (D.4)
El problema radica en hacer un desarrollo en derivadas covariantes para la accion efectiva.
Podemos identificar el operador de masa M (x) = —%UWF w 'yulA?uh + 52. Haciendo uso
de la representacion de Schwinger de tiempo propio, el lagrangiano efectivo en espacio
euclideo se puede escribir como

—rM?2

1 [>~dr i 1 [>*dr e
L; = - [ —o(r)T TDD:—/ — (1) — "tr b, . D.5
D=5 Tenme ), TG ot (09
En esta representacién haremos uso de la regularizacion de Pauli-Villars [106]

2

o() = Zcie_TAi : (D.6)

Hasta O(p*) obtenemos las siguientes contribuciones para los coeficientes de Seeley-DeWitt
térmicos, después de haber tomado la traza de Dirac

by = 4po(Q),
b,{/Q - O,
—2
b = —dpo(Qh” = —4pe(Q) ({m, 2} + 2°)
bg/Z = 07
T 2 74 1o 2_ o
b? = Q@O(Q) (hﬂ) +h - §F[J,V - §S02E7,
1 2
= 20(Q) ((mu)Q +{mps 2} + {m. zHm, 2} - gFiy) — 3PN ET+ 00",
2 —2 2 ~
bsjs = —5901{]51'7 (h)i} = —§<P1{EiaDi{maZ}} =0(p°),
2
b3T = _5900(9) (mu{mm {m, z2}} + {m, z}mymy, + {F, mpym, } —my, Fm,

1 1
5 ) + 3Bl + OG7),
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b?/Z = O(p5) )

1
b4T - 6¢0(Q)(m#m#mumu + I Ty, — T, ) O(p5) : (D.7)

D.2. Trazas de sabor e identidades ttiles
Para N; = 3 sabores se tiene la siguiente identidad de SU(3)
tr(ABAB) = —2tr(A2B?) + %tr(Az)tr(BQ) + (te(AB))?, (D.8)
donde A y B son matrices hermiticas 3 x 3 de traza cero. De aqui se tiene

trp(mymymymy) = =2tr((my,)*(m,)*) + %trf((mu>2)trf(<mv)2) + (try(mum,))*, (D.9)

1
trp(momymom,,) = —2tr((mo)*(my,)?) + §tff((mo)2)trf((mu)2) + (try(momy,))*. (D.10)
Otras identidades ttiles son

tr7((my0)?) = trp((m,)°) — 20 (Fmymy,) + trp(mF,mE,) — MQtrf(ij) , (D.11)

tr((moy)?) = trp(moomy,) — 2t (Ei[mo, mi]) — 2trp(Egmm;) (D.12)

donde hemos hecho uso de la propiedad X, = X,,, + [F,., X]. Podemos aplicar las ecua-
ciones de movimiento, ec. (D.30), para obtener

p(mz) = setegmmme) trpmoma) + £ty 02)
ry(myuz,) = ———=try(m,m,mz)— rs(mzmx rs(z
S 2By M2 T aBsM ! 4B; !
+8MTfBgtrf([m’ z))trs(fm, z]), (D.13)
2
try(mymy,) = Wtrf(mumum,,ml,) — §trf(mxmx) + 7‘01}(1’2)
1
—i—mtrf([m, x))tre((m, x]), (D.14)
trf(moomy,) = Wtrf(momom#m#) — Mtrs(mooz) — Mtrf(momomx)
+2MNf trp(moom)tr([m, x]) . (D.15)

donde se han introducido los campos normalizados z = 2Bz. La notacion es la siguiente:

TLr = X, zrr=X'. (D.16)
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Haciendo uso de (D.9)-(D.15) podemos calcular la traza en espacio de sabor de los coefi-
cientes de Seeley-DeWitt. Esto conduce a

trpby = 4Nppo(9),
4 1
T 2
trfbl - _SOO(Q) (BS BSQtrf(ZE )) 9

trpby = 20(Q)trp(myumy,) + =

1 1 1 M (M 2
v (3 37 ) ol tmoma) + 20 (241 an(@ns o)

~ @)t (FL) = SR (D) + g o @)t (i (. )

4 1 1
trpby = _gSOO(Q)trf(FuvmumV) - §900(Q>trf(mFWmFW) + §M2¢O(Q>trf(Fw)
1

1 2
g Mot (a?) + o @)t (mame) — Fo( @)ty (mm, ma)

1 M 2
—3—M¢2(Q)tff(momom$) - g%(ﬂ)trf(moofc) — g@(Q)tff(Ez’ [mo, M)

2
—3Pa(Q)try (Boimmi) —
1
3M

ot (mmymum,)

po(Q)try([m, 2])try([m, =)

1
2 272 P2 (e (momomymy,) — %

+ @a(Q)try(mogm)tr([m, z])) ,

6MN,; ">

1 1
trby = —eo(Q)trs(mumy)ers(mymy) = cpo(Q)try (mym, )tr s (mym,)

2
+§¢0(Q)trf(mﬂmﬂm,,ml,). (D.17)

D.3. Integrales en tiempo propio

Las integrales en tiempo propio basicas que definimos son

Ji(A M, V) = /OOOd—T¢(T)Tl6_TM2QOO(Q), (D.18)

Ti(AM,y) = / T syt ™ 5,(Q) (D.19)

donde 2 = €™ es una matriz SU(N,.) en espacio de color. Haciendo uso de la férmula de
Poisson para la sumatoria, podemos escribir ¢ y ¥, del siguiente modo

nQﬂQ

po(Q) = D e (-, (D.20)
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() = =) nle i (-Q)". (D.21)

La contribucién de temperatura cero viene dada por el término n = 0, y para él es nece-
sario aplicar una regularizacién (aqui usamos Pauli-Villars). En los términos n # 0 la
regularizacion puede ser eliminada, pues el bano térmico actiia de por si como un regulador
ultravioleta. Esta aproximacién esta justificada a temperaturas suficientemente pequenas
T < Apy. Tipicamente Apy ~ 1GeV de modo que incluso para T ~ M = 300 MeV la
aproximacion es valida. El calculo de las integrales conduce a

TN M) = 1y nT(0)> (A + M2 (D.22)

+2 (%) ;anl(nﬁM)((—Q)" +(—)™), Re(l) >0,

Jo(A, M,v) = —1yun. Y cilog(A] + M?)

+2) " Ko(nBM)((—)" + (=)™, (D.23)

n=1

jfl(A7M7V) - ]-NCXNCZCl(A?+M2>log<A?+M2)

i

S0 B oyt oy, (D.21)
To(A, M, v) = —1n..n. % > (A7 + M?)?log(A7 + M?)

(%) SR o+ . (D.25)
TiAM,v) = (25\3; ;1 nzlnm KA (nBM)(=Q)" + (=)™, 1eR.  (D.26)

D.4. Ecuaciones clasicas de movimiento

A orden O(p?) el lagrangiano quiral se escribe
. <dr e M 4
£ = " Lot rtnan@) famm,) - 2ty

1
= @y (trcjo(/\, M, v)trg(mum,) — dtr.J_1 (A, M, y)trf(mz)>
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M? ~ i~ 2 tr.J_1(A, M, v)
- wtrcjo(/&, M.v) (trf(DuUTDMU) M tr Jo(A, M, v) trylenel + ZLRUT))
M? S A ; t
- Wtrcjo(/\, M, v)tr, (DMU DU — (XU +xU )) , (D.27)

donde la normalizacién del campo y viene dada por el factor

1 treJ-1(A, M, v)

—2B; t—op B; = : b.28

X 0 ?LR 5 X 0 “RL 0 M trc%(Aa M7 V) ( )
y 2 2
I M

I = ——tr. Jo(A, M, V). D.29

f (47T>2 T %( I/) ( )

Si minimizamos la accién a este orden, se obtienen las ecuaciones de movimiento de Euler-
Lagrange

M M
MM+ MMy, — 7[m, x] + Z—thrf([m, z]) =0. (D.30)

El dltimo término en ec. (D.30) viene de imponer la condicién Det(U) = 1, pues estamos
considerando un grupo de sabor SU(Ny).

D.5. Lagrangiano Efectivo

El lagrangiano efectivo se puede escribir como
* x(0) *(2 *(4
Lr=L0 4L 4004 (D.31)

Haciendo uso de la expresién del lagrangiano en ec. (D.5), los coeficientes de Seeley-DeWitt
de ec. (D.17) y después de calcular la integral en tiempo propio con regularizacién de Pauli-
Villars, se obtiene

2Ny

E;(O) = (le)Qter_?(A’ ]\47 I/) 5 (D32)

*2
£ fz tr; <DHUTDMU— (XTU+XUT)> !

q

E;(4) = —Litry(uuup)try(uyu,) — Ltrp(u,u)trp(u,u,) — Litrp(u,u,u,u,)

— Latr f(uouou,uy,) + 215t p (uyu,, ) trp(zu) + 2L5tr f (uyu,ux)

+2L gt (upuouz) + QZ;,trf(uoox) — 2(Lg + La)tr s (ux)tr(ux)

—2(Lg — Ly)trp(ux)try(zu) + ZZ*/trf(uoou)trf([u, x]) — 2Lgtr f(uzux)
—2Litrp(Fuuu,) — 2Lgtr p(Eiug, wi]) — ZZSItrf(EOiuu@-)

Loty (uFuly,) + 2H ey (F2,) + 2H trp(E?) — Hytrp(2®),  (D.33)
donde se ha usado la notacién m = Mu. Los coeficientes que aparecen en ec. (D.33) se han
escrito de manera que se correspondan con la convencién de Gasser-Leutwyler.
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