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NOTACION.

0, conjunto vacio.

IN, conjunto de los niimeros naturales.

IR, conjunto de los nimeros reales.

Rt ={zeR: z>0}.

|z|, norma del vector z = (z1, z2,...,zN) € RV,

0A, frontera de A, subconjunto de un espacio topoldgico.

/(i, interior de A, subconjunto de un espacio topoldgico.

A, cierre de A, subconjunto de un espacio topolégico.

|A|, medida de Lebesgue del subconjunto A de IRN.

(1, subconjunto abierto de IRV,

Vu= (58;‘—1, %, s %) , gradiente de u : Q@ — IR, diferenciable.

Au = %%+ %"'""*’%’%’ laplaciano de u : Q — IR, dos veces diferenciable.

K., K, ...,Cq, Cy, ... distintas constantes positivas.

C (A, B), conjunto de las funciones continuas de A en B (espacios topoldgicos).

C (A), conjunto de las funciones continuas de A en IR.

C*(Q), conjunto usual de funciones reales diferenciables, con todas sus
derivadas, hasta el orden k, continuas en Q.

C§° (), conjunto de funciones reales con soporte compacto y que son dife-
renciables hasta cualquier orden en Q2.

Che (ﬁ) ,espacios usuales de funciones diferenciables, con todas sus derivadas,
hasta el orden k, a-Hdlderianas en 2.

L? (), espacios de Lebesgue usuales (1 < p < 4+00).

L} (), subespacio de LP (Q) de funciones localmente sumables.

WE? (Q), WP (Q), HF(Q), HE(Q), espacios de Sobolev usuales.

WLe (w,Q), Wy ? (w, Q), H' (w, Q) = W2 (w,Q), H} (w, Q) = WH? (w,Q),

espacios de Sobolev con peso w, siendo w una funcién positiva y medible. En



ellos consideraremos la norma

[ull1p = (/Q wlvulde/Q[uwdx)’%.

D12 (Q), es la completacién de C§° (2) para la norma

= quIde)%-



INTRODUCCION.

En esta Memoria mostramos cémo se pueden usar diferentes métodos de
Andlisis no lineal en el tratamiento de dos problemas de naturaleza diferente.
El primero de ellos consiste en el estudio de ciertas ecuaciones y sistemas in-
tegrales no lineales, con retraso, que surgen en teoria de epidemias y en dindmica
de poblaciones. El segundo lo constituyen diversos problemas de contorno aso-
ciados a ecuaciones en derivadas parciales de tipo eliptico no lineales.

El origen del primer tipo de problemas estd en un articulo de Cooke y
Kaplan [42] publicado en 1.976. En dicho articulo, los autores elaboraron un
modelo matemdtico para tratar de explicar los brotes periédicos de ciertas en-
fermedades infecciosas, pudiéndose también calificar el modelo como adecuado
para el estudio del crecimiento de algunas poblaciones, cuando las condiciones
ambientales varian de manera periddica.

De la formulaciéon matemadtica llevada a cabo, surgié el interés por un tipo

de ecuaciones diferenciales ordinarias con retraso de la forma
g (t) = f(t,z(t) - f(t—T,2(t—1)) (0.1)

donde f : IR x [0,400) — IR, (t,z) — f(t,z), es una funcién continua dada,
w-periddica (w > 0) con respecto a la variable tiempo ¢, mientras que 7 es una
constante estrictamente positiva. Ademads, debido al origen del problema, el
objetivo debe ser el estudio de la existencia, unicidad (o multiplicidad), aproxi-
macion, propiedades cualitativas, etc. de las soluciones de (0.1) (funciones reales
de clase C! definidas en IR), que sean ademés, w-periédicas, no negativas y no
triviales.

La forma integral de (0.1) es

z(t) = t f(s,z(s))ds+ec (0.2)

t—T



siendo ¢ una constante real. Usualmente se elige ¢ = 0 en (0.2), llegdndose a la

ecuacién integral no lineal con retraso

t

z(t) = - f(s,z(s))ds (0.3)

Desde el trabajo de Cooke y Kaplan, diferentes autores han estudiado ecua-
ciones similares a (0.3) (ver [31], [59], [71], [72], [82], [83], [86], [89], [92]). Ello
nos ha llevado a considerar en esta Memoria una ecuacién integral no lineal,

més general que (0.3) y que incluye a la de los autores citados; a saber,

(0
z(t) = /0 g(t,s,0(t—s— 1)) ds (0.4)

donde g : IR x IR x [0,+00) — IR, (t,s,y) — ¢(t,s,y) es una funcién continua,
w-periédica (w > 0) en la variable ¢, g(t,s,y) > 0, ¥(t,s,y) € IR x IR x [0, +00),
g(t,s,0)=0,Y(¢,s) € RxIR, [ esuna constante no negativay 7 : IR — (0, +00)
w
A
Como se detalla en el apartado 1.1., expresiones concretas de las funciones

es una funcién continua y A-periédica (A > 0) tal que — = s, p,q € IN.
g y 7 dan lugar a los modelos estudiados por los autores mencionados pre-
viamente. Nuestro interés primordial en esta Memoria, en lo que respecta a
(0.4), se centra en la existencia de soluciones gw-periédicas, no triviales y no
negativas, as{ como en posibles resultados de multiplicidad, no existencia de
soluciones y, finalmente, cuando tengamos unicidad, en la aproximacion de las
mismas.

En lo referente a la existencia de soluciones, en la literatura matematica
sobre este tipo de problemas, suele imponerse, entre otras, la condicién

lim g(t7s’y) — 0

0.5
Jim S (05)

uniformemente en (¢,s). En esta Memoria permitimos a g tener un compor-
tamiento asintético ”en infinito” mds general. Ademds, para tipos amplios de
ecuaciones, nuestras condiciones suficientes presentan la novedad de que son,

ademds, necesarias para la existencia de soluciones gw-peridédicas, no negativas



y no triviales. Ello permite tener una informacién bastante precisa en algunos
ejemplos que surgen de aplicaciones concretas.

También, los resultados que presentamos sobre la no existencia de tales
soluciones son nuevos para (0.4).

Respecto de la multiplicidad, algunos de nuestros resultados son generaliza-
ciones de otros conocidos (ver [59], [92]), mientras que el resto son completa-
mente originales.

Las demostraciones consisten basicamente en plantear (0.4) como una ecua-
cién de puntos fijos

z = F(z) (0.6)

en espacios de Banach ordenados, con respecto a un cono, y entonces aplicar la
teoria del grado topoldgico apropiada para estas situaciones: la llamada teorfa
del indice de puntos fijos.

Consideramos de interés no sélo las aplicaciones que hacemos de dicha teorfa,
sino también algunos de los resultados abstractos que obtenemos. Por ejemplo,
en el apartado 1.3, imponemos, a veces, hip6tesis de regularidad sobre F' mas
débiles que las usuales.

Otro de los objetivos de la presente Memoria es poner de manifiesto la
utilidad de los métodos mondtonos en el estudio de (0.4). La nocién apropiada
de solucién superior e inferior fue introducida en [31], [59], pero hasta ahora,
los resultados que se han obtenido con tales métodos son débiles, comparados
con aquellos demostrados usando herramientas topoldégicas. En esta Memoria
mostramos la potencia de los métodos monétonos cuando se aplican a (0.4),
poniendo de manifiesto también las ventajas y desventajas respecto del tratado
topolégico. Cuando se usan métodos de monotonia, en general es necesario
imponer a g el hecho de que sea creciente respecto de la variable y. Sin embargo,
otras hipotesis pueden debilitarse (como aquellas que permiten a la tasa de
contacto de la epidemia ser cero en algunos intervalos no triviales del tiempo).
Ademds, se encuentra, en general, un esquema definido iterativamente, que
proporciona sucesiones mondtonas convergentes a las soluciones de interés. Por

ultimo, la regularidad requerida sobre la no linealidad g suele ser menor que



con los métodos topoldgicos.

Es claro que el uso conjunto de métodos de monotonia y topoldgicos, pro-
porciona una informacién més precisa sobre (0.4) que la obtenida independien-
temente, y este hecho lo ponemos claramente de manifiesto en esta Memoria.

Algunos resultados relacionados con las novedades mencionadas pueden
verse en [33], [34] y [35].

Hemos dicho al comienzo, que en este trabajo consideramos también sis-
temas de ecuaciones cuya versién escalar es (0.3). Este estudio es comple-
tamente novedoso, pues hasta ahora no se habian establecido resultados con-
cernientes a ello, a pesar de que su interés se habia puesto ya de manifiesto en

el trabajo citado de Cooke y Kaplan [42]. Estos sistemas son de la forma

2(t) = fi, f(se(s),y(s)ds

(0.7)
y(t) = ftt_q-z g(s,z (3) ,y(8))ds,

y formulan, bajo ciertas hipdtesis, la interaccién entre dos especies.

Mediante una definicién apropiada de sistema de subsoluciones y super-
soluciones para (0.7) (véase la seccién 2.2), conseguimos demostrar diferentes
resultados sobre la existencia de los llamados estados de coexistencia para (0.7);
esto es, soluciones (z,y) tales que ambas componentes son no negativas y no
triviales. La principal diferencia con el caso escalar estriba en que, en general,
no es posible definir un esquema iterativo que proporcione sucesiones (Zy, yn),
convergentes a la solucién (z,y). No obstante, esto es posible en algunos ca-
sos particulares, como en los llamados sistemas cooperativos y competitivos.
Ademés, en el caso cooperativo, damos un resultado de unicidad de estados de
coexistencia, lo que es particularmente interesante desde el punto de vista de
su aproximacién. También estudiamos la (posible ) relacién existente entre los
estados de coexistencia de (0.7) y las soluciones semitriviales; es decir, solu-
ciones donde exactamente una de las componentes es no negativa y no trivial,
mientras que la otra es idénticamente cero.

El gran inconveniente que tienen los métodos monoténos, cuando se aplican

al estudio de (0.7) es que, en general, es necesario imponer hipétesis de mono-



tonfa sobre f y g, respecto de las variables z e y. Es por ello por lo que nos
hemos propuesto también, estudiar (0.7) aplicando métodos topoldgicos.
Cuando (0.7) se formula de manera abstracta, se obtiene un problema de

puntos fijos de la forma
T =F(z,y) (0.8)
y=F(z,y)

donde F1,F, : Ex E — E, siendo E un espacio de Banach ordenado con
respecto a un cono C. Si se aplican a (0.8) los resultados conocidos en la lite-
ratura sobre este tipo de problemas (ver [3], [49], [59], [67]), la conclusién es
la existencia de un punto fijo (z,y) € C x C, que es no trivial (es decir, no
son ambas componentes triviales). Pero los estados de coexistencia de (0.7)
se corresponden con puntos fijos (z,y) € C x C tales que ambas componentes
pertenezcan al conjunto C \ {0}. Motivados por este hecho, probamos en el
apartado 2.3.1 algunos teoremas de punto fijo del tipo requerido. Estos teoremas
son novedosos y su utilidad trasciende en el hecho de que se puedan aplicar a
(0.7). Proporcionan, directamente, la existencia de estados de coexistencia, y
pueden usarse en el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciables ordinarias
o ecuaciones en derivadas parciales. En particular, nuestros resultados incluyen
versiones adecuadas para sistemas de ecuaciones, de los teoremas cldsicos de
Krasnoselskii: los teoremas de la compresién y expansién del cono ([67]), y son
especialmente titiles cuando se aplican a sistemas de ecuaciones donde existen
soluciones semitriviales (como ocurre frecuentemente en Biologia).

Obviamente, con nuestro tratado, pueden estudiarse sistemas con cualquier
nimero finito de funciones incégnitas.

Resultados relacionados con las novedades que hemos expuesto, para (0.7),
pueden verse en [36], [37].

Una descripcién més precisa de la parte primera de la Memoria es como

sigue:

El Capitulo 1 lo dedicamos al estudio de la ecuacién escalar (0.4). En
primer lugar hemos hablado sobre la descripcién y origen del modelo y hemos

desarrollado algunas propiedades dtiles sobre los operadores que aparecen, que



iterativo monétono convergente a las soluciones del problema considerado (ver
Teorema 2.2.8 y Teorema 2.2.10). Para poder comparar estos resultados con
el caso de sistemas elipticos podemos consultar [32], [66], [74]. Seguidamente
tratamos también el problema de la unicidad. Probamos, bajo algunas condi-
ciones de concavidad sobre f y g respecto de las variables z e y, la unicidad de
estados de coexistencia cuando el modelo es de tipo cooperativo. Los trabajos
de Dancer [45] y [46]) para modelos con difusién pueden ser ttiles para los casos

competitivo y presa-depredador.

Finalmente, la subseccién 2.3.1 de la seccién 2.3 la dedicamos al estudio
del problema abstracto (0.8) relacionado con el sistema (0.7). El Teorema
2.3.1 constituye, junto con su Corolario 2.3.2, uno de los resultados centrales
de esta Memoria. También demostramos otros resultados abstractos (Teorema
2.3.4 y Corolario 2.3.5) que aseguran, ademds de la existencia de estados de
coexistencia, la existencia de soluciones semi-triviales de (0.7).

En la subseccién 2.3.2 damos aplicaciones de estos resultados abstractos al
sistema (0.7) permitiendo eliminar las hipétesis de monotonia que se imponian
a fy g en el método de sub-super-soluciones. Los resultados abstractos men-
cionados pueden usarse, también, para el estudio de sistemas de ecuaciones
diferenciales o ecuaciones en derivadas parciales (ver [37]), lo que muestra su

gran utilidad.

La segunda parte de la Memoria estd dedicada al estudio del problema de
Dirichlet (con condicién de contorno nula) asociado a la ecuacion en derivadas
parciales no lineal

— Lu(z) = f(z,u(z)), z€Q (0.9)

siendo © ¢ RN un dominio (abierto y conexo), £ un operador diferencial de
tipo "eliptico” y f : & x IR — IR una funcién no lineal. Observemos que los
elementos principales del problema de contorno son tres:

1. El dominio @ C RN.

2. La no linealidad f.

3. El operador diferencial L.
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Existen numerosos trabajos donde se estudian diversos aspectos relativos
a (0.9) cuando Q es acotado, f es continua y £ es un operador de segundo
orden uniformemente eliptico; por ejemplo, £ es el operador de Laplace A.
Entre otros, podemos citar [3], [4], [48] y [63] como excelentes ”surveys” sobre
el tema.

Por nuestra parte, dirigimos nuestra atencién a completar ain mas el estu-
dio de la interrelacién entre estos elementos. Especialmente, estudiaremos la
existencia de solucién positiva de (0.9) en ciertos casos apenas considerados en
la literatura matemdtica. En éstos, bien el dominio €2, bien la no linealidad f o
bien el operador £ dejan de ser ”standard”. Asi en el Capitulo 3, supondremos
que Q es un anillo. La "radialidad” del dominio sugiere estudiar la existencia

y la no-existencia de soluciones radiales positivas del problema

—Au(z) = Af(u(z)), @€

(0.10)
u(z) =0, r €00

donde A > 0, f : [0,+00) — IR es una no-linealidad continua satisfaciendo
f(0) < 0,y Q es la corona @ = C(0,R,R ) = {zEIRN:R< lz] < 1/%\}, (N >
3,0< R<R).

Si f(0) > 0, (0.10) se llama problema positén (positone problem en inglés)
y ha sido estudiado de manera intensiva en dominios acotados regulares por
muchos autores (ver [3], [9], [47], [64] ¥ [80]). En el caso particular de un
dominio anular podemos citar también: [14], [58], [78], [79] v [85].

M4s recientemente, el caso semi-positén (o no-positén), es decir f(0) < 0,
ha sido considerado en [27], [38] y [41] donde se demuestran algunos resultados
de existencia y no-existencia de soluciones del problema (0.10) que han moti-
vado nuestro trabajo. Mds precisamente, en [38], Castro y Shivaji prueban, en
una bola, la existencia de soluciones positivas radiales para el problema (0.10)
cuando A es suficientemente pequeno. El método utilizado es el conocido como

método de tiro. Para ello, se observa que por [55], cuando 2 es una bola, toda

13



solucién positiva del problema (0.10) es radial. Asi (0.10) es equivalente a

—u(r) — E=Lu(r) = Af(u(r)), 0<r<1
u(l)=0,u(1) =0

(0.11)

donde 7 = |z|. El método de tiro consiste en considerar el problema de valores
iniciales
—u(r) = E=Lu/(r) = Af(u(r)), 0<r<1

0.12
u(0) = d, w/(0) = 0 (0-42)

y probar que existe d > 0, tal que si u(r, d, \) denota la inica solucién de (0.12),
entonces u(1,d,\) = 0, es decir u(r,d, ) es una solucién del problema (0.11).

El uso de este método se justifica por el hecho de ser la constante cero una
supersolucién de (0.10) cuando estamos en el caso semi-positén. Obsérvese, que
en el caso positén, u = 0 es una subsolucién. Esto hace que, en principio, no
sea, en absoluto, facil aplicar la técnica de sub- y supersoluciones asi como la
teoria de "indice de puntos fijos en conos”. Notemos que el método de tiro usa
técnicas muy elementales para obtener resultados que por otros medios serian
complicados de deducir.

Asi, nuestro objetivo es extender al caso de una corona (ver [20]), que es
més dificil, los resultados de existencia [38] y de no-existencia [27] de soluciones
radiales positivas en una bola, mediante el método de tiro. Ademds, como
veremos, los resultados obtenidos mejoran los conocidos para el caso de una
bola.

Para situar mejor nuestro trabajo, hacemos algunas observaciones sobre
las diferencias que existen entre el caso de la bola y de la corona. Como ya
ha sido observado, por [55] se sabe que toda solucién positiva de (0.10) en la
bola @ = B(0, R) es radial, con g—z < 0 en Q (donde % es la derivada de
u(r) con respecto a r = |z|). Esta "ventaja” facilita la aplicacién del método
de tiro en [38] con hipétesis apropiadas sobre f. Ademds, el hecho de que
u(0) = max {u(z) : |z| < 1} es fundamental en las demostraciones en [27],[38].
Al contrario, en el caso de la corona Q = C(0, R,}’Z\) no es verdad que toda

solucién positiva de (0.10) sea radial y no se sabe en que punto alcanza su

14



g—: < 0 en C(O,B:g—fi—,f{\).

Eso complica la aplicacién del método de tiro, el cual necesita en nuestro caso

maximo. Ademds, por [55], tenemos solamente

mas atencién y prudencia.

Por otra parte, motivados por el trabajo [27] de Brown, Castro y Shivaji
en la bola, ofrecemos también, condiciones suficientes para la no existencia
de soluciones radiales no negativas del problema (0.10), cuando A es suficien-
temente grande. En este caso, de nuevo el hecho que una solucién positiva
radial sdlo sea decreciente en [&E—E-, R ] vuelve a dificultar enormemente la
demostracién.

El Capitulo 3 empieza con una descripcién detallada del método de tiro en
nuestro caso. Después probamos en el Lema 3.1.1 la existencia y la acotacién

de una solucién u (r,d, A) del problema

—u(r) = E=2u/(r) = Af(u(r)), R<r
u(R)=0,v(R)=d

donde f € C1([0,4)) y A,d > 0 son dos nimeros dados. En la seccién 3.2
probamos algunos lemas técnicos (Lema 3.2.1, Lema 3.2.2, Lema 3.2.3 y Lema
3.2.4), donde estudiamos las propiedades de soluciones u (r,d, A) del problema
anterior, cuando A y d cambian. Unas notas dadas después permiten comparar
las nuevas dificultades encontradas en nuestro caso con respecto al caso de una
bola. Basandonos en estos resultados e imponiendo hipdtesis bastante simples
a la funcién f, demostramos el Teorema 3.2.5 que da condiciones suficientes
para la existencia de soluciones radiales positivas del problema (0.10) cuando
A es suficientemente pequeiio, y que podemos aplicar también para el caso de
una bola, mejorando asi los resultados de Castro y Shivaji en [38] pues, como
discutimos en la Nota 3.2.8, nuestras condiciones mejoran las de estos autores.

La seccién 3.3 de este Capitulo 3 estd motivada por la cuestién anterior-
mente expuesta de bisqueda de condiciones suficientes para la no existencia
de soluciones radiales positivas del problema (0.10). Los métodos utilizados
estan basados en un estudio del comportamiento cualitativo cerca de la fron-

tera (Lema 3.3.3) y del centro de la corona (Lema 3.3.2) de una posible solucién

15



radial no negativa de (0.10) y sobre estimaciones (o ”cotas a priori”, Lema 3.3.1)
de esta solucién (que depende de \) para A grande. En definitiva, probaremos
el Teorema 3.3.4 de no existencia de soluciones radiales no negativas de (0.10)

y discutimos en la Nota 3.3.5 las nuevas aportaciones de este resultado.

En el Capitulo 4, consideramos el caso de dominios no acotados. Concreta-
mente,  sera el dominio exterior de una bola euclidea. Asi, fijaremos nuestra
atencién en el estudio de la existencia de soluciones radiales positivas del si-

guiente problema

—Au(z) = f(u(z)—a), €N ]
u(z) > 0, z €

. (0.13)
u(z) = 0, z € 09

u(z) — 0 cuando |z| — +00

7

donde a > 0, Q es el exterior de una bola, es decir @ = {z € RN / |z| > 1}
(N >3)y f:IR— IR es una no-linealidad discontinua.

Entre los trabajos que se han realizado recientemente sobre problemas elipti-
cos con una no-linealidad discontinua, podriamos citar [4], [6], [7], [11], [12],
[13], [14], [17], [18], [22], [39], [62], [91]. M4s precisamente, en [9] y [12] los
autores usan el Principio Variacional de Clarke [40]. Concretamente, mediante
la aplicacién de éste, en [12] se estudia la existencia de soluciones radiales para
problemas de este tipo en una bola y en [14] en una corona. En [17] tenemos
una generalizacién de estos resultados al p-laplaciano. El caso de un dominio no
acotado (Q = RN ) fue estudiado en [7]. Asi, el objetivo de nuestro trabajo es
la extensién de los resultados de [7] al caso Q = {a: e RN : |z|> 1} . Notemos
que la existencia de soluciones radiales para poblemas en dominios exteriores
con una no-linealidad continua fue considerado por muchos autores con técnicas

diferentes (ver por ejemplo [30], [43], [51], [52], [53], [56], [88])-
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Para el estudio de (0.13) empezamos planteando el problema en una corona

—Au(z) = f(u(z)—a), z€N= {x eRN /1< |z|< R}
u(z) > 0, z€Q (0.14)
u(z) = 0, z € 9Q

Considerando ¢ > 0 como parametro de bifurcacion, probaremos la existencia
de una rama global de pares (a,u) con a > 0 y u solucién radial positiva del
problema (0.14). Luego, pasando al limite cuando R — 400, obtenemos para
cualquier @ > 0 la existencia de una solucién radial positiva del problema (0.13).
Notemos que este método estd inspirado en [7], donde se estudia el problema
(0.13) con © = IRN. No obstante, hemos de observar que en nuestro caso las
dificultades técnicas aumentan, lo cual complica su estudio (ver Notas 4.2.4 ¢)).

Comenzamos la seccion 4.1 de este Capitulo 4 recordando un lema topoldgico
(Lema 4.1.1) y enunciando un resultado de bifurcacién global (Teorema 4.1.3)
que necesitaremos para probar el Teorema 4.1.4 que nos proporciona la exis-
tencia de una rama global de soluciones radiales positivas del problema (0.14).
Terminamos estd seccién probando un lema técnico (Lema 4.1.6) que da estimas
de la norma uniforme de una posible solucién de (0.14) y que es itil en lo que
sigue.

En la seccién 4.2 se hace necesario, para estudiar el problema (0.13), probar
dos resultados: Lema 4.2.1 y Lema 4.2.2. En el primero demostramos algunas
desigualdades relacionadas con los rayos p; y p2, donde una solucién radial de
(0.13) toma el valor a. En el segundo ofrecemos una estimacién de esta solucién
en términos de p;. Basindonos en estos resultados y usando el Lema 4.1.1
y el Teorema 4.1.3, probaremos nuestro resultado principal de este Capitulo
(Teorema 4.2.3), que asegura la existencia de una solucién radial positiva de
(0.13) para cualquier @ > 0. Finalmente, en las Notas 4.2.4 explicamos las
diferencias que existen entre el caso 2 = IRY (ver [7]) y nuestro caso del exterior
de una bola. También insistimos sobre las nuevas aportaciones del Teorema

4.2.3.

El Capitulo 5 lo dedicamos al caso en el que el operador estandard £ = A es
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sustituido por un operador diferencial mas general. Concretamente estudiamos

la existencia de soluciones no negativas y acotadas del problema

~div(a(z, )| Vu~2Vu) + La(z, u)|Valr =
= bz, Wlult 2+ (e, w)lult, @ €9, (0.15)
u(z) =0, z €09

donde © es un dominio acotado de IRM con frontera regular, p > 1 es un nimero

real arbitrario, ¢ € (1,p}) (ver seccién 5.1 para la definicién de p}) y
a,b,al,bl : QA x R— IR

son funciones reales de Carathéodory satisfaciendo condiciones apropiadas de
crecimiento. Mas precisamente la funcién a(z, s) tiene un crecimiento arbitrario
con respecto a s y posiblemente degenerada (es decir a(., s) puede tomar el valor
cero en algin subconjunto de Q) o singular con respecto az € . Ademas, b(z, )
verifica una condicién de crecimiento subcritico y otra condicién de sublineali-
dad.

Llamaremos solucién del problema (0.15) (ver Definicién 5.1.2) a toda funcién

u € Wy (w, Q) (espacio de Sobolev con peso w) satisfaciendo

/;za(z,u)IVu|”_2VuV<p dz + %/ al,(z,u)|VulPp dz =
Q

= / [b(z,u) + %b;(z,u)u] |u|?2uep dz
Q

para todo ¢ € WyP(w, Q) N L®(Q). Para probar la existencia de una solucién
no negativa de (0.15) utilizaremos métodos variacionales. En efecto, aplicando
resultados de minimizacién directos (Teorema 5.3.3), obtenemos dicha solucién

como minimo global de un funcional I definido por
I(u) = Zl—’-/ a(z,u)|VulP dz — 3/ b(z,ut)(ut)? de, u € WyP(w,Q).
Q Q

Hemos estructurado el contenido de este Capitulo de la siguiente manera.

Empezamos con una secciéon de Preliminares donde incluimos algunas defini-
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ciones ttiles y las propiedades de espacios de Sobolev con peso. En la segunda
seccién demostramos, bajo condiciones adecuadas, dos resultados (Teorema
5.2.1 y Proposicién 5.2.4) que nos proporcionan estimaciones a priori de una
posible solucién no negativa de (0.15). Utilizando estas estimaciones hacemos,
en la tercera seccién, una truncadura @(z,s) de la funcién a(z,s) de manera

que el nuevo funcional I definido por
Tl L 1 H(ut Lp
I(u) = ;/ a(z,u)|VulP dz — E/ b(z,ut)(vt)dz, v € Wyt (w,Q),
Q Q

admite un minimo global, no negativo, ug en W,*(w, Q) (Proposicién 5.3.4).
Imponiendo condiciones suplementarias a la funcién b (z,s) (ver Lema 5.3.5) y
usando de nuevo las cotas a priori dadas en la seccién 4.2, probaremos en el
Teorema 5.4.1, el resultado principal de este Capitulo 5, que up es una solucién
no negativa de (0.15), acotada y distinta de cero satisfaciendo I (up) < 0. Fi-
nalmente discutimos en la Nota 5.4.2, las condiciones impuestas a la funcién
b(z,s), probando asi que son completamente independientes. Notemos que los
resultados obtenidos en este capitulo (ver [19]) generalizan [15] y una parte de

[16].
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Capitulo 1

LA ECUACION ESCALAR.

Dedicaremos este Capitulo de la Memoria a estudiar el modelo escalar de Cooke
y Kaplan [42] proveniente de Teoria de Epidemias y Dindmica de poblaciones,
aunque nuestros resultados de existencia, no existencia y multiplicidad de solu-
ciones positivas se corresponden con un modelo més general que el citado.
En particular, centramos nuestra atencién en el uso de métodos monétonos
(soluciones superiores e inferiores) y métodos topoldgicos (técnicas de grado

topoldgico en conos).

1.1 DESCRIPCION Y ORIGEN DEL MODELO

En el afio 1.976, Cooke y Kaplan propusieron la ecuacién integral (ver [42])

v)= [ I ds (L1)

para explicar el comportamiento periddico de algunas enfermedades contagiosas
que aparecieron en Nueva York durante los anos 1.929-1.970.

El modelo se obtiene de la siguiente manera: Consideremos una poblacién
aislada satisfaciendo las condiciones (ver [42], [86]):

1. La poblacién tiene un tamaiio constante N.

2. La poblacién estd dividida en dos clases de individuos de interseccién

vacia: los susceptibles de contraer la infeccién y los que estdn infectados.
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3. La enfermedad no es mortal y después del periodo de infeccién, cada
individuo es de nuevo susceptible de contraerla.

4. No hay estado laténte, es decir no hay tiempo de retraso entre la ex-
posicién a la enfermedad y ser infeccioso.

5. El tiempo durante el cual cada individuo esta infectado es una constante
positiva fija 7 (en unidades de tiempo).

6. La poblacién es homogénea y estd uniformemente mezclada. La razén
de contacto, definida como el nfimero medio de contactos efectivos con otros
individuos por infeccioso por unidad de tiempo, es una funcién a(t) (del tiempo
t), que es periédica. Entenderemos por contacto efectivo una interaccién que
implica la infeccién de otro individuo si es susceptible.

7. La poblacién tiene un tamafio NV suficientemente grande de manera que,
la proporcién I(t) de los individuos actualmente infecciosos y la proporcién
S(t) de los individuos actualmente susceptibles, se comportan como variables

continuas.

Claramente el producto a(t)S(t) nos proporciona el nimero de contactos
efectivos por individuo infeccioso por unidad de tiempo. En consecuencia
NI(t)[a(t)S(t)] es el nlimero de contactos efectivos en el momento ¢ por unidad
de tiempo, es decir, el ndimero de nuevos infecciosos introducidos en la poblacién

en el momento t. Pero, por la condicién 2, I(t) + S(t) = 1. Entonces
NI(®)[a(6) S (8)] = Na@) I(8)(1-1(2)).

Como la duracién de la infeccién es precisamente la constante 7, el nimero de
individuos que pasan de la clase de los infecciosos a los susceptibles, por unidad

de tiempo, en el momento ¢, estara dado por
Na(t—-1)I(t-1)(1-I(t-7)).
Asi, es 16gico suponer que
NI'(t)=Na@®)I(t)(1-I(t))—Na(t-7)I(t-7)(1-I(t-T1)),
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es decir,
I'=a@®I®)QA-I(t)-at-7)IEt-7)1-1I(t-T7)).
De 5quf resulta, por integracion,

I(t) = /:_Ta(s)I(s) (1—1(s))ds +e. (1.2)

Es usual tomar la constante ¢ como cero (ver [42] y [86]).
La ecuacién integral (1.1) es una generalizacién de (1.2), y admite una

interaccion en la poblacién mas general que la anteriormente descrita.

En este capitulo estamos interesados en el estudio de la siguiente ecuacién

integral no lineal, que es mas general que (1.1):

7(t)
z (t) :/O g(t,s,z(t—s—1))ds. (1.3)

En adelante suponemos la hipétesis siguiente:

(H)g:Rx R x[0,+00[— IR, (t,s,y) — ¢(t,s,y) es una funcién continua,
w-periddica (w > 0) en la variable t, g(t,s,y) > 0, V(t,s,y) € R x IR x [0, +o0],
g(t,s,0)=0,V(t,s) € Rx IR, es una constante no negativa y r: R — (0,400)

w_P

es una funcién continua y A-periédica (A > 0) tal que Y g p,q € IN.

Notemos que la ecuacién integral (1.3) generaliza distintos modelos conside-
rados por otros autores. En efecto:

-Sit(t)=7>0,l=0y g(t,s,y) = f(t — s,y) tenemos el modelo (1.1)
estudiado por Cooke y Kaplan [42], Guo y Lakshmikantham [59] y Smith [86].

-Sit(t)=7>0,0=0y g(t,s,y) = P(s,7)f(t — s,y), tenemos el caso
considerado por Nussbaum [82]. _

-Sit(t)=7>0,1>0y g(t,s,y) = P(s)f(t— s—1,y) tenemos la ecuacién
examinada por Swick [89].

- Finalmente el caso donde 7() no es necesariamente constante fue conside-

rado por Torrejon [92].
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1.2 METODO DE SOLUCIONES SUPERIORES
E INFERIORES

Motivados por el origen del problema, asi como por las consideraciones anterio-
res, estamos interesados en la existencia de soluciones continuas, qw-periddicas,
no negativas y no triviales de la ecuacién (1.3). Nuestro objetivo en este
apartado es aplicar el método de soluciones superiores e inferiores a este modelo
y mostrar su potencia para problemas de este tipo. Ademas discutiremos sus
~ ventajas y sus inconvenientes respecto del método topoldgico, que se aplicard
en el apartado 1.3.

Observemos que (1.3) es equivalente a un problema de punto fijo en un
espacio de Banach adecuado. En efecto, sea E el espacio de Banach real de

todas las funciones de IR en IR, continuas y qw-periddicas, con la norma
z|| = max |z(t Ve e E
lell = max le(0)], Ve € E,

y sea P el cono

P={z€cE: z(t)>0, Vte R}.

Consideremos el operador F : E — E definido por

T(t
Fz(t) = /0 )g (t,s,z(t—s—1))ds. (1.4)

Entonces el problema (1.3) admite una solucién z continua, qw-periédica, no

negativa y no trivial si y sélo si existe z € P\ {0} tal que
r=Fz (1.5)
El interior del cono positivo P estd dado por
P={z€E: «(t)>0, Vte R},

y tienen un interés especial las soluciones z de (1.5) tales que z € P.
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Notemos que (E, P) es un espacio de Banach ordenado, respecto de la
relacion:

zr<ysiiy—z € P.

De aqui en adelante conservaremos todas estas definiciones y notaciones.

1.2.1 EXISTENCIA DE SOLUCIONES POSITIVAS

Antes de comenzar propiamente con nuestros resultados, establezcamos algunos

previos que habrin de usarse mas tarde:

PROPOSICION 1.2.1 i) El operador F : P — P, definido por (1.4), es
completamente continuo (es decir continuo y aplicando conjuntos acotados de
P en subconjuntos relativamente compactos de P).

i) Sea a; : R x R — IR*, (t,s) — ai(t,s), cualquier funcion continua y

w-periddica en t. Entonces el operador Lo, : E — E definido por
(1)
Lo, 2(t) = / ai(t,s)z(t—s—1l)ds, Vze F (1.6)
0

es lineal, positivo (es decir, Lo, (P) C P) y completamente continuo.
o
iii) Ademds, si Ay= 0, Vt € R, donde A; = {s€ R: a;(t,s) =0}, el
operador L, es fuertemente positivo (en el sentido de que eziste n € IN tal que

(Lay))" (P \ {0}) CI%) y tenemos la siguiente desigualdad:
o [ t,s)ds < r(L < " t,s)d 1.7
mip [ @it 9)ds < r(Le) € max [atads, ()

donde r(L,,) = lim ||L"  es el radio espectral de L, .
1 n— 00 o1 1

Demostraciéon. i) Empezamos con la continuidad y probaremos que F' :

E — E es continuo. Fijamos 2o € E y supongamos que z € E, ||z — zo|| < 1.
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FEntonces

|Fz (1) - Fzo (1)]

Il

fof(t)g(t,s,a:(t —s—=0))—g(t,s,zo(t — s — l))ds‘ =

( haciendo el cambio de variable u =t —s—1)

= i ot = 1= 5,2(5) = gt = 1 = s,20(s))] ds| =
= [T U (t5,2()) = H (25,30 (s))] s,

con H(t)say) = g(tvt -1l s,y).
Como la funcién H es uniformemente continua en el compacto

Ky =[0,qw] X [ — 72,qw — 1] X [0,1 + ||zo]l], (1'2 :Org{sa.x/\ T(t)) ,

deducimos, para cualquier ¢ > 0, la existencia de 7 = 7(¢) > 0 tal que si

(t1,81,%1),(t2, 52,92) € Kq verifican |ty — ta| <7, [s1 = 82| <y |y —y2| <,

entonces

|H (t1,51,91) — H (t2,52,92)| < €.

Entonces, tomando ||z — zo|| < min {1,7}, obtenemos
|Fz (t) — Fzo(t)| <ere, Vte(0,qw],

es decir,

||Fz — Fzol| < ema,

lo cual demuestra la continuidad de F.

Por otra parte, sea G cualquier subconjunto acotado de P, es decir, existe
M, > 0 tal que ||z|| < My, Vz € G. Queremos probar que F' (G) es relativamente
compacto en P. Claramente, por (H), F(G) es acotado. Ademas F'(G) es
equicontinuo. Para probarlo fijamos ¢ > 0 y sea

M, = max |H(i,s,
2 (t,g;)EKzl (t,3,9)l

donde K3 = [0, qw] x [~I — 72, qw — 1] X [0, M;]. Como las funciones H (2,s,y)

y f(t) = t — 1 — 7(t) son, respectivamente, uniformemente continuas en los
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compactos Ky y [0,qw], existe n = n(e) € (0,¢) tal que para (t1,s1,%1),
(t2,82,92) € Ko satisfaciendo [ty —t2| < 7, [s1—s2| <y |y —w2| <,

tenemos

|H (t1,81,91) — H (t2,82,92)| < e y |f(t2) = f(t1)| L e

De aqui deducimos, para z € G arbitrarioy 1,3 € [0, qw] tales que |t — t2] < 7,

que

|Fz(tz) — Fz (t1)] =

52 g(tg,5,2(ty — s — 1))ds — Jg ) g(t1,s,2(ts — 5 — l))d5|
tt;:l—T(tg) H (tZ? S, (3)) ds — ttll——l—ﬂ'(tl) H (tl’ ST (5)) d.Sl

ttzl-——ll::((tt;)) H (t2,8,2(s))ds + j;f?-—ll—v'(tl) H (t2,8,2(s)) ds+
+ fttlz:ll H (t27 $,T (8)) ds — fttll-—_l~7(tl) H (th $,T (3)) dsl <

S t?_—ll::((til)) H (t27 S, T (3)) dsl + tt12:ll H (t27 ST (5)) d8| +
|27 ) (H (2, 5,2 () ds = H (11,5, (s))) ds| <

< Ma|f(t2) = f(t)l + Mafta —ta| +emp <
< (2M2+T2)8, Ve € G,

lo cual demuestra que F'(G) es equicontinuo. Ahora, por el Teorema de Arzeld-
Ascoli, F'(G) es relativamente compacto.

ii) Es trivial a partir de i).

iii) Queremos probar que L,, es fuertemente positivo. Para ello tomemos
n € IN tal que nmy > gqw, donde 7y =Orgi2\ 7(t) y « € P\ {0}. Si existiese algin
punto ¢y € IR tal que

(Lay)"z(t0) =0 (1.8)

tendriamos Ly, (Lq, )" tz(to) = 0, es decir,
7(to)
/ a1(to, 5)(Lay)"Y2(to — 5 — I)ds = 0.
0
Entonces
a1(to,s)(La,)"Y2(to —s—1) =0, Vs €[0,7(to)]-
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Utilizando la hipétesis (H3), obtenemos
(Loy)* Ya(to—s—1) =0, Vs €[0,7(to)]
lo cual es equivalente a
(Lo,)" tz(s) =0, Vs€[to—7(to)—1,t0—1]. (1.9)

Asf obtenemos (1.9) como consecuencia de (1.8).

Iterando ahora este proceso n veces, obtenemos z(s) = 0, Vs € I, donde [
es un intervalo de longitud al menos n7(tp) > nm > qw. Teniendo en cuenta
que z es qw-periédica, deducimos que z = 0, lo cual es una contradicion.

De otro lado, es bien sabido que el radio espectral es menor o igual que la
norma del operador. Entonces

7(t)
r(Lay) < Loyl = max [ a(t,)ds.

Ademés, como L,, es fuertemente positivo, el Teorema de Krein-Rutman

(ver [33], [67], [69]) asegura la existencia de zo € P\ {0} tal que
Lalibo = ’I‘(Lal )IL‘Q.

o
Teniendo en cuenta que A;= @, V¢t € IR, probemos que zo (t) > 0, Vt € IR (es

decir, zg € 1‘5) En efecto, si existiese ¢ € IR tal que zo(tp) = 0. Entonces
7(to)
0 = 7(Lq, )o(t0) = /0 a1(to, 8)zo(to — s — l)ds,

por lo tanto zo = 0 en el intervalo [to — 71 — I, o — [] (de longitud 1), donde
T =It%i}131 7(t) > 0 (recordemos que 7 es A-periddica). Ahora si escribimos
zo(to—m —1) = 0y zo(to — ) = 0, obtendremos como antes o = 0 en los
intervalos [to — 21 — 21,to — 71 — 2], [to — 71 — 21, to — 2l], es decir, 2o = 0 en
el intervalo [to — 27 — 2l,t9 — 2] ( de longitud 27;). Si repetimos este proceso

suficientes veces, deduciremos que zo = 0 en un intervalo de longitud nmy > quw.
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Por lo tanto zg = 0, lo cual es una contradiccion.

Sea t; € IR tal que g (t1) ::Itréig zo (t) > 0. Entonces

fg(tl) ay(t1,8)zo(t1 —s—1)ds >
o (t1) foT(tI) ai(t1,s)ds >

> o (tl) ?g}% foT(t) al(t73)d37

7(Lay)Zo (t1)

v

lo cual implica Itnill% fo ® ay(t,s)ds < r(Lg,). Asi queda probado la proposicién. O
€
El siguiente teorema describe el marco general del método de soluciones

superiores e inferiores (ver [31], [59]):

TEOREMA 1.2.2 Sean a, 3 € P, dos funciones tales que a(t) < B(t),Vt € IR
Y

i) @ es una solucion inferior de (1.3), es decir,
(t)
aft) < / g(t,s,a(t — s — 1))ds, ¥t € R. (1.10)
0
i) B es una solucion superior de (1.3), es decir,
()
B(t) > / o(t,5,B(t — s — 1))ds, Vi € RR. (1.11)
0
ii) g es creciente con respecto a y € [ag, Bo] para (t,s) € IR X IR fijo, donde
ao = mina(t), fo = maxf(t).
Entonces (1.3) tiene al menos una solucion = € P tal que
aft) < z(t) < B(), Vi€ R.
Demostracién.  Consideremos las sucesiones {z,}, {z"} definidas por

To=aq, Tnyy = Fz,, 2% =6, 2"t = F2" Vn € IN.
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Utilizando 1), ii), iii) y (H) podemos verificar ficilmente que
a(t) < zp(t) < Tppa(t) < 2™H(2t) < 2™(t) < B(t), Yt € R.

Entonces {z,} y {z"} convergen, respectivamente, a funciones z e y, elementos

de F tales que
o(t) < 2(t) < y(t) < B(t), Vt € R.

Ademas, por la continuidad de F' (Proposicién 1.2.1 i) ), tenemos
z=Fz, y=Fy.

a

NOTAS 1.2.3 a) Puede ocurrir z = y. Asi, seria interesante buscar condi-
ciones suficientes que aseguren x # y.

b) Es fdcil ver que una solucion z de (1.3) que pertenezca al intervalo
[o,f]={u€e E: a(t)<u(t)<p(t), Vt e R},

verifica

z(t) < 2 (1) < y(?)-

Ast, decimos que ¢ y y son, respectivamente, solucion minimal y mazimal del
problema (1.3) en el intervalo [a, 3] .

¢) El teorema anterior proporciona no sélo la ezxistencia de una solucion
de (1.3), sino un esquema iterativo mediante el cual pueden obtenerse aprozi-
maciones de tal solucion. Esta es una de las grandes ventajas del método de
soluciones superiores e inferiores.

d) Para aplicar el método de soluciones superiores e inferiores necesitamos,
en general, la monotonia de la funcion g. Esta es una hipdtesis bastante res-

trictiva. Como veremos mds tarde los métodos topologicos permiten eliminarla.

El teorema anterior goza de bastante generalidad pero es dificil de aplicar en

ejemplos concretos; por ello seria interesante encontrar condiciones mas simples
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que garanticen el cumplimiento de (1.10) y (1.11) . Ademas, teniendo en cuenta
el origen del modelo, estas condiciones deberian tener interpretaciones biologicas

adecuadas. Esto es lo que hacemos en el siguiente resultado:

TEOREMA 1.2.4 Supongamos las siguientes condiciones:
i) Ezisten una funcién continua ¢ : R x R — R*, (t,s) — a(t,s),

w-periddica en t y un nimero real positivo § tales que
g(t,s,y) > a(t,s)y, Yy €[0,6], V(t,s) € R?.
Ademds, eziste y € P con llyll < 6 satisfaciendo

y < La(y).

i) Ewzisten una funcion continua b : IR x R — IR, (t,s) — b(t,s),

w-periddica en t y un nimero positivo M > 0 tales que
g(t,s,y) < b(t,s)y, Yy € [M,+00), ¥(t,s) € R?.

Ademds b(t,s) > 0, V(t,s) € R? y r(Lp) < 1.
ii) g es creciente con respecto a y € [0,+00) para (t,s) € IR? fijo.

o
Entonces (1.8) admite una solucion x €P.

Demostracidon.  La demostracién consiste en probar la existencia de una
solucién inferior a y de una solucién superior § apropiadas tales que a < .

Claramente o = y es una solucidn inferior, porque

y(1) < L)(®) = FPa(t,s)y(t—s—1)ds <
< fg(t)g(t,s,y(t— s—1))ds = Fy(t), Vt € R.

De otro lado, tomemos m € (1,+00) tal que r(mLs) = 1. Como consecuencia
de la Proposicién 1.2.1 ii), el operador mLy : E — E es lineal, compacto y

positivo. Entonces existe, por el Teorema de Krein-Rutman [69], una funcién
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Yo € P\ {0} satisfaciendo

(mLp)(y0) = Yo

Ademds, por un razonamiento andlogo al de la Proposicién 1.2.1ii), probamos
que %o Eﬁ, es decir, yo(t) > 0, Vt € IR.
Ahora, tomemos M; > 0 tal que

My(minyo(t)) 2 max{M, maxo(t)}.
Entonces, si 8 = M;yo, tenemos 3(t) > a(t),Vt € Ry

B(t) = Myyo(t) = Myi(mLs)(yo)(t) > Lsy(Miyo)(t) =
foT(t) b(t,S)Mlyo(t -8 — l)dS > f(;(t) g(t,S, MlyO(t —Ss— l))dS =
= JoOg(t,s,0(t— s~ 1))ds

o lo que es igual, § es una solucién superior de (1.3). Asi queda probado el
teorema. O

Como consecuencia de ello obtenemos dos corolarios. En el primero probare-
mos la existencia de soluciones superiores e inferiores no constantes en general.

En el segundo probaremos la existencia de soluciones superiores e inferiores

constantes.

COROLARIO 1.2.5 (Soluciones superiores e inferiores no constantes en gene-
ral).

Supongamos que:

i) Eziste una funcion continua a; : IR X IR — IR tal que

limin

f g(t’ 'S’ y)
y—0+ Yy

= al(t, 3)

uniformemente en (t,s) € IR x IR.
Ademds, fitz 0, Vi€ R yr(Ly) > 1.

i) Eziste una funcion continua by : IR X IR — IR tal que

t
lim sup 9(t:,9) = by(t,s)
y—+o0 Y
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uniformemente en (t,s) € R X IR.
Ademds r(Lp,) < 1.
iii) g es creciente con respecto a y € [0,+00) para (t,s) € R X IR fijo.

[
Entonces la ecuacion (1.8) tiene al menos una solucion x €P.

Demostracién. Para probar el corolario, verificaremos que las hipétesis del
Teorema 1.2.4 son satisfechas para funciones a y b adecuadas.

Para ello, tomemos m; € (0,1) tal que 7(m1L,,) = 1. Como el operador
my L,, es lineal, compacto y positivo, existe y; € P\ {0}, |ly1]| < 1 tal que
myLq,(y1) = y1. Utilizando el hecho de que /itz ),Vt € IR, y razonando como

O ’
en el teorema anterior, probamos que y; € P . También tenemos

n(t) = m fOT(t) ai(t,s)y(t—s—1lds < foT(t) ar(t,8)yi(t —s—l)ds =
= (Lgy)(t), Vt € R.

Tomemos ¢ > 0 satisfaciendo

I;Iéllg ((Lcuyl)(t) - yl(t))

7(t) e '
Iglea,é(fo n(t—s—1)ds

Entonces de i) deducimos la existencia de § > 0 tal que
9(t,5,9) > (ai(t,5) — €)y, ¥y € [0,6],¥(t,5) € R*.

La funcién a = a; — ¢ verifica la hip6tesis i) del Teorema 1.2.4 con y = éy;.
También, por las propiedades del radio espectral, podemos elegir ¢’ > 0 tal

que 7(Lp,4¢1)) < 1. Ademds, por ii), existe M > 0 tal que
9(t,5,y) < (ba(t,) + ")y, Yy € [M, +00),¥(t,5) € IR?,

es decir, la funcién b = by + £’ verifica la hipdtesis ii) del Teorema 1.2.4. Asi

queda probado el corolario. O

NOTAS 1.2.6 a) Los autores que han utilizado métodos topoldgicos para estu-
diar (1.3) ([33], [42], [82], [86]) suponen la ezistencia de los verdaderos limites
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en i) y i) del Corolario 1.2.5, en lugar de liminf y limsup. También suponen
(excepto en [33]) que by = 0. Por ejemplo, en el trabajo de Cooke y Kaplan [{2]
la funcion g(t,s,y) es acotada. Asi, nuestra hipdtesis i) del Corolario 1.2.5
permite a la funcion g un comportamiento mds general, respecto de y, en +oo.

También, tanto en el trabajo de Smith [86] como en el de Cooke y Kaplan
[42], se ezige la existencia de la derivada parcial de la funcion g(t,s,y) con
respecto a i en el punto cero. Esta condicion restrictiva de regularidad no es
necesaria en nuestro corolario.

b) Las condiciones i) y ii) del Corolario 1.2.5 ponen de manifiesto que la

eristencia de soluciones de (1.3) depende del comportamiento de la funcion
9(t,8,9)

Y
mente pequerio. Notemos que en el modélo original de Cooke y Kaplan [42],

cuando y es suficientemente grande y también cuando y es suficiente-

ar(tyo) = lim, 25— 2 (1.5,0)

(cuando este limite eziste) representa la tasa de contacto de la epidemia.

¢) En los trabajos mencionados en la nota a), la solucion periddica x obtenida
pertenece a P\ {0}, mientras que en nuestro corolario tenemos mds: z € P,
es decir z (t) > 0, Vt € IR. Biologicamente hablando, eso significa que en todo
momento hay una proporcion positiva de individuos de la poblacion que son
infecciosos.

d) Una condicion suficiente para que se verifique /({tz 0, Vt € IR, es
a(t,s) > 0 V(t,s) € R? o u(A:) = 0, Vt € IR, donde p es la medida de
Lebesgue.

COROLARIO 1.2.7 (Soluciones superiores e inferiores constantes).
Supongamos que
i) Eziste una funcion continua ay : IR X IR — IR tal que

limin

f g(t? s? y)
y—0+ Y

= a4(t, s),

uniformemente en (t,s) € IR x IR.
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. . 7(t)
Ademds min Jo a1 (t,s)ds > 1.

i) Eziste una funcion continua by : IR X IR — IR tal que

t
lim sup 9(t:,9) = bi(t,s)
y—+o0 Y

uniformemente en (t,s) € R x IR.
Ademds max JT® by (t,5)ds < 1.
i) g es creciente con respecto a y € [0,+00) para (t,s) € IR x IR fijo.

o
Entonces la ecuacion (1.3) tiene al menos una solucion x €P.

Demostracidn. Verifiquemos de nuevo que las condiciones del Teorema

1.2.4 son satisfechas. Para ello tomemos ¢ > 0 tal que

0 20
%1/0 (ar(t,s) —€)ds > 1y rtxéaé(/O (b1 (t,5) +€)ds < 1.

Entonces de i) y ii), deducimos la existencia de dos nimeros positivos § y M

(6 < M), tales que

9(t,8,y) > (ax(t,s) — €)y, Yy €[0,8],V(t,s) € IR?

9(t,5,9) < (bi(t,8) + €)y, Yy € [M, +00),¥(t,s) € R2.

Ahora, si y € (0,6) es una constante, tendremos

Jo© (a1 (t,5) — €) yds <
7 g(,s,y)ds, Vt € R,

y<y [T (a1 (t,5) —€)ds

IN

es decir, y es una solucién inferior constante de (1.3). Ademas se sabe por (1.7)
que

T(¢) (%)
: _ < r(I-) < _
%11121/0 a(t,s)ds <r(Lz) __rtneag(/o a(t,s)ds
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para cualquier funcién continua @: IR x IR — IR, verificando las hipétesis de la

Proposicién 1.2.1 ii). Entonces
()
(Lo ey) Stmas /0 (b (t,5) + ) ds < 1.
Trivialmente las funciones
a(t,s)=ai(t,s)—ecyb(t,s) =b(t,s)+¢

satisfacen las condiciones i) y ii) del Teorema 1.2.4 y podemos aplicar dicho
teorema para concluir la demostracién.

Ademis, si y € [M, +00), entonces

ST (b1 (t,5) +€) yds >
7@ g(t,s,y)ds, Vte€ R.

y >y 7O (by (t,5) +¢)ds

Il

v

Esto implica que existen soluciones superiores de (1.3) que son constantes. O

NOTAS 1.2.8 a) El Corolario 1.2.7 tiene dos ventajas con respecto al Coro-
lario 1.2.5. Primero, tenemos soluciones superiores e inferiores constantes (lo
cual es mds fdcil de verificar en ejemplos concretos que la eristencia de solu-
ciones superiores e inferiores no constantes); segundo, en el Corolario 1.2.7,
el congunto fit puede ser no vacio. Eso es importante desde el punto de vista
bioldgico y significa, por ejemplo en Teoria de Epidemias, que la enfermedad
puede no desaparecer, aunque la tasa de contacto de la epidemia
9(t,5,9)

ai (t,s) 5y1i%1+

portamiento de la tasa de contacto no es permitido en [33], [42], [82], [86]. Por

sea nula en algunos intervalos de tiempo. Este com-

otro lado, veremos en los ejemplos que siguen que el Corolario 1.2.5 cubre casos
que no pueden ser estudiados por el Corolario 1.2.7 (véase Ejemplo 2).

b) En el caso particular del modelo de Cooke y Kaplan [{2] donde
Tt)=7>0,1=0yg(t,s,y)= f(t—s,y), la hipdtesis

7(t)
i t,s)ds > 1
min /0 a1 (t,s)ds >
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es equivalente a

min/ a(s)ds > 1, cona(t) =liminf M
teR Ji—r y—0+ )

Una condicion suficiente para obtener dicha hipdtesis es
. 1 .
a =min a(t) > —, es decir ar > 1.
teR T

Su interpretacion bioldgica es la siguiente: ”La infeccion sigue siendo endémica
en la poblacion y el nimero de los infecciosos varia periodicamente si la tasa

1
de contacto a (t) ezcede de ;” .

1.2.2 NOTAS Y EJEMPLOS

Para aclarar mas los resultados obtenidos anteriormente y mostrar las generali-
zaciones obtenidas, dedicaremos esta subseccién del capitulo a notas y ejemplos
que los ilustran. Desarrollamos tres ejemplos para el modelo de Cooke y Kaplan

(1.1) (claramente podemos considerar situaciones mas generales),

)= [ fsao)ds,

donde T es una constante positivay f : Rx[0,400) — R, (t,z) — f(t,z) es una
funcién continua, w-periédica en la variable ¢, f(t,z) > 0,V(t,z) € Rx[0,+00)
y f(t,0) =0, Vt € R.

Haciendo el cambio de variable s —¢ = u, el problema (1.1), que se corresponde

con la ecuacién anterior, se puede transformar en

2(t) = /0 " F(t—s,2(t - s))ds, (1.12)

que es un caso particular de la ecuacién (1.3), donde 7(¢) =7 >0, I =0y
9(t,5,9) = £(t — 5,9),¥(t,5,) € B2 X [0, +00).

Estamos interesados en la existencia de soluciones no negativas, no triviales
y w-periédicas de (1.1) (o (1.12)).

Ejemplo 1. Aqui presentamos un ejemplo donde la funcién f no es regular
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en la variable y.

Sea ®(z) la funcién definida en [0, 1] por:

-5 S €l nelN
b(@)={ e+  si zellE+A)i nelN
0 si z=0

Claramente ® : [0,1] — IR es continua, creciente, ®(z) > 0,Vz € [0,1] y no

existen las derivadas ®'(z,) y ®'(0) (donde z, = —;—(%

Ademds liminf 22 — 1,

z—0+ T
Sea a : IR — [0,+00) una funcién continua, w-periédica, tal que

1
+ m)’vn € W)

/ow a(s)ds > 1

y tomemos 7 > w.

Sea f: IR x [0,+00) — IR definida por

a(t)® si (t,z)e R x|[0,1

N ECL O RCORY 1)
a(t)y/z si (t,z) € R x[1,+00)

y consideremos la ecuacién integral (1.12).

Todas las hipétesis del Corolario 1.2.7 son satisfechas con
a1(t,s) = a(t —s), bi(t,s) = 0.

En consecuencia (1.12), con f dada por (1.13), admite una solucién z €p.

t
Observemos que lim 9(t:5,9)
y—0+ Y

resultados de [42], [82] y [86].

no existe. Entonces no podemos aplicar los

Ejemplo 2. Aqui construimos un ejemplo donde es posible aplicar el Coro-
lario 1.2.5, pero la ecuacién (1.12) no tiene soluciones superiores e inferiores
constantes. Para ello necesitamos un lema previo relacionado con la desigual-

dad (1.7).
LEMA 1.2.9 Sean a : IR — (0,4+00) una funcion continua, w-periddica,
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>0,y Ly : Eg — Eo un operador definido por
L,z(t) = / a(t — s)z(t — s)ds, Vz € Ey,
0

donde Ey es el espacio de Banach real de todas las funciones reales continuas
y w-periddicas definidas en IR con la norma

llz|| = o?%'x(t)l’ Vz € Eo.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) La funcion a(t) no es T-periddica.
e T
i) min [J a(t — s)ds < r(L,).
) min [7 a(t - s)ds < r(L)

i) r(Ly) < max fo a(t — s)ds.

Demostracion. De la desigualdad (1.7) deducimos

i - < < — . .
%111%1/0 a(t—s)ds < r(Ly) < Itnea}%{/o a(t — s)ds (1.14)

Empezamos con la demostracién de la equivalencia i) & ii).
i) = ii):
Sea

P = {iEGEQZ x(t) > 0, VtER}

Por el Teorema de Krein-Rutman, existe una funcién z € Py \ {0} tal que
/ a(t — 8)a(t — s)ds = r(La)a(t), V¢ € IR. (1.15)
0

[
Al igual que en la demostracién de la proposicién 1.2.11ii), se prueba que z € P,
es decir, z(t) > 0, Vt € IR. Ademas z es no constante porque a no es r-periédica.
Sea t, € IR tal que z(t1) =£r()£j1121 z(t) > 0 y sea n > 1 el primer entero natural tal

que z es no constante en [t; — n7,t; — (n — 1)7]. Entonces, si to = t; — (n — 1)7,
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tenemos It%iII%l z(t) = z(to) y = no es constante en [ty — 7,1g]. Por tanto

(min g a(t— s)ds)z(te) < [T alto — s)a(to)ds <

< [q a(to — s)z(to — s)ds = r(La)z(to)

y en consecuencia

It%lI%/o a(t — s)ds < r(Lg).
il) = i):

Si a es T-periédica, entonces, por (1.14) tenemos

T 1
in "ot - s)ds = mip [ a(s)ds =
mm/0 a(t — s)ds min - a(s)ds

teER
t T
= max a(s)ds = max [ a(t— s)ds,
teR Ji—r teR Jo

lo cual implica r(L,) = Itréi}% Jo a(t — s)ds.

La equivalencia entre i) y iii) se demuestra de manera analoga. O

COROLARIO 1.2.10 Sean 1 > 0,w > 0 tales que 5 ¢ IN. Entonces ezxiste

una funcion continua y w-periddica a : R — (0,+00), que no es T-periddica,

tal que
,
min/ a(t—s)ds < 1y r(Lg) > 1. (1.16)
teR Jo
Demostracién. Tomemos ap : R — (0,4+00) una funcién continua de

periodo minimal w. Entonces ap no es 7-peridédica y en consecuencia

T
?él}'il/o ao(t — s)ds < 1(Lgy)-

Fijemos by € (0, +00) satisfaciendo 7(Lpya,) = 1 ¥ co €]bo, bo + 7 para'n > 0.

Entonces, si 7 es suficientemente pequeio,

,
i t—s)d 1
ItIélII%l/o coao(t — s)ds <
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Co

b—0‘>1.

C
T(Lcoao) = COT(LGO) = ir(l’boao) =

Para concluir la demostracién tomemos a = cgag. O
Ahora estamos en condiciones de construir el Ejemplo 2. Para ello, fijemos
T .2 .
7 > 0,w > 0 tales que — ¢ INV. Sea a : IR — (0,+00) una funcién continua
w

w-periédica satisfaciendo (1.16). Denotemos por
T
a; =7(Ly), o =Itneag(/0 a(t — s)ds

y observemos que, por el Lema 1.2.9, 1 < a; < az. Sea € > 0 satisfaciendo

23}

1
< €< o -1

1 1
(entonces, 0 < 1— z < a—) y elijamos u € IR tal que
1

1 1 1
—,1- - — 1. 1.17
ma.x(a2 5) < p < o < ( )
Sea h : [0,4+00) — IRT una funcién continua definida por

h(z) = t—(1-p)zc si z€]0,1]

7% si z2>1.

Tomemos

f(ty) = a(®)h(y) (1.18)

en (1.12). Entonces todas las condiciones del Corolario 1.2.5 son satisfechas con
ai(t,s) = a(t — s), bi(t,s) = pa(t — s)

y en consecuencia la ecuacién (1.12), donde f estd dada por (1.18), posee una
[4
solucién z €Fy . Pero en este caso, (1.12) no tiene soluciones superiores e

inferiores constantes. En efecto, si & > 0 fuese una solucién inferior constante,
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entonces

a < /OT a(t — s)h(a)ds.

Luego o < / a(t — s)ds, Vt € IR, lo cual implica
h(a) 0

2 < min/Ta(t—s)ds <1

h(a) ~ teR Jo ’

es decir, @ < h(a). Asi, obtenemos una contradiccién con las propiedades de

h.

También si § > 0 fuese una solucién superior constante, entonces
T
8> [ a(t-s)n()is.
0

T 1

Si B €[1,+), tenemos —,le > / a(t — s)ds, Vt € IR, lo cual implica m > as,
0

que es una contradiccién con (1.17).

p > ay, es decir, 1 — (1 — p)3s7 1 < —1—

Si ﬂ S (0, 1], entonces ﬂ——-(l—_———p,)—,é; o

Finalmente obtenemos
po< 1=t gt < al—

lo cual es una contradiccién con (1.17).

Ejemplo 3. En este dltimo ejemplo, la tasa de contacto a (¢) puede ser nula
en algunos intervalos no triviales de IR, pero la ecuacién tendrd una solucién
estrictamente positiva. Como veremos, la enfermedad no desaparece si 7 (el
tiempo durante el cual el individuo se mantiene infeccioso) es mayor que w,
aunque a (t) sea cero en algunos intervalos no triviales del tiempo.

Sea a : IR — IR la funcién 2r-periédica continua definida por

yT>2m.
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Entonces

/ a(t—s)ds > 0, Vi€ IR
0

T T
m:mjn/ a(t — s)ds > 0, Mzmax/ a(t — s)ds > 0.
teR Jg teR Jo

1 ‘s
Sean a = %, B = Wi (claramente & > ) y h : [0,400) — IR una funcién
continua creciente tal que

lim M=a, lim ll—%—)=,3 y h(0)=0.

z—0+ T T—+400

Tomemos f(t,y) = a(t)h(y) en (1.17). Todas las condiciones del Coralario 1.2.7

son satisfechas con
ai(t,s) = aa(t — s), bi(t,s) = Ba(t — s)

o
y en consecuencia (1.17) posee una solucién z € Py .
Notemos que no es posible aplicar los resultados de [33], [42], [82] y [86] a
este ejemplo, porque a(t) es igual a cero en algunos intervalos no triviales de

R.

1.3 METODO TOPOLOGICO

En esta seccién estudiamos la ecuacién integral (1.3) mediante métodos topold-
gicos. Como ya hemos mencionado, el problema consiste en buscar puntos fijos,
en el espacio E, del operador F definido por (1.4). Para ello conservaremos
todas las definiciones y notaciones de la seccién anterior. Mostraremos algunos
resultados de existencia, no existencia y multiplicidad de soluciones positivas
de (1.3) (ver [33]). Ademds compararemos estos resultados con los obtenidos

en la seccion anterior mediante el método de soluciones superiores e inferiores.
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1.3.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Para facilitar la lectura de lo que sigue, dedicaremos esta subseccién a exponer
los resultados conocidos mas importantes que se utilizardn y que estan rela-
cionados con la Teorfa de indice de puntos fijos en conos.

Sea E; un espacio de Banach real y P; C E4 un cono, es decir un subconjunto

de F; satisfaciendo
P+ P CP, R*tPLCPyPANn(-P)={0}.
En FE,; se puede definir una relacién de orden de la forma

z<y sii y—ze€h.

Diremos entonces que Ej es un espacio de Banach ordenado (por el cono P;).
También escribiremos z < ysi y —z € P, \ {0}.
De aqui en adelante supondremos ademds que P es cerrado. El siguiente

teorema define el indice de puntos fijos en conos:

TEOREMA 1.3.1 (Teorema 1.1, [3]) Para cualquier abierto U de P, y
cualquier operador compacto Fy : U — Py (Fy es continuo y Fy (ﬁ) es relati-
vamente compacto), que no tenga puntos fijos en 0U, existe un nimero entero
i (F1, U, Py) satisfaciendo las siguientes condiciones:

(i) (Normalizacion) Para cualquier operador constante Fy : U — U,
i(F,U,P)=1.

(1) (Aditividad) Para cualquier par (Uy, Us) de abiertos de U satisfaciendo
Ui N Uz =0 y tales que Fy no tenga puntos fijos en U \ (U1 U Uz), se tiene

i(Fl,UaPI)=i(FlaUl7Pl)+i(F17U2?Pl),

donde i (Fy, Uy, P) = i (F1 IU;,Uk,Pl) k=12

(173) (Invariabilidad por Homotopia) Para cualquier intervalo compacto
A C R y cualquier operador compacto h : Ax U — Py tal que h(\,z) # =,
V(X z) € A X 9U, el mimero i(h(A,.),U, Py) estd bien definido y es indepen-
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diente de A € A.
(iv) (Propiedad de Ezistencia) Si i(Fy,U, Py) # 0, entonces Fy tiene al

menos un punto fijo en U.

Al niimero i (Fy, U, Py) se le llama ”{ndice de puntos fijos de F; en el abierto
U, con respecto a P;”. De aqui en adelante y cuando no haya posibilidad de
confusién, denotaremos i (Fy,U) =i (F,U, P).

Para més detalles sobre la teoria del grado topoldgico y las propiedades del
"{ndice de puntos fijos” se puede consultar los trabajos de Amann [3], Deimling
[49], Guo-Lakshmikantham [60] y Leray-Schauder [73].

Vista la importancia de la propiedad (iv) del Teorema 1.3.1, serfa muy
interesante enunciar algunos resultados que permitan calcular i (Fy, U, P;) en
abiertos U adecuados.

Para p € (0,400), notemos
(P1), ={z € P: |zf| <p}

y por
S;’ ={ze P : |z|=p}

Si p = 1, escribiremos simplemente S+ = S7.
Los siguientes lemas nos permiten hallar 4(Fy,(P;),) mediante la

”linealizacién de F; en 0 y +00”:

LEMA 1.3.2 (Lema 13.1, [3]) Sea Fy : (P1), — P1 un operador compacto tal
‘que Fy (0) = 0. Supongamos que Fy tiene una derivada por la derecha (Fy )'+ (0),
en la direccion del cono Py y tal que 1 no es valor propio de (Fy )fi_ (0) que tenga
asociado un vector propio en Py \{0}. Entonces eziste una constante o € (0, p]
tal que para cualquier o € (0,0¢],

i) i(F1,(P1),) = 1 si (F1), (0) no tiene vectores propios en P \ {0} para
valores propios mayores que 1.

ii) i (Fi,(P1),) = 0 si (F1), (0) tiene algin vector propio en Py \ {0} para

algin valor propio mayor que 1.
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NOTA 1.3.3 Por definicion, (F1), (0) es un operador lineal y continuo,
(F1) (0): Py — Py — E; tal que

Fi(h) - (F), O _

lim
h—0 lIA]l

heP

LEMA 1.3.4 (Lema 13.4, [3]) Sea Fy : P — Py un operador completamente
continuo, que admite una derivada en +00, en la direccion del cono Py; es decir,

eziste un operador lineal y continuo F] (+00) : Py — P — E; tal que

F(z)— F{(+00)z _

0.
e el

Supongamos que 1 no es valor propio de Fj (+00) asociado a algin vector propio
en Py \ {0}. Entonces existe un nimero oo, € (0,400) tal que:

i) i(F1,(P1),) = 1, Yo > 0, si F](+00) no tiene vectores propios en
Py \ {0} para valores propios mayores que 1.

i) i (F1,(P1),) =0, Vo > 0, si F{(4+00) tiene algin vector propio en

Py \ {0} para algin valor propio mayor que 1.
El siguiente teorema es una consecuencia de los Lemas 1.3.2 y 1.3.4.

TEOREMA 1.3.5 (Teorema 13.6, [3]) Sea Fy : P — P, un operador com-
pletamente continuo tal que Fy (0) = 0. Supongamos que ezisten las derivadas
(F1)} (0), Ff (+00) (definidas en los Lemas 1.3.2 y 1.3.4) y que 1 no es valor
propio asociado a algin vector propio en P \ {0} de ninguno de estos opera-
dores. Entonces I tiene al menos un punto fijo en Py \{0} si se verifica alguna
de las condiciones siguientes:

i) (F1)}; (0) no tiene vectores propios en P1 \ {0} para valores propios ma-
yores que 1, mientras que F{ (+00) si.

it) (F1)} (0) tiene algin vector propio en Py \ {0} para algin valor propio

mayor que 1, mientras que F} (+00) no.

COROLARIO 1.3.6 ( [3]) Sea Fy : P, — P; un operador completamente

continuo tal que Fy (0) = 0. Supongamos que ezisten las derivadas (Fy) (0),
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1 (+00) (definidas en los Lemas 1.3.2 y 1.3.4) y que Iglgé (0. Entonces Fy tiene
al menos un punto fijo en Py \ {0} si se verifica alguna de las condiciones
siguientes:

ir ((Fl)'_*_ (0)) < 1, F| (+0) es fuertemente positivo (en el sentido de que
eziste n € IN tal que [F] (+00)]" (Py \ {0}) Clgl) y 7 (F{(+00)) > 1.

(donde r (L) denota el radio espectral del operador L)

w)r ((Fl)'+ (0)) > 1, (F1)} (0) es fuertemente positivo y r (F{ (+0)) < 1.

Finalmente, el siguiente lema nos permite hallar ¢ (Fl,(Pl) p) bajo condi-

ciones distintas de las expuestas arriba:

LEMA 1.3.7 ([3], [60]) Sea F; : (—13;)_; — Py un operador compacto.

i) Si Fy(z) # Az para cualquier x € S} y cualquier A > 1, entonces
i(F,(P),) =1.

i) Si eziste algun vector p € Py \ {0} tal que z— Fy (z) # Ap para cualquier
z € §F y cualquier A > 0, entonces (Fl, (Pl)p) =0.

iit) Sea U un abierto convezo de P, y Fy : U — P, un operador compacto.

S1 Fy (7) C U, entonces i (Fy,U) = 1.

1.3.2 EXISTENCIA Y NO EXISTENCIA DE SOLUCIONES
POSITIVAS

FEl siguiente resultado nos proporciona condiciones suficientes ( y algunas veces
necesarias) para la existencia de soluciones de (1.3) no negativas y no triviales,

cuando F' (definida en (1.4)) es "regular”.

TEOREMA 1.3.8 Supongamos las siguientes condiciones:
(H,) Eziste una funcion (automdticamente continua) a : IR X IR — IR tal

que

uniformemente en (t,s) €ER x IR;
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(H,) Eziste una funcidn (automdticamente continua) b : IR X IR — IR tal
que

fim L85Y) )
y—+oo Yy

uniformemente en (t,s) €R X IR;

(Hs) A=10,Vt € R.

Entonces si

r(Ly)>1 y r(ly) <1, (1.19)

la ecuacién (1.3) tiene al menos una solucién en P\ {0}.

Ademas, si étz d,vte R y
b(t,s)y <g(t,s,y)<a(t,s)y, Yy>0,V(ts)e Rx IR, (1.20)

entonces (1.19) es también necesaria para la existencia de al menos una solucién

de (1.3) en P\ {0}.

Demostracién.  Primero probaremos que (H1)-(H3) y (1.19) son suficientes
para la existencia de al menos una solucién de (1.3) en P \ {0} . Para ello con-
sideremos (E, P) el espacio de Banach ordenado definido en la seccién anterior,

con

_Igz{ZlIEE: z(t)>0,Vt€e R} #0

y recordemos que el operador F : P — P dado por (1.4) es completamente
continuo (Proposicién 1.2.11) ). Ademads:
1) Utilizando (Hz3), se prueba la existencia de F’ (4+00), la derivada de F en

la direccién del cono P en +o0c. En efecto mostraremos que
F'(+00)(z)(t) = Lyz(t) ,Vz € E,

es decir,
Fz — Lyx

m Lr ez
lel= 2|

=0.
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Para ello tenemos que verificar

[|Fz — Lyz|| <e

Ve > 0 3K1(5) >0: ”1;” Z Kl(é') (23 € P) = “CBH S €.

Sea ¢ > 0. Entonces, por (Hz), existe K(¢) > 0 tal que
l9(t,8,9) = b(t, s)y| < elyl,¥(t,s) € R X R,Vy € R:y > K(e).
Sea

M(e) = sup {|g(t,s,9) - b(t,8)yl,t € [0, qw],s € [0, 7], y € [0, K(e)]} + 1

y Ki(e) = Mle(s) (12 =013<‘1£'«1,$)E\ () ).

Entonces, para z € P satisfaciendo ||z|| > K;(¢), tenemos
7(t)
|Fa(t) - Loa()] < / 19(t, 5, 2(t — 5 — 1)) — b(t, 8)e(t — s — 1)|ds.
0

Tomemos

Bl ={seR:z(t-s-1)> K(¢)},
Bl ={seR:z(t—s-1)< K(¢)}.

Entonces

|Fz(t) = L(7,0)2()] < Jio,r(eynme 19(E,8,2(t = s = 1)) = b(t, 8)a(t — s — 1)|ds +
+ Jor(inse l9(t 8, 2(t — s = 1)) = b(t, 8)z(t — s = U)|ds <
< JeWele(t - s - Dlds + [ M(e)ds <
< enflz||+ M (e) =
= enlz| + Ki(e)e <
< 2em||z|| ,Vt € R.

En consecuencia

|Fz — Lyz|| < 2e7y||z||,Vz € P :|jz|| > Ki(e) .
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2) Anélogamente se prueba la existencia de F%(0), la derivada de F' por la

derecha en el punto cero, en la direccién del cono P. En efecto,
FL(0)(z)(t) = Laz(t) ,Vz € E,

es decir,
Fz — L,z

m —eeee
izl Tl

=0.
Para ello tenemos que verificar

[Fz — Laz||

Ve > 0 3Ky(e) > 0: [jol| < Ka(e) (v € P) = == <&

Sea ¢ > 0. Entonces, por (Hi), existe Ky(¢) > 0 tal que
l9(t,s,9) — a(t, s)yl < elyl,¥(t,s) € B x R,Vy € [0, Ks(e)]-
Entonces, para z € P satisfaciendo ||z|| < Ka(¢), tenemos

|Fz(t) — Loz(t)] < fg(t) lg(t,s,z(t —s — 1)) — a(t,s)z(t — s — I)|ds <
for(t)s le(t — s —1)|ds < emp||z||, Vte€ R.

IN

De donde resulta
|Fz — Loz|| < emllz||,Vz € P : ||z < Ka(e) -

3) Claramente, por la Proposicidn 1.2.1 iii), el operador F1(0) = L, es
fuertemente positivo. Ahora estamos en condiciones de aplicar el Teorema
1.3.5 que nos proporciona la existencia de algin punto z € P\ {0} satisfaciendo
(1.5).

Finalmente probemos que si, ademds, (1.20) se satisface, entonces (1.19) es
también necesaria para la existencia de algin punto € P\ {0}, solucién de

(1.3):
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Sea z € P\ {0} solucién de (1.3). Entonces

T(t 7(t)
z(t) = /0 ( )g(t,s, z(t—s—1))ds > /0 b(t,s)z(t — s — l)ds = Lyz(t),

lo cual implica

z (t) — Lyz(t) = z(t) > 0. (1.21)

Podemos afirmar que z € P\ {0}. En efecto, existe to € IR tal que z(to) > 0,
lo que implica que existe t; € R y s € [0,7(t1)] tal que z(t; —s—1) > 0.
Entonces, por (1.20), z(¢1) > 0.

Ahora, usando el Teorema 2.16 de [67], obtenemos
1> 7(Lp).
Andlogo argumento para L, demuestra
1 < r(Lg).

(m}

NOTAS 1.3.9 a) En los casos particulares que hemos mencionado al comen-
zar la seccion anterior, los autores proponen condiciones suficientes para la
ezistencia de soluciones de (1.3) en P\ {0} (ver [42], [82], [86]). En todos
estos trabajos, b(t,s) = 0. Ast, ademds de ser mds general y cubrir todos estos
casos, el Teorema 1.3.8 permite a g un mejor comportamiento en +o0c.

b) Segin nuestro conocimiento, es la primera vez que aparece en la literatura
sobre estos temas una condicion como (1.20), necesaria para la eristencia de
soluciones en P\ {0} de (1.3).

c¢) Notemos que, contrariamente al Corolario 1.2.5, la monotonia de g no
es necesaria en este teorema, lo cual es una gran ventaja. No obstante hace
falta suponer la regularidad de F en 0 y +oo, a saber, la ezistencia de F (0) y
F'(400). Ademds, la solucion obtenida ahora pertenece a P\ {0} y no a P Yy
tampoco tenemos un esquema iterativo de aprozimacion a esta solucion.

d) Sia(t,s) > a>0,V(,s) € [0,w] x[0,72] yl =0, entonces cualquier
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solucidn no trivial y no negativa de (1.3) es estrictamente positiva en IR.

En efecto, sea e > 0, ¢ < a. Entonces, eziste r(¢) > 0 tal que
g(t,s,y) > (a(t,s)—e)y ,V(t,s) € R x IR,Yy € [0,7(¢)].
Sea z € P\ {0} satisfaciendo (1.3), es decir,
()
z(t) = / g(t,s,z(t —s))ds.
0

Como z € P\ {0}, eziste to > 0: z(tp) > 0. Supongamos que existiese t; € IR :

z(t1) = 0. Tomemos
to =inf {t >t : 2(t)=0}.

Claramente z(tz) = 0 y z(t) > 0, Vt € [to,t2). Sea u(e) > 0, (u(e) < 71 =
01%1;%1/\ 7(t)) tal que

z(t) < ’l‘(&'), YVt € [tz - ,LL(E),tz ]

FEntonces

o
I

2(t2) = [ gltay s, a(ta = ))ds = [7_, ) 9(t2,ta — u, 2(w))du >
ftt:_“(e) g(t2, t2 — u, z(u))du > j;t;__u(s)(a(tg,tz —u) —¢&)z(u)du >
> (a-—¢) ftt:_u(s) z(u)du >0,

v

lo cual es una contradiccion.

Ejemplo 4. En este ejemplo presentamos una aplicacién del Teorema 1.3.8
que no se puede estudiar mediante los resultados de los trabajos citados en las
Notas 1.3.9 a). Para ello tomemos A : [0, +00) — (0, 4+00) una funcién continua

satisfaciendo

. h(y)
h(0) =0, B = lim —= =
(0)=0, A'(0) =a>0, Jm ” g>0

By < hy) < ay, Vy>0.
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Sea ¢ : IR — IR una funcién continua, positiva y w-periédica (w > 0)y [ = 0.
Si

g(t,s,9) = c(t - 9)h(y), ¥(t,5,y) € R X R x [0, +00),
las condiciones (Hy), (Hz), (H3) y (1.20) son satisfechas para a(t,s) = ac(t—s)

y b(t,s) = Be(t - s).

Ficilmente obtenemos que (1.3) tiene una solucién en P \ {0} si y solo si

1 1
- < r(Le) < 5
Teniendo en cuenta (ver 1.7 ) que

@ (t)
%11121/0 c(t—s)ds < (L) < rtrg%(/o c(t — s)ds,

la condicién anterior se verifica si

1 7(t) 1
- < t—s)ds < =, VteR.
” /0 c(t — s)ds 3

En el caso particular en que ¢(t—s) = d > 0, la ecuacién (1.3) tiene una solucién

en P\ {0} si

1
— < min7(t) <max 7(t) <
teR teR

1
od Bd’

y por (1.20), la ecuacién no tiene ninguna solucién en P\ {0} si

1 1
< — i > —.
max7(t) < Zgo mipr ()2 55

Observemos que no es ficil verificar en la practica las condiciones (1.19). En

el siguiente teorema proponemos condiciones que no incluyen hipdtesis sobre
radios espectrales. Ademas, se exige a F’ menos regularidad que en el teorema

previo.

TEOREMA 1.3.10 Supongamos las siguientes condiciones:
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(H,) Eziste una funcidn continua a : IR X IR — IR tal que

t
lim(i)gf g_(_,ys,_y) = a(t,s), uniformemente en (t,s) € IR x IR;
y—)

(H,)' Exziste una funcidn continua b: R x IR — IR tal que

t
lim sup g(_,;,z_/_)_ =b(t,s), wuniformemente en (t,s) € IR X IR;
y—+o0

(Hs) a(t,s)>0,V(t,s) € Rx R.
Entonces st

@ (t)
Itrélll%l/o a(t,s)ds>1 y rtr}sa;%c/() b(t,s)ds <1, (1.22)

la ecuacion (1.3) tiene al menos una solucion en P\ {0} .

Demostracion.  Es suficiente probar las siguientes propiedades:

1) 3R > 0 tal que si ¢ € P y t € [0,1] satisfacen * = tFz , entonces
=]l < R.

2)3r, 0<r < R,tal quesiz € Py A > 0satisfacen z = Fz + ), entonces
lzl| > r.

En efecto, si 1) y 2) son satisfechas, podemos distinguir dos casos:

a)dz € Sf (={z € P: ||z|| =r}): = Fz. En este caso, la ecuacién
(1.3) tiene al menos una solucién en P\ {0}.

b) z # Fz, Vz € S}.

Entonces, por el Lema 1.3.7, deducimos, respectivamente de las condiciones
1)y2),

W(F,Pr)=1y i(F,P)=0.

De donde resulta, por la propiedad de aditividad (ver Teorema 1.3.1 (it)),
i(F’PR \H)=Z(F,PR)—~’L(F,PT ) =1 7&07

lo cual implica la existencia de una solucién de (1.3) en P\ {0}.
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Verifiquemos ahora las propiedades 1) y 2). Para ello tomemos z € Py

t € [0,1] tales que z = tFz. Por (1.22), existe ¢ > 0 tal que

7(t)
max | (b(t,s)+e)ds < 1.

Ademis, de (H,)' deducimos la existencia de K(¢) > 0 tal que
g(t,s,y) < (b(t,s) +e)y, V(t,5) € R x IR,Vy > K(e)-

Sea

M(g) = max{g(t,s,y), (t,s,y) € R x [0,7] x [0, K(¢)]}.

Entonces

7(¢)
lz]l < (1- max A (b(t,s) +¢)ds )™t M(e)r, = Ry,

lo cual demuestra que R = R;+ 1 es vélido para 1).
Por otra parte, supongamos que 2) no se cumple. Entonces existen suce-
siones {z,} C P, {\n} C (0,+00) tales que &, = Fzn, + An ¥ ||2a|l < -71;
Tomemos a = min{a(t, s),t € [0,w],s € [0,72]} >0 (por (H3)' )y ¢ € R™,
0<e<atalque

@
It[él}%/o (a(t,s) —e)ds > 1.

Usando (Hy)', obtenemos K;(¢) > 0:
g(t,s,9) > (a(t,s) — )y, V(t,s) € R x IR, Vy € [0, K1(e)]-

1
Entonces, si ~< Ki(¢)

Fro(t) + An > [TD g(t,s,an(t — s — 1))ds >
[TO(a(t,s) — &)n(t — s — 1)ds >

. r7(t) _ .
min Jo (a(t,s) — €)ds. min T, (t)

Tn(t)

v ol

v
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y en consecuencia
e .
rtréig zn(t) 2%111%1 /0 (a(t,s) — €)ds. min zn(t). (1.23)

Pero ]énjlg z,(t) > 0, porque si z,(t1) = 0 para algin punto ¢; € IR, forzosamente
€
An = 0. Luego

7(t)
i - <
%111{1‘[) (a(t,s) —e)ds < 1,

lo cual es una contradiccién. Asi queda probado el teorema. O

NOTAS 1.3.11 a) Las condiciones (Hy)' y (H3)' son, respectivamente, mds
débiles que (Hy) y (H2), pero (1.22) es mds restrictiva que (1.19). Asi pues,
los Teoremas 1.3.8 y 1.3.10 son independientes.

b) Notemos que en el teorema previo no suponemos la monotonia de g,
como en el Corolario 1.2.7, pero hace falta tomar a(t,s) > 0,V (t,s) € IR x IR.
Claramente, cuando se verifica esta iltima condicion, el Teorema 1.3.10 es mds

potente que el Corolario 1.2.7.

Si (Hy), (H2), (H3) y (1.20) se satisfacen, el Teorema 1.3.8 nos proporciona
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de al menos una solucién
de (1.3) en P\ {0}. Si (1.20) no se cumple, (Hy), (H2), (H3) y (1.19) aseguran
la existencia de soluciones. En este caso puede ser ttil combinar esto con el

siguiente resultado sobre la no existencia de soluciones:

TEOREMA 1.3.12 Seac: R x [0,72] = R ,(t,s) — c(t,s) una funcion no

negativa, continua y w-periddica en t. Definamos

G(t’sa y) = c(t’s)y - g(t"S’ y)'

Si se verifica alguna de las condiciones siguientes:

i) (L) <1 y G es creciente con respecto a y € [0,+00);

i) r(Le) <1, Co't =0, Vt € IR y G es estrictamente creciente con respecto
ay € [0,+00);

iii) (L) > 1 y G es decreciente con respecto a y € [0, +00);
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o
w)r(L:) > 1, Cy =0, Vt € R y G es estrictamente decreciente con respecto
ay € [0,+00);

Entonces x = 0 es la tnica solucion de (1.3) en P.

Demostracién. i) Supongamos que existe z € P\ {0} tal que z = Fz ;
entonces

(Le— F)z)=Lz—z >0.
Usando el Teorema 2.5 en Krasnoselskii ([67], pg.67), obtenemos

r(L;) >1,

lo cual es una contradiccidén.

ii) Como en el caso anterior deducimos
Liz—-z >0.

Entonces r(L.) > 1. Peror(L.) # 1, porque la ecuacién z — L.z = —y (donde
y = L.z — ) tiene una solucién positiva z.

Argumentos andlogos demuestran iii) y iv). O

Ejemplo 5. En este ejemplo aplicamos los Teoremas 1.3.10 y 1.3.12 para
probar la existencia y la no existencia de soluciones de (1.3) en P\ {0}.

Sea h :[0,+00) — [0,+00) una funcién de clase C* tal que h(0) = 0,
h'(y) <1,Vy € [0,40), K'(0)=0a; >0y

Tomemos d : IR — IR una funcién continua, positiva y w-periddica y
g(t,s,y) = d(t — s)h(y), Y(t,s,9) € R X R x [0,+00).

Si l = 0, las hipdtesis (H;)', (H2)' y (H3)" del Teorema 1.3.10 son satisfechas
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con

a(t,s) = ard(t — s), b(t,s) = azd(t — s).
Entonces la ecuacién (1.3) tiene al menos una solucién positiva, qw-periddica si

(0
1 </ d(t - s)ds < — Vte R.
0 (25

(23]

Por otra parte, usando i) del Teorema 1.3.12 con ¢ (t,s) = d(t — s) , deducimos

que la ecuacién (1.3) no tiene ninguna solucién en P\ {0} si
7(t)
/ d(t—s)ds < 1, Vte R
0

(Obsérvese que _o%— > 1).
1
En el caso particular en que d(t — s) = p > 0, (1.3) tendra alguna solucién
en P\ {0} si

1
L < min7(t) < max7(t) < —.
par tER tER pazg

Pero no tenemos soluciones en P\ {0} si

1
max7(t) < —.
teR P

Obsérvese ahora que las condiciones (1.20) no son necesariamente satisfechas.

1.3.3 MULTIPLICIDAD DE SOLUCIONES

En esta subseccién probaremos dos resultados sobre multiplicidad de soluciones
de (1.3). Empezamos con una teorema en la linea de Guo y Lakshmikantham
[59] y Torrejon [92] y notemos que, ademds de que la ecuacién estudiada (1.3)

es mas general, nuestras hipdtesis son también mads finas (ver Nota 1.3.14).

TEOREMA 1.3.13 Supongamos que g verifica (H1) y (H;) del Teorema 1.3.8

y
(Hy) 7(La) <1, 7 (L) < 15
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(Hs) Ezistent,R, 0 <1 < R tales que
7(t)
r < / g(t,s,z(t—s—1))ds < R,
0

para cualquier t € IR y cualquierz € P satisfaciendo r < z(s) < R, Vs € IR.

Entonces la ecuacidn (1.3) tiene al menos dos soluciones en P\ {0}.
Demostracion. Por el Lema 1.3.4 y por (H,), existe Ry > R tal que
i(F,P, )=1, Yo > R;.
También, por el Lema 1.3.2 y de nuevo por (Hy), existe 11 < 7, r1 > 0 tal que
i(F,P, )=1, Yo < 7.

Sea U ={z € P:r<z(t) <R, Vt € R}. De (Hs) deducimos F(U)C U y
en consecuencia i(F,U) = 1 (ver Lema 1.3.7, iii) ).

Sea U; = Pr, \(P,, UU ). Como el operador F no tiene ningiin punto
fijoen Pg, \ (P, UU U Uj) tenemos, por la propiedad de aditividad,

i(F,Pr, )= «(F, P, )+i(F,U) + «(F,U1).
Entonces
W(F,U,) = i(F,Pr, ) — W(F,P,,) — i(F,U) = -1 #0.
Esto implica la existencia de z; € Py, 3 € U, z3 € U; tales que
Fr;=2;,,1<1<3,

y en consecuencia la existencia de dos soluciones distintas en P\ {0} (obsérvese

que z; puede ser idénticamente cero). O

NOTA 1.3.14 El Teorema 1.3.13 generaliza el Teorema 1 de Guo y Laksh-
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mikantham [59] y los resultados de Torrejon [92], porque ellos suponen

7(t) ()
r{g%(/o a(t,s)ds<1l y r?eal%{/o b(t,s)ds < 1. (1.24)

De hecho, teniendo en cuenta los resultados de la seccion anterior (Lema 1.2.9
y Corolario 1.2.10), ezisten condiciones para que las desigualdades ( 1.7) sean
estrictas y ast tenemos también ejemplos de funciones que verifican la hipdtesis

(H4), pero no satisfacen (1.24).

Terminamos esta subseccién con un resultado de multiplicidad completa-

mente distinto del teorema anterior:

TEOREMA 1.3.15 Supongamos que la funcidn g verifica (Hy) y (Ho) del
Teorema 1.3.8 y

(He) r(La) > 1,r(Ly) > 1 y A= Bi=0, Vi € B;

(H7) Eziste p > 0 tal que para cualquier ¢ € P satisfaciendo z(t) < p,
Vt € IR, tenemos |

7(t)
/ g(t,s,z(t—s—1))ds < p, Vit € R.
0
Entonces la ecuacion (1.3) tiene al menos dos soluciones en P\ {0}.

Demostracidn. De nuevo los Lemas 1.3.2 y 1.3.4 implican la existencia de

r,Ri€IR, 0 <ry < p < Ry tales que

i(F,P,) = 0, Yo <r

i(F,P,) = 0, Vo > Ry.

Sea z € 5} . Entonces 0 < z(t) < p, Vit € Ry por tanto,
7(t)
Fz(t) = / g(t,s,z(t—s—1))ds < u, Vt € IR.
0

Asi Fz # Mz, VA > 1y en consecuencia i(F, P,) = 1.
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Ademais

W(F,Py) = i(F,Py) + i(F, P, \—P’;:)’

lo cual implica
i(F,P, \P,,) = i(F,P,) — i(F,P,; ) = 1-0=1#0.

También

i(F,Pr, ) = i(F,P,) + i(F,Pr, \-P:)’

de donde deducimos
i(F, Pr, \—P;) =i(F,Pp, ) — i(Fapﬂ)::O -1#£0.

Ahora, por la ”Propiedad de Existencia”, obtenemos dos puntos fijos z; y z2 de
F, respectivamente, en P, \ P,, y Pr, \ P,. Asi queda probado el teorema. O

Ejemplo 6. Tomemos 7 : IR — IRt una funcién continua y A-periddica

(A>0),a: R — IR* continuay w-periédica (w > 0 ) tal que % = g,p,q elN

y
7(t)
1 < / a(t—s)ds < -?:
0 2

Sea h: [0,+00) — IRT una funcién continua definida por

z(l-z), 0<z< %
— 1
h(z)=1q ¢(z), ;<2<
l V/E-i-?;’i?, z>1,
1 + . . . 3 1
donde ¢ : 3 1| — IR es una funcidn creciente y continua tal que ¢ 1)=7

Si g(t,s,9) = a(t — s)h(y), V(t,s,y) € R X IR x [0,4+00) y | = 0, las

condiciones del teorema anterior son satisfechas con
a(t,s) = a(t—s), b(t,s) = 2a(t—s), VY(t,s) € R x IR,

(para ello tomemos p = %)
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si

En particular, si a(t) = d € (0,+00), todas estas condiciones se verifican

—

' 3
- 1 < —_.
a < AT S Tl < g
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Capitulo 2

SISTEMAS DE
ECUACIONES.

En este Capitulo estudiaremos la existencia, unicidad y aproximacidn de solu-
ciones positivas periddicas de una sistema de ecuaciones integrales no lineales
proveniente de Dindmica de poblaciones y cuya version escalar es la ecuacién
integral (1.1) establecida por Cooke y Kaplan [42]. En la primera parte usare-
mos métodos monétonos (métodos de soluciones superiores e inferiores) que nos
permiten aproximar, en algunos casos, las soluciones obtenidas (ver [36]). En
la segunda parte usaremos métodos topoldgicos para los que no son necesarias

algunas condiciones de monotonia en las no linealidades (ver [37]).

2.1 DESCRIPCION Y ORIGEN DEL MODELO

Un problema interesante en Biologia es el estudio de la evolucién en el tiempo
de especies que coexisten en un dominio comin. Asi algunos modelos de cre-
cimiento de poblaciones conducen al estudio de sistemas de ecuaciones integrales
del tipo
z(t) = [, f(s,2(5),y(s))ds
y(t) = Jin,9(s2(s),y(s))ds,

sugeridos por Cooke y Kaplan en [42]. En este articulo,

(2.1)

e 2 (t) e y(t) son, respectivamente, el nimero de individuos de dos especies
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z e y en el tiempo ¢.

o f(t,z(t),y(t))yg(tz(t),y(t)) son, respectivamente, el niimero de nuevos
nacimientos por unidad de tiempo para las especies z e y.

e 7, y T2 son, respectivamente, la duracién de la vida (o de actividad) de
los individuos de las especies z e y.

Las funciones f y g marcan el tipo de interaccién que existe entre las dos
especies consideradas (ver Definicién 2.2.7). Teniendo en cuenta las condiciones
ambientales, suponemos, de aqui en adelante, las siguientes hipétesis sobre f y
g:

(K) f,g : R x I; X I; — IR son funciones continuas no negativas y w-
periédicas (w > 0) respecto de la primera variable. I; e I son subintervalos de
[0,+00). Ademds 7y y T, son dos nimeros estrictamente positivos. También,

debido a la interpretacién bioldgica de las funciones f y g, debemos tener

f(t,0,y9)=g(t,z,0)=0, V(t,z,y)€ RxTx L.

Esto es completamente légico, porque cuando el nimero de individuos de la
especie z (0 y) es cero en un tiempo t, entonces el ndmero de nuevos nacimientos
de esta especie debe ser cero.

Notemos que (0, 0) es siempre una solucién de (2.1).

Teniendo en cuenta el origen de (2.1), estamos interesados en la existencia de
"estados de coexistencia periédicos”, a saber: la existencia de soluciones
no negativas, no triviales, continuas y w-periédicas de (2.1), es decir, funciones
continuas (z,y) : R — I X I tales que z(t+w) = z(t), y(t+w) = y(t),
Vt€ IR,z # 0 e y # 0. En algunos casos, es interesante buscar soluciones semi-
triviales (z,0) o (0,y) de (2.1) con z # 0 e y # 0. Notemos que estas soluciones
pueden tener, como en el caso de sistemas elipticos [77], una gran influencia
sobre la existencia de estados de coexistencia.

Segiin nuestros conocimientos, no existen en la literatura, resultados de
este tipo sobre el sistema (2.1), aunque su estudio fue propuesto en el afio
1.976 por Cooke y Kaplan [42]. Asi podemos considerar este Capitulo como

completamente novedoso.
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Por cuestién de simplicidad tratamos aqui solamente sistemas del tipo (2.1).
Pero es posible generalizar todos los resultados obtenidos en este Capitulo a

sistemas mas generales dados por

7i(t)
z;(t) = / filt,s,z1(t—s—=1),.,zn(t—s—=1))ds, i=1,..,m,
0

con hipétesis adecuadas sobre las funciones f; y 7.

2.2 METODO DE SOLUCIONES SUPERIORES
E INFERIORES

En esta seccién desarrollamos un método de soluciones superiores e inferio-
res para el estudio del sistema (2.1). La diferencia principal con el caso es-
calar (Capitulo anterior) es que no obtenemos siempre un esquema iterativo de
aproximacion de la solucién. No obstante, en algunos casos (casos cooperativoy
competitivo, Teoremas 2.2.8 y 2.2.10) es posible aproximar la solucién mediante
sucesiones mondtonas como en el caso escalar.

Denotemos por E el espacio de Banach real de todas las funciones reales

continuas y w-periddicas definidas en IR, con la norma
ll=l| =0 |z (t)], Vz € E.

También, si z,y € E, con z(t) < y(t), Vt € R, denotaremos por [z,y]g al

intervalo de F definido por
[z, yp={z€E: z(t)<z(t)<y(t),Vte R }.

Si a,b € IR, [a,b] es el intervalo usual de IR.
En la siguiente definicién precisamos lo que entendemos por solucién supe-

rior e inferior de (2.1). Para comparar con el caso de sistemas elipticos podemos

consultar [32], [54], [63], [66] ¥ [74].
DEFINICION 2.2.1 Sea (20,%), (2%3%°) € E x E, z0,2° : R — I,
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Y0,3° : IR — I5. Diremos que tales funciones forman un sistema de sub-
super-soluciones para el sistema (2.1) cuando se verifiquen las tres condi-
ciones siguientes:
@)
zo(t) < 2°(1), o (t) <4 (1), Vt € IR;

b)

IN

ftt—‘Tl f(s,z0(s),y(s))ds <
ftt-fl f(s,2°(s),y(s))ds<z%(t), Vt€ R, Vy € [yo,yO]E

o (t)

IN

c)

IN

vo (1) Jfr, 9(s,2(5),90(s))ds <

ftt_Tz g(s,2(s),y°(s)ds <y°(t), Vi€ R, Yz € (20,2 -

IN

Inspirados en los resultados del Capitulo anterior para ecuaciones integrales
escalares, enunciamos y demostramos el siguiente teorema que nos proporciona
un método general para encontrar soluciones no triviales de (2.1), basado en la

nocién de sub-super-solucion.

TEOREMA 2.2.2 Sean (zo,y0) — (z°,y°) un sistema de sub-super-soluciones

para (2.1). Supongamos que f es creciente con respecto a z € [mén zo (1), max z0 (t)]

para (t,y) fijo en IRxI; y g es creciente con respectoay € [m}%n Yo (1), max y° (t)]
para (t,z) fijo en IR X I.

Entonces (2.1) tiene al menos una solucion (z,y) € [z0,2% 5 X [10,7°] 5 -
Demostracidn. Consideremos el espacio de Banach F x E, con la norma

(@, »)ll = max {||z[|, llyllg}

y el conjunto

D:{(z,y)EEXE: 2o (t) <z () <2°(t), v (t) <y() <y° (1), Vte]R}.
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Claramente D es un subconjunto cerrado convexo y acotado de E x E. Ademas
se prueba facilmente, como en el caso escalar, que el operador F : D — E X E

definido por
F(z,y)(t) =

= ( tt_T f(S,z(8)73/(8))ds,/;;29(8,w(3),y(s))ds) , V(z,y) € D,Vt € IR,

es compacto. También resulta de las hipétesis del teorema, que F(D) C D.
De aqui obtenemos, por el Teorema del punto fijo de Schauder, la existencia de

una solucién (z,y) de (2.1) en D = [20,2°] g X [%0,9°] - O

NOTAS 2.2.3 a) El teorema anterior es una version adecuada para sistemas
de ecuaciones del método de soluciones superiores e inferiores para el caso es-
calar (ver Capitulo anterior). Notemos que para probar este teorema hemos
utilizado el Teorema del punto fijo de Schauder y la compacidad del operador
F.

b) Si ademds de las hipétesis del Teorema 2.2.2, f y g satisfacen propiedades
de monotonia adicionales, es posible obtener un esquema iterativo que asegure
la ezistencia de sucesiones monétonas que converjan a las soluciones. Tambien,
como en el caso escalar, estas soluciones presentan propiedades de minimalidad
y mazimalidad en [z9,2°) X [y0,3°] 5 (ver Teoremas 2.2.8 y 2.2.10).

c) El teorema anterior es muy general, pero no ofrece condiciones precisas
que aseguren la ezistencia de sub-super-soluciones en situaciones concretas.
Esto lo hacemos en el siguiente resultado, bajo dos tipos de condiciones:

- Primero, un comportamiento adecuado de f y g con respecto a T e y

respectivamente, para © e y “grandes” (se supone que f y g son acotadas).
fty) g (t,z,y)
z Y

- Segundo, un comportamiento apropiado de las funciones

cuando = e y son suficientemente pequenios, respectivamente.

COROLARIO 2.2.4 Supongamos:
i) En la hipétesis (K), Iy = [0, M], I, = [0,N] ( M y N son constantes
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positivas) con
M N
f(t,M,y) < —, g(t,2,N) < —, V(t,2,9) € B x [0, M]x [0, N].
1 2

i)

f(t,z,y)
T

Hmé&f = a(t,y) uniformemente en (t,y) € [0,w] X [0, N]

(y en consecuencia en IR x [0, N]),

lim(i)gf Q_(f_f’_’_y_) = b(t,z) uniformemente en (t,z) € [0,w] x [0, M]
y—?

(y en consecuencia en IR x [0, M])

con a y b funciones continuas satisfaciendo

t
min / a(s,y(s))ds>my >1, Yy €[0,N]g
tE[O,w] t—71

t
min / b(s,z(s))ds > my > 1, ¥z € [0, M]g
tG[O,w] t—1o

donde m, y mq son constantes, independientes, respectivamente, de y y T.

iii) f(t,z,y) es creciente con respecto a x € [0, M] para (t,y) fijo en

IR x [0,N] y g(t,z,y) es creciente con respecto a y € [0,N] para (t,z) fijo

en IR x [0, M].

Entonces, (2.1) tiene al menos una solucion con ambas componentes estric-

tamente positivas en IR.

Demostracidn. Sea € > 0 tal que m; —em; > 1, 7+ = 1,2. Entonces, existen

61 =61(e), 62 =062(¢) talesque 0 < 6 < M,0< 62 < Ny

f(t,2,9) > (a(t,9) — &)z, Yz € [0,81], Vy € [0, N], Vi € R,
g(t,z,y) > (b(t,z) —€)y, Yy €[0,6,], Vo € [0, M], Vi € RR.
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Tomemos en el Teorema 2.2.2, £g = 61, Yo = 62, 2° = M, y° = N. Entonces si

Yy € [90,3°] 5 ¥ t € IR, tenemos

zo < (mqp—em)zo < ftt_n (a(s,y(s)) —¢€)zods <
ftt-rl f(s,20,y(s))ds < ftt—n f(s,2%y(s))ds < z°.

IN

Andlogamente, si z € [zg,2°] g ¥t € IR, tenemos

IA

(ma —em2)yo < fi_r, (b(s,2 (5)) — €) yods <
< i a(s,z(s),m0)ds < [ g(s,2(s),y°) ds < y°.

Yo

Estamos, por tanto, en condiciones de aplicar el Teorema 2.2.2 y concluir la

demostracion. O

NOTAS 2.2.5 a) Claramente la hipdtesis i) del corolario anterior se satisface
si f,g: R x[0,+00) x [0,+00) — IR son acotadas. Por otra parte, la hipédtesis
i) significa que la interaccion entre las dos especies T e y es suficientemente
grande para producir un estado de coezxistencia periddico.

b) Bajo las condiciones del corolario anterior, el sistema (2.1) tiene solu-
ciones semi-triviales del tipo (X,0) y (0,Y) con X (t) >0 eY (t) > 0, Vt € IR.
Fso significa que cada especie puede sobrevivir en la ausencia de la otra.

Para probar la ezistencia de (X,0), notemos que y(t) = 0 es siempre
una solucion de la seqgunda ecuacion de (2.1), Ademds, si definimos una funcion

h: IR xI —[0,400) por h(s,z) = f(s,z,0), la ecuacion

rt

z(t) = L—n h(s,z(s))ds

verifica todas las condiciones del Teorema 1.2.2 del Capitulo anterior y, en con-
secuencia, tiene una solucion estrictamente positiva X. Ahora, el par (X,0) es
una solucion semi-trivial de (2.1). De la misma manera se prueba la ezistencia
de (0,Y).

Notemos que no tenemos siempre la ezxistencia de soluciones semi-

triviales (ver Ejemplo 8 mds adelante).
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¢) La nota anterior demuestra la importancia del método de soluciones su-
periores e inferiores en el estudio de (2.1). En efecto, por el Corolario 2.2.4,
tenemos directamente la ezistencia de un estado de coezistencia para (2.1). Si
en lugar de este método aplicamos otros métodos, como la Teoria de indice de
puntos fijos, podemos obtener una solucion no negativa y no trivial de (2.1),
pero hace falta verificar después si ambas componentes son no triviales. En
general esto es una cuestion dificil, sobre todo cuando el sistema tiene solu-
ciones semi- triviales, como ocurre en nuestro caso. En la siguiente seccion

daremos una respuesta a esta cuestion.

Ejemplo 7. Consideremos (2.1) con

ftz,y)=ar(t)z(P—z)c(y)
g(t’z7y) = bl(t)y(Q —y)d((lf)

donde a1,b, : IR — (0,+400) son funciones continuas y w-periédicas y P > 0,

Q >0.

También, c : [O, —622] — (0,400),d: [0, g] — (0, 400) son funciones continuas.

Entonces si

o <w(e() S oy V() € R [0,922]

1 2 P

— <b(t)d(z) < —, V(¢ IRX[O—]

QT2 1() ( )—QT27 (,w)e 72 )

el sistema (2.1) tiene al menos un estado de coexistencia (z,y) €

P
0, E] X <0,

N =

o | O

] . Para probarlo, es suficiente tomar en el Corolario 2.2.4,

»a(t,y) = Par(t)c(y) y b(t,2) = Qbr(t)d(2).

N | O

NOTAS 2.2.6 a) Notemos que en este ejemplo, a(t,y) = Qf—%w |e=0,
T
b(t,z) = 29(6:2:Y)

3 ly=0 . Esto es una buena indicacion para calcular las fun-
Y

ciones a y b en el Corolario 2.2.4 en general (cuando existen estas derivadas
parciales). Como hemos mencionado ya, la hipdtesis i) de este corolario se

verifica siempre st I, = I = [0,400) y f y g son acotadas. También, para
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obtener 20 e 40, podemos imponer otros tipos de condiciones, inspiradas en el
b s

f(t,z,y)

caso escalar (ver Capitulo anterior), sobre las cantidades limsup ————— y
z——+00

lim sup
y—+oo
mente acotadas.

t . . . . .
M. Esto nos permite considerar no linealidades no necesaria-

()

b) Las funciones f y g del ejemplo anterior fueron consideradas por Cooke y
Kaplan [42] en el caso escalar. En el caso de sistemas, nuestra condicion sobre
las funciones ay (t) ¢ (y) y b1 (t) d (z) puede interpretarse como un control sobre
la interaccion entre las dos especies x e y para obtener un estado de coexistencia
Q

(z,y) tal que 0 < z (t) < g, 0<y(t) < X Vt € IR.

En lo que sigue trataremos el caso en el cual f y g satisfacen condiciones
adicionales de monotonfa. Como veremos, serd posible construir sucesiones

mondtonas que convergen a las soluciones positivas de (2.1), lo cual es una

ventaja de este método con respecto a los métodos topolégicos.

Recordemos que (2.1) es un modelo para estudiar la evolucién en el tiempo
de una poblacién formada por dos especies z e y donde f(t,z(t),y(t)) y
g(t,z(t),y(t)) son, respectivamente, el nimero de nuevos nacimientos por
unidad de tiempo de las especies z e y. Basindonos en esta interpretacién
Biolégica, damos a continuacién la siguiente definicién, donde adoptamos la
siguiente notacién: Si h(t,z,y) es una funcién de tres variables
(t,z,y) € R x I X I, escribiremos h (t,z,y) / 2 (h(t,z,y) \\ =) si la funcién
h(t,z,y) es creciente (decreciente) con respecto a z € I para (t,y) fijo enR x I

(v andlogamente para la variable y).

DEFINICION 2.2.7 Se dice que (2.1) es

a) de tipo cooperativo si

fte,y) /z, f(t,2,y) /y; g9(tz,y) /2, g(t,z,y) "y

b) de tipo competitivo si
ftzy) /e fEny) Ny 9@e,y9)\e, g(tz,y) /.
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c) de tipo presa-depredador si

f(te,y) /=, ftey) Ny g2y /9,y /Y

TEOREMA 2.2.8 Supongamos que ademds de las hipdtesis del Teorema 2.2.2,

el sistema (2.1) es de tipo cooperativo. Entonces, s

Tpy1 = ftt_q-l f (3> Tn (3) »Yn (3)) d‘s’
Yn+1 = ftt_7—2 g(S,(L’n (S) yYn ('S)) ds, (22)
gl = ftt—n f(s,2™(s),y™(s)) ds,
ytl = ftt_Tz g(s,z™(s),y"(s))ds,
Vte IR, Vn € IN,
tenemos:
2o () < ©n (1) < Tppr (8) < 2™ (1) < 2™ (1) < 20(2), (2.3)

Yo () < Yn (1) < g1 () < y™FH(E) <y (1) < 90(1),
Vte IR, Vn € IN,
Y {(Zn,Yn)}, {(z™, y™)} convergen respectivamente a (z«,yx) , (z*,y*) , las cuales
son soluciones de (2.1) (posiblemente iguales) que pertenecen a
[€0,2% 5 % [90,4%] 5. Ademds i (z,y) es cualquier solucion de (2.1) en

[z0,2°] 5 X [40,9°] 5 » entonces

T, (t) < z(t) < z*(t)

(2.4)
(@) <y@®) <y (t), VteR

(es decir, (T, ys) Y (z*,y*) son, respectivamente, solucion minimal y mazimal

de (2.1) en [20,2°% 5 X [10,4°] 5)-

Demostracién.  Por un simple argumento de induccién, obtenemos (2.3).
Entonces, las sucesiones {(zx,¥x)}, {(z",y™)} son ambas mondtonas y acotadas
y convergen, respectivamente, a (Z., ¥«), (z*,¥*) € [z0,2% g X [%0,%°] 5 - Usando

(2.2) y (2.3), deducimos fcilmente que (2., ¥«), (z*,y*) son soluciones de (2.1)
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tales que z. < z*, y» < y*. Ademds, si (z,y) es cualquier solucién de (2.1) en

[z0,2% g X [90,4°] g, entonces
zo(t) <z (1) <a™(t), ya(t) Sy(H) <y" (1), VI €, Vn € INV.
De donde resulta
o (t) Sz (t) <2 (1), 3 () Sy (t) <y™(F), Vt € R.
a

NOTAS 2.2.9 Si (2.1) tiene un sistema de sub-super-soluciones (zo,Yo) —
(z9,9°), el teorema anterior asegura la existencia de una sucesion mondtona que
converge a una solucion de (2.1), lo cual es muy intersante cuando (2.1) tiene
una solucidn tnica en [zo,2% 5 X [y0,9°] 5, porque en este caso forzosamente

esta sucesion converge a la tunica solucion (ver Ejemplo 8 mds adelante).

En el caso competitivo tenemos un resultado parecido al del teorema ante-

rior:

TEOREMA 2.2.10 Supongamos, que ademds de las hipotesis del Teorema

2.2.2, el sistema (2.1) es de tipo competitivo. Entonces, si

Tnel = ftt_‘,-l f(37 Tn (3) ’ yn (3)) ds,
n+l = 't n
P = (52 (s) 0 () ds, 05)
grtl = ftt—n f (8,27 () ,yn(s)) ds,
Untt = Jir, 9(5,27(5),9n (5)) ds,
Vte R, Vn € IN,
tenemos:
() Sz ST STHO ST OO, oo

Yo (t) < Yn (1) < Yng1 (1) <y (1) <y () < 90(2),

Vte IR, Vn € IN,
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y {(zn, ™)}, {(z",yn)} convergen, respectivamente, a (z.,y*), (z*,y«), las

cuales son soluciones de (2.1) (posiblemente iguales) que pertenecen a
[20,2%] 5 X [y0,¥°] 5. Ademds si (z,y) es cualquier solucion de (2.1) en

[€0,2% 5 X [90,9°] 5, entonces

z.(t) <z (t) < z*(1),
¥ (1) <y (1) <y (1), VteR.

Demostracion. Anéloga a la del teorema anterior. O

NOTAS 2.2.11 a) En el caso presa-depredador no parece posible probar un
resultado parecido a los Teoremas 2.2.8 y 2.2.10.
b) Seria interesante encontrar condiciones que aseguren que (T, y*) # (z*, yx)

en el Teorema 2.2.10 y (2, Y«) # (¢*,y*) en el Teorema 2.2.8.

A continuacién probaremos un resultado de unicidad de estados de coexis-
tencia de (2.1). Para ello necesitamos que (2.1) sea de tipo cooperativo y que
las no linealidades f y g verifiquen una condicién de concavidad similar a la

que aparece en Krasnoselskii [67].

TEOREMA 2.2.12 Sean I} = I, = [0,+) en la hipdtesis (K) y suponga-
mos:

i) (2.1) es de tipo cooperativo.

i) f(s,rz,7y) > 7f(s,2,9), g(s,72,7y) > Tg(s,2,9), Vr € (0,1),
Vz,y € (0,400).

Entonces (2.1) admite, a lo sumo, una solucion w-periddica (z,y) satisfa-

ciendo z (t) > 0, y(t) > 0, Vt € R.
Demostracién.  Sean (z1,¥1), (22, y2) dos soluciones distintas de (2.1) con
z;(t)>0, 4 (t)>0,Vte R, : = 1,2.

Claramente, no es restrictivo suponer la existencia de ¢; € IR tal que

T (tl) > T2 (tl) .
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Definamos

§ = min {IZ (t) 1) te IR} (2.7)

z1(8) y1 (8)’
Entonces 0 < p < 1, z3(t) > pzq1(t), y2 (t) > pyr (t), Vt € IR y existe ¢ty € IR
tal que x5 (t2) = pa1 (t2) 0 y2 (t2) = py (t2) . Supongamos 3 (t2) = pay (t2).

Entonces, ¥Vt € IR, tenemos

z2 (1) S, £ (5,22(5) 92 (5)) ds >
> [f,, f(s,n1(s),py (s))ds >
pJin F(s21(s),(s))ds =

1Ty (t) 9

\%

lo cual contradice la existencia de t,.

Si y2 (t2) = py1 (t2), también llegamos a una contradiccidn, tomando y; () en

lugar de z,(t). O

NOTAS 2.2.13 a) Si (2.1) es de tipo cooperativo y tenemos un sistema de
sub-super-soluciones (zo,yo) — (z°,4°) con zo(t) > 0, yo(t) > 0, Vt € R,
entonces para demostrar la unicidad de soluciones positivas en el conjunto
[€0,2° z X [10,4°] 5 , necesitamos que la hipdtesis i) del Teorema 2.2.12 sea
satisfecha sdlo para cualquier T que pertenece a (0,1) y cualquier (z,y) que
pertenece a
0 0 ] x [ 0 0.
Ademds, si (u,v) es un par de funciones continuas y w-periodicas arbi-

trarias en [0,2% 5 X [40,%°] 5 ¥ si (2,y) es la inica solucidn de (2.1) en

[z0,2°] 5 X [90,3°] 5 , entonces
llun = 2ll =0, llon — gyl = 0 (2.8)
cuando n — +o00, donde

Ung1 (&) = i F(8,un(s),vn () ds, uo(t) = u(?), Vi € R, Vn € IV,
Upt1 () = ftt_Tz 9(8,un (3),vn(8))ds, vo(t)=v(t), Vt€ IR, Vn € IN.
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En efecto, por un simple razonamiento de induccion, obtenemos

T <up <2 e Yo <vp <y, Vne NN,

('067‘ {22) para la deﬁmczo'n de x,,z", Yns yn)

FEntonces

lun —2ll < [lun = zall + [|l2n —2f| <

IN

lz” — zn|| + ||zn — z||, VR € IV

lon —yll < |lvn = ynll + lyn — 9l <
< Ny =yl + llyn —yll, Yo € IV.

Ahora, (2.8) es una consecuencia del hecho

Tp, " — Ty=z =<
n—+00

Yy 4" = Y=Y =y

n—-+400

b) Las condiciones de tipo 1i) aparecen en los libros de Krasnoselskii [67] y
[68] donde estudia otros tipos de ecuaciones integrales no lineales. También en
el caso escalar, Smith [86] la ha utilizado para probar la unicidad de soluciones
de (1.1).

c) Podemos obtener una conclusion parecida a la del Teorema 2.2.12, si en
lugar de i) tomamos

i)’ Eriste a € (0,1), 8 € (0,1) tales que

f(s? Tz"’-y) Z Taf(s’ x? y)?
g(s,Tz,7y) > tPg(s,z,y),
vr € (0,1), Y(z,y) € (0,+00) x (0,+00).

En el caso escalar encontramos este tipo de condiciones en [59].
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Ejemplo 8. Tomemos en el sistema (2.1)

ftz,y) = a(t) X2

mtenty’ (2.9
g(t,z,y) = b(t) YL )

n+y m+x?

donde a,b : IR — [0,+00) son funciones continuas y w-periédicas, m,n son
constantes positivas y ¢ > 0, y > 0.
Entonces, si
mn < ftt__n a(s)ds < (m + min {n,m}) (n + min {n,m}), (2.10)
mn < ftt_,rz b(s)ds < (m+ min {n,m})(n + min {n,m}),
para cualquier ¢ € IR, el sistema (2.1) tiene una tnica solucién (z,y) tal que
z(t) > 0,y(t)>0,VtelR.
De hecho, el sistema (2.1), con f y g dadas por (2.9), tiene un sistema
de sub-stiper-soluciones (zo,z°% — (y0,%°), con zo = yo constantes positivas
suficientemente pequefias y 2° = y° = min {n, m}. Entonces, por el Teorema

2.2.2 y 2.2.12, obtenemos la conclusiéon deseada.

NOTAS 2.2.14 Observemos que, en este caso, el sistema (2.1) no tiene solu-
ciones semi-triviales, de manera que la cooperacion entre las dos especies es
fundamental para la obtencion de un estado de coezistencia. Tambien, (2.10)
nos indica cémo debe ser la cooperacion, para llegar a un estado de coezistencia

tal que

0 < z(t) <min{n,m}, 0< y(t) <min{n,m}, Vt € R.

2.3 METODO TOPOLOGICO

En esta seccién probaremos algunos resultados abstractos con el objeto de apli-

carlos después a sistemas de ecuaciones integrales del tipo (2.1).
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2.3.1 RESULTADOS ABSTRACTOS

Consideremos, como en la subseccién 1.3.1 del Capitulo 1, un espacio de Banach
(E1 NNl El) ordenado por un cono cerrado P;. Claramente P; X P; es un cono
cerrado en el espacio de Banach (E1 X E1, ||, x El)donde, para cualquier

(1:7?;/)6 El X El 9

Iz, )5, i, = max{zll, » 19l }

El cono P; x P; define una relacién de orden lineal en el espacio E; X E; de

la siguiente manera
(1,91) < (z2,92) siizg—z1 € Prey2—y € Pr.

Escribiremos (z1,%1) f_ (z2,y2) sii 2 — 21 ¢ P o y2 —y1 ¢ P;. También

(z1,71) ?i (z2,92) sii (z2,¥2) fé (z1,71)-

Para cualquier par (a,3) € IR%, 0 < a < f§, notemos por R, s el conjunto

Rap={(z:1) € PLx P : [lallg, < o llyllz, <8}

Si U es cualquier subconjunto abierto del cono P; X P;, denotaremos por
i(F,U, Py X Py) el "indice de puntos fijos de F' en el abierto U, con respecto al
cono P; X P,”, cuando este indice esté bien definido (ver Teorema 1.3.1).

Enunciamos ahora nuestro primer resultado abstracto:

TEOREMA 2.3.1 Sea F : Rgg — P, X Pi un operador compacio satisfa-

ciendo:

@)
F(z,y) # A(z,y), VA>1, V(z,y) € ORpp. (2.11)

b) Eziste (p1,p2) € Py X Py \ {(0,0)} tal que

(z,y) = F(z,y) # A(p1,p2), YA >0, V(z,y) € 0(RapU Rpa). (2.12)

79



Entonces F tiene al menos un punto fijo (z,y) € Py x Py tal que
a<|lzllg <Bye<l|ylg <B. (2.13)
Demostracion. Notemos
U=Rpp, U = RapURpy, Us=Rpp\Ui.
Entonces
U ={(z,9) e Pix P: a<llz|s <B, a<lyls <8}

La demostracion esta basada en las siguientes etapas:

1) Primero probaremos que
i(F,U P x P)=1. (2.14)

Para ello, consideremos la homotopia k : [0,1] x U — P; x P, definida por
h (A, z,y) = AF (z,y). Claramente h es compacta y por la hipétesis a), tenemos
h(A\z,y) # (z,y), V(A z,y) €[0,1] x OU. Entonces (i) y (ii) del Teorema 1.3.1

implican
W(F,U,Phx P)=1i(h(1,.),U,PLx P)=1i(h(0,.),U,PLx P)=1.
2) En segundo lugar, probaremos que
i(F, U1, P x P)=0. (2.15)

Para ello, tomemos p un nimero real tal que

4> sup I(z,y) = F (2, 9)|l g, x5,

2.16
(z9)€lL “(PhI&)HEME1 (2.16)

y definamos g : [0,1] x Uy — Py x Py por g (A, 2,y) = F (2,) + A (p1,p2) -
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Trivialmente g es compacta y por b) tenemos
g(\z,9) # (2,9), V(A z,y) € [0,1] x Uy
De nuevo, por la Propiedad de Invariabilidad por homotopia, se deduce
i(F,U, P, x P1)=14(g9(0,.),U1,PL x P1)=1(g9(1,.),U1,PL x P).

Pero i(g(1,.),U1,P1 x P;) = 0. En efecto, en el caso contrario, es decir,
i(g(1,.),U1, P x P1) # 0,1a Propiedad de Existencia (ver Teorema 1.3.1 (iv))

asegura la existencia de un punto (z,y) € Uy tal que

(III,y) = F(.’L’,y) +ﬂ(1’17P2)-

Entonces
@9 = F@)lpm
||(pl’p2)“E1 XEl

k)

lo cual contradice (2.16).

3) Observemos que U; y U, son subconjuntos abiertos de U de interseccién
vacfa. Ademés el operador F no tiene puntos fijos en U \ (U3 U Uz). En efecto,
U\ (U1 UUz) COU U, y, por a) y b), F no tiene puntos fijos en OU U 9U;.
Ahora, la Propiedad de Aditividad implica

i(F,U, P, x P) =i(F,Uy, P, x P)+i(F,Us, P, X Py). (2.17)
Finalmente, deducimos de (2.14), (2.15) y (2.17)
1(F, Uz,Pl X Pl) =1, (2.18)

lo cual implica la existencia de algin punto fijo de F en U,, satisfaciendo
(2.13). 0
El siguiente corolario es 1til en las aplicaciones y podemos considerarlo

como una, versién para sistemas del cldsico Teorema de la Compresién del cono.
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Anilogamente, se podria utilizar el Teorema 2.3.1 para probar un resultado
similar al del Teorema de la ”Expansién del cono” (ver (3], [60] y [67]), para

sistemas de ecuaciones.

COROLARIO 2.3.2 Sea F : Rgp — Py x Py un operador compacto satisfa-

ciendo:
a)
F(z,9) % (2,9), V(z,9) € dRpp. (2.19)

b) .
F(z,9) % (2,9), V(2,9) € 0(RapU Rpa) (2.20)

Entonces F tiene al menos un punto fijo (z,y) € P; X P, satisfaciendo

a<|lzllg, <Bya<|ylg <8

Demostracién.  Claramente a) y b) del Corolario 2.3.2 implican , respecti-

vamente, a) y b) del Teorema 2.3.1. O

NOTAS 2.3.3 1) La diferencia esencial entre el Corolario 2.3.2 y el Teorema
de la ”Compresion del cono”, consiste en sustituir, en este iltimo Teorema , la
hipétesis b) por
b’)
F(z,y) f_ (z,y), V(z,y) € 0Rus - (2.21)

Entonces, a) y b’) aseguran la ezistencia de un punto fijo (z,y) € Py x Py de

F tal que

a < ||(z, 9)llg,xE, < B (2.22)

pero z (0 y) puede ser idénticamente cero.

2) Como veremos mds adelante, el Teorema 2.3.1 es muy dtil en el estudio
de sistemas de ecuaciones que tienen soluciones semi-triviales, es decir, solu-
ciones del tipo (z,0) o (0,y) conz # 0 e y # 0. Usualmente, esto ocurre en
Biologia, cuando dos especies coexisten en un dominio comiun y acotado, con

tipos particulares de interaccion (ver [36], [84]). Si aplicamos el Teorema de la
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”Compresion del cono”, llegamos a la conclusion de que eziste (z,y) € Py X P;
satisfaciendo (2.22). Pero para afirmar la eristencia de un estado de coezis-
tencia del sistema, es decir, soluciones (z,y) € Py x Py satisfaciendo (2.13),

necesitamos, en general, un estudio mds profundo de la situacion particular que

tratamos (ver [44], [17]).

Presentamos ahora un resultado abstracto que asegura, ademas de un estado

de coexistencia, la existencia de soluciones semi-triviales.

| TEOREMA 2.3.4 Sea F: Rz 5 — Py x P, (z,y) = (Fi(z,y), F2(z,y)) un
operador compacto tal que:

a) F(z,y) # A(z,y), YA > 1, V(z,y) € ORpp.

b) Existe (p1,p2) € P1 X Py con py € Py \ {0} tal que

(a:,y) - F(:L',y) # /\(Pl,Pz), VA >0, v(”’)?/) € B(Ra,ﬁ u Rﬂ,a)'

¢) Fy(z,0)=0, Yz € Py, con ||z, <B.
d) ¢ — Fy (z,0) # Ap1, YA > 0, Vz € Py con ||z||g = a.
Entonces F tiene al menos dos puntos fijos en Py X P, (20,0) y (z1,%1)
tales que
a<|zjllg, <8, 7=0,1

a < [lyllg, <8

Demostracion.  La existencia de (z1,y;) se obtiene como consecuencia del
Teorema 2.3.1.

Para probar la existencia de (z¢,0), conservemos las notaciones de la sub-
seccién 1.3.3 del Capitulo anterior y definamos el operador H; : m - P
por Hy(z) = Fi(=,0), Vz € m Entonces H; es un operador compactvo.

Ademids, las condiciones a) y d) del teorema implican, respectivamente,

Hy(z)# Xz, VA>1, Vz € Sg‘

z — Hy(z) # Ap1, YA >0, Yz € ST.
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De donde resulta , por el Lema 1.3.7,
i (Hy,(P)g, PL) =1, i(Hy, (P, Pr) = 0.

De la Propiedad de Aditividad deducimos

i (Hl,(Pl)ﬁ\(_Pma Pl) =1 (Hla(Pl)ﬁ 9P1) —i(H1,(P1)y,P1) =1

Entonces, por la Propiedad de Existencia, H; admite al menos un punto fijo zo

en (P1)g \ (P1),- Claramente (zo,0) es un punto fijo de F tal que

[0 < HQPQHEI < ,B.

Asi queda probado el teorema. O
De manera analoga podemos probar el siguiente resultado donde hay solu-

ciones semi-triviales del tipo (29, 0), (0, o).

COROLARIO 2.3.5 Sea F: Rgg — P x P1, (z,y) — (Fi(z,y), F2(z,9))
un operador compacto tal que

a) F(z,y) # A(z,y), YA>1, V(z,y) € ORp.

b) Ezisten py € Py \ {0} y p2 € Py \ {0} tales que

(:’773/) - F(x’y) # )‘(Plyp2)’ VA >0, V(‘”ﬂ”) € 8(Rot,ﬁu Rﬁ,a)'

¢) F1(0,y) = F;(2,0) =0, Vz,y € Pp.
d) x — Fy (z,0) # Ap1, YA >0, Vz € P, con ||z, = a.
e) y— F>(0,y) # Ap2, VA >0, Yy € P con ||y||g, = c.
Entonces F tiene al menos cuatro puntos fijos en Py X P; : (0,0), (20,0),(0,%0),
(z1,31) tales que
a<|lzjllg <B, 7=0,1

a<|lyillg, <B, 7=0,1.
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2.3.2 APLICACIONES A SISTEMAS DE ECUACIONES IN-
TEGRALES

Consideremos de nuevo el sistema de ecuaciones integrales (2.1) con la hipé6tesis
(K), donde I; = I = [0,+00). Para poder aplicar los resultados anteriores
introducimos las siguientes notaciones:

Denotemos por E el espacio de Banach real de todas las funciones reales
continuas y w-periddicas definidas en IR, con la norma

=l =gmax, lz(®)], Ve € E

y por P el cono

P={z€eE: z(t)>0, Vt € IR}.

Recordemos que

lg’:{xEE: z(t) >0, Vte R}.

Definamos el operador F' = (Fy,F;): P x P — P x P por

Fen®= ([ 7ee@u@ds [ a6e.y@)is).

El operador F = (F;,F2) : P X P — P X P es completamente continuo. La

demostracién es similar a la del caso escalar (ver Proposicién 1.2.11) ).

TEOREMA 2.3.6 Supongamos:
i) f y g son funciones acotadas.

ii) Eziste una funcidn continua a : IR X [0,+00) — IR tal que

liminf
z—0+

. .
LL%@) =a(t,y), uniformemente en (t,y) € IR X [0,+00).

Ademds, a(t,y) > a1 >0, V(t,y) € R x[0,+00) y

a1y > 1. (223)
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ii) Eriste una funcién continua b: R x [0, +00) — IR tal que

limiilf g_(t,_;,_y_) = b(t,z), uniformemente en (t,z) € IR x [0,+00).
y—0

Ademds, b(t,z) > b1 >0, V(t,z) € R x [0,+0) y
by > 1. (224)

Entonces el sistema (2.1) tiene al menos tres soluciones no triviales: (zo,0), (0, %),

(z1,y1) con
z; € P\ {0}, j=0,1,
ijP\{O}’ 7=0,1.

Demostracion. Verificaremos que todas las condiciones del Corolario 2.3.5
son satisfechas. Para ello, tomemos

B > M max {r, 72} (2.25)

donde M > sup {f (t,7,9),9(t,z,y), (¢t,2,y) € R x [0,+00) x [0,400)}.
Razonemos por contradiccién y supongamos que existen (z,y) € ORg g y

A > 1 tales que
F(z,y)=A(z,9).

Observemos que

ORgs = {(z,y) e Px P: |yl =5, |zl <p}U
U {(z,y)e PxP: |zl =5, llyll <5}

Entonces

z(t) = %ftt_,_l f(s,z(s),y(s))ds, Vte R,

| (2.26)
y(@t) = }[i.,9(s,2(s),y(s))ds, VteR.

Si ||lyll = By ||zl < B, entonces existe to € IR tal que y(to) = 3. Luego,
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por (2.26), tenemos

=y < [ glor(s)y@)ds<Mr<p  (220)

to—T2

lo cual es una contradiccién con (2.25). De la misma manera llegamos a una
contradiccién en el caso ||z]] = B y ||yl < B. Esto demuestra la condicién a) del
Corolario 2.3.5.

Para probar b), elegimos € > 0 tal que
(a1 —e)n>1ly (hh—e)me > 1. (2.28)
Por ii) y iii), existe § (¢) € (0, +00) tal que

f(t,z,y) > (a(t,y)—¢)z, Yz €[0,6(¢)], V(t,y) € R x [0,+00),
g(t,z,y) > (b(t,z)—¢)y, Yy €[0,6(¢)], V(t,2) € R x [0,+00).

(2.29)

Fijemos ahora a € R, 0 < a < §(¢), a < B,y pr = p2 = 1. Entonces
b) del Corolario 2.3.5 esta satisfecho. En efecto, supongamos que existen

(z,y) € 0(Ra,sVU Rpa) y A> 0 tales que

(z,9) = F(z,y) = A (P1,p2), (2.30)
es decir,
2(t) = Jinf(s,2(),y()ds A, Vi€, o)
y(t) = ftt_Tz g(s,z(s),y(s))ds+ A, Vite R.
Teniendo en cuenta que
O(RapgURpa) = {(z,y)€ PxP: |lyll =8, |zl| <a}u
z,y) EPXP: ||zl =a, a < < Blu
{(z,9) llll lvll < B} (2.32)

{(@,9)e PxP: |yl =0, a<|z]| <B}U
{(z,9) e PxP: 2] =B, [lyll < o},

distinguiremos los siguientes casos:

(C1) llyll = B, ll=ll < e
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Si z = 0, entonces usando
F(t,0,y)=g(t,2,0)=0, ¥(t,2,y) € IR x [0, +00) x [0, +00) (2.33)

y (2.‘31), deducimos que A = 0. Pero esto contradice el hecho de que ||y|| = 3
(ver (2.27)).

Si z # 0, afirmamos que min_z () > 0. En efecto, sea t; € [0,w] tal que
t

O,w

z(t1) =tg[]6i%;] z ().

Entonces, por (2.29),

z (t1) g (s (s),y(s)ds+ A > [P f(s,2(s),y(s))ds >
> [ (a(sy(s)—e)z(s)ds > (a—e¢) {1, =(s)ds.

V

Ahora, si z(t;) = 0, tenemos z = 0 en [t; — 7q,%1]. Escribiendo de nuevo
z(ty —m) = 0, obtenemos z = 0 en [t; — 271,t; — 7] . Iterando ahora este
proceso n veces, obtenemos z(s) = 0, Vs € I, donde I es algin intervalo de
longitud nm > w. Teniendo en cuenta que z es w-periddica, deducimos que
z = 0, lo cual es una contradiccion.

Como z (t1) > 0, tenemos

1

z(t1) > (a1 — s)/: z(s)ds > (ay —e)mz (t1)

-1

y en consecuencia 1 > (a3 — €) 71. Obtenemos as{ una contradiccién con (2.28).
(C2) |lz]l = @, @ < lyll < 8.
Es probado como el caso anterior.

(C3) llzll = B, llyll < e

Este caso es completamente andlogo al caso (C1).
(CH llyll =, a <] < 5.

Es como el caso (C2).

La condicién c) del Corolario 2.3.5 es una consecuencia directa de (2.33).

Probemos ahora la condicién d) de este corolario. Para ello, supongamos
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que existen A > 0y z € P, ||z|| = a, tales que
z — Fy (2,0) = Ap.

Entonces

a:(t):/tt f(s,z(s),0)ds+ A, Vt € IR.

-7

De donde resulta

t

()2 [ f(s,2(),0)ds, Vi€ R,

t—m1

y por (2.29), tenemos
t
z(t) > / (a(s,0) —€)z (s)ds, Vi € R.
t—71

Si z(t1) =t(r§r[13%] z (t), entonces

t
z(t) > / (a1 —€) 2 (s)ds,
t1-711
pero como z # 0, tenemos z (¢1) > 0. Esto implica
T (tl) Z (a1 - 8) 1T (tl) ;

es decir,

1 Z (al —8)7‘1,

que es una contradiccién con (2.28).

Finalmente, la condicién e) del Corolario 2.3.5 se obtiene de la misma

manera. O

NOTAS 2.3.7 a) Las condiciones bdsicas del teorema anterior son de dos

tipos: En primer lugar, un comportamiento adecuado de f y g cuando = e

y son suficientemente grandes: f y g son acotadas. En segundo lugar, un

comportamiento apropiado de las funciones

t t
f( ,mx,y) y g9( ,yw,y) paraz ey

suficientemente pequenios. Realmente, podemos sustituir la hipdtesis i) por una
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condicidon mds general que incluya a las cantidades

lim sup ft2y) y limsup CAGEIE L (t,x,y).

—400 z y——+o0 Y
Por otra parte, las condiciones 1) y ii) significan que la interaccion entre las
dos especies = e y es suficientemente grande como para producir un estado de
coezistencia.

b) Analizando la demostracion del teorema anterior, deducimos que es posi-

ble obtener la misma conclusion si, en lugar de las condiciones ey > 1 y
by > 1, suponemos

tg[xg%] S a(s,y(s)ds>m > 1, Vy € P,

té’}gfoﬂ] ftt—ﬂ b(s,z (s))ds > mg > 1, Vz € P.

¢) Notemos que en el teorema previo no hace falta suponer la monotonia
de f y g, como en el Corolario 2.2.4, lo cual es una ventaja de los métodos
topoldgicos con respecto al método de soluciones superiores e inferiores.

d) Es claro que podemos aplicar los resultados abstractos de la subseccion
anterior para estudiar sistemas mds generales que (2.1); por ejemplo sistemas

donde 1 = 71 (t) y 72 = 72 (t) sean funciones periddicas del tiempo t.

Ejemplo 9. Sean @, b : IR — IR funciones continuas y w—periédicas (w > 0)

y T1,T2 constantes positivas tales que

a(t)> L, Vte R
b(t) > %, Vt € R.

Entonces el sistema de ecuaciones integrales

Il

z(t) = [ir,@(s)Fr(c(5))g1(y(s))ds,
y(t) = [, b(s)f2(2(5))g2(y(5))ds,
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donde fi : [0,+00) — IR estd definida por

z(l-z) si z€l0,1]
0 si z€[l,+00),

fi(z) =

2= fi, 91 (y) = 1+sin?y, ¥y € [0, +00), f2(z) = 1+cos’ (2), Yz € [0, +00),

tiene al menos tres soluciones no triviales: (zo,0),(0,%0), (Z1,%1) con

IL'jEP\{O}, j=0717
ijP\{O}v j=0,1

En efecto, es ficil ver que el sistema verifica todas las condiciones del Teorema

2.3.6.

NOTA 2.3.8 Los resultados abstractos probados en la subseccion anterior pueden
ser usados en el estudio de otro tipo de problemas. Por ejemplo, (ver [37]),
problemas de contorno para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias del
tipo

2" (t) = f(t,z(),y(®), te(0,7]

y'(t) = g(te(®),y(®), tel0,7]

z(0)==z(m)=y(0)=y(r) =0,
donde f,g: [0,7] x [0,400) X [0,+00) — [0, +00) son funciones continuas.
También pueden aplicarse al estudio de problemas de contorno para sistemas

elipticos. Esto se hard en otra parte.

91



PARTE I1

ECUACIONES
DIFERENCIALES NO
LINEALES.
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Capitulo 3

PROBLEMAS
SEMI-POSITON EN
DOMINIOS ANULARES.

En este capitulo estudiaremos la existencia y la no-existencia de soluciones

radiales positivas del problema semi-positon

~Au(e) = M(u(z)), €

(3.1)
u(:l:) =0, z € 00

donde A > 0, f :[0,+00) — IR es una no-linealidad continua satisfaciendo
f(0)<O,yQeslacoronaQ:C(O,R,E)z{:ceRN:R< lz| < R\}, (N>
3,0<R<R). '

Para probar la existencia de dichas soluciones aplicamos el método de tiro
expuesto en la préxima seccién. Esta también contiene una serie de preliminares

que, por motivos de claridad del texto, deben ser expuestos con anterioridad.
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3.1 PRELIMINARES

Como es sabido el problema de existencia de soluciones radiales positivas de

(3.1) es equivalente a la existencia de soluciones positivas del problema

—u(r) - X=1y/(r) = Af(u(r)), R<r<R

3.2
u(R)=u(R)=0. (32

Como hemos mencionado antes, el método que utilizaremos para estudiar este
9
problema es el método de tiro. Esta técnica consiste en considerar el problema

de valores iniciales

—u(r) = E=Lu'(r) = Af(u(r)), R<r

3.3
u(R) = 0,%'(R) = d, )

y probar, para un conveniente d > 0, la existencia de una solucién u(.) =
u(.,d,\) de (3.3), que depende de d y A tal que u > 0 en (R,R\) y u(fl\) =0.
Dicha solucién es también una solucién positiva del problema (3.2). Notése que
aqui, en el caso de una corona, el pardmetro d del método de tiro es la derivada
en R de la solucién y no su valor en 0 (como en el caso de una bola). Eso, como
ha sido observado en la introduccién, cambia y complica las demostraciones en
nuestro caso, respecto al caso de una bola.

En esta seccién presentaremos algunos resultados técnicos de las soluciones
de (3.3) que pueden ser cldsicos en la literatura matemadtica. Para ello y en
todo este capitulo, la no-linealidad f € C!([0,+00)) sera extendida de forma

continua a todo IR tomando

f |(=c00) = £(0)

Para empezar, el lema siguiente asegura la existencia de una tnica solucién del

problema (3.3) en [R, +00) para todo A,d > 0.

LEMA 3.1.1 Sean A\,d >0 y f € C'([0,+0)) una funcion acotada inferior-

mente. Entonces el problema (3.3) admite una tnica solucion u(r,d, ) definida
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en [R,+00). Ademds, para cada d > 0 y cada M >

;Iid2 eziste A(d) > 0 tal
que
max _|u(r,d,\)| < M, VA € (0,A(d)).
re[R,R |

Demostracidn. La demostracién de este lema serd hecha en dos etapas. En
primer lugar probaremos la existencia de una tdnica solucién local de (3.3), es
decir la existencia de ¢ = €(d, ) > 0 tal que (3.3) admite una dnica solucién
en [R,R+¢]. En la segunda etapa probaremos que dicha solucién se puede
extender a todo [R, +00).

Etapa 1: (Solucién local). Puesto que en la Etapa 2 necesitaremos la
existencia y la unicidad de soluciones de (3.3) con condiciones iniciales mds

generales, serd 1til probar directamente en esta primera etapa la existencia y

la unicidad local para el siguiente problema

—u(r) = B=tul(r) = Af(u(r)), Ra<r

(3.4)
u(Ry) = a,w'(R1) =0
con R; > R fijo.
Multiplicando la ecuacién de (3.4) por r’V=! obtenemos
—(rN=Y(r)) = M (u(r))rV Y, Ry <7
y utilizando las condiciones iniciales podemos deducir
u'(r) = er_l [Rff‘lb - )\/ sV f(u(s))ds ] , (3.5)
Ry

de donde, se obtiene la expresién siguiente para u

bRYY (1 1 T t 1
u(r) =a+ N -2 \ &V s = A oy 91 [/Rl s f(u(s))ds] dt
(3.6)
Reciprocamente, de una manera elemental se comprueba que una funcién con-

tinua que satisface (3.6) es una solucién de (3.4). Entonces para mostrar la

existencia y la unicidad de una solucién de (3.4) en el intervalo [Ry, R + €],

95



es suficiente probar la existencia y la unicidad de un punto fijo del operador T

definido en X = C ([R1, R1 +¢]) por

(o) =at BB (L L) ] [ / " N1 f(u(s))ds] dt
- N -2 R11V-—2 rN-2 R tN-1 R ’

(3.7

para todo r € [R;,R1+¢]y v € X . Paraello, sea § > 0 tal que § > |a]
y consideremos la bola cerrada B(0,6) = {u € X : |ju|| < é6}. Usando el

Teorema del valor medio, obtenemos para todo u,v € B(0,6)

A
|1 Tu—Tol| < 5 sup_|F()] e(R1+e)lfu—vl| (3:8)
£€(0,8]
Ademis, se tiene
BIRYN-Y [ 1 1 A

< — — .

”TU’” = |(J,l + N -2 R{V—2 (Rl + 5)N—2 + Ng(Rl + 5) 62&{)&] lf(&)l
(3.9)

Ahora, por las desigualdades (3.8) y (3.9), es posible elegir ¢ = ¢(6) > 0 (que
depende de §) suficientemente pequefia tal que 7' es una contraccién de B(0, 6)
en B(0,6). Por lo tanto, el operador T admite un punto fijo u en B(0,6) . La
unicidad local de solucién se deduce, porque es posible tomar é tan grande como
queremos.

Etapa 2: Sea u(r) = u(r,d, ) la dnica solucién de (3.3) (apliquese la etapa
lcona =0,b=dy Ry = R en (3.4)) con dominio maximal [R, R(d, }))
y probamos por contradiccién que R(d,A) = +oo. Supongamos que R* =
R(d,)\) < +oo. Como consecuencia de (3.6) y del hecho que f estd acotada

inferiormente podemos afirmar que u estd acotada en [R, R*). En efecto

_dR > dRN-1 1 __1
N-2 = "N=2 \RV= =)
= u(r)+ A / ! [ / sN—lf(u(s))ds] dt
R ¥V UR R t
: 11 N-1 ]
> u(r) A _inf f(6) /R [tN_l /R sN=14s| dt,
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para todo 7 € [R, R*). De aqui deducimos la existencia de K; > 0 tal que

u(r) < K1, Vr € [R,R")

De otro lado, usando de nuevo (3.6) obtenemos

Ry
— N-1
e, 10 [ o]

> —K,, Vre[R, R

para K3 > 0 conveniente . Asf, existe K3 > 0 tal que |u(r)| < K3 ,Vr € [R, R*).
Ademis, si {r,} C [R, R*) es una sucesi6én convergente a R*, es sencillo ver, por
(3.5), (3.6) y las siguientes desigualdades, que las sucesiones {u(r,)} y {'(7n)}

son ambas de Cauchy. En efecto

rm sN1f(u(s)) m sV f(u(s))
[u'(rp) — u'(rm)] < AL T—ds—/}{ —F—ds
+ | — | 4BV
T™m Tn
< S| [N s = [TV f(u()ds
Tm R n R
+A | — =i / sV F(u(s))ds|
(A= - ) [, sV Cts)
+ | - dRN-1
< | - = [ARY T A e — | g swp | f(<)]
n "m z€[-K3,K3]
R#
iale = ] _sw o [ )
n m zE[—Ks,Ks] R
y
™1l [ Ny 1 1 |dRN-!
) =t < A [ (G [0 ) ds + ¥~ | g
Rt
< T{'I_(f\':l'l"'n—rml sup | f(z) </ TN_ld"')
:L'E[—KS,KS] R
+ rﬁ’lﬂ - r,’f.l'z dﬁ’]‘i;l‘
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Por tanto, concluimos la existencia de los limites

li =a, li '(r) =b.
Jp_ur)=a In v0)

Consideremos ahora el problema de valores iniciales

—v"'(r) — %v'(r) =Af(v(r)), R*<r
v(R*) = a,v(R*)=b

Por la Etapa 1 deducimos la existencia de un nimero ¢ > 0 y de una solucién
v(r) de este problema en el intervalo [R*, R* 4 ¢]. Ahora, ficilmente se prueba
que

u(r), st R<r<R*

v(r), st R*<r<R*+¢

=
Il

es una solucién de (3.3) en el intervalo [R, R* + €] que contiene al dominio
maximal [R, R;). Claramente eso es una contradiccién que prueba que R* =
+00, lo cual concluye la demostracién de la primera parte del lema.

Para probar la segunda parte, fijamos d > 0 y consideramos de nuevo el
operador definido en (3.7) sobre el espacio Xg = C ([R,R\] ,R)con R, =

R,a_—.Oybzd.Toma,ndoézM>§,v—‘%_%y

M 1
d) = mi
Ad) = min {2M1M2’ M1M3}

con

~

R i o /
= [ { [ s d = mac 17O, Ma= max |76,

¢€fo,M]

podemos deducir de (3.8) y (3.9) que T es una contraccién de la bola cerrada

B(0,M,Xo) = {u € Xo: max |u(r)| < M} en ella misma. Entonces el inico
r€[R,R

punto fijo del operador T, es decir u(r, d, \) pertenece a B(0, M, Xo), quedando
asi probado el Lema 3.1.1 O

NOTAS 3.1.2 a) La solucion u(.,d,\) depende de manera continua del par

(d,\) en el sentido que st {d,} es una sucesion convergente a d y {\,} una
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sucesion convergente a A, entonces la sucesion de las funciones u(.,dy,, A\,) con-
verge uniformemente a u(.,d,\) en todo intervalo acotado. Tenemos también
la misma propiedad para la funcion v'(.,d,A).

b) Notése que en el caso mds simple que  es una bola (ver problema (3.1))
podemos tomar directamente M = u(0) = d como cota de |u(r,d,))|. Esto es

consecuencia de los resultados de [55].

3.2 RESULTADOS DE EXISTENCIA

Con el objetivo de probar la existencia de una solucién radial positiva del pro-
blema de contorno (3.2), haremos un estudio detallado del comportamiento de
la solucién u(.,d,A) del problema de valores iniciales (3.3), donde la funcién f
verifica de aqui adelante las siguientes hipétesis:

(f1) f € C([0,+00)) y existe 8 > 0 tal que flpg) <0y f |(ﬁ,+oo) >0,

(f2) lim () = +o00,

u—+0co U

(f3) la funcién h(u) = NF(u) —
[0’ +w) )
(donde F(u) = [y f(s)ds es una primitiva de f).

uf(u) estd acotada inferiormente en

(f4) f es estrictamente creciente en (8, +00).

Observemos que la hipédtesis (f1) implica que la funcién f cambia de signo una
vez en [0,400) : § es su tnico cero. Asimismo, (f2) es una hipétesis de super-
linealidad de f en +00. De otra parte, la condicién técnica (f3) se debe a una
cierta estima que necesitaremos en una identidad de tipo "Pohozaev” (ver Lema

3.2.3).

LEMA 3.2.1 Sea dy > 0 y supongamos (f1) y (f4). Entonces existe \; =
A(do) > 0 tal que la dnica solucion u(.,do, ) de (3.3) verifica

u(r,do,A) >0, ¥re (R,R], VA€ (0,M).
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Demostracidn. Paraun A > 0 consideremos el conjunto
&= {1‘ € (R,l/{\] / u(.) = u(.,do, A) es creciente en (R,r)}

Como %/(R) = dg > 0, € es no vacio y claramente acotado superiormente. Sea
r1 = sup £ (que depende de X ). Pueden ocurrir dos casos:

l.m = R\

2.1 < R
En el primer caso, es claro que u(r) = u(r,do,A) > 0,Vr € (R,I/Z\]. En el
segundo caso, probaremos también que, para A > 0 suficientemente pequeiio,
u(r,do, A) > 0,Vr € (R,I/Z\], lo cual concluye la demostracién del Lema 3.2.1.

Supongamos asi que 11 < R . Entonces u' (r1) = 0 y usando (3.5) obtenemos
A / " N1 f(u(s))ds = do RV > 0,
R

de donde, teniendo en cuenta que u(s) < u(ry) Vs € [R,rq] y (fl1) deducimos

que u(ry) > B.

Por tanto, el conjunto

F={re[mE]/ut)>p Vtelm,}

es no vacio y acotado. Sea r = supF > 7. La demostracién concluird si
somos capaces de probar, para A suficientemente pequeio, que r, = R . Para

ello, usando de nuevo (f1) y (3.5), observemos que

A

W(r) = - x= /,,Tt”'lf(uu))dtw, vreF\{n}  (3.10)

y asi

u(r) < u(ry), Vr€[R,r]

Ahora el Teorema del valor medio implica la existencia de ¢ € (ry,r3) tal

que u(rg) = u(r1) + u'(c)(r2 — r1). Por (f4) tenemos
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’U,’(C) - _ETT/\——l [f tN—lf(u(t))dt > - ]\;\_1 f(u('l‘l)) ‘/Tj tN—ldt
~ 3 £(u(r1) > — 2 f(u(r)),

v

y, en consecuencia,

u(rs) > ulry) - %f—f(u(n))(rz — 1)
u(ry) — 2 f(u(r))(R - R)-

\

Ademis, si M = M(do) > 0 y A(do) > 0 estdan dados por el Lema 3.1.1,
obtenemos 3 < u(r;) < M para todo A € (0, A(dg)). Tomando K = K(do) > 0
tal que

f(&) < K(§-p), V€€ (8,M]

podemos deducir

U(rz)>u(n)—-ﬂ(R — R)(u(r1) = B), YA € (0, A(do)).

Finalmente, considerando A\; = min{A(do), m}, tenemos que para A €
(0’ ’\1)’

u(rz) > u(ry) — (w(r) — B) =

Asirg € F,es decirrngi\. a

En el siguiente resultado estudiaremos el comportamiento asintético de
r1(d,\) = sup{r € (R, R )/u(.) = u(.,d,)) es creciente en (R,)}

y de u(r1,d, ) cuando d tiende a +o00. La demostracién utiliza una teorema de

comparacién de Sturm, donde la superlinealidad de f es esencial.

LEMA 3.2.2 Sea A > 0 y supongamos (f1),(f2) y (f4). Entonces

dliji-noo ri(d,\)=R (3.11)
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dljgl u(ry,d, A) = +o00 (3.12)

Demostracién. Probaremos la primera parte de este lema por contradiccién.
Si (3.11) no es cierto, entonces existe Ry € (R,R) y una sucesién {d.} C

(0,+00) que diverge a +oo tal que u, = u(.,dn, A) verifica
un(r) > 0, ul,(r) >0, Vr € (R, Ro], VYn € IN (3.13)

Si 7 = BtB  podemos afirmar que la sucesién {un(7)} no estd acotada. Cier-

tamente, en caso contrario, existirfa una constante K > 0 tal que
0 < un(r) < un(f) < K, Vr € [R,7],Vn € N

Entonces, por (f4) y (3.6) (con Ry = R,a=0y b = d,), tenemos

/t sN'lf(un(s))ds] dt

_ N1 1
K Z Un(’l') = dn]?_2 (RNl—z - 77N1—2) - AL tN-1 [ R

anN—l T ]‘ ¢ N-—

> R (A L) - A/R S [/Rs lf(K)ds] dt
dp RN -1 K)7?

2 N-2 (Rhlf—z - le—z) - )‘%VL

lo cual es una contradiccién pues d, — 400 cuando n — +o00.
En consecuencia, pasando a una subsucesion de {d,}, si es necesario, pode-
mos suponer que 1151_1 un(F) = +00. Consideremos ahora la sucesién {M,}
n—r+00

definida por

aninf{f—%)-)-/re(F,Ro)}.

Observando que

{f(u,, (), ¢ (F,RO)} c {i?/ s> un(F)},

Un, (1)
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resulta

M, > inf{@/ 5> un(f‘)}

y asi obtenemos lim M, = 400, como consecuencia de (f2) y ser lim u,(7) =
n—+00 n—+00
+00.
Sea ahora ng € IV tal que

A1‘4-’1'110 > U3,

donde u3 es el tercer valor propio del operador djferencial_-[ad—:g + %dﬁr-] en
(7, Ro) con condiciones de Dirichlet en la frontera (ver [47]) y tomemos ¢3 # 0

una funcién propia asociada a us, es decir, verificando

B(r) + E=Lgh(r) + paga(r) =0, <7< Ro
¢3(7) = 0 = ¢3(Ro)
Se sabe que @3 tiene tres ceros en (7, Rp).
Teniendo en cuenta que /\M > AM,, > pz en (7, Ro) y que uy,, verifica

no
la ecuacién

f(uno)u

n =0, T<T< Ro
Uny

N -1
(1) + S (r) 4 A

deducimos del Teorema de Comparacién de Sturm [61] (aplicado a un, y ¢3)
que uy, tiene al menos dos ceros en (7, Rg). Eso es una contradiccién con (3.13)

que demuestra (3.11).

Para probar la segunda parte del lema, tomemos 72 como en la demostracion

del Lema 3.2.1. Por (f4) y (3.10),

u(ry) = rg[lz?,}f,] u(r) > B
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0 > u

1 _[dRN-1_ A / V-1 £ (u(t))d]

> %%NT:% - A f(u(ry)), Vr € (r1,7m2),

de donde obtenemos

fu(r)) > YA
/\R

quedando asi probado (3.12). O

El lema anterior sirve para probar el Lema 3.2.4 que es esencial para la
demostracién del teorema de existencia. Necesitaremos también una identidad
del tipo ”Pohozaev” (ver [38]) cuya demostracién incluimos por claridad de la

exposicion:

LEMA 3.2.3 Sean \,d > 0 y u(r) = u(r,d,)) la dnica solucidn de (3.3).
Definimos la funcion H en [R,+00) por

ru’ (r)

H(r)= + ArF(u(r)) + N u(r)u'(r), Vr € [R,+00).

Entonces

2 f(u(s))u(s)lds (3.14)

PN1H(r) =tV TTH(E) + A / sVUNF(u(s)) - N-
t
para todo R <t < r.

Demostracién.  Multiplicamos la ecuacién de (3.3) por sV ~1u’ e integramos

entre t y r , para obtener

- /; sNu'u"ds — (N — 1)/ u'?ds = /\/tr sV f(u)u'ds. (3.15)

Pero

1
/ sNu'u'"ds = =
¢

5 [SN’U,IZ / NSN 1 Ist

104



/r sN f(u)u'ds = [ NF(u) / NsVN1F(u)ds,
t
donde F(s) = [ f(s)ds. Por lo tanto, (3.15) es equivalente a
Lr N, nl N r_(N=2 /T N-1,124. _ /TN—I
—a[su]t——)\[s F(u)]t—( 3 s u'“ds /\Nts F(u)ds

(3.16)

Multiplicando de nuevo la ecuacién de (3.3) por — (—N—i”-z) sN=1y obtenemos

- (Mfl) [—SN“lu”u - (N - l)sN‘zu’u] =
= - (%) [.s:N‘lu’2 - (sN“lu’u)l] =— (#) AsN-1f(u)u

e integrando esta igualdad entre ¢ y r tenemos

N =2Y rov-1y,]" = (N 2) /’ N-1 (M) /T N-1,

( 5 )[s uu]t A 3 s f(uw)uds+ 5 A ds.
(3.17)

Restando ahora (3.16) de (3.17), deducimos

[1 N2 4 AsN F(u) 4 N=2gN- 1u/u]t - [sN‘lH(s)]: -
= A7 NN F(w) — Y52 f(u)alds

y, asi, (3.14) queda probado. O

LEMA 3.2.4 Supongamos (fl—f4)y seay1 > 0 un nimero positivo. Entonces
existe Ag > 0 tal que

a) Para cualquier A € (0, \;) y para cualquier d > 71, la tnica solucion de
(3.3) verifica
w?(r,d,\) + u?(r,d,\) > 0, Vr € [R,R ].

b) Para cualquier A € (0, A;), existe d > v1 tal que u(r,d, ) < 0 para algin
re(R,R).
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Demostracién. Sean A > 0,d > 7; y u(r,d, ) la dnica solucién de (3.3).

Tomando t = R en la identidad (3.14), obtenemos por (f3) que

N

rN-1H(r) = RNT‘F—}-/\ /RTSN'l[NF(u(s))—

ety -y

~N o~
> B am(B--B), vre [RE]),

=2 f(u(s))u(s)lds

\%

(3.18)

donde m < 0 es una cota inferior de h. Asi deducimos la existencia de Ay > 0
tal que

H(r) > 0, Vr€[R,R], ¥d> 71, YA € (0,A) (3.19)

y, como consecuencia directa, que
w?(r) + uw'?(r) >0, Vr € [R,R], Yd >, YA€ (0,)2),

lo cual concluye la demostracién de a).

Para probar b) razonemos por contradiccién: Fijamos A € (0, A2) y supon-
gamos que u(r,d,\) > 0, Vr € [R, R, Vd > 71. Sea p > 0 de manera que existe

una funcién w satisfaciendo

W+ N_lw'—}—pw =0

r

w(0) = 1, w(0) = 0,

~ ~

cuyo primer cero es £ 4"R. Por [55], w(r) > 0y w/(r) < 0 para todo r € (0, E£E].

Ademis, por (f2), existe do = do(A) > 71 tal que

Oy

De otro lado, si 4 = r1(d,\) y 72 = r2(d,A) son los niimeros definidos en
la demostracién del Lema 3.2.1, podemos suponer, por el Lema 3.2.2, que
ri(d,A\) < R+ %_E <Ry u(ry,d, \) > do para todo d > do.

Sear € [ry, R ] tal que w/(r,d,\) = 0 (d > do). Observemos que, por (3.19),
H(r) = ArF(u(r)) > 0. Entonces u(r) > 6, donde 6, por (f1) y (f2), es el
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tinico cero de F en (0,+400). Usando la ecuacién (3.3), obtenemos u”(r,d,\) =
~Af(u(r,d,A)) < 0. En conclusién, todo punto critico r € [ry, Rde u(.,d, ) es

un maximo local. Asi, teniendo en cuenta las definiciones de r; y r2, deducimos
W (r,d,\) < 0, Vre(r,R], Vd > do. (3.21)
Definimos ahora v(r) = u(ry)w(r — 1) y observamos que v satisface

R -R
4

v"(r) +

1
V(r)+pv(r)=0, ri<r<ri+
T—T1

con v(r1) = u(ry), v'(r1) = 0,0(ry + EzB) = 0y

v(r) >0, v'(r) <0, Vr € (7‘1,1'1 + R ;R) .

Entonces

-1 R —
o"(r) + Nr v'(r)+ pv(r) >0, Vr € (7‘1,7‘1 + R 1 R) (3.22)

Ahora podemos afirmar que para todo d > dj existe r € (rl, 1+ -é-f—ﬁ) tal

que u(r,d,A) < do. Supongamos lo contrario, es decir

u(r) = u(r,d,/\) 2 dOa vd > do,V’l’ € (rlyrl + R ; R) .

Entonces, por (3.20),

flu(r)) _ p R -R
-1—1,(77)— > X’ VTE(Tl,Tl-I- )

4

Multiplicando la ecuacién de (3.3) por rN~1y(r) y la desigualdad (3.22) por

rN=1y(r) > 0 y haciendo la diferencia llegamos a

(PN =tur’ — N -Yulv) > PN (Af(u) - pu)w, Vr € (rl,rl + R ; R) ,
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de donde, integrando esta dltima desigualdad entre ry y 71 + B ;R, concluimos

0 2 (7.1 + R;R)N—lu(rl + RZR)v,(TI + R;R) —
R-R R-R

it 1+
= [ Nt et > [T N () - puyvdr > 0
T1

™
lo cual es una contradiccién. Entonces

—

Vd>do Ir € (rl,rl-{- R

_ R) tal que u(r,d, ) < do,

y asi, como u(ry,d, A) > do, existe r* € (1"1,1‘1 + R4;R) tal que u(r*,d, \) = do.

! 2
LGLLISIY RV

parar > R. Yaque H () = rE (r)+ 252u(r)u/(r), deducimos de (3.18) y (3.21)

Consideremos la funcién "Energfa” E (r,d,\) =

que
rNE(r,d, \)

"

rN=1H(r,d, )
~N -
> BIE | am(B- - BL) Vre[r,R]
Asi, dlixf E(r,d,\) = 400 uniformemente en [rl,fi\], y existe d; = d1(A) > do

tal que

w'(r)? 2 &
= — > _— > .
E(r,d,\) 5 +AF(u(r)) > AF(do)+ o R)zdo, Vrelr,R],Vd > dy

Ya que F(do) > F(u(r)),Vr € [r*, R ], nos queda

u'(r)2> A2
2 T (R -R)?

d2, Vre[r*,R], Vd > d.

Usando de nuevo (3.21), obtenemos

2dy

’U,,('I') < _(R\—_E)-

, Yre[r,R], Vd > d.

Esta acotacién de u/(r) y el Teorema del valor medio implican la existencia de

ce (r*,EQ—R) tal que

R

) = ) e B

u(r* + 3

)<u(r*)—do=0
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con u/(r* + R—;—E) < 0. Eso es una contradiccion puesto que u > 0 en [R,I/?,\] .

Queda asi probada la segunda parte del lema. O

Ahora y como consecuencia de los Lemas 3.2.1 y 3.2.4 podemos probar
nuestro resultado de existencia de una solucién positiva de (3.2), es decir una

solucién radial positiva de (3.1).

TEOREMA 3.2.5 Supongamos (f1—f}). Entonces eziste A, > 0 tal que (3.1)

admite al menos una solucion radial positiva para todo A € (0, \,).

Demostracidn. Sea dy > 0. Por Lema 3.2.1 y 3.2.4 , existe A\, > 0 tal que
si A € (0, A\.) entonces

i) u(r,do,A) > 0, Vr € (R, R ],

i) w?(r,d, ) + u(r,d,\) > 0, Vr € [R, R |, Vd > do,

iii) Existe d; > do y r € (R, R ] tal que u(r,dy,\) < 0.

Definimos
G ={d>do [ u(r,d,)) > 0,Vr € (R,R ),Vd € [do, d]}

Observemos que, por i), dg € G . Luego G # 0. Ademas, por iii), G estd

acotado superiormente por d;. Sea d* = sup G. Claramente, por las Notas 3.1.2

a),

u(r,d*,\) > 0, ¥r € [R,R],

y asi d* < d;. Observemos que si u(r,d*,\) = 0 para algin r € (R,I?) ,

entonces u/(r,d*,A\) = 0, que es una contradiccién con ii). Por tanto,
u(r,d*,A) > 0, Vr € (R,R). (3.23)

El lema estard probado (tomando u(.,d*, A) como solucién) si somos capaces
de mostrar que u(I/%\ ,d*,A) = 0. Lo haremos por contradiccién. Supongamos

u(R ,d*,\) > 0. Entonces por las Notas 3.1.2 a), (3.23) y /(r,d*, \) = d*, se
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deduce

u(r,d,\) > 0,¥r € (B,R | ,vd € (d",d" + 6],

con & > 0 suficientemente pequeiio. Por tanto d* + § € G lo cual contradice la

definicién de d* y concluye la demostracién del Teorema. O

NOTA 3.2.6 Obsérvese que el método de tiro nos permite probar el Teorema
3.2.5 mediante una herramienta muy elemental, a saber una version simple del

Teorema de Sturm y el Teorema del valor medio.

Las técnicas anteriores no sélo permiten estudiar el caso de un dominio
anular, sino que de una forma m4s simple atn podemos probar, para el caso de

una bola, el siguiente teorema:

TEOREMA 3.2.7 Supongamos (fl—f4). Entonces eziste A, > 0 tal que el
problema
—Au(z) = M(u(e)), |z <1
u(z) =0, |z| =1

admite al menos una solucion positiva para todo A € (0,A,).

Idea de la demostracién. En este caso, consideramos el problema de valores
iniciales
—u"(r) = ELu/(r) = Af(u(r)), 0<r
u(0) =d, v'(0)=0

Argumentos similares a los desarrollados en los Lemas 3.2.1 y 3.2.4 permiten
probar que, dado do > 0, existe A, > 0 tal que si A € (0, A.) entonces

i) u(r,do,A) > 0, Vr € [0,1],

i) u'2(r,d, A) + w?(r,d,\) > 0, Vr € [0,1], Vd > do,

iii) Existen d1 > do y € (0,1] tales que u(r,d1,A) <0.

La demostracién se concluye en una forma andloga a la hecha en la prueba

anterior. O

NOTA 3.2.8 Notemos que en el caso de la bola, Castro y Shivaji en [38] prue-
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ban una teorema de existencia bajo las hipdtesis (f1),(f2),(f4) y

w|z

[F(ku) - Nm;% f(u)] = foo

Jm 7]

para un k € (0,1). Es claro que (f3) es mds general que esta hipétesis. Asi, el

Teorema 3.2.7 mejora el de Castro y Shivaji.

3.3 RESULTADOS DE NO EXISTENCIA

El Teorema 3.2.5 de la seccién anterior asegura la existencia de soluciones po-
sitivas cuando A es suficientemente pequefia. A continuacién, probaremos que,
en el caso semi-positén, si se verifican (f1) y (f2), entonces no existen solu-
ciones positivas radiales de (3.1) para A suficientemente grande. Los métodos
utilizados en esta seccién estdn basados en una ”cota a priori” de la norma en
L () de una posible solucién no negativa y radial de (3.1) (ver Lema 3.3.1)
y un estudio detallado del comportamiento cualitativo de la posible solucién.
En lo que sigue, (f1) y (f2) denotan las hipétesis impuestas en la seccién ante-
rior. Adem4s, seguimos denotando § (respectivamente § ) al inico cero de f
(respectivamente de F' = [j f(s)ds ). Sea finalmente Ry = %. Comenzamos

con el primer lema técnico:

LEMA 3.3.1 Sea f € C' ([0, +00)) una funcion satisfaciendo (f1) y (f2). En-

tonces para cualquier r € (RO,R\ ] eziste un nimero M = M(r) > 0 tal que
U ,\(7‘) <M
para cualquier solucidn no negativa uy de (3.2) con X > 2.

Demostracidn. Sea ¢; > 0 una funcién propia asociada al primer valor

propio uj > 0 del problema de valores propios

—(rN-1'Y = urN-ly, R<r< R

v(R)=v(R)=0
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Multiplicando la ecuacién de (3.2) por rN=1¢;(r) e integrando entre R y R,

obtenemos

[ @i = - [y ai

(3.24)

= /\/RR rN'lf(u,\(r))¢1(r)dr

De otro lado, multiplicando la ecuaciéon
(V) =), (R<r < R)

por u) e integrando de nuevo entre Ry R , obtenemos

/ﬁ N1l (1)) (r)dr - /ﬁ (rN71g) Y up(r)dr
R A 1 R 1) %A

~

R
p1 L N =1 (r)ur(r)dr

I

Combinando estas identidades integrales, resulta

R R
1 /R N1 (ryur(r)dr = A /R N1 f (uy ()b (r)dr.
Pero, entonces eligiendo, por (f2), u > &- y ¢ > 0 tales que
f(S) 2 Bs —=c, VSZO

deducimos

~

R R R
#I/R VL (r)up(r)dr > AML rN‘lu‘,\(r)¢1(r)dr—- AcA_t N1y (r)dr.

De aqui se obtiene

~

/R Nty (Nr(rdr < —F— < —F__ 4 w2
R T T op-g ’
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con k = cf};i rN=1¢;(r)dr >0y A > 0 (notése que A no depende de A > 2).
Tomemos ahora r € (Ro, R ] arbitrario y elijamos § € (0,7 — Rp). Teniendo

en cuenta que u) es decreciente en (Ro, R ) (ver [55]), tenemos

/ ' . tN "Luy ()1 (t)dt
/r S tN 1, (t)dt

IN

ux(T)

~

/RR tN"Luy (1)1 (t)dt
/r S V=1, (t)dt

IN

- 4 = M, VX >2.
/ tN=14,(t)dt
r—6

Queda asi probado este lema. O

LEMA 3.3.2 Supongamos (f1) y (f2). Sean Ry € (Ro,R |y ¢ € (8,6). En-
tonces ezxiste A\; > 0 tal que para toda solucion no negativa uy de (3.2) con

A > Ay, eziste t1 = t1(A) € (Ro, R1] satisfaciendo uy(t1) < c.

Demostracién. Razonaremos por contradicciéon y supondremos que existe

una sucesién {A,} C (0,400) que diverge a +0co tal que
ux,(r) > ¢, Vr € (Ro, Ri1], Yn € IN.
Consideremos
t, =max{r € (R,R) : uj (r)=0}.
Usando (3.5) (con Ry = R, a =0y b= d), tenemos

uh(r) = TNI_I [RN-ld - /R sN-1 f(u,\(s))ds] ,vre [R,E].
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En particular

0= ul)\n(t—n) = tN I:RN td— A\, / sN= 1f(u/\ (s))ds

n

es decir

tn
RN-14 = /\n/R sV f(uy, (5))ds.

Asi,

4,00 = e b [ s N (a9 |
= g [V, (o)ds, Vre [RE].
tn

Ahora como, por [55], se sabe que ¥, < Ro y u), es decreciente en (., R ),

wh (1) = - / N=1 f(uy,(s))ds

IN

S = 1m/ sN-1ds
(3.25)

IN

'rN“ m/ N-14s

2

= —emly - F Ve €N, Vre (Ro, R,

donde
m = min{f(s)/ s>¢} >0, (B<ec).

Para llegar a una contradiccién aplicamos el Teorema del valor medio a ),

en un intervalo (r1,73) C (Ro, R |. Entonces existe s, = s(\,) € (r1,72) tal que
UA(T2) = Urn(r1) + 0, (8n)(r2 — 1)
El Lema 3.3.1 implica la existencia de una constante M = M(r1) > 0 tal que

u)m(rl) < M7 Vn € IN
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y usando (3.25) obtenemos

<M 2| BT Vne IV
ur(r2) S M — —gZm | = = == (ra = m1), Vo € IV,
por lo que deducimos

lim uy,(r2) = —oo,

n—+400

lo cual es una contradiccion porque uy, > 0,Yn € IN. O

LEMA 3.3.3 Supongamos (f1). Sean Ry € (Ro,l/i\] y € > 1. Entonces eziste

A2 > 0 tal que toda solucion no negativa uy de (3.2) con A > Ag verifica
2 cun((Re, B,

Demostracion.  Supongamos que u = u) es una solucién no negativa de

(3.2) y denotemos por
_ = _B
b = max{r € (R, F) / u(r) = 2},
Para demostrar el lema, bastard probar que

Akr_&ob,\ =R.

Para ello, observemos que multiplicando la ecuacién de (3.2) por rN-1, in-

tegrandola entre by y R y usando que
IB —
u(r) < > Vr € (by, R ],

obtenemos

~ ~

/: (PN (r))dr = —/bR ArN =L f(u(r))dr

AP

R
/ ArN-1K dr,
b

v
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donde
K = —max{f(s)/ s € [O,g]} > 0.

Entonces

BV NW(R) - oY1 (by) 2 %K(R\ N_py > 0. (3.26)

De otra parte, multiplicando de nuevo la misma ecuacién por r2(V-1)y/(7) e

integrandola entre by y R , también deducimos

~

R
—/b [w/ () (r)r? N =1 — (N = 1)r2N =3/ (r)?]dr =

A

=X /b ﬁ F(u(r))r? N0 (r)dr,

es decir

R R
- [Nt = ) | F)rr ™=V,
ba ba
Ahora, mediante una integracién por partes en los dos miembros de esta ecuacién,
llegamos a
1Dy - RPNV Vw(®)y) = —aelW '”F(g)
R
_9(N = 1)A / F(u(r))r*N=3dr
b
N-1) o B
< —auopd)
8 R
—o(N - 1)F(2) / r2N =3¢y
¢’ b,

= “A}/z\z(N_l)F("%)a

ya que u(r) < %’ Vre (by,R]y Fes decreciente en (0, 3) por (f1).

Ademis

GOV RO
= 1Y) - B (B () + R w(R)] 2 0
como consecuencia de (3.26), u/(by) < 0 (por la definicién de b)) y W(R) <0
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(por [55]). Entonces podemos extraer raices cuadradas:

SV e - (B @ < BV )

y usando que A — B < /A2 — B2, YA > B > 0 conseguimos

% [lbﬁ"lu'(bx)l CEVTWE )| Y aE),

De nuevo, por (3.26), se deduce

—~N-1 I}
NfK(R Yo <R \/—/\F(E)

1 1 =N . Ny_ 5N-1
_NﬁK\/_F(g)\/X(R -b)<R

por lo que by — R cuando A — 400, lo cual concluye la demostracién. O

es decir,

Ahora estamos en condiciones de enunciar y probar nuestro resultado de no

existencia:

TEOREMA 3.3.4 Supongamos (f1) y (f2). Entonces existe A\* > 0 tal que

para cualquier A > \*, (3.1) no tiene ninguna solucion radial no negativa.

Demostracion. Consideremos ¢ € (3,0), ¢ > 1y R1,R; € (Ro,}/?,\) tal
que R; < Rj. Sean A1,A2 > 0 dados por los Lemas 3.3.2 y 3.3.3. Tomemos
p= (’% +¢)(Rz — R1)™! y elegimos

_#2
AT > ma.x{/\l,/\z,—ﬂ—[}
donde
M = max{F(€): §< <e}<0

La no existencia de soluciones no negativas y radiales de (3.1) es equivalente
a la no existencia de soluciones no negativas de (3.2). Probaremos esta no

existencia por contradiccién. Ciertamente, supongamos que existe A > A* tal
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que (3.2) admite al menos una solucién no negativa uy. Como A > A;,1 = 1,2
deducimos de los Lemas 3.3.2 v 3.3.3, la existencia de t; = t1()) € (Ro, R1] ¥
ty = ta(N) € [Rz,f?,\] satisfaciendo ux(t1) < ¢ y ux(tz) = % Entonces, por el
Teorema del valor medio, existe t3 = t3(A) € (t1,%2) tal que

ur(tz) — ua(ts) = ui(ta)(t2 —t1)

De donde resulta

lux(t2) — ua(t)l < %“" ¢ _ M (3.27)

/ = =
[Alta)] = to — 1 A

Ademés, sabiendo por [55] que uy es estrictamente decreciente en [Ro, R ),

obte-nemos

w(ts) € 5, el (3.28)

Introducimos de nuevo (ver la demostracién del Lema 3.2.4) la funcién ”Ener-

gia” E(r) definida por
()2 -
E(r) = AF(ux(r)) + _____u/\(zr) , Vre [R,R ]

y observemos que E'(r) = —&=1u(r)? < 0, es decir, E(r) es decreciente en
[R, }/{\] . Entonces, usando (3.27) y (3.28), es facil ver que
2

- 2
E(R)gE(tg.)S,\M+l—;—§/\*M+%<O.

- (D2
Pero E(R) = ?_/\(TR_)_ > 0, lo cual es una contradiccién. Queda asi probado el

teorema. O

NOTA 3.3.5 En [27], Brown, Castro y Shivaji prueban la no ezistencia de
soluciones no negativas y radiales del problema (3.1) en una bola bajo las
hipédtesis: f creciente, (f1) y 15_13}.25 %2—)- > 0 para un nimero o > 1. Note-
mos que este tltima hipdtesis es mds restrictiva que (; f2). Ademds, es fdcil ver
que nuestros argumentos siguen siendo vdlidos en el caso de la bola. Asi, hemos

extendido el resultado de no ezistencia de [27] al caso de coronas y rebajado de

118



modo significativo las hipdtesis de [27]. Concretamente, para el caso de una

bola tenemos el siguiente teorema :

TEOREMA 3.3.6 Supongamos (f1) y (f2). Entonces existe A\* > 0 tal que

para cualquier A > \*, el problema

—Au(z) = Af(u(e)), || <1
u(z) =0, lz] =1

no tiene ninguna solucion radial no negativa.

Idea de la demostracién. Consideramos el problema de valores iniciales

—u"(r) = E=2u/(r) = Af(u(r)), 0<r<1

/(0 = u(1) = 0. (3:29)

Usando argumentos similares a los que se desarrollaron en los Lemas 3.3.1, 3.3.2
y 3.3.3, se prueba que:
i) Para cualquier r € (0, 1] existe un ndmero M = M(r) > 0 tal que

ur(r) < M

para cualquier solucién no negativa uy de (3.29) con A > 2.

ii) Si R; € (0,1]y ¢ € (B,0), entonces existe A\; > 0 tal que para toda
solucién no negativa uy de (3.29) con A > )\, existe t; = t1(A) € (0, Ry]
satisfaciendo uy(t;) < c.

iii) Si Rz € (0,1], y € > 1, entonces existe Ay > 0 tal que toda solucién no

negativa uy de (3.29) con A > A, verifica

ol

€ ur([R2,1]).

La demostracién se concluye usando razonamientos analogos a los vistos en la

prueba del Teorema 3.3.4. O
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Capitulo 4

PROBLEMAS ELIPTICOS
EN EL EXTERIOR DE UNA
BOLA CON UNA NO
LINEALIDAD
DISCONTINUA.

Dedicaremos este Capitulo de la Memoria al estudio de la existencia de solu-

ciones radiales positivas del siguiente problema

_Au(z) = f(u(z)—a), z€Q )
u(z) > 0, z€Q &

u(z) = 0, z € O (1

u(z) — 0 cuando |z| — 400

donde a > 0, Q es el exterior de una bola, es decir @ = {z € RN / |¢| > 1}
(N >3)y f: R — IR es una no-linealidad discontinua satisfaciendo
(f1) f(s)=10, Vs <0.

(£2) f € C%*((0,+00),(0,+0)), (0 < a < 1), creciente.
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(£3) Existen ¢ > d > 0 tales que d < f(s) < ¢ para cualquier s > 0.

Como f = f(s) tiene una discontinuidad en el punto s = 0, tenemos que

explicar lo que entenderemos por una solucién de (4.1):

DEFINICION 4.04 Liamaremos solucion del problema (4.1) a toda funcion
u(z) € Ct (ﬁ) que verifique

(1) u(z) > 0, Vz € Q, u(z) =0, Vz € 09,

(i1) u € C3(Q\ Q(a)), con Qa) = {z € Q/ u(z) = a},

(i11) u resuelve puntualmente la ecuacidn en derivadas parciales (4.1) en

2\ Qa) y u(z) — 0 cuando |z| — +o00.

Como primera etapa en el estudio de (4.1) empezamos planteando el pro-

blema en una corona

-Au(z) = f(u(z)—a), €= {a: eRN /1< |z| < R}
u(z) > 0, z€Q (4.2)
u(z) = 0, z € 09

El concepto de solucién de (4.2) es andlogo al de la Definicién 4.04. Estoes, u
es soluci6n de (4.2) si

(6 u(z) €C' (R), we) >0, ¥z €y u(z) =0, Vo € 9L,

(1) u € CH(Q2\ Q(a)), con Q(a) = {z € Q/ u(z) = a},

(74t) u resuelve puntualmente la ecuacién en derivadas parciales de (4.2) en
Q\ Qa).

Considerando a > 0 como parametro de bifurcacién, probaremos la existen-
cia de una rama global de pares (a,u) con a > 0 y u solucién radial positiva del
problema (4.2). Finalmente, un paso al limite (R — +o00) permitird concluir la

existencia de solucién de (4.1). Empezamos ya con el estudio de (4.2).

4.1 PROBLEMAS EN UNA CORONA

En esta seccién presentaremos algunos resultados sobre el problema aproximado
(4.2). Estas serdn tiles en la siguiente seccién para el estudio de (4.1). Comen-

zamos recordando algunos resultados de Topologia y de la Teor{a de Bifurcacion.
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Para ello recordemos que si X es un espacio métrico y {S,}, una sucesién de
subconjuntos de X entonces notando V(z) al conjunto de los entornos dez € X,

se tiene

limsup Sn :={z € X : VV; € V(z), {n€ IN: VN S, # 0} es infinito}

n—+400

liminf S, := {z € X : YV, €V(z), {n€ IN : V;N Sy, =0} es finito}.

n—+4o00

LEMA 4.1.1 ([95]) Sean X un espacio métrico y {Sy},, una sucesion de sub-
conjuntos conezos de X tales que

1) lim -ll-gof Sn # 0.

i) U Sn es precompacto.

neN

Entonces § =limsup S, es no vacio, precompacto, cerrado y conezo.
n—+00

Demostracién.  Es ficil ver que limsup S, es cerrado y que liminf S, C
n—+00 n—+0o

limsup S, = S.
n—>+00
Para concluir la demostracién basta probar que S es conexo. Para ello,
sea T la completacién de |J S, que es compacto por ii). Razonamos por
neN
contradiccién suponiendo que S no es conexo, es decir, que existen dos abiertos

no vacios U y V de T tales que
SCUUVeon UNV =0, SNU#Dy SNV #0. (4.3)

De aqui se deduce que S, C U UV para todos los nimeros n € IN salvo, a
lo m4s, un ndmero finito de ellos. En efecto, en caso contrario, existiria una

sucesion {sn, }, tal que
Sny € S, \(UUV), Vk € IN.

Teniendo en cuenta que T es compacto y pasando a una subsucesién, si es

necesario, podemos afirmar que {s,, }, converge a un punto s de 7'\ (U U V).
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Ademés, cualquier entorno V; de s contiene a todos los elementos de la sucesién
{3n, }; salvo un nimero finito. Entonces s € § ZI;IE-?_I;? S, CUUV,lo cual
es una contradiccién con s € T\ (UUV).

Ahora, por i), 0 # 1113'1_1(}3 S, C S C UUYV y, consiguientemente, o bien
(léggg 5.)NU # 0, o bien (Hr_r}_il_gg 5,)NV # (. Supongamos, por ejemplo, que
se verifica (1;9341_1015 S,)NU # 0. Por la definicién de %Eli _'1_13;‘ Sy, esto implica que
$,NU # 0, para todos los nimeros n € IV salvo, a lo mas, un nimero finito de
ellos. Por la conexién de S, y el hecho que S, C U UV para todos los niimeros
n € IN salvo, a lo més, un nimero finito de ellos, deducimos que S, NV = 0,
para todos los niimeros n € IV salvo, a lo mds, un nimero finito de ellos. En
consecuencia, por la propia definicién de lim sup Sy, tendrfamos que SNV = 0§,

n—-+4o00
lo cual es una contradiccién con (4.3) que concluye la prueba del Lema. O

NOTA 4.1.2 Si X es un espacio métrico completo, entonces bajo las condi-
ciones del lema anterior, el conjunto S =limsup S, es no vacio, compacto y
conezo. e

Antes de enunciar el siguiente Teorema de Bifurcaciéon Global introducimos
algunas notaciones y definiciones. Sean (E,||.||) un espacio de Banach y & :
E — FE una perturbacién compacta de la identidad, es decir, ® = I — ¥
con I la identidad en F y ¥ : E — F un operador completamente continuo.
Sea U un abierto arbitrario de F tal que ®(u) # 0 para cualquier u € 0U.
Entonces es posible definir un nimero entero no-negativo , deg(®, U, 0),llamado
grado topoldgico de Leray-Schauder del operador ® con respecto a U y 0, con
la propiedad que la ecuacién @ (u) = O tiene al menos una solucién en U si
deg(®, U, 0) # 0 (para mas detalle ver, por ejemplo, [49], [73]).

Si v es una solucién aisladade ® (u) =0y B(v,e) ={u € X : |lu—v|| < ¢},
entonces el limite

]jl’[(l) deg(®, B (v,¢),0)
e—

existe y lo denotaremos por ind(®,v).
Una aplicacién importante de la teorfa del grado topoldgico se refiere a la

existencia de bifurcaciones globales. M4ds precisamente, sea {® (},.)},>o una
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familia de operadores ® (\,.): E — E que son perturbaciones compactas de la
identidad, con 0 una solucién aislada de la ecuacién @ (A, u) = 0, para cualquier

A > 0. Denotemos por

§={(\u)€0,+0) X E:®(A\u)=0, u#0}.

Entonces se prueba (ver por ejemplo [9]) el siguiente resultado:

TEOREMA 4.1.3 Supongamos que eziste un punto Ao € (0,+00) tal que

ind(® (\,.),0) =1, VA > Ao

ind(® (,.),0) =0, VA < A

entonces el conjunto S contiene una rama global, es decir, una componente
coneza cerrada S(A\o) de S que, a su vez, contiene al punto (Ao,0) y que tiene
al menos una de las siguientes propiedades:

i) S(Xo) N({0} x E) # 0,

i1) S(Ao) es no acotada,

iii) S(Ao) N ([0, +00) x {0})\ {(R0,0)} #0. O

Consideremos ahora el problema (4.2) y denotemos por Eg el espacio de
las funciones radiales continuas en el cierre  de la corona @ = Qr = {z €
RN/ 1< |z| < R} con la norma uniforme ||.||.

Sean
Y(R) := {(a,u) € [0,00) X ER/ u es una solucién de (4.2) con u # 0},

Yo(R) := {(a,u) G.E(R)/ a=0}

y denotemos por A(R) el primer valor propio del operador —A en g con
condiciones de Dirichlet cero en la frontera y por ¢ > 0 la funcién propia

asociada a A(R) con [q ¢ = 1. Tenemos el siguiente teorema
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TEOREMA 4.1.4 Supongamos (f1), (f2) y

(f4) 3d > 0, ey € (0,M(R)), ez > 0 tales que d < f(s) € exs+ ¢
para cualquier s > 0. Entonces eriste una rama global S(R) C :VJ_(TZS Mas
concretamente, eziste una componente coneza cerrada de -ETE)—, tal que :

i) (0,0) € S(R) y si (a,0) € S(R) entonces a = 0.

ii) S(R) estd acotado en [0,+00) X Er y S(R) N Zo(R) # 0.

iii) Si (a,u) € S(R) con 0 < ||uloo suficientemente pequena, entoncesa > 0.
Ademds eziste ap > 0 tal que para cualquier a € (0, ao), el problema (4.2) tiene

al menos dos soluciones radiales distintas con (a,u) € S(R).

Demostracidn. Haremos la demostracién en dos etapas:
Etapa 1 (Aproximacién regular del problema (4.2)): Fijamos R > 1y

consideramos, para € > 0, la funcién f. € C%* (IR, IR) definida por

fe(s) = f(s) si s<—€65>0
fo(8)=fOH)(2+1) si —e<s<0

Estamos interesados en soluciones radiales positivas del problema regular

—Au(z) = fo(u(z)—a) si 1<[|z|<R

(4.4)
u(z) =0 si |z| € {1, R}

Sean G = (—A)~! el inverso del operador —A con condiciones de Dirichlet cero

en la frontera de la corona Qr y @ (¢,a,v) = v — Gf.(u — a). Denotemos por
%(e, R) = {(a,u) € [0,00) x Er: @(¢,a,u)=0}.

Observemos que si (a,u) € £(¢, R), entonces por la Teoria de Regularidad (ver
por ejemplo [57] ), u es una solucién radial positiva y cldsica del problema (4.4).
Ademis, existen a* = a*(R) > 0y b* = b*(R) > 0 que dependen sélamente de
R tales que

S(e,R) C [0,a*] x {u € Er: [lullx <57}

En efecto, por (f4), existe a* > 0 tal que f.(u— a) < c1u para cualquier a > a*.
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Entonces si u es una solucién positiva de (4.4) con a > a*, tenemos

A(R)‘/§2Ru¢=LRfs(u—a)¢<cl'/QRuqS‘

lo cual es una contradiccién con ¢; < A(R). También se prueba ficilmente
que |lu|l,, < b* para un cierto b* conveniente. En efecto, sea v € C?* (ﬁ) ,

(0 < @ < 1), la tnica solucién clasica del problema

—-Av(z) = qv(z)+er si 1<|z|<R
v(z)=0 si |z| € {1, R}

y que se obtiene como aplicacién del Teorema de la Alternativa de Fredholm

(ver [10]). Entonces si w = u — v, tenemos

-Aw(z) = fe(u(z)—a) —cv(z)—c2<g(z) si 1<]|z|<R
w(z)=0 si |z| € {1, R}

donde g : Qg — IR es una funcién dada por

ci(u(z)—a)—cv(z) si u(z)—a>0
g(@) =9 —c1v(z)—ca+ f(0+) si —e<u(z)—a<0

—cv(z) —cg si u(z)—a< —¢.

Teniendo en cuenta que, por la hipétesis (f4) se tiene f(0+) < ¢z, deducimos

—Aw(z)—cqw(z) <h(z)<0 si 1<|z|<R
w(z)=0 si |z| € {1, R},

con h : Qg — (—00,0] estd dada por

—c1a si u(z)—a>0
h(z) =9 —cu(z)—ca+ f(0+) si —e<u(z)—a<0
—cu(z) — ¢z si u(z)—a< —e.

Como ¢; < A(R), podemos aplicar el Principio del Mdximo (ver [10], [47]) para

126



deducir w < 0 en Qg, lo cual implica
lulleo < llvllee = 6"

Claramente b* es independiente de ¢ y a.

De otro lado, la aplicacién del Teorema 4.1.3 nos proporcionara la existencia
de una rama global S (¢, R) C %(¢, R) tal que (¢,0) € S(&, R) y si (a,0) €

S (¢, R) entonces a = ¢. Ademds
S(e,R)N{(0,u) € {0} x Er/ ®(c,0,u) = 0} #0.
Para ello tenemos que comprobar

ind(® (¢,a,.),0)=1, Va > ¢ (4.5)

ind(® (¢,a,.),0) =0, Va < e. (4.6)
Para probar (4.5) tomamos 0 < ¢ < a* y consideremos la homotopia
H(t,u) = u—tGf(u—a), t€0,1].
H es admisible en una bola de centro cero y de radio r suficientemente pequefio.

Pues caso contrario, existirfan sucesiones |[u|| .o — 0y tn € [0,1] tales que
Un

H (tn,u,) = 0 . Por tanto, las funciones v, = ———verifican
llunlloo
_A/vn p— tan_(_%___a_).vn, T E QR?
Un
v, =0, z € 00R

con ||vg||., = 1. De donde deducimos v, — ven Er y |7l = 1. Pero, para
n suficientemente grande, u, (z) < a — ¢, es decir, fe(u, — @) = 0. Pasando al
l{mite en la ecuacién anterior, obtenemos —A% = 0 en Qg , 7 = 0 en 0QR, es

decir 7 = 0 contradiciendo que ||7]|, = 1. Ahora (4.5) es una consecuencia del
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hecho
ind(® (¢,a,.),0) = ind (H (1,.),0) = ind (H (0,.),0) = 1.

Para demostrar (4.6), fijamos a < ¢ y probaremos la existencia de una bola de
centro cero tal que ® (¢,a,u) # 0 en esta bola. Razonemos por reduccién al
absurdo y supongamos lo contrario; esto es, que existe una sucesion {un}, C

Egr, u, >0, tal que u, = 0y

_Aun = fs(un - a)7 S QR,
U, =0, z € 0QR.

Escribiendo u,, = t,¢ + w, con fQR ¢w, = 0, y usando que u, — 0 deducimos

que para n suficientemente grande

AR)tad — Awp = fu(un — @) = £ (04) (”” —e 1) .

£

Multiplicamos ahora por ¢, integramos en Qg y hacemos ¢, — 0, para obtener

0=f(0+)(1-§)/na¢>0

lo cual es una contradiccion.
Finalmente, por el Teorema 4.1.3, concluimos la existencia de la rama global
S (e, R) C X(¢, R) deseada.

Notemos que
S(e,R)C[0,a*] x {u € Er: ||lull,, <b*}. (4.7)

Asi, por la Teorfa de Regularidad, S (¢, R) est4 acotado en [0,a*] x C1* (ﬁ;)
uniformemente en ¢.

Etapa 2: En esta etapa obtenemos la rama S(R) C E—(E)- del teorema como
limite cuando € — 0 de las ramas S(, R) construidas en la primera etapa. Mds
precisamente, tomamos en el Lema 4.1.1 X = [0,+00) X ER,y Sn = § (%, R) .

Como ya sabemos S, es conexo y (0,0) Elim_ii_nf Sn # 0. Ademas, la acotacién
N=—>-1+00
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uniforme (4.7) para n € IN de S, en [0,a*] x C1® (-QE) implica que |J S, es
neN

precompacto. Asi, por el Lema 4.1.1, §(R) =limsup S, es no vacio, compacto
n—+400

Yy conexo con

S(R)C[0,a]x{u€ Er: [lullo <7}

Usando (f1) y la Teoria de Regularidad obtenemos
u € CYH(Qr\ Qr(a))NC (2R)

para cualquier par (a,u) € S(R), es decir, S(R) C E(R).

La propiedad i) es inmediata ahora. Con respecto a ii), la acotacién de S (R)
en [0,+00) X Er ya ha sido observada. Para probar que S(R)N Zo(R) # 0,
observemos que por el caracter global de las ramas Sy, se tiene que cada 5,
"corta” {0} x (Er\ {0}). Esto es, existe (0,u,) € S, con u, # 0. Por (4.7),
|lun|| < b* y asi por Teoria de Regularidad, {u,} posee alguna subsucesion
{tn, } convergente hacfa algin u € Eg. Esto implica (0,u) € §(R) con lo que
la prueba de ii) estara concluida si demostramos que u # 0. Paraello razonamos

por contradiccién suponiendo que u = 0. Puesto que uy,, es solucién de

—Atn, = fa (un,), =€ QRr,
ng

U, =0, z € 0QR,

deducimos, por el principio de maximo que u,, > 0 en Qg y mediante la

multiplicacién por ¢ que
AR) [ umgd= [ (un)o
L
Pasando al limite y usando que u,, converge a u = 0, obtenemos que

0:/87Rf(0+)¢>0

lo cual es una contradiccién probando que u # 0 y asf ii).

Finalmente la propiedad iii) se prueba de una forma analoga por reduccién
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al absurdo: si {(0,u,)}, C S (R) tal que ||u,||,, — 0. Entonces

AE) [ o= [ g,

y pasando al limite llegamos a la siguiente contradiccién

0= [ fo+)¢>0.
Qr
El resto del Teorema se deduce ya de una forma inmediata. O

NOTAS 4.1.5 i) Observemos que la condicion (f3) implica la condicion (f})
del teorema anterior para cualquier R > 1.
i) Es posible probar (ver [14]) que para cualquiera solucion radial positiva
u(r) (r = |z|) de (4.2), existen 1 < py < 1o < p2 < R satisfaciendo:
a) w'(r) > 0 en [1,79), u'(r) < 0 en (1o, R], u(ro) = ||t||oo (> a). Ademds,
por [55], 7o < BEL sia = 0.
b) u(p1) = u(p2) = a.

Notemos que p1 = 1, ps = R en el caso a = 0.

De aqui en adelante y para (a,u) € S(R), denotamos por p; = pq(u),
p2 = p2 (u) los niimeros dados por la Nota 4.1.5-ii). Ademds, si v € H§ (R)

1
lolle = ([ 1voPdz)”
Qr

Antes de acabar esta seccién probaremos una estima de ||u||z en términos de

denotamos

p2(R,a). Esta, aunque es bastante técnica, resultara esencial en la préxima

seccion.

LEMA 4.1.6 Sea N > 3 y supongamos (f1), (f2) y (f3). Entonces cualquier

solucidn radial u de (4.2) verifica

a

K ——
3N - RN

st a>0

lullz >

KoRN*T2 — K, si a=0,
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con constantes K1, K3, K3 > 0 dependiendo inicamente de N.
Demostracion.  Consideremos primero el caso a > 0. Entonces 1 < p; <
ro < p2 < Ry u(r) (r = |z|) verifica

s N-1

u'=0en (1,p1)U (p2, R)-

Multiplicamos esta ecuacién por V-1 e integramos dos veces para obtener

a(p%'N _ 1)-1(,.2—N - 1), site [1, p1];
u(r) =

a(pd~N — RZN)=1(s2-N _ R-N), sir ¢ [ps, R].

Por tanto,

U(r) = ~a(N = 2)(p3™ = R¥N)7r1N, vr € (oo, R]

y, en consecuencia,

R
ul > / |Vu|2dx:wN_1/ rNl!(r)2dr
p2<|z|<R P2

a2
= wN_l(N - Z)W’
donde wy_; es la medida de la esfera unidad 0B(1). Esto prueba el lema en el
caso a > 0 con K1 =wn-1(N —2).
De otro lado, observemos que en el caso a = 0 se tiene que 1 = p; < p2 = R

y u(r) verifica

—u(r) — B=L/(r) = f(u(r)), 1<T<R (4.8)
u(l) - u(R) =0.

Por consiguiente, no podemos aplicar los argumentos anteriores. Por este mo-

tivo, razonamos de manera diferente. Multiplicando (4.8) por V-1 e integrando
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entre ro y T, obtenemos
W(r) = —r-N / V-1 f(u(t))dt, Vr € (1, R).
To

Ahora, teniendo en cuenta que ro < &1, deducimos de (f4) que

full = wn- /IRTN_lu'(T)ZdT=w N-1 /IRTI'N [/r tN‘lf(u(t))dtrdT

To

2
W N—-1 /; ri-N [/&Ll_ tN_lf(u(t))dt] dr

S wy_1d? [RN+2 R (R+1)N R2-N (R+1>2N+ NNZ (R+1)N+2]

vV

=7 N |N+2 2 TN-—2\ 2 2_4\ 2

-t : e . N N+2 :
- N [(N+2 2N (N - 2)22N + (N2 _4)2N+2 R + t.o.d.

con 1 1 - 1 + v
N+2 2N (N -2)22N * (N2-4)2N+2
probado el lema en el caso a = 0, lo cual concluye la demostracién. O

> 0 porque N > 3. Asi queda

4.2 BIFURCACION GLOBAL EN EL EXTERIOR
DE UNA BOLA

En esta seccién probaremos la existencia de una rama global S no acotada de
soluciones radiales positivas de (4.1) obtenida como limite de las ramas S(R)
(de la seccién anterior) cuando R tiende a +o0o. Ademés, veremos que (4.1)
posee al menos una solucién radial « con (a,u) € S para cualquier a > 0.

Denotemos por D el espacio de las funciones radiales de D2 () con la

1
lull = ( Ji |v-u|2dm)2
Q

y por X el conjunto de los pares (a,u) € [0,400) X D tal que u es una solucién

radial de (4.1) (ver Definicién 4.0.1).

norma

Los siguientes lemas nos proporcionan estimas sobre las soluciones radiales de
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(4.1), las cuales serdn esenciales para la demostracién del Teorema 4.2.3, resul-

tado principal de este capitulo:

LEMA 4.2.1 Sea N > 3 y supongamos (f1) y (f2). Siu = u(r) es una solucion
radial de (4-1), entonces ezisten 1 < py < 1o < p2 tales que

a) w'(r) > 0 en [1,70), w'(r) < 0 en (ro,+00) y, en consecuencia, u(ro) =
lulleo (> a)-

b) u(p1) = u(p2) = a.

Si ademds f verifica (f3), entonces

d

. _ N2 —9)p2 N 2-N| < &N—z_]
) =gy [+ (= 2k + 2008 | <21,

1 < ¢ N _ N
P%_N -—aN(N___2)(p2 pl )7

oy d N N N-2
- - — <
) aN(N—2)(p2 p1) P2 T o

Ly N1 ey
w) pg < JiA
Demostracion. La existencia de 1 < p; < 1o < po satisfaciendo a) y

b) se puede probar de la misma manera que en [14]. Ademds ||luljo > a es
una consecuencia inmediata de (f1) y el Principio de Mdximo. En cuanto a
la prueba de i), ii) y iii), observemos que las condiciones u(p1) = u(p2) =
a, u(1) = u(4+00) = 0y w'(p3) = u/(p3) implican, como en la demostracién del

Lema 4.1.6, que

a’(p%_N - 1)—1(1.2—N - 1)’ siT€ [17 Pl)

0
u(r) =4 aph 22N — / ’ .sl_N(/p2 tN=1 f(u(t) — a)dt)ds, sir € (p1,p2)

| ap) 22N, sir € (p2, +00).

(4.9)

Imponiendo la condicién u(p}) = u(py) = a, obtenemos

/,, fz st~V ( /s N f () - a)dt> ds=a [(-ﬁ—j)mz - 1] (4.10)

de donde, usando (f3), se deduce i).
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Por (4.9) tenemos

a(2—- N)(p*™N = 1)~1r1-N | sir e (1,p1)

p
w(r)=14 a(2— N)pY~2r1-N 4 rl“N/ ’ tN1f(u(t) — a)dt, si T € (p1,p2)

T

| a(2— N)pY 21N, sir € (p2, +00).

(4.11)
Ahora la igualdad u/(p}) = v/(p7) implica

1

/:2 tN—lf(u(t) —a)dt = a(N - 2) [p]2\7—2 + ﬁi—:ﬁ} (4.12)

que junto con la hipétesis (£3), prueba ii).
De otro lado, integrando por partes el primer miembro de (4.10) y utilizando

(4.12), obtenemos
a(N -2
7 tstut) - oyt = (—-ﬁﬁ)
P1 P,
De donde resulta, otra vez por (f3), que
2a(N - 2)

d(p3 - p}) < =5 < clri — pi)-
1-pj

Por estas desigualdades, ii) y el Teorema del Valor Medio deducimos la existen-

cia de un ndmero £ € (p1,p2) tal que

N-2 Ny — ¢ N Y1
P2 S nN(N 2)(p2 1)'— aN(N 2(/)2 )6 2
1 !
< -

y, en consecuencia, iii) estd probado. O

LEMA 4.2.2 Sea N > 3 y supongamos (f1), (f2) y (f3). Si u es una solucion

radial de (4.1) con a > 0, entonces

2
2 o _WN-1C piN
I < g =+ N

oY + wy-1a3(N - 2)p3N
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donde wy_1 denota la medida de la esfera unidad O0B(1) y p2 estd dado por el
Lema 4.2.1.

Demostracidn. De la expresién (4.11) para u’ deducimos

+oco
lul = | [VuPde=wy_y | o/(r)'r¥ldr
Q 1
P1 p2 +00
WN-1 {/ + +/ } u'(r)?rN-1dr
1 Pl P2

+wy-163(N - 2)p)

a’(N - 2)
1T N
1-piN

N1 / ” [ / N1 () - a)dt — a(N — 2)pY —2]2 PN dr.
o L

wN
(4.13)

Pero (f3) y 1 < p1 < pg implican

P p 2
/2 [/ 2tN'lf(u(t)—a)dt—a(N—2)pIZV'2] ri=Ndr <
p r

1

IN

P2 P2 2
/ [( / V-1 £ (u(t) - a) dt> +a2(N =2y pgN-‘*] =Ny
P1 T

2 ) ] 2N _ 2N
[J—VE (b = ) +a? (N -2 p3" 4} T

2

IN

& N 2 _ 2N -4
N2(N_2)p2 +a (N 2)p2 9

lo cual, afiadido a (4.13), nos da

_ 1
Jul? < wonoa? (V- 2) [pév +m]
1

2
WN-1€
N1 N L wn_1a? (N —2)pN -4

T mv-2”

Finalmente, para concluir la demostracién, aplicamos ii) del Lema 4.2.1. O
Ahora estamos en condiciones de enunciar y probar nuestro resultado prin-

cipal:

TEOREMA 4.2.3 Sea N > 3. Supongamos (f1), (f2) y (f3). Entonces eziste
una rama global no acotada S C ¥ (es decir, una componente coneza, cerrada

y no acotada de X) tal que (0,0) € S. Ademds, para cualquier intervalo cerrado
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y acotado I C [0,400), eziste una constante M (I) > 0 tal que
(a <) llull < M(I) (4.14)

. ., 3 o .
para cualquiera solucion radial u de (4.1) con a €I . En consecuencia, para

cualquier a > 0, el problema (4.1) admite una solucidn radial u con (a,u) € S.

Demostracidn.  Para probar la existencia de una rama global S con (0,0) €
S, extendemos toda solucién ug € S (R) (S (R) est4 dada por el Teorema 4.1.4)
a IRN tomando ug (z) = 0 para |z| > R. Asi, podemos considerar ugr como un

elemento de D. Para M € IN y una sucesién {R,}, /" 400 consideramos

Xn = {(a,u) € [0,400) x D : @+ [ul|* < M?}

Spm =S (Rn) N Xn-

Sea §n,  la componente conexa de Sy, s que contiene al punto (0,0) . Queremos
probar que la sucesién {gn’M}neN verifica las hipétesis i) y ii) del Lema 4.1.1.
Observemos que (0,0) € H?ii{}f §n,M # 0, porque (0,0) € gn,M, Vn € IN. Asi
i) estd probado.

Para mostrar ii), consideremos una sucesién {(a;,u;)}; CngN Sn. En-
tonces, para algin n(j), u; es una solucién radial del problema (4.2) con a = aj,
R=R,;ya+ l|lu;]|* < M2. Luego, por el Lema 4.1.6, existe una constante
K > 0 tal que pa(u;) < K, para cualquier j € IN. Por consiguiente, —Au; =0
en |z| > K y, por argumentos standard (ver [13], Teorema 8), existe una sub-
sucesién {u;, } de {u;} que converge en D, lo cual demuestra ii). En consecuen-
cia, Sps =limsup §n,M es no vacio, precompacto, cerrado y conexo con (0,0) €
Sy La ra,:n—:;.+50bal S del teorema estd dada por S =MLé’N Say . Para probar

la no acotacién de S, observemos que como consecuencia del Lema 4.1.6, si

(0,ug) € S(R) N Zo(R), tenemos
Jim ] = +oo
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Asi, teniendo en cuenta que S (R) es conexo, deducimos que para cualquier M

existe n(M) tal que
S (Rw) 0 {(a,u) €0, +00) x D: a®+ [[ul|* = M2} #£0, Vn > n(M).
Por tanto, podemos elegir una sucesién {(an, un)},»n(rr) satisfaciendo
(an,un) € §n,M con a4 Hu]]i = M2, Yn>n(M)

y razonando como antes, probamos la existencia de una subsucesién
{(@n,un)}n>n(ary que converge a un punto (a,u) € Sy con a? + lul|> = M2.

Claramente eso implica que S es no acotado.

Ahora, para probar (4.14), consideremos un intervalo acotado y cerrado
I C[0,+00). Por el Lema 4.2.2 es suficiente mostrar la existencia de un nimero
K (I) tal que
pa2(u) < K (I)

para cualquiera solucién radial del problema (4.1) con a el . Supongamos lo
contrario, es decir, supongamos que para cualquier n € IV existe una solucién
radial u,, del problema (4.1) con a = a, el y p2(un) — +oo. Entonces, por
el Lema 4.2.1-iii), p1 (n) — 0. Por tanto, si tomamos la funcién creciente

P2 ('u,n) n—+4oo
P (t) = NtV-2 — (N —2)tVN, t €[0,1], obtendremos

P1 (un) _
v (Pz (un)) S2-a Vm2m

es decir,

Npa (un)? p1 (un)¥ ™2 = (N = 2) p1 (un)" < (2= @) p2 (un)", ¥ > mo
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para ciertos a € (0,2) y ng € IN. Pero, por el Lema 4.2.1-i), tenemos

aps (un)N < —Npy(ua)? p1 () 2+ (V= 2) p1 () + 202 (un)"
2a,N(N -2 _ _
< ——}——) o2 ()Y = 1 ()]
< M”_]vd‘l_v__fi)pz (un)N—2 , Vn > no,

y, en consecuencia, ps (u,) estd acotado, lo cual es una contradiccién.
Finalmente es facil deducir de (4.14) y el hecho que S es una rama global no
acotada que contiene al punto (0,0), que para cualquier a > 0 el problema (4.1)

admite una solucién radial u con (a,u) € S. Asi queda probado el Teorema. O

NOTAS 4.2.4 a) La solucion radial del teorema 4.2.3 estd obtenida como
limite de las soluciones radiales del problema (4.2), cuando R — +o0o. Recorde-
mos que, para cada R > 0, este problema tiene al menos dos soluciones radiales
cuando a es suficientemente pequenia. Comparando este resultado y el método
variacional utilizado en [14], podemos esperar que una de estas soluciones ra-
diales coresponda a un minimo de un funcional de Euler y la otra se obtenga
como aplicacion del teorema del ”Paso de Montaria” de Ambrosettti y Rabi-
nowitz. Los resultados de [11] suguieren que las soluciones obtenidas como
minimo del funcional de Euler no convergen cuando R — +o00, pero las otras,
es decir, aquellas obtenidas mediante el Teorema del ”Paso de Montana”, con-
vergen a la solucion radial del Teorema 4.2.3.

b) En el Teorema anterior la condicion N > 3 es necesaria para la ezistencia
de una solucion radial de (4.1) cuando a > 0. En efecto, tomamos N = 2
y supongamos que ezriste una solucion radial u de (4.1) en el sentido de la

Definicion 4.0.7. Entonces u verifica

(ru) = —rf(u(r)—a), 1<r
u(l)=0, u(r) e 0

Ademds, como vimos anteriormente, existe p; > 1, tal que u(p2) = a > 0y

u(r) < a, Vr > py. Por lo tanto, f(u(r) —a) =0, Vr > p3 y, en consecuencia,

u(r) = kylogr + kg, Vr > pa. Pero entonces ky = k2 = 0, ya que u(r) 0 0,
r—

o0
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lo cual es una contradiccion con que u # 0.
Notemos también que en el caso N = 2,a =0y f = ko > 0 una constante
el problema (4.1) no tiene ninguna solucion radial. En efecto una tal solucion,

si existe, tendria que venir dada por
7'2 ko
u(r) = ——Zko + ki logr + e Vr € (1,400)

con ko, k1 constantes. Pero entonces rl{gnoo u(r) = —oo, violando la condicion
impuesta en +oo.

¢) A pesar de que nuestros argumentos se parecen a los de [7], hemos de
insistir sobre el hecho que cuando Q es el exterior de una bola, la frontera libre
Q(a) = {z € Q: u(z) = a} de una solucion radial u de (4.1) consiste en dos
esferas S (p1) y S (p2) centradas en cero. Eso es una diferencia importante con
respecto al caso @ = RN, donde Q) (a) es justo una esfera, y que es la principal
causa de las dificultades técnicas que surgen (ver Lema 4.1.6, Lema 4.2.1, Lema
4.2.2 y la demostracion del Teorema 4.2.3). Para poner ain mds de manifiesto
la diferencia, observemos gue si tomamos en (4.1), f = k una constante posi-
tiva en (0,400) y estudiamos los casos @ = RN y Q = {m e RV : |z] > 1} ,
entonces un cdlculo elemental nos proporciona la formula explicita de la solucion
radial en el primer caso. Pero, en el segundo caso, se observa que la ezxistencia
de soluciones radiales de (4.1) es equivalente a la existencia de soluciones del

siguiente sistema no-lineal con dos ecuaciones y dos incognitas py,py > 1:

k

1
N N N-2
NN o |P2 TP =[P “‘:_“_]
a,N(N—2)[2 1] |2 PN 1]

o[- () -] ()]

cuya resolucion no resulta trivial en absoluto.
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Capitulo 5

ECUACIONES
DIFERENCIALES
CASI-LINEALES
DEGENERADAS.

Dedicaremos este capitulo al estudio de existencia de soluciones no negativas y

acotadas del problema

—div(a(z, w)|VulP~2Vu) + La}(z,u)|Vulf =
= b(z,u)|u|?"%u + ;—b;(az,u)lulq, z€eQ, (5.1)
u(z) =0, z €09

donde Q es un dominio acotado de IRV con fronteraregular, p > 1 es un nimero
real arbitrario, y ¢ € (1,p}) (ver Preliminares para la definicién de p}). Las
funciones reales

a,b,al,b.: QA x R— IR

s17s

son de Carathéodory y verifican condiciones apropiadas que precisaremos des-
pués.

Aplicando un teorema cldsico de minimizaciéon para funcionales coercivos
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y usando estimaciones a priori de una posible solucién de (5.1), obtendremos
dicha solucién como minimo global de un funcional I : £ — IR definido en un

espacio E de Sobolev con peso.

5.1 PRELIMINARES

Por claridad de la exposicién, recopilamos en esta seccién algunos resultados y

definiciones que seran itiles con posterioridad.

DEFINICION 5.1.1 Seaa: Q x R — R,(z,s) — a(z,s). Se dice que a es
una funcion de Carathéodory si

i) Para todo s fijo en R, la funcion z — a(z, s) es (Lebesgue) medible en

i) Para ”casi todo” x € Q, la funcion s — a(z, s) es continua en IR.

Sea M el conjunto de las funciones medibles de (2 en IR. Como consecuencia
inmediata de la definicién anterior, si v : @ — IR es una funcién medible,
entonces ¢ — Ny(u)(z) = a(z,u(z)) es medible. Asi a define un operador
Ny : M — M que se llama operador de Nemytskii. Las propiedades mas
importantes de este operador pueden verse en [10], [48], [68] y [94].

Sea w = w(z) una funcién peso en (2, es decir, una funcién positiva y
medible. Supongamos que
1
oo ()

loc

1
we Llloc(Q)y Z]’ €L

y consideremos W1P(w, Q) el espacio de Sobolev con peso [70], es decir el con-

junto de los elementos de M satisfaciendo

1
lull1,p,w = (/ w|VulP da:+/ |u|P dz)p < 00.
Q Q

De aqui en adelante trabajaremos en el espacio de Banach uniformemente con-

vexo W3 P(w,Q) definido como la clausura de C§°() en W1P(w, Q) con res- -
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pecto a la norma || - ||1,5,w- Es posible probar que

1
[ = ( / w]Vu]”da:)P
Q

define también una norma en WyP(w, Q) equivalente a || - ||1,.,- Ademds, se

supone la existencia de t € (—1;1, +oo) N [-p—l—l—, +oo) tal que

1
— € LY{Q).
e L'(9)
Tomando
P = N(tj-:{l;'__'pt, si pt< N(t+1),
F =

un nimero real arbitrario > p, si pt > N(t+1)

se obtienen las siguientes inmersiones (continuas)
WoP(w,Q) — LP(Q), WyP(w,Q) =< L7(Q) (5.2)

para todo 7 € [p,p}) (ver, por ejemplo, [50] y [70]), donde —< significa una

inmersién compacta.

En la siguiente definicién precisamos lo que entenderemos por solucién de

(5.1).

DEFINICION 5.1.2 Llamaremos solucidn del problema (5.1) a toda funcidén
u € WyP(w, Q) que verifique

/ a(z,u)|VulP~2VuVp dz + —;—/ al(z,u)|VulPpdz =
Q Q

= [ [pe,0)+ 26 e, wpa] ol =2 (53)

para todo ¢ € Wy P(w, Q)N L®(Q).

En las identidades anteriores y en lo que sigue adoptamos el convenio

|[VulP~2Vu =0si Vu =0y |u[?"%2u = 0 si uw = 0 (NGtese que p,q > 1).

Consideremos ahora las siguientes hipétesis sobre las funciones a(z,s),

ai(z,s):
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(a,) w(z)< a(z, s) < g(|s)w(z),

(a,) lai(z, s)| < g(ls)w(z),

(ag) sajy(z,s) >0

para todo s € Ry c.p.d. z € Q, donde g : [0,00) — [1,00) es una funcién cre-

ciente arbitraria. Supongamos también las siguientes condiciones sobre b(z, s),

by(z,8)y ¢: .

e e
(b1) ¢ < p} y existen § € (max{p,q},p;) y @ € Lo-»(Q), f € L@P¢i9(Q)
tales que

|18z, )57 + b(a, )77 < al@)lsP~ + B@)lsl,
para todo s € IRy c.p.d. z € .

Observemos que la hipdtesis (a;) permite ser degenerado o singular con
respecto a z € Q al coeficiente a(z,u). Asimismo, la hipétesis (b;) puede en-
tenderse como una condicién de crecimiento subcritico del segundo miembro de
la ecuacién en (5.1). Ademas hemos de recalcar que las condiciones impuestas
en (—00,0) no son restrictivas, ya que estamos interesados en la bisqueda de

soluciones no negativas del problema (5.1).

5.2 ESTIMACIONES A PRIORI

En esta seccién buscamos una estimacién a priori en L (2) de una posible
solucién no negativa del problema (5.1). Comenzamos con una estima a priori

de ||u||,, en términos de ”u“PZ .

TEOREMA 5.2.1 Supongamos (a1),(as),(b1) y sea u € WyP(w,Q) una
solucion no negativa de (5.1). Entonces u € L>(Q) y existe cs > 0 (inde-

pendiente de g) tal que
l[ulloo < esllullp;- (5.4)

Demostracién.  Sea u € Wa'*(w, Q) una solucién no negativa de (5.1). Para

M >07yk >0, tomemos en (5.3), p = vir+! €WyP(w, Q)N L®(), donde
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vp(z) = min{u(z), M}, (z € Q). Asi obtenemos

(sp+ 1) [ ae,w)osfVoul? do + - [ (@ 0] Tupoip* do =

= /Q [b(z', u) + %b;(z, u)u] wd~ Pt g,
En virtud de las hipdtesis (a1) y (a3) y de las inmersiones (5.2) tenemos
(kp+1) /;z a(z, u)vyr| Vor|P dz + %/;za;(z, )| ValPoit! de >
kp+1

K kp+1 x+1)p¢ ff
> (R+1)pr|V(vJ1)|pdm2cl(ﬁ+1)p (/Q 'v](w e dac) . (5.5)

De otro lado, usando (b,) y aplicando la desigualdad de Hélder y la desigualdad

de Minkowski obtenemos de manera formal

/ [b(z, u) + %b;(z, u)u] wI Lot 4z <
Q

uwPtldz <

<\

b(z,w)ud™! + %b;(m, u)u?

< /é [a(z)u”'l + ,B(a:)u;"l] uPtldz = /Q [a(z) + ﬂ(z)u;"p] wH P dg <

=r
q

(/Qu(nﬂ)idx)% <

.

< (/Q [a(:c)+,3(z)u;"p];% da:)

~

2#2 D
=L q ~ =
< (/ a(z)er dz) (/ ulst1)e dz) T4
Q Q
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(pf -5)(?—?)

_ ’;p“t _ ar} ;—‘*2 - g
+ / /B(w)(Q"P)(P:—Q) dz (/ uP? dg;) Pt (/ u(ﬁ+1)q d:l:) 7
Q Q Q

2
=cy (/ ulst1) dx) ‘ (5.6)
Q

Como consecuencia de (5.5) y (5.6) tenemos

2 2
s+1)p} Py ('k’;+ 1)p k+1)g q
(/n w dz) S (/a e d”)q’

es decir

-

L k+1 i

”le|(~+1)}): < cgp(s+) ( N 1)1 “"’“(n+1)5‘ (57)
Kp P

Por (5.2) es posible elegir k; en (5.7) tal que (k1 + 1) = (k1 + 1)p}, es decir

K1 = %Z — 1. De donde se deduce
K141
—1 kK1 +1 !
””M“(mﬂ)p;‘ < egplrtl) | ———— ”“”p;‘
(kip+ )7

paratodo M > 0. Teniendo en cuenta esta desigualdad y que u(z) = A}im vy (),
—00

el Lema de Fatou implica

1
K1+1
R S— K1 + 1 !
[lull vy +1)pr < €aPm1+D) l:——(f@ ot 1)}1_7] [l g -
1

Ahora, es posible elegir k; en (5.7) tal que (k2 + 1)§ = (k1 + 1)pf = (—’ig~—)-2- y

razonando como anteriormente obtenemos

t = i

Ko+1
1 Ko+ 1 2
lell e ypy < €57 {E‘I} ullges 1702
Kap p
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Por un simple argumento de induccion se deduce

Kn+1

Kn+1
1
lell (kn+1)pp < €3PmntD) [ i ] (ke +1)p2
(knp + 1)»

para todo n € IV, donde k, +1 = ((qpi)_"l (n > 2). Como consecuencia de las

desigualdades anteriores tenemos

lull (snt1)pp <

P —
VKrot+l

1

—1 FrE 1

< et T | [l VT _mtl |\ VEH

< ) : l Vors
(mP+ 1)P (sz_*_ 1)p

1
117
( Kp + 1 ) Kt

(pt 15 llullp-
1
y+1 |7
Ahora, comoylirgo —_— = 1, existe ¢4 > 1 (indepediente de k,) tal
que (yp+1)
I LS S o S B
lull(ent1)pp < cF Sm=1 T D) ¢y 2ome1 Vot [lullpy (5.8)

~ ~ ~\m—1
4 'R i co _1 _ 1y o g o )
Ya que e < ‘/p: < 1,lasseries )00 5~ = pF Lom=2 (p:) yyo , e

—\ m—1
\/IE ) Padivy (, / ;)9:—) convergen. Por tanto, existe un constante ¢5 > 0 inde-

pendiente de n tal que si n — 400 en (5.8) obtendremos (5.4). Asi queda

probado el Teorema. O

NOTA 5.2.2 Es fdcil ver que la constante cs5 del Teorema anterior no de-
pende de g. Ademds cs es independiente de a(z,s) en el siguiente sentido: si
en lugar de a(z, s) tomamos otra funcion A(z,s) de Carathéodory satisfaciendo
A(z,s) > w(z) y sAl(z,s) > 0 c.p.d. z € Q,Vs € IR, entonces con la hipdtesis

(b1), obtendremos la desigualdad (5.4) con la misma constante cs.

Para poder obtener "cotas a priori” en L* ({2) de una posible solucién de
(5.1) se necesita, en virtud del Teorema anterior, una estima a priori de [|ul| . .
t

Ello se consigue imponiendo a la funcién b (z, s) la siguiente hipétesis:
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~

=L
(by) ¢ < py existen p € [0,p— q), v € La=9(R), cg > 0 tales que

b(z, s)| < v(z) + cels|*,
cpd. z € Q,Vs € IR.

NOTA 5.2.3 Notemos que (bz) es una condicion de sublinealidad de la funcion
b(z,s).

PROPOSICION 5.2.4 Supongamos (a1) y (b2). Entonces eziste una cons-

tante ¢y > 0 independiente de g tal que

lluollpy < c7, (5.9)

donde ug € Wc} P(w, Q) es un minimo global arbitrario del funcional I definido

en Wy P(w, Q) por
I(u) = l/ a(z,u)|VulPdz — l/ b(z,ut)(ut)! dz,
pJa qJQ

st Jq a(z,u)|VulPdz < oo, e I(u) = 0o en el otro caso.
Demostracién.  En virtud de (a1) tenemos

1

; / a(e, w)|VulP dz > cslul?. (5.10)

Q

De otro lado, por (b3), la desigualdad de Holder y (5.2) tenemos

1 1 c
= [ b(z,ut +qdw<—/ uld d _9./ g+u g
= [ bt e < o [ y@luitde + 2 [ it de

~ 4=¢
rd = N
< ! (/ y(z)a-q d:c) ! ( |uld da:) “+ 6—6—/ |u|9t* dz
q\J/a Q q Ja

= collullZ+ crol|ul|iTh < enaljulld, + coaljul|ZH (5.11)
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Como consecuencia de (5.10) y (5.11) obtenemos
I(u) > esllullf, — euallullf, — exzllull5™ (5.12)
y por lo tanto,

0 = 1(0) > I(uo) > eslluoll?, — enrlluoll?, — eralluoll 5

Teniendo en cuenta que p > g + pu > ¢, deducimos ||uol|w < €13, donde ¢33 > 0
es una constante indepediente de g (Notése que el polinomio P(z) = cgz? —
1129 — ¢1229t# — 400 cuando T — +00). Ahora, por (5.2) obtenemos (5.9),

con ¢7 > 0 independiente de g, lo cual concluye la demostracién. O

NOTAS 5.2.5 a) Denotemos D = {u € WP (w,Q): I(u) < -I—oo}. Es fdcil
ver, por (a1) y (ba), que WoP(w, Q)N L=(Q) C D. En efecto

[ otaw)IVuP da < g (lull) | w(e) [Vul? de < +oo
Q Q

1
- /ﬂb(w,u’“)luﬂ"dw < exlluld, + crallull 3 < +o0.

b) La constante c; de la proposicion anterior es independiente de a(z,s)
en el siguiente sentido: si en lugar de a(z,s) tomamos otra funcion A(z,s) de
Carathéodory satisfaciendo A(z,s) > w(z) c.p.d. x € Q,Vs € IR, entonces, con

la hipdtesis (by) , obtendremos la desigualdad (5.9) con la misma constante c7.

5.3 TRUNCADURA DE a(z, s)

Consideremos la funcién a(z, s) y las constantes cs, c7 obtenidas en los resulta-
dos de la seccién anterior. Denotemos c14 = ¢sc7 y definimos para § € (0,1) y

z € Q la funcién @(z, s) de la siguiente manera

a(z,s) = a(z,s), si|s| < c14;
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a(z,s) = a(z,c14) + al(z,c14)(s — c14)

—“‘al"‘g""_lzlsc“ (s — c14)?, si s € [c14, €14 + 6);

~ 6 .
(z,5) = al(e,c14) + S4(o,c10), 518 > c1a + 6

a(z,s) = a(z,—c1a) + di(z, —c14)(s + c14)

_.a/ 1';2014[(3 + 614)2, sis € (—614 _ 6, -614];

- 6 )
a(z,s) = a(z,—c1a) + -2—0,'3(2:, —c14), si s < —c14 — 65

Entonces, para z € (2, tenemos

y(z,8) = ay(z, ), si |s| < erq;

~ a(z,c .
ay(z,s) = ai(z,c14) — —i‘;—ﬂ—)-(s — €14), si S € [c14,C14 + 6);

al(z,c14)

5 (s + c14), si s € [c14, €14 + 6);

Els(x’ ) = a's(:c, —c14) —
a(z,8)=0sis>cia+00s< —crga—0

Se puede comprobar que d(z, s),@,(z, s) son funciones de Carathéodory.
El siguiente lema resume las propiedades bésicas de @(z,s) cuando a(z,s)

verifica (a1),(a2) y (a3).

LEMA 5.3.1 ¢) Las condiciones (a1) y (a3) implican
(@1) w(z) <a(z,s), c.p.d. z € Q, Vs € IR.
i) Las condiciones (a1) y (az) implican
a(z,s) < cisw(z), c.pd. € Q,Vs € IR.
i) La condicion (az) implica
(@2) |@i(z,s)| < crew(z), c.p.d. € Q, Vs € R .
w)La condicion (a3) implica
(@3) sa'(z,s)>0,cpd z€Q,VseR

y ademds

a(z,s) < a(z,s) + bay(z,c14), Vs>0, cpd z€Q, (5.13)
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a(z,s) < a(z,s) — 6al(x, —c14), Vs <0, cpd ze (5.14)

NOTA 5.3.2 Por tanto, de i) y ii) deducimos que si a(z,s) cumple (a1),(a2)
y (a3) entonces @(z, s) verifica

(@1) w(z) <d(z,s) < esw(z), c.p.d. ¢ € Q, Vs € R.

Demostracién. Para probar i) y ii) consideremos los siguientes casos:
81 0 < s < ¢4, entonces w(z) < @(z,s) = a(z,s) < g(|shw(z) <
g(c14)w (z) c.p.d. = € Q, por ser g creciente.

- Si s € [c14,€14 + 0), entonces

Ei(x, s) = a(:v, 614) + a’s(z, 614)(8 - 614) - %(_9;732}4_)(3 - 614)2 ’
< glerw (@) + 8g(eraw (o) + Lgou(z)
< 3g(cra)w ()
y /
i(z,s) = a(z,c14) + ai(z,c14)(s —c14) — a—s(-%:—y—)(s —c14)?

Il

a(z,c14) + al(z, c14)(s — c14) [1 1 Che 014)]

> w(z) cpd. z€Q,

por ser a(z,c14) > w(z),a4(z,c14) 20y 1 - 515(3 —clq) 21— %5 > 0.

- Si s > c14 + 0, entonces

a(z,s) a(z,c14) + %a's(z,cm)
g(cra)w (2) + §g(cra)w (2)

2¢(c1a)w ()

IN

IN

~ )
i(z,s) = a(z,c14) + 5‘1’3(3,014) > w(z)

por ser a(z,c14) > w(z) y af(z,c14) 2 0.

Del mismo modo se prueban el caso s < 0, iii) y iv) del lema . O

Una vez discutidas las propiedades de @(z,s) y @.(z,s), dirigimos nuestra
atencién a un resultado clasico de existencia de minimo global para funcionales

coercivos semi-continuos en espacios de Banach. Sea E un espacio normado
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el : E — (—00,+00] un funcional. Se dice que I es débilmente continuo si
nEI-Poo‘I (ur) = I(u) para cualquier sucesién {u,} que converge débilmente en
E a u. También se dice que I es débilmente semi-continuo inferiormente (o
simplemente d.s.c.i.) si

]jm}_nf I(uy) > I(u),

para cualquier sucesién {u,} que converge débilmente en E a u. Finalmente,
se dice que [ es coercivo si I(u) — 400 cuando ||u|| — +oo.
Ahora podemos enunciar y, por comodidad del lector, probar el siguiente resul-

tado [81] que serd itil en lo que sigue.

TEOREMA 5.3.3 Sean E un espacio de Banach reflezivoe I : E — (—00, +0]

un funcional d.s.c.i y coercivo. Entonces I tiene un minimo global en E.

Demostracion.  Supongamos I # +o00. Entonces dgg I(u) < 400 y pode-
mos considerar una sucesién {u,} C E tal que I(u,) converge a zilele I(u).
Teniendo en cuenta que I es coercivo deducimos que {u,} es acotada. Ademads,
como el espacio F es reflexivo, podemos suponer también, pasando a una sub-

sucesién conveniente, que u, — ug € E. De donde resulta, por ser I d.s.c.i.,
I(uo) < liminf I(un) = lim  I(u) = inf I(u)

es decir, I(ug) = iglf‘3 I(u). Asi queda probado el Teorema. O
u

En la siguiente proposicién, usamos el Teorema 5.3.3 para probar la exis-
tencia de un minimo global no negativo del funcional I definido en Wy (w, Q)

por

I(w) = %/ a(z,uw)|VulPde — 3/ b(z,ut)|ut|?dz, (ue WyP(w,Q)).
Q Q

Notemos que el funcional I est4 bien definido bajo las condiciones (@;) y (bs)-

PROPOSICION 5.3.4 Supongamos (a1),(a3) y (b2). Entonces el funcional

I alcanza su minimo en un ug € Wy'P(w,Q),uo > 0, satisfaciendo (5.9).
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Demostracién.  Por el Lema 5.3.11), (a1) y (as) implican @(z,s) > w(z),
cpd. z € Q,Vs € IR. Entonces, razonando como en la demostracién de la

Proposicién 5.2.4, es facil ver que T verifica (5.12), es decir,
T(w) > csllulls, — enllully, - crllullf™

y, como consecuencia, I es coercivo en Wg”’ (w,). Ademds, I es débilmente
semi-continuo inferiormente (d.s.c.i). La demostracién de esta afirmacién es
cldsica [90], pero, por claridad del texto, lo haremos con detalle. Para ello

escribimos I = I; — I; donde

Liw) = [ e, w)|VaP da,
pJa

Ty(w) = 3 [ ey whyrds, (we WoP(w, )

y probaremos que I; es d.s.c.i e I; es débilmente continuo:
Para ver que I, es débilmente continuo, es suficiente probar que si una sucesiéon

1, s . ‘s
{u,} en WyP(w, ) converge débilmente a u, entonces existe una subsucesién

{tn,} de {un} tal que
Iy(tn, ) — L(u), cuando k — +oo.

En efecto, por (5.2), Wa P (w, Q) =< L;(Q). Luego {u,} convergea u en Li(Q),
lo cual implica la existencia de una funcién f € L;(Q) y de una subsucesion

{tn, } de {u,} (ver, por ejemplo, [24] ) tales que
U, () = w(z) y |un,(2)] < f(2) cpd. €, Vk € IV.

Entonces, sabiendo que b(z, s) es una funcién de Carathéodory y usando (b2),

obtenemos

b(z, Un,(T)) (”':k)q (z) = b(z,u(z)) (') (z) c.p.d z € Q, (K — +00)
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62, wn, (2)) (8,)" (2)] < 7(2) umy ()1 + 6 ()7 <
<7(@)f@) + s f(@)* = H(z) cp.d € Q

donde H(z) € LY(Q) como consecuencia de ser ¢+ pu < p<q,f € L;(Q),'y €
Lﬁ_q (Q) y la desigualdad de Holder. Ahora el Teorema de la Convergencia
Dominada de Lebesgue implica Ip(uy,) — I5(u), cuando k — +oo. En conse-
cuencia, hemos probado que I, es débilmente continuo.

La demostracio’n de la débil semicontinuidad inferior de I; es por contradiccidn.
Supongamos que existe una sucesién {u,} C WyP(w,Q) tal que u, — u €
WoP(w, Q) y

liminf Tj(u,) < I (w).

n—-+00
En virtud de la convergencia débil de u, a u, existe una constante c;7 > 0 tal
que

lunlly < e17, Vn € IN. (5.15)

Pasando a una subsucesién, que seguiremos denotando por {u,}, podemos
suponer, para un ¢ > 0 fijo, I;(u,) < Ij(u) — ¢, para todo n € IN. En vir-
tud de (5.2), también podemos suponer que u, () — u(z) c.p.d £ € Q cuando

n — +o0o. Asi, ya que @(z,s) es una funcién de Carathéodory

w™H(z)d(z, un(z)) — w(2)d(z,u(z)), c.p.d z € Q.

n—+oo

Por el Teorema de Egorov (ver, por ejemplo, [65] ), dado § > 0, existe un

conjunto excepcional Q5 C Q, con |[Qs]| < 4, tal que
wl(z)a(z, un(z)) — w™(2)d(z, u(z)) uniformemente en Q \ Qs.

Entonces existe ng € IN tal que

w™(2)[d(z, un(2)) - &(z, u(2))] < 2—5— (5.16)
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para todo z € Q\ Qs y » > no. Adem4s, por el Teorema de Mazur (ver, por

ejemplo, [96] ) existe una sucesién {v,} C Wy P(w, Q) tal que

Za uj, Za =1, o} €[0,1]

j=mno j=mno

v,} —> u fuertemente en WP (w, Q).
0

De la convergencia fuerte anterior se obtiene la existencia de una subsucesién

{vn, } de {v,} verificando

lim Vo, (z) = Vu(z) c.p.d. z € Q.

N —>00

Ahora, por el Lema de Fatou, la convexidad de la funcién s — |s|?, la no-

negatividad de @(z, s) y por (5.15), (5.16), tenemos

l/ a(z,uw)|VulP de <liminf —1-/ a(z,u)| Vo, |Pde <
PJa-Qs k—+oo p Ja-q;,

<hm1nf - "k/ )| Vu;|P dz <
k—+co P ;0 1' )I JI

<hm;nf§ Z ""/ a(z,u;)|Vy,|P dz + - Z
j=no jmmo 2

mint 3 el + § <hminf 3 el (R —) + 5 =Fw -

._’no —no
Tomando § — 0 y aplicando el Teorema de Beppo Levi [65], obtenemos
1/ (2, )| ValP de = Tu(u) < Tu(u) - &
pJa ’ — 11 = 11 2

lo cual es una contradiccién. Asi I; es d.s.c.i e en consecuencia [ = I; — I lo

es también.
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Por el Teorema 5.3.3, I alcanza por tanto su infimo en un punto up €

WP (w,Q) y tomando A(z,s) = @(x,s) en las Notas 5.2.5, b), obtendremos

lluollpy < c7,

es decir, ug verifica (5.9).
En cuanto a la prueba de la no-negatividad de up, observemos que I(uo) <

I(ug), de donde, usando (@) obtenemos

17

r / (e, uo)| Vuol? dz < 0,
{u0 <0}

Ug |Jw <
llug [l »

lo cual implica ug = 0, es decir up > 0 c.p.d. = € Q. As{ queda probada la
proposicién. O

Notemos que, en principio, por la Proposicién 5.3.4, el punto up € W(}’p(w, Q)
donde I alcanza su minimo, es slamente no negativo y puede ser 0. El siguien-
te lema proporciona condiciones suficientes para que up sea ademas distinto de

cero.

LEMA 5.3.5 Supongamos (a1),(az),(as) y (bz). Sea up € WP (w, Q) tal que

I(up) = min T. Entonces I(ug) < 0 si se verifica al menos una de las
WyP(w,Q)

siguientes condiciones:

(bs) Eziste ¢ € WyP(w,Q) tal que
Lb(x,O) (¢%) dz >0
(by) Eziste v € [0,p— q) y €0 > 0 tales que
b(z,e5) > €“b(x,s), Vs >0, Ve € (0,¢
y eziste ¥ € WyP(w, ) satisfaciendo

/ﬂ b(z, ¥(2))(2)! de > 0.
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Demostracion. Supongamos (b3) y observemos que para todo n € IN

tenemos
(o) < 1(2) = — A,
donde +
= g e e e 0

Por el Lema 5.3.1 se cumple (@;). Entonces

(e, D) VP| < 15w () [VOP = fa(@) cpd 2 ER Y21

con fy € L' (). Ademds, como @(z, s) es una funcién de Carathéodory, tenemos
lim_a(z, %)|V¢|p = (2, 0)| Vol c.pd. @ € Q.
Asi el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue implica

lim a(z,?)quwdz: f a(z,0)|Ve|P dx.
Q n Q

n—0o0

Del mismo modo, teniendo en cuenta que b (z, s) es una funcion de Carathéodory

y usando (bz), obtenemos

im bz, ) (69)" = b(z,0) (6" epd. 2 € Q.

bz, 7::) @) <7 (2) 19" + 61" = f5(2) cpd. z€Q,Vn 21,

con f5 € L! (Q) (esto es una consecuencia de la desigualdad de Hoélder y de

(5.2)). Asi

n—oo

lim Qb(x,%)(qb*‘)q dz = fﬂ b(z,0)(¢™)? da.
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Por tanto, concluimos

lim A, = — / b(z,0)(¢H)? dz < 0,
n—00 Q

- 1 s
fw) < (%) = L4, <0=T(0),
para n > ng (n suficientemente grande). Queda probado asi el lema en el caso

que se verifica (b3) .

De otro lado, suponiendo (b4), deducimos de la condicién (@;) (ver Lema

5.3.1),

T(uo) < T(ew) < 5%

/Qw(a:)|V1,b|”d:1:— %Lb(z,@b*’)(zﬁ"')q dz

para todo ¢ € (0,&0]. Tomando ¢ > 0 suficientemente pequefio y usando el
hecho que 0 < ¢+ < p, obtenemos I(ug) < 0 = I(0) y queda también probado

el lema en este otro caso. O

NOTAS 5.3.6 a) Notemos que una condicion suficiente para la segunda parte
de (by) es la ezistencia de 1 € Wy (w,Q) tal que la medida (de Lebesgue) del

conjunto

{z € Q:b(z,¢(z)) >0 yy(z) >0}

es estrictamente positiva.

b) Notemos también que la primera parte de (by) implica, en particular,
que b(z,0) > 0 c.p.d. € Q. En efecto, tomando s = 0, obtenemos b(z,0) >
€’b(z,0), es decir, (1 —€)b(z,0) > 0. De donde, haciendo tender ¢ a 0, resulta

b(z,0) >0 c.p.d. €.

5.4 RESULTADO DE EXISTENCIA

En esta seccién presentaremos el resultado principal de este capitulo, donde

se demuestra la existencia de una solucién acotada no negativa y no cero del
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problema (5.1) en el sentido dado por la definicién 5.1.2.
Recordemos que las condiciones (a;) y (b2) nos permiten definir el funcional

I en Wy'P(w,Q) por

I(u) = l/ a(z,u)|VulP dz — —1-/ b(z,ut)|ut|?dz
pJa qJQ
si fqa(z,w)|VulPdz < oo, e I(u) = co en otro caso.

TEOREMA 5.4.1 Supongamos (a;), (a2), (as), (b1), (b2) y una de las condi-
ciones (b3) y (bs). Entonces el problema (5.1) admite, al menos, una solucion
no negativa, distinta de cero, ug € Wy*(w, )N L=(Q). Ademds el funcional I

alcanza su minimo global en ug y este minimo es negativo, es decir, I (ug) < 0.

Demostracion.  Consideremos un minimo global ug € Wg P(w, Q) de T dado
por la Proposicién 5.3.4. En virtud del Lema 5.3.5 tenemos que f(uo) <0=
1(0) y asi ug # 0. Como el funcional T tiene una derivada direccional (I"(u), @)

dada por

(F(u), @) = / (2, )| VU -2Vu. Ve do + / i (z,0)|VulPp da
Q Q

—/ [b(a:,u*‘) + éb;(z,u'*)u*' lut|7 o dz

Q

para cada u € WaP(w, Q) y cada ¢ € Wy P(w, Q)N L®(Q), deducimos
(I'(uo), ) = 0, VYo € WyP(w, Q)N L®(Q),

es decir, ug es solucién del problema

—div(a(z,w)|VulP~2Vu) + %Zi;(a:,uﬂVulp =
= b(z,u)|ul?"%u + %b;(z,u)lulq, req,
u(z) =0, z €0

Ahora, por la Proposicién 5.3.4 y las Notas 5.2.2 (tomando A(z,s) = @ (z, s)),

tenemos

”uouoo S c5”u0”p:‘ < ¢5C7 = C14.
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De donde, teniendo en cuenta la definicién de @(z, s), resulta que up es una
solucién del problema (5.1) y que I(uo) = I(uo) < 0.
De otro lado, por (a3), (5.13) y (5.14) tenemos

I(u) > I(u) - 29(014) /;) w|VulP dz, Yu € WyP(w,Q).

Teniendo en cuenta que I(ug) = I(u) = min I (u), obtenemos
wEWyP(w,Q)

I(u) > I(uo) — %g(cm)/ w|VulP dz, Yu € W(}’p(w,Q)
Q
con § un ndmero positivo arbitrario. Lo cual implica
I(u) > I(ug), Yu € Wy*P(w,Q),

es decir, uo es un minimo global de I en W, ?(w,Q). O ‘

NOTA 5.4.2 Es natural preguntarse si las condiciones (by) y (b2) son inde-
pendientes o no. En los siguientes ejemplos mostraremos su independencia.

Ejemplo 1: Tomemos q < p, q € (p,p;), K1, Ky dos constantes positivas y

~

b(z,8)= K1 (sH)P T+ Ko (sT)™?, 2 €Q,5€ R,

con st = max {s,0}. Entonces b(z,s) verifica (by) con

a(z) = Kl]é ypB(z)= K;%.

Pero, b(z, s) no verifica (by). En efecto, razonanado por contradiccion, si suponemos

que verifica (by), es decir,

~

Ki(sHP7 T+ Ky (sT)7Y < y(2) + csls]* c..p.d. z € Q,Vs € R.

~

s
(cony € La-1 (R)), entonces, en particular, para s > 0, tenemos

K177 + K877 — cgs* < 7(z) c.p.d. € Q,Vs € R.
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Teniendo en cuenta que p € (0,p — q) y pasando al limite cuando s tiende a

+00, obtenemos v (z) = 400 c.p.d. = € Q, lo cual es una contradiccion con

e
vy € La-a ().
Ejemplo 2: Tomemos q < p, q € (p,p}), w1 € (0,p— q) , K3 una constante

positiva y ( € Li; () con |{z € 2:((z) # 0}| > 0. Sea
b(z,s)=((z)+ K3(s)", z€Q,5€ R.

Entonces b(z, s) verifica (by) con v(z) = ((z),c6 = K3,u = py. Ademds, no

se verifica (b1), pues caso que as? fuese tendriamos

<a(z)sP™?4+ B (z) s cp.d. ¢ €9, Vs> 0.

Ks (%1 +1) 5 +((0)

De donde, pasando al limite cuando s — 0%, resulta |¢ (z)| < 0, es decir, ¢ (z)

0 c.p.d. = € Q, lo cual es una contradiccion con |{z € Q:((z) # 0}| > 0.

En conclusion las condiciones (b1) y (bz) son independientes.
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NOTAS FINALES Y POSIBLES
LINEAS DE CONTINUACION DE LA
INVESTIGACION.

Dedicamos esta tltima parte a la exposicién de algunas cuestiones y proble-
mas relacionados con los resultados obtenidos en esta Memoria y que pueden

ser posibles lineas de un futuro trabajo:

1. En el Capitulo 1 se han establecido diversos resultados sobre existencia,
no existencia, multiplicidad, etc. de soluciones positivas de la ecuacién
(1.3) cuando los nimeros reales w y A (correspondientes, respectivamente,
al periodo de la no linealidad, con respecto al tiempo, y al periodo de la
funcién que marca el intervalo de tiempo que cada individuo permanece

infectado) satisfacen la relacién

> &
Il
SIS

(5.17)

para algin par de nimeros naturales p y ¢. De hecho, hemos estudia-
do las anteriores cuestiones para soluciones que sean, ademas, funciones
qu-periédicas. Segln nuestros conocimientos, nada se conoce en la actua-
lidad sobre la existencia de soluciones positivas de (1.3) cuando (5.17)
no se satisface (Puede no obstante consultarse el trabajo [93] sobre la

existencia de soluciones casi-periddicas, puesto que algunas ideas pueden

ser de utilidad).

2. Los procedimientos de aproximacidn de soluciones positivas de (1.3), basadas
en la nocién de solucién superior e inferior, que hemos desarrollado en los
apartados 1.2 y 2.2., son completamente tedricos. Tales procedimientos
distan mucho de ser convenientes, desde el punto de vista de la aproxima-
cién numérica de las soluciones positivas de las ecuaciones consideradas.

Creemos que el planteo de verdaderos procedimientos de aproximacién
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numérica puede proporcionar un interesante y amplio tema de investi-

gacion.

En todos los modelos considerados en la parte I de esta Memoria se ha
supuesto que la poblacién se distribuye de manera homogénea en el espacio
disponible; es decir, la funcién incégnita z no depende de la variable
espacial u € IR™. Sin embargo, es usual que esto sea asf, y por consiguiente

que la poblacién z (t,u) tenga una cierta difusién de unas partes a otras.

La consideracién de esta circunstancia origina ecuaciones de la forma

Oz (t,u)

TR Ayz (t,u) = f(tu,z (tu) - f(E—Tu,2(t—1,u) (5.18)

donde A, indica el Laplaciano respecto de la variable espacial u.

(5.18) constituye una ecuacién en derivadas parciales, del tipo Reaccion-
Difusién, pero con retraso en la variable tiempo ¢. Nada se conoce sobre la
existencia de soluciones positivas del anterior tipo de ecuaciones, asi que
nuestro estudio deberia comenzar por el caso en que n = 1, para pasar

después a la situacidn general.

Puede probarse, sin ninguna dificultad, la extension del Teorema 2.3.1 al
caso de sistemas de m ecuaciones. Lo interesante de este hecho estd en
las posibles aplicaciones que puedan derivarse de este resultado abstrac-
to. Por ejemplo, en Biologia, es conocida la dificultad del estudio de
sistemas con més de dos ecuaciones. Creemos que una investigacion de-
tallada de casos donde nuestro resultado pueda aplicarse simplificaria,
en algunos situaciones, la demostracién de algunos resultados conocidos
para sistemas que tengan un numero arbitrario de incégnitas, mientras
que permitiria obtener nuevos resultados en otros. Por supuesto, son
susceptibles de estudio tanto sistemas de ecuaciones integrales como sis-

temas de ecuaciones diferenciales.

. En el Capitulo 3 nos hemos ocupado de problemas de existencia y no

existencia de soluciones radiales no negativas de (3.1). También seria

162



interesante estudiar las cuestiones de multiplicidad, estabilidad y unicidad
de estas soluciones cuando existan. En el caso de una bola existen trabajos

en esta linea entre los que podemos citar [2] y [29].

- Ademés, los resultados de este Capitulo nos proporcionan la existencia de
soluciones radiales no negativas de (3.1) para A < A, y de no existencia
para A > A* con A, < A*. Una pregunta interesante y parece que bastante
ambiciosa serfa estudiar si A, = A* y caso nagativo lo que ocurre cuando

A pertenece a (A, A*).

Por otro lado, notemos que durante la elaboracién de esta Tesis Doctoral,
han aparecido los trabajos [5] y [8]. En el primero de ellos se estudia la
existencia de soluciones positivas de problemas semi-positén en dominios
acotados cualesquiera. Mientras que en el segundo, entre otros resultados,
se generalizan los resultados de existencia dados en el capitulo 3 al caso

en que Q es una bola y el operador diferencial es el p-laplaciano.

. En cuanto al problema (4.1) estudiado en el Capitulo 4 surgen, a nuestro
entender, dos cuestiones a resolver. La primera de ellas serfa la unicidad
de solucién radial de (4.1). De otra parte, también mereceria la pena el
estudio del niimero de soluciones (no necesariamente radiales) del proble-

ma

~Au(e) = f(u(x)-a), z€Q |
u(z) > 0, z €N
u(z) = 0, z € 0Q

u(z) — 0 cuando |z| —» +o0 |

siendo Q el dominio exterior de una bola. Por la topologia especial de
Q (observemos que posee un agujero (hole en inglés)) nos atrevemos a
pensar que dicho problema ha de poseer, al menos, dos soluciones, una de

Vella,s radial (como hemos probado) y otra, probablemente, no radial.

. El método bésico empleado en el estudio del problema (5.1) del Capitulo 5
ha sido de indole variacional. Concretamente se ha probado la existencia

de un minimo global en el espacio de Sobolev con peso del correspondiente
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funcional asociado al problema. A la vista del reciente trabajo [16] sobre
»puntos criticos” de funcionales definidos en espacios de Sobolev sin peso
y que son diferenciables Gnicamente a lo largo de direcciones acotadas,
parece interesante la generalizacién de este teoria de puntos criticos al caso
de funcionales definidos en espacios de Sobolev con peso. Qué duda cabe
que esta generalizacién resultarfa extremadamente ttil para el estudio de
la multiplicidad de soluciones de (5.1) al permitir la bisqueda de puntos

criticos que no son minimos locales.
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